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Resumo

Comegamos este trabalho definindo alguns conceitos pre-
liminares em C*-algebras, onde abordamos o teorema de Gel-
fand, que trata de representar cada C*-algebra abeliana A por
Co(2(A)), onde Q(A) (caracteres) é um espago Hausdorff lo-
calmente compacto. Num segundo momento trabalhamos o
conceito de representagao de C*-algebras, onde o caso parti-
cular das representagoes irredutiveis tem papel anélogo ao dos
caracteres no caso abeliano, os niicleos de tais representagoes
formam o espago dos ideais primitivos Prim(.A).

Quando nos restringimos as C*-algebras separaveis o es-
paco Prim(A) possui a propriedade de Baire, propriedade
esta que é importante para se concluir a equivaléncia entre
os conceitos de ideal primo fechado e ideal primitivo, e desta
equivaléncia decorre a sobriedade de Prim(.A).

Na parte final do trabalho estudamos o importante teorema
de Dauns-Hofmann, que nos deu suporte para a demonstragao
do isomorfismo de Dixmier, e este tltimo usamos para demons-
trar o isomorfismo entre Z(.A) e Co(Prim(A)) no caso em que

Prim(A) ¢ Hausdorff.

Palavras-chave: C*-algebras, ideais primitivos, ideais pri-
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mos, teorema de Dauns-Hofmann

Abstract

We start this work defining some premilinary concepts in
C*-algebras, where we discuss the Gelfand theorem, wich de-
als with the representation of each abelian C*-algebra A by
Co(2(A)), where Q(A) (characters) is a locally compact Haus-
dorff spaces. Subsequently, we focus on the concept of the
C*-algebras representation, where the particular case of irre-
ducible representations has similar role of the characters in the
abelian case, the kernel of such representations form the space
of primitives ideals Prim(A).

When we are restricted to separables C*-algebras the Prim(A)
space has the Baire property, wich is important to conclude
the equivalence between the concepts of closed prime ideal and
primitive ideal, and from this equivalence derives the sobriety
of the Prim(A).

In the last chapter, we study the important theorem of
Dauns-Hofmann, which gave us support for the demonstration
of the Dixmier isomorphism, and this last one we used to de-

monstrate the isomorphism between Z(A) and Co(Prim(A))



in the case where Prim(A) is Hausdorff.

Key-words: C*-algebras, primitives ideals, prime ideal, Dauns-

Hofmann theorem
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2 SUMARIO

Introducao

Iniciaremos este trabalho definindo a estrutura das C*-algebras
e abordando alguns de seus conceitos e propriedades. Fare-
mos um breve estudo sobre as C*-algebras abelianas, onde de-
monstraremos o importante teorema de Gelfand. Definiremos
os funcionais positivos e veremos algumas de suas proprida-
des, conceito esse que terd papel fundamental no estudo das
representacoes de C*-algebras, pois ele sera usado para cons-
truirmos um tipo especial de representacao chamada GNS, e
a partir delas mostraremos o teorema de Gelfand-Naimark.
Apresentaremos as representacoes irredutiveis e mostraremos
sua relagdao com o conceito de estado puro. Definiremos os ide-
ais primitivos e ideais primos, e veremos que os ideais primiti-
vos sempre sdo primos. Apresentaremos um espago topologico
chamado de espectro de C*-algebras.

Estudaremos o espago dos estados puros de C*-algebras
separaveis, onde mostraremos que este espago é polonés. Con-
cluiremos que este espaco também é de Baire, e através de
uma aplicacao candnica entre os estados puros e os ideais pri-
mitivos poderemos provar que este tltimo espago também ¢é de

Baire, e a partir disto poderemos mostrar que ideiais primos
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sao primitivos e com isso concluir a sobriedade do espaco dos
ideais primitivos de uma C*-algebra separavel.

Nos dedicaremos também a demonstrar o teorema de Dauns-
Hofmann com base nas ideias do artigo: A SIMPLE PROOF
OF THE DAUNS-HOFMANN THEOREM ([4]) de GEORGE
A. ELLIOTT e DORTE OLESEN. Tal teorema seré necessario
para provar a sobrejetividade do isomorfismo de Dixmier, que
descreve o centro da algebra dos multiplicadores de uma C*-
algebra como as funcoes continuas e limitadas do espago dos
ideais primitivos no corpo complexo. Com base no isomorfismo
de Dixmier mostraremos que o centro de uma C*-algebra A,
cujo espaco Prim(A) é Hausdorff, é isomorfo a Cy(Prim(A)).

No apéndice veremos duas nogoes de unitizagao para C*-
algebras sem unidade que foram importantes para os teoremas
de isomorfismo do capitulo 4. Construiremos a algebra dos
duplo centralizadores de uma C*-algebra, que dara origem as
duas nogoes de unitizagao.

Os resultados auxiliares (teoremas, lemas, corolérios...) usa-
dos nas demonstracoes dos teoremas principais deste trabalho
foram todos enunciados ao longo deste e na maioria das vezes
remetemos o leitor a consulta da referéncia [1| para acessar

suas demonstragoes.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares.

Neste primeiro capitulo definiremos a estrutura das C*-algebras
e abordaremos alguns de seus conceitos e propriedades. Fare-
mos um breve estudo sobre as C*-algebras abelianas, onde
demonstraremos o importante teorema de Gelfand. Estudare-
mos a noc¢ao de unidade aproximada, que dard suporte para
demonstrar algumas propriedades importantes para este tra-
balho. Definiremos os funcionais positivos e veremos algumas
de suas propridades, conceito esse que tera papel fundamental

no estudo das representagoes de C*-algebras.
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1.1 C*-algebras.

Comegaremos definindo uma algebra de Banach A, que é um
espaco de Banach dotado de uma multiplicagdo que o torna
também uma algebra sobre seu corpo, e satisfaz ||ab|| < ||al|||b||
para todos a,b € A. Se A possui unidade multiplicativa 1,

pede-se ||1|| = 1.

Definigao 1.1. Uma C*-dlgebra A é uma dlgebra de Banach
sobre o corpo dos numeros complexos dotada de uma aplicacdo
conjugada-linear * : A — A, tal que a™ = a, (ab)* = b*a*,

lla*|| = ||al| e |la*al| = HaH2 para todos a,b € A.

A aplicagao * é chamada de involucgao, o elemento a* é dito
adjunto de a, e a é auto-adjunto quando a = a*. Dado um sub-
conjunto B de uma C*-algebra, o conjunto B* = {b*;b € B}
é chamado de adjunto de B, e B é dito auto-adjunto quando
B* = B. Um elemento u de uma C*-algebra A com unidade
é dito unitario quando v*u = uu* = 1, e o conjunto dos ele-
mentos unitarios é denotado por U(A). Por fim, definimos a
classe dos elementos normais, que sao os elementos a tais que

a*a = aa*.

Definigao 1.2. Uma subdlgebra de uma C*-dlgebra é chamada
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de C*-subdlgebra quando é auto-adjunta e fechada na norma.

Note que as C*-subéalgebras sao C*-algebras. A seguir

abordaremos exemplos de C*-algebras e C*-subalgebras.

Exemplo 1.3. Se H é um espaco de Hilbert, entao o espaco

dos operadores limitados B(H) € uma C*-dlgebra com unidade.

Exemplo 1.4. Se H ¢ um espaco de Hilbert, entdo o es-
pago dos operadores compactos K(H) é uma C*-subdlgebra de

B(H).

Exemplo 1.5. O corpo dos complexos C é uma C*-dlgebra
sob as operagoes usuais, involucao definida pelo conjugado, e

norma definida pelo maodulo.

O teorema de Gelfand-Naimark que abordaremos na segao
de representagoes, garante surpreendentemente que "qualquer
C*-algebra ¢ uma C*-subalgebra de B(H) para um espago de
Hilbert H adequado".

Sendo A uma algebra com unidade, um elemento a € A
é inversivel se existe b € A tal que ab = ba = 1; o conjunto
dos elementos inversiveis de A é denotado por Inv(A). Como
generalizagao do conceito de auto-valores das algebras das ma-

trizes My« (C), definimos o espectro de um elemento a € A
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pelo conjunto
o(a):={AeC:a— Al ¢ Inv(A)}.

Exemplo 1.6. Seja A = C(2), onde Q2 é um espago compacto
Hausdorff. Entao o(f) = f(Q) para todo f € A.

Observagao 1.7. Em alguns casos, para evitar ambiguidades,
denotaremos o espectro de um elemento a da dlgebra A por
oala).

No caso de uma algebra A sem unidade, a definicdo do

espectro de um elemento a € A é dada considerando-se o seu

espectro na unitizagao A (ver apéndice!) de A; ou seja,

oa(a) == o ;(a).

Teorema 1.8. [2.1.11. Theorem [1]] Seja A uma C*-dlgebra
com unidade. Se B é uma C*-subdlgebra de A, contendo a

unidade de A, entdo para cada b € B tem-se
op(b) = o(b).

Proposicao 1.9. [1.2.4. Lemma. [1] e 1.2.5. Theorem [1][Seja
A uma dlgebra de Banach com unidade e a € A. O espectro
o(a) de a é um subconjunto fechado nao-vazio contido no disco

centrado na origem com raio ||all.
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Exemplo 1.10. Seja (e,)neny uma base ortonormal para um
espago de Hilbert H, e considere o operador shift u: H — H
definido por u(e,) = eny1 para todo n € N. O adjunto u* é
o backward shift, definido por u*(e,) = en—1 para n > 1, e
u*(e1) = 0. Segue que u*u = 1, e portanto ||u|| = ||u*|| = 1.
Suponhamos que x = ane, € um autovetor de u associado

a um autovalor \ de u, entdo

U(Z apepn) = A Z apen, =
Z anu(ey) = Z Ay, €n
Z Qpéntl = Z Aope, =

0= A1 e oy = Aapi1

4

como u € injetor tem-se X # 0, assim a1 = ag = ... = 0
e portanto x = 0, absurdo, entdo u nao possui autovalores.
Cada X € C com |A\| < 1 € autovalor de u* com autovetor
associado x = ) - A'en. Note que u — M nao € inversivel
se e somente se u* — X € ndo inversivel, entdo pela proposicao

acima seque que
o(u) =o(u*) =D ={\e C; |\ < 1}.

Para cada a em uma algebra de Banach A, definimos seu
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raio espectral por

r(a) := sup |A|.
Ao (a)

Pela proposicao acima o raio espectral é sempre finito. Note
que no caso do exemplo 1.6 o raio espectral de um elemento de
C(£2) coincide com sua norma. A proposi¢ao que segue mostra
que isso acontece abstratamente sempre que o elemento é auto-

adjunto.

Proposigao 1.11. [2.1.1. Theorem, [1]] Se a é um elemento

auto-adjunto de uma C*-dlgebra A, entao r(a) = ||all.
Exemplo 1.12. A matriz

1 2
0 1

da C*-dlgebra May2(C) nao € auto-adjunta e tem 1 como unico
autovalor, entdo seu raio espectral € 1, entretanto € fdcil con-

cluir que sua morma € maior que 1.

Adiante um outro resultado relativo a elementos auto-adjuntos
que diz que o espectro de tais elementos é constituido somente

de ntmeros reais.

Proposicao 1.13. [2.1.8. Theorem. [1]] Seja a é um elemento

auto-adjunto de uma C*-dlgebra A, entao o(a) C R.
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Uma classe importante de elementos auto-adjuntos sao os
chamados positivos. Um elemento a de uma C*-algebra A
é positivo quando seu espectro admite somente niimeros nao
negativos, ou seja, o(a) C R, o conjunto de tais elementos
sera denotado por A™.

Em verdade, qualquer elemento a de uma C*-algebra pode
ser escrito como combinagao linear de elementos auto-adjuntos,

a saber,

“T T 2

a+a* [i(a*—a)]
+1|—].
Veremos na se¢ao de C*-algebras abelianas que, na verdade, é
possivel escrever qualquer elemento de uma C*-algebra como
combinacao linear de elementos positivos.
Como ultimo conceito desta se¢ao definimos a nogao de *-

homomorfismo, que serd o mais importante no tratamento das

C*-algebras neste trabalho.

Definicao 1.14. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de dl-
gebras entre as C*-dlgebras A e B, e ¢ preserva os adjuntos,
isto €, p(a*) = (¢(a))* para todo a € A, entao ¢ € um *-
homomorfismo. Se em adi¢cdo ¢ € bijetiva, entdo p € dito um

*_isomorfismo.

Exemplo 1.15. Facilmente vé-se que, o operador T, : A — A
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definido na C*-dlgebra A por T, (a) = uau®, € um *-isomorfismo

para cada u € U(A).

Proposigao 1.16. [2.1.7.Theorem, [1]] Um *-homomorfismo

v : A — B entre C*-dlgebras € necessdriamente contrativo.

1.2 C*-algebras abelianas

Exemplo 1.17. Seja X um espago topoldgico, o espago das
fungoes continuas limitadas f : X — C € uma C*-dlgebra abe-
ltana com unidade, sob as operagoes pontuais, sob a involucdo
definida por f* = f e sob a norma do supremo. Esta dlgebra

é denotada por Cy(X).

Exemplo 1.18. Uma fun¢io f € Cy(X) zera no infinito, se
para todo € > 0 o conjunto |f|~1([e,00)) é compacto; o espaco

de tais fungoes € uma C*-subdlgebra de Cy(X) e é denotada

por Co(X).

(Em caso de duvidas sobre os dois exemplos acima o leitor

interessado pode consultar o exemplo 30 da referéncia [9]).

Observagao 1.19. Quando o espago topoldgico X é compacto
o espago das fungoes continuas C(X) € claramente igual aos

espagos Cp(X) e Co(X).
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Definigao 1.20. Um caracter de uma dlgebra de Banach abeli-
ana A € um homomorfismo nao-nulo 7 : A — C. Denotaremos

por Q(A) o conjunto dos caracteres de A.

Teorema 1.21. [1.53.8.Theorem, [1]] Se A é uma dlgebra de

Banach abeliana, entdo:

(i) Se 7 € Q(A), tem-se ||T|| < 1. Se A tem unidade entao
7]l =1 =7(1).

(ii) Se A tem unidade, seque que o conjunto Q(A) é ndao
vazio, e a aplicagio T — Ker(T) define uma bije¢ao entre

Q(A) e o conjunto de todos os ideais mazimais de A.

Pelo teorema anterior o conjunto dos caracteres 2(A) as-
sociado a algebra de Banach A, esta contido na bola fechada
unitaria do espago dual A*. Dotaremos o conjunto (A4) com
a topologia relativa fraca*, e chamaremos o espago topologico
2(A) de espago dos caracteres, ou espectro, de A. Como con-

sequéncia do teorema de Banach-Alaoglu segue o resultado;

Teorema 1.22. [1.3.5. Theorem. [1]] Se A é uma algebra de
Banach abeliana, entio o espago dos caracteres Q(A) € local-
mente compacto e Hausdorff. Se A tem unidade, entao Q(A)

€ compacto.
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Em geral o espaco dos caracteres de uma algebra de Banach
abeliana pode ser vazio, como ¢é o caso de A = {0}. Tome uma
algebra de Banach abeliana A em que o espago dos caracteres
Q(A) é nao vazio, e para cada a € A considere a func¢ao a
definida por

a:QA) = C, 7 7(a).

Repare que a topologia do espago dos caracteres é a menor tal

que todas as fungoes a sdo continuas, e cada conjunto
{r € QA);|7(a)| = €}

¢ um subconjunto fraco* fechado da bola fechada unitéaria de
A* para cada € > 0, e portanto & fraco™ compacto pelo teorema
de Banach-Alaoglu. Portanto, a € Cy(€2(A4)). A funcao a é

chamada de transformada de Gelfand de a.

Teorema 1.23. [1.3.4. Theorem, [1]]. Seja A uma dlgebra de

Banach abeliana.

1] Se A possui unidade, entao o(a) = a(Q(A)) para cada

a € A.

2] Se A nao possui unidade, entao o(a) = a(Q(A)) U {0}

para cada a € A.
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No caso das *-algebras de Banach abelianas, sem unidade,
nao nulas; nao se tem em geral que seu espaco dos caracteres

é nao vazio.

Exemplo 1.24. [Exemplo da Camila, [9]] Tome o espago ve-
torial das matrizes M = My, (C) com a norma usual, invo-
lugcdo dada por a* = al eo produto definido por ab = 0. FEste
espaco € uma *-dlgebra de Banach abeliana nao-vazia e sem
unidade. Veremos agora que o espago dos caracteres Q(M) é

vazio: Seja 7 : M — C um homomorfismo, entao para cada

a € M tem-se

Portanto T = 0.

Porém, se acrescentarmos a estrutura adicional das C*-
algebras, garantimos que seu espectro € ndo vazio. Seja A
uma C*-algebra abeliana, sem unidade, e nao nula. Entao
A contém um elemento auto-adjunto a # 0. Pela proposicao
1.11 tem-se r(a) = ||al||; portanto, da compacidade do espectro
da unitizacdo A, a transformada de Gelfand a atinge valor de
méximo, entdo existe 7 € Q(A) tal que |7(a)| = ||a|| # 0.

Consequentemente, a restri¢ao de 7 a A, é um caractere de A.
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Logo, o espectro de qualquer C*-algebra abeliana, nao nula, é

nao vazio.

Lema 1.25. [2.1.9. Theorem, [1]] Se T € um caracter em uma

C*-dlgebra A, entao 7(a*) = 7(a) para cada a € A.

Teorema 1.26. (Gelfand) Se A é uma C*-dlgebra abeliana e

nao-nula, entdo a representacdo de Gelfand
I: A— Cy(QA), a— a,
€ um *-isomorfismo isométrico.

Demonstracdo. A transformacdo I' é um homomorfismo. Se-
gue do lema imediatamente anterior que, se 7 € Q(A), entao
[(a*)(7) = 7(a*) = 7(a) = T'(a)*(7) para cada a € A, entdo T’
¢ um *-homomorfismo. Segue da proposicao 1.11 e do teorema

1.23 que

I0(@)[[* = [IT(a) T(a)ll = [[F(a*a)l]

= sup [[(a”a)(7)]
T7€Q(A)

— sup|@a(Q(A)
— suplo(a’a)]

= r(a*a) = |[la*al| = [al*.
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Portanto a transformacao I' é isométrica.

Claramente, I'(A) é uma subalgebra fechada de Cp(Q(A)),
separa pontos de 2(.A), e para cada 7 € (.A) existe a € A tal
que I'(a)(7) # 0. O teorema de Stone-Weierstrass garante que
I'(A) é densa em Cp(€2(A)), entao I'(A) = Cp(2(A)). O

Observagao 1.27. Podemos dizer que, a classe das dlgebras
Co(X) onde X é um espago topoldgico, citada no exemplo 2.20,
é a morada das C*-dlgebras abelianas; e antes do teorema de
Gelfand o interior dessa casa ( espago X ) era bastante bagun-
cado, e depois deste chegou-se na maior organizacao possivel

(X localmente compacto e Hausdorff) desta morada.

A seguir aplicaremos o teorema de Gelfand para mostrar
que qualquer elemento auto-adjunto a de uma C*-algebra A
com unidade pode ser decomposto como uma combinagao li-

near de elementos positivos. E facil ver que o conjunto

C*(1,a) = span{l,a,a? a3, ...}

é uma C*-subalgebra abeliana de A, e é a menor que contém
a e 1. Segue do teorema 1.23 e da proposicao 1.13, que a

representacao de Gelfand a é uma fun¢ao em Cy(Q(C*(1,a)))
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com imagem contida em R. Note que as fungoes

Q>

d+:\a|+aed_:]a|—

2 2

s@o positivas, e portanto elementos positivos da C*-algebra
Co(QC*(1,a))), e ainda @ = a* —a~ com ata~ = 0. Logo,
aplicando o *-isomorfismo de Gelfand inverso em a = a* —a~
obtemos a decomposicao desejada.

A decomposicao de elementos auto-adjuntos em termos de

elementos positivos é essencial para demonstrar o resultado

que segue.

Proposicao 1.28. [2.2.4.Theorem, [1]] Se a é um elemento

arbitrdrio de uma C*-dlgebra A, entao a*a é positivo.

Outro resultado util que decorre do teorema de Gelfand é

a existéncia de "raiz quadrada'"de elemento positivo, ou seja:

Proposicao 1.29. [2.2.1. Theorem, [1]] Seja A uma C*-dlgebra
ea € A*. Entio existe um tinico b € AT tal que b* = a (b

1
serd denotado por a2 ).
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1.3 Unidade aproximada.

Nesta secao estudaremos alguns resultados importantes para
demonstrar, de forma simples, um dos resultados centrais dessa

dissertagao; o teorema de Dauns-Hofmman.

Definigao 1.30. Uma unidade aproximada para uma C*-dlgebra
A € uma rede (ux)xepn de elementos positivos da bola unitdria

fechada de A tal que a = limauy = limuya para todo a € A.

Proposicao 1.31. [3.1.1. Theorem. [1]]Toda C*-dlgebra A

admite um aproximante unital.

A existencia de um aproximante unital é essencial na de-

monstragao do teorema que segue.

Proposicao 1.32. [1.1.1.,3.1.3., 3.1.4. Theorems, [1][ Se I é

um ideal fechado de uma C*-dlgebra A, entao

1] I ¢ auto-adjunto e portanto uma C*-subdlgebra de A.

2] O quociente A/I é uma C*-dlgebra sob as operagées usu-
ais, a involugao definida por (a+1)* = a*+1, e a norma
quociente definida por ||a + I|| = infper ||a — b]|.

Proposicao 1.33. [3.1.5.Theorem, [1]] Se ¢ : A — B é um

*_homomorfismo injetivo entre as C*-dlgebras A e B, entao o

€ necessariamente isométrica.



20 CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES.

Proposicao 1.34. [3.1.6. Theorem, [1]| Se ¢ : A — B €
um *-homomorfismo entre C'*-dlgebras, entiao ¢(A) € uma C*-

subdlgebra de B.

Proposicao 1.35. [3.1.7.Theorem, [1]] Sejam B e I uma C*-
subdlgebra e um ideal fechado na C*-dlgebra A respectivamente.

Entdao B+ I ¢ uma C*-subdlgebra de A.

1.4 Funcionais lineares positivos.

Os funcionais tratados nesta segdo serao essenciais no estudo
das representagoes de C*-algebras do proximo capitulo. Ve-
remos agora a definicdo e algumas propridades boas de tais

funcionais.

Definigao 1.36. Um funcional linear 7 : A — C em uma

C*-dlgebra A € dito positivo se T(AT) C= Rxo.

Proposicao 1.37. [3.3.1.Theorem, [1]] Se T € um funcional

linear positivo em uma C*-dlgebra A, entao T é limitado.

Proposicao 1.38. [3.3.2.Theorem, [1]] Se T € um funcional
linear positivo em uma C*-dlgebra A, entao T(a*) = 7(a) e

I7(a)|? < ||7||7(a*a) para todo a € A.
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Proposicao 1.39. [3.3.7.Theorem, [1]] Seja T um funcional

linear positivo em uma C*-dlgebra A.

1] Para cada a € A, 7(a*a) =0 se e somente se 7(ba) = 0

para todo b € A.

2] A desigualdade T(b*a*ab) < ||a*al|T(b*b) vale para todos

a,b e A

Definigao 1.40. Um funcional linear positivo em uma C*-

dlgebra é um estado quando sua norma € 1. O conjunto dos

estados de A € denotado por E(A).

Proposigao 1.41. Seja 7 um estado na C*-dlgebra A, entao

o funcional T(u* - u) também é um estado para todo u € U(A).

Demonstracao. O operador Ty, : A — A definido por T, (a) =

uau* é um *-isomorfismo, entdo pela proposi¢ao 1.33 é isomé-

trico. Portanto o funcional 7(u* - u) é positivo, e

|7 (" - w)]

Logo 7(u* - u) é um estado.

o 7]
SUD ]
*T

oy T Tl
T NPT

T Q
sup T _ 7 = 1.
SUP ]
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A proposicao a seguir, cuja tese diz que o conjunto dos
estados é nao vazio, é demonstrado via teoremas de Gelfand e

de Hahn-Banach.

Proposicao 1.42. [3.5.6.Theorem, [1]] Se a é um elemento
normal de uma C*-dlgebra nao-nula A, entdo existe um estado

T de A tal que ||a|| = |7(a)|.



Capitulo 2

Representacoes de

C*-algebras.

Neste capitulo estudaremos a nogao de representacao de C*-
algebras. Construiremos um tipo especial de representagao a
partir de um funcional positivo chamada GNS, e a partir delas
mostraremos o teorema de Gelfand-Naimark. Apresentaremos
as representagoes irredutiveis e mostraremos sua relagao com
o conceito de estados puros. Definiremos os ideais primitivos
e ideais primos, e veremos que os ideais primitivos sempre sao
primos. Apresentaremos um espaco topologico chamado de

espectro de C*-algebras.

23
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2.1 Representacao GNS.

Definigao 2.1. Uma representacao de uma C*-dlgebra A é um
par (H,m) onde H é um espago de Hilbert e m : A — B(H)
é um *-homomorfismo. Dizemos que (H,m) € fiel quando 7 é
mjetiva.

Uma representagao (H, ) de uma C*-algebra A é dita nao-

degenerada quando

[r(A)(H)] = span{m(a)(h);a € A,h € H} = H.

Exemplo 2.2. O par (C,7) em que T € um caracter em uma
C*-dlgebra A abeliana é uma representagao nao-degenerada de

A.
Exemplo 2.3.

Se (Hy, ™\ )aen € uma familia de representagoes de uma C*-
algebra A, entao a sua soma direta (H, ), onde H = @y, Ha
e m(a)((ax)xer) = (ma(a)(zx))rea para todo a € A e todo
(xA)aea € H, é uma representagao de A. Ainda, se para cada
elemento nao nulo a € A existir A € A tal que my(a) # 0,
entdao (H, ) é fiel.

Agora construiremos a representagao GNS (ou representa-

¢ao Gelfand-Naimark-Segal) associada a um funcional linear
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positivo. Se 7 é um funcional linear positivo em uma C*-

algebra, é facil checar, pela proposigao 1.39, que o conjunto
N;:={a € A;7(a"a) =0}
é um ideal a esquerda fechado de A, e que a aplicacao
(A/N.)? = C, (a+ N;,b+ N,) — 7(b*a),

¢ um produto interno bem definido no espago vetorial A/N;.
Denotaremos por H, o espaco de Hilbert obtido pelo comple-
tamento de A/N-.

Para cada a € A, defina o operador 7(a) € B(A/N;) por

m(a)(b+ N;) = ab+ N;.

IN

Novamente pela proposigao 1.39, segue facilmente que ||7(a)]|
[la||. Entao o operador 7(a) possui uma extensao a um ope-

rador limitado 7,(a) em H,. E facil mostrar que a aplicagio
mr: A— B(H;), a— 7(a),

¢ um *-homomorfismo. Entao (H,,7,) é uma representagao,
e serd chamada de representacado GNS de A associada ao fun-
cional positivo 7.

Se A & uma C*-algebra nao nula, definimos a representagao

universal como sendo a soma direta da familia (Hr, 77 ) cp(4)-
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Teorema 2.4. (Gelfand-Naimark) Se A é uma C*-dlgebra,
entdo ela possui uma representacdo fiel. FEspecificamente, a

representacao universal € fiel.

Demonstragao. Seja (H, ) a representacao universal de A, e
suponhamos que m(a) = 0 para a € A. Pela proposi¢ao 1.42
existe um estado 7 em A tal que ||a*a|| = T(a*a). Com base
nas proposicoes 1.28 e 1.29 tomemos o elemento b = (a*a)%,

entao
llal[* = |la*al| = 7(a*a) = 7(b*) = [|7-(b)(b+ N,)||*.

Como 7,(b*) = 7.(a*a) = 7, (a*)7m,(a) = 0, segue que para

todo = € H, temos

0= (m-(b)(2),2) = (mr(b*)(x),7-(b°)(2))
= [lm- (%) ()P,

entdo 7, (b%) = 0; portanto, para todo x € H, tem-se

0 = (mr(b*)(x), z) {7 (b) (@), 7 (b)(2))

[ () (@) | = 7 (b) = 0.

Portanto a = 0, logo (H, ) é fiel. O

Seja I um ideal fechado de uma C*-algebra A. Pelo teo-

rema de Gelfand-Neimark existe uma representagao fiel (H, )
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(nao-degenerada) da C*-algebra A/I, entdao (H, 7 o q) ¢ uma
representacao (nao-degenerada) de A tal que Ker(moq) = 1,
onde ¢ é a aplicacdo canodnica entre A e A/I. Assim con-
cluimos que todo ideal fechado de A é o nicleo de alguma

representacao nao-degenerada de A.

2.2 Representacgoes irredutiveis e estados

puros.

Se (H,m) é uma representagao de uma C*-algebra A, dizemos

que um vetor x € H & ciclico se [r(A)z] = H, onde

[r(A)zx] := span{m(a)(z);a € A}.

Quando (H, ) admite um vetor ciclico, ela é chamada de re-
presentacao ciclica.

Para o caso das representagoes GNS associadas a estados
tem-se a garantia de que esta possui vetor ciclico. O resultado
seguinte mostra, usando o teorema da representacao de Riesz,
como um estado pode ser descrito em termos da representagao

GNS associada e de um vetor ciclico.

Proposicao 2.5. [5.1.1. Theorem, [1]] Seja A uma C*-dlgebra
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et € S(A). Entao existe um unico vetor x. € H, tal que
7(a) = (a+ Ny,z;) (a€A).

E ainda, x, é um vetor ciclico unitdrio de (H,,m;) e
mr(a)(z:) =a+ N, (a€A).

Definigcao 2.6. Se K é um subespago do espago vetorial H,
dizemos que K € invariante por um operador T : H — H se
T(K) C K. K € invariante por um subconjunto S de B(H)

se € inwariante por todos os elementos de S.

Definigao 2.7. Uma representagao (H,m) de uma C*-dlgebra
A é dita irredutivel se {0} e H sao os unicos subespagos fe-

chados de H invariantes por w(A).

Exemplo 2.8. O par (C,7) em que T € um caracter em uma

C*-dlgebra A abeliana € uma representacdo irredutivel de A.

Dado um subconjunto C' de uma &lgebra A, definimos o
comutante C’ como sendo todos os elementos de A que co-
mutam com todos os elementos de C. Se C' é um subconjunto
auto-adjunto de uma C*-algebra A, entao ¢ facil mostrar que

C’ ¢ uma C*-subalgebra.
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Proposicao 2.9. [5.1.5.Theorem, [1]] Seja (H, ) uma repre-

senta¢ao nao-nula de uma C*-dlgebra A.

1] (H,7) € irredutivel se e somente se w(A) = C1, onde

1 =1idp.

2] Se (H, ) € irredutivel, entao todo vetor nao-nulo de H é

ciclico para (H, ).

Defini¢ao 2.10. Um estado 7 em uma C*-dlgebra A € puro
quando, para todo funcional linear positivo p em A tal que o
funcional T — p € positivo, necessdariamente existe um nimero
t €[0,1] tal que p = tr.

O conjunto dos estados puros de A serd denotado por P(A).

Proposicao 2.11. [5.1.6. Theorem, [1]] Seja T um estado em
uma C*-dlgebra A.

1] T € puro se e somente se (Hr,m;) € irredutivel.

2] Se A € abeliana, entio T € puro se e somente se € um

caractere de A.

Exemplo 2.12. Segue deste iltimo resultado que para C*-

dlgebras abelianas A tem-se P(A) = Q(A).
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Exemplo 2.13. Seja H um espago de Hilbert, e A = K(H)

0s operadores compactos em H. Se x € H, entdo o funcional
wy: A—C, uw (u(z),z),

€ positivo, e se x € unitdrio, w, € um estado. No exemplo
5.1.1. da referéncia [1] é demonstrado que os estados puros de
A sdo precisamente os estados w,, onde x € vetor unitdrio de

H.

Duas representacgoes (Hy, w1 ) e (Ha, m2) de uma C*-algebra
A sao ditas unitariamente equivalentes se existe um operador
unitario u : Hy — Hjy tal que ma(a) = um(a)u* para todos
a € A. E facilmente verificivel que equivaléncia unitéaria é
uma relagdo de equivaléncia. O resultado a seguir d4 uma
caracterizacao 1til para avaliar a equivaléncia unitaria de re-

presentacoes.

Proposicao 2.14. [5.1.4. Theorem, [1]] Suponhamos que (Hy, 1)
e (Ha,m2) sao representagoes de uma C*-dlgebra A com veto-
res ciclicos 1 e xo respectivamente. Entdo existe uma trans-
formagao linear unitdria v : Hy — Ha tal que xo = u(zy) e

ma(a) = um (a)u* para todo a € A se e somente se

(mi(a)rr, x1) = (m2(a)z2, T2)
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para todo a € A.

A préxima proposicao revelard a equivaléncia unitaria en-
tre uma representacao com vetor ciclico unitario e a represen-

tagdo GNS associada a algum estado.

Proposicao 2.15. [5.1.7. Theorem, [1]] Seja (H,m) uma re-
presentagao de uma C*-dlgebra A, e seja x um vetor ciclico

unitdrio de (H, ). Entao a fun¢ao

7: A—=C, aw— (n(a)(z),z),
é um estado de A e (H, ) é unitariamente equivalente a (Hy, ;).
E ainda, se (H,m) é irredutivel, entao T é puro.

Se x é um vetor unitario de um espaco de Hilbert H, de-

notaremos por w, o estado
B(H) = C, uw (u(x),z).

O resultado a seguir seré util no capitulo 4 para mostrar
que uma importante aplicagao entre os espagos dos estados
puros e dos ideais primitivos de uma C*-algebra (espago que

definiremos na proxima se¢ao) ¢ aberta.

Proposicao 2.16. [5.1.15. Theorem, [1]] Seja A uma C*-dlgebra

e suponha que (Hy,m)\)xen € uma familia de representagoes de
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A. Se T é um estado puro de A tal que
ﬂ Ker(my) C Ker(7),

AEA

entdo T pertence ao fecho *-fraco em A* do conjunto
S =A{w,m\; A€ Az € Hy e ||z|| = 1}.

Agora definiremos as nogoes de restricao e extensao de re-
presentagoes de C*-algebras. Seja (H,7) uma representagao
de uma C*-algebra A, e suponha que B é uma C*-subalgebra
e que K é um subespaco de H invariante por m(B). Entao a
aplicagao

B — B(K), b~ 7(b) |k,

define uma representagao de B, e a denotaremos por (H, )5 -

Quando

K = [n(B)(H)] = span{n(b)(h);b € B,h € H}

a representagao (H,7)p k ¢ chamada de restricao de (H, ) a

B.

Proposicao 2.17. [5.5.1. Theorem, [1]] Seja B uma C*-subdlgebra
de uma C*-dlgebra A e suponha que (H,T) é uma represen-

tacao nao-degenerada de B. Entdo existe uma representa¢do
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nao-degenerada (H,7) de A e um subespago fechado K de H
invariante por w(B) tal que (H, ) € unitariamente equivalente
a (H,7)pr. Se (H,m) € ciclica (respectivamente irredutivel),

podemos tomar (H,T) ciclica (respectivamente irredutivel).

Chamaremos a representacao (H,7) de A, citada na pro-
posi¢ao acima, de extensao da representacao (H, ) de B para
A.

Um ponto  de um conjunto convexo C' em um espago
vetorial X é um ponto extremo de C, se dados y,z € C tais

que T = ygz,

tem-se necessariamente que x =y = z.

Proposicao 2.18. [5.1.8 Theorem, [1]] Se A é uma C*-dlgebra,
entdo o conjunto S dos funcionais lineares positivos contrativos
em A € convero e compacto na topologia fraca®. O conjunto
dos pontos extremos de S € formado pelo funcional zero e os

estados puros de A.

O resultado que segue garante que toda C*-algebra nao-

nula possui estados puros.

Proposicao 2.19. [5.1.11.Theorem, [1]] Seja a um elemento
positivo de uma C*-dlgebra A nao-nula. Entao existe um es-

tado puro de A tal que ||a|| = p(a).
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Proposicao 2.20. [5.1.12. Theorem, [1]] Seja A uma C*-dlgebra,
ea € A. Entao existe uma representacao irredutivel (H,m) de

A tal que [|a]| = [|m(a)]|

Para cada funcional linear positivo 7 em uma C*-algebra A
tem-se, pelas proposicoes 1.38 e 1.39, a continéncia N+ N* C
Ker(r). O proximo resultado caracteriza os estados puros

avaliando a continéncia contraria.

Proposicao 2.21. [5.3.4.Theorem, [1]] Se T é um estado em
uma C*-dlgebra A, entao T é puro se e somente se Ker(T) C

N, + N

Seja A uma algebra. Um ideal a esquerda L é dito modular
se existe um elemento u € A tal que a —ua € L para todo a €
A. Um ideal I é modular se existe u € A tal que a—ua,a—au €
I para todo a € A. No caso das algebras com unidade, todos
ideais e todos ideais a esquerda sdo modulares. O resultado a
seguir diz que existe uma relagao biunivoca entre os estados
puros e o conjunto de todos ideais a esquerda modulares e

maximais de uma C*-algebra.

Proposicao 2.22. [5.3.5. Theorem, [1]] Se A é uma C*-dlgebra

nao-nula, entdo a correspondéncia T — Ny € uma bijecao dos
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estados puros P(A) com o conjunto R de todos ideais a es-

querda, modulares e marimais.

Note que, se A # {0} é abeliana, entdo para cada 7 €
P(A) = Q(A) tem-se N, = Ker(r), assim pelo resultado an-
terior a correspondéncia 7 — N, é uma bijecao de (. A) para

o conjunto de todos os ideais modulares maximais de A.

Proposicao 2.23. [5.2.4.Theorem, [1]] Se T é um estado puro
em uma C*-dlgebra A, entao A/N,; = H.

2.3 Ideais Primitivos e Primos.

Comegaremos enunciando o resultado que possibilita a defini-

¢ao de um dos objetos de estudos dessa secao.

Proposicao 2.24. [5.4.1.Theorem, [1]] Seja L um ideal a es-
querda modular em uma algebra A. Entdo existe o maior ideal

I de A contido em L, e sua descricao €
I={ae€A;aAC L}.

Definigao 2.25. Se L é um ideal a esquerda, modular e ma-
ximal em uma dlgebra A, o ideal I associado a L, conforme
a proposi¢cao acima, € chamado de primitivo. Denotaremos o

conjunto dos ideais primitivos de A por Prim(A).
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Note que Ker(m;) é o ideal associado ao ideal a esquerda
modular e maximal N, no contexto da proposicao 2.24, para
cada estado puro 7 de uma C*-algebra A. Pois, por conta da

proposicao 2.23 tem-se
Ker(n;) ={a € A;7:(a)(A/N;) =0} = {a € A;aA C N, }.

Assim sendo, com base na observagao acima e nas proposi¢oes
2.22, 2.9 e 2.15 mostra-se a seguinte caracterizagao dos ideais

primitivos.

Proposicao 2.26. [5.4.2. Theorem, [1]] Um ideal I de uma
C*-dlgebra A € primitivo se e somente se, existe uma repre-

sentagao irredutivel nao-nula (H,7) de A tal que I = ker(m).

Exemplo 2.27. Seja A a unitizacio de uma C*dlgebra A.

Consideremos a representa¢do

§5: A= B(C), §(a,\)(8) =M.

Obviamente 0 € irredutivel, e Ker(d) = A. Portanto, pela

proposicio acima A é um ideal primitivo de A.

Se S é um subconjunto de uma C*-algebra A, denotare-
mos por hull(S) o conjunto dos ideais primitivos que conte-

nham S. Se R é um conjunto nao-vazio de ideais primitivos
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de A, denotaremos por Ker(R) a intersegao dos membros de

R. Definimos Ker(() = A.

Proposicao 2.28. [5.4.3. Theorem, [1]] Se I é um ideal pro-
rio modular de uma C*-dlgebra A, entao hull(I) é nao vazio.

Se I é um ideal préprio fechado em A, entao
I = Ker(hull(I));
isto €, I € a intersecao dos ideais primitivos que o contém.

Com base na proposi¢do acima concluimos que os ideais
modulares maximais de uma C*-algebra sao primitivos; ou
seja, os ideais primitivos sao os analogos aos ideais modulares
maximais de C*-algebras abelianas, pois nestas esses conceitos
coincidem (5.4.4. Theorem, [1]).

Agora definiremos uma topologia para o espacgo dos ideais
primitivos Prim(.A), de tal forma que quando A é abeliana o
espago Prim(.A) é homeomorfo ao espago dos caracteres Q(A).

A seguinte proposig¢ao nos revelara tal topologia;

Proposicao 2.29. [5.4.6. Theorem. [1]] Se A é uma C*-
dalgebra, entao existe uma unica topologia em Prim(A) tal que

para cada subconjunto R o conjunto hull(Ker(R)) é o fecho

de R.
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A topologia de Prim(.A) citada acima consiste dos abertos
Ljoe = {hull(Ker(R))% R C Prim(A)},

esta topologia é chamada de topologia de Jacobson.

Quando C*-algebras abelianas possuem unidade os espa-
gos de seus caracteres sao compactos. O teorema 5.4.8 da
referéncia [1| diz que o espago dos ideais primitivos também
¢ compacto para C*-algebras unitais. A proxima proposi¢ao
mostra uma importante relacdo entre os ideais fechados e os

conjuntos fechados de Prim(A);

Proposicao 2.30. [5.4.7. Theorem, [1]] Seja A uma C*-

dlgebra. Entao;
1] Prim(A) é um Ty-espago.

2] A correspondéncia I — hull(I) é uma bije¢ao entre o
conjunto dos ideais fechados de A e o conjunto dos sub-

conjuntos fechados de Prim(A).

3] Se I, I, sao ideais fechados de A, entao Iy C Iy se e
somente se hull(I2) C hull(1ly).

Definicao 2.31. Um ideal fechado I de uma C*-dlgebra A é
dito primo se, dados dois ideais fechados Ji,Jo de A tais que

J1Ja C I, obrigatoriamente tem-se Jy C I ou Jo C I.
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Proposicao 2.32. [5.4.5 Theorem, [1]] Se I é um ideal pri-

mitivo de uma C*-dlgebra A, entao I € primo.

Em geral ndo se tem que ideais primos de C*-algebras sao
primitivos, o leitor interessado em um contra-exemplo pode
consultar o artigo [5] de Nik Weaver. Entretanto, no capitulo
4 mostraremos o importante resultado que diz que em C*-

algebras separaveis todo ideal primo é primitivo.

Lema 2.33. [1.1.9. Teorema, [8]] Seja X um espago local-
mente compacto Hausdorff. O espago dos caracteres Q(Co(X))

é homeomorfo a X pela regra x +— 1., onde 7,(f) = f(x).

No exemplo concreto a seguir obteremos todas as repre-
sentagoes irredutiveis e mostraremos que os ideais primitivos

correspondentes é T7-espago mas nao é Th-espago.
Exemplo 2.34. e Consideremos a C*-dlgebra
A={f e C([0,1], M2(C)); f(1) diagonal}.

Tome as representagies Ty, : A — B(C?) onde 7y, (f) € defi-
nido pela matriz f(xg) para cada xy € [0,1].
Se xo < 1, entao m,, € sobrejetora e portanto uma repre-

sentagao irredutivel.
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Se mg = 1, entio m = 7 ® 72, onde

T = miloac € T = Tilcao

sao representacoes irredutiveis. Essas representacoes tém as-
sociadas todos os ideais primitivos de A. De fato, repare que
Z(A) éisomorfo a C([0,1]) e portanto Q(Z(A)) é homeomorfo
a Q(C([0,1])), entao pelo lema 2.33, para cada 7 € Q(Z(A))
tem-se 7(f) = f(xo) para algum xo € [0,1].

Seja (H, ) uma representagao irredutivel, entao pelo item
1] da proposicao 2.9 seque que 7r|Z(A) é um caracter, e por-
tanto obedece a regra m|,4)(f) = f(wo) para algum xo € [0, 1].
O proximo passo serd mostrar que Ker(ng,) C Ker(m); supo-
nhamos que f € A e f(xg) = 0. Dado € > 0, existe 6 > 0
tal que [|f(z) = fao)l| = If@)I| < & quando |z — zo| < 6;
escolha o € C([0,1]) de tal forma que 0 < o < 1, ax) = 1

para x € (0,29 — 0] U [zg + 6, 1] onde a(xo) = 0. Segue que

lfa—fll<e = ||n(fa—[f)]|<e
= ||x(f)m(ad) — 7(f)|| <e.

Como ol € Z(A), obtemos

lw(H)m(ad) =Nl = lx(fe(zo)l —=(H)ll <e
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= |[lm(NI =0

Portanto f € Ker(r).

Se xg < 1 temos o seguinte: Ty, € sobrejetora, entao
A/Ker(ry,) ~ B(C?) = K(C?). A representacio (H,7) de
A/Ker(my,) definida por w(a + Ker(my,)) = m(a) € irreduti-
vel. No exemplo 5.1.1 de [1] conclui-se que toda representagao
wrredutivel nao nula de um espaco de operadores compactos €
unitariamente equivalente a representacdao inclusao, portanto
Ker(m) = {0}. Entao w(f) =0= f+ Ker(m,,) € Ker(7) =
{0}, logo Ker(m) = Ker(my,)-

Se xg = 1, entao
Ker(m) = Ker(ri)NKer(n?) = Ker(r})Ker(n?) C Ker ().
Pela proposi¢io 2.32 Ker(m) é primo, entao
Ker(m) = Ker(nl) ou Ker(r?).
Logo
Prim(A) = {Ker(my,); o € [0,1)} U {Ker(ri), Ker(ri)}.

e Se Ker(nl) € hull(I1)¢ e Ker(n?) € hull(I2)¢, entdao
existem fi € I} e fo € Iy tais que fi(1) # 0 e fo(l) # 0,
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portanto existe 6 > 0 ety € (149, 1) de tal forma que f1(t9) #
0. Como 7, € sobrejetora, segue que 7y, (I1) é um ideal nao
nulo em Ms(C) que é simples, entao my,(I1) = M2 (C), assim
existe g1 € I; onde g(t9) = idy. Da mesma forma existe
g2 € I onde ga(tg) = ida, portanto gi(to)ga(to) = ida. Assim,

gi1g2 € I11s = I1 N I, e consequentemente
0 # hull(I; N 12)° C hull(11)° N hull(12)C.

Logo Prim(A) nao é Hausdorff.

e Dados Ker(my,), Ker(my, ) € Prim(A) com xg # x1 em
[0, 1], temos que Ker(my,) pertence ao aberto hull(Ker(my, ))¢
pois, para isto acontecer, basta que exista f € A de tal forma
que f(zo) = 0 e f(x1) # 0. E claro que Ker(m,,) nio per-
tence a hull(Ker(mz,))¢. Da mesma forma Ker(m,,) pertence
ao aberto hull(Ker(mz,))¢ e nao pertence a hull(Ker(mg,))¢.

Logo Prim(A) é Ti-espago.

2.4 Espectro de C*-algebras

Se A é uma C*-algebra nao-nula, denotaremos por A o con-
junto das classes de equivaléncia unitarias de representacoes

irredutiveis ndo-nulas de A. Se (H, ) é uma representagao ir-
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redutivel ndo-nula de A, denotaremos sua classe de equivalén-
cia por [H, ], e definimos Ker[H,n| = Ker(mw). A aplicacdo

canonica entre A e Prim(A) ¢ definida por
0:A— Prim(A), [H x|~ Ker[H,].

Dotaremos o conjunto A com a menor topologia que torne a
aplicacao # continua, e chamaremos o espago topologico A de
espectro de A. Com um pouco de trabalho pode-se mostrar
que a aplicacao 0 é aberta, fechada e sobrejetora. Se R é um
subconjunto de A definamos hull’(R) = 6~ (hull(R)), entdo
a correspondéncia I — hull’(I) é uma bijegao entre os ideais
fechados de A e os subconjuntos fechados A.

O resultado a seguir caracteriza o fecho de subconjuntos

de A.

Proposigao 2.35. Seja S um subconjunto do espectro A da

C*-dlgebra A. Entdo S = 01(0(5)).

Demonstragio. Como 6 é continua temos que 0(S) C 6(9),

entao

5Co7H(0(5)) o7 (0(9)).

Como S é fechado, existe um ideal fechado I em A tal que
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S = 071 (hull(I)), entdo

9(S) C O(S) C hull(I) = Ker(0(S)) 2 Ker(hull(I)) =1
= hull(Ker(0(S))) C hull(I)
= 0710(S)) C O (hull(I)) = S.

O



Capitulo 3

Propriedades topolbgicas.

Comegaremos este capitulo estudando o espago dos estados
puros de C*-algebras separaveis, onde mostraremos que este
espago é polonés. Concluiremos que este espago também é de
Baire, e através de uma aplicagdo canénica entre os estados
puros e os ideais primitivos poderemos provar que este taltimo
espaco também é de Baire. Sendo o espago dos ideais primi-
tivos de C*-algebras separéaveis de Baire, poderemos mostrar
que ideiais primos sao primitivos e com isso concluir a sobrie-

dade de Prim(.A).

45
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3.1 Espacgo dos estados puros P(A).

O espaco dos estados puros de uma C*-algebra A ¢ o conjunto
P(A) dotado da topologia fraca* relativa. Nesta se¢do temos

o objetivo de demonstrar que P(A) é polonés.

Definicao 3.1. Um espago topoldgico é um espago polonés se

€ completamente metrizavel e separdvel.

Seguem alguns resultados suficientes para cumprir o obje-

tivo dessa secao:

Lema 3.2. Seja D um subconjunto denso de um espago nor-
mado A. Sejam, (Tx)xea uma rede limitada por M >0 e, em
A* tal que |Tr(d) — 7(d)] = 0 cada d € D, entdo Ty converge

para T na topologia fraca*.

Demonstracao. Se d € D, o resultado segue facilmente consi-

derando a seguinte desigualdade;

ITa(2) = 7(2)] < (@) = mald)] + [7a(d) — 7(d)]
+ [7(d) —7(2)|
<

2M ||z — dl| + |mA(d) — 7(d)|.
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Proposigao 3.3. Se A € um espago normado separdvel, entdo
a bola fechada B*[0,1] do espaco dual A* é um espago polonés

compacto na topologia fraca™® relativa.

Demonstragao. e Seja {di}reny um denso enumeravel de A.

Dados 7, p € B*[0, 1], consideremos

=S (iep) = G|
229 " \[[a] Tl )|

E facil ver que d* é uma métrica em B*[0, 1].

e Vejamos agora que a métrica d* é compativel com a to-
pologia fraca* relativa. Seja (7))xepa uma rede em B*[0,1]. Se
d*(tx,7) — 0, como d*(Ty,T) > 2%]7‘,\(@—:”) — T(Hdk||)| para
todo k € N, segue que |7)\(di) — 7(di)| — 0 para todo k € N.
Portanto, pelo lema 3.2 a rede (7))xep converge para T na
topologia fraca*.

Agora se (7))xea converge para T na topologia fraca*; se-
gue que 2%|T,\(Hzll—’;||) - T(Hg—:nﬂ — 0 para todo k € N. Dado

€ > 0, existe kg € N tal que Z:O:k() 2% < § eexiste A\p € A tal

(i)~ ()| < =
I|d|| lldell )| — 2ko

para k = 1,...,kyg. Como \T)\(HSE‘ ) — T(ng

que

1
A > )\0:>

H)] < 2 para cada
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k € N, segue que

ko

1

d*(m\,7) = ZQ—k T
k=1

o

DI

k=ko

e ¢
2 2

(ran) = (ra)
<||dk\|> (IIZ:H)‘

IN

:8’

para A > Ag.

Logo B*[0, 1] & metrizéavel.

e Pelo teorema de Alaoglu (Theorem 1.6.9 [2] ) o espago
(B*[0,1],d*) é compacto, e portanto completo.

e Segue da teoria de espacos métricos que quando tais espa-
Gos sdo compactos, entao sao separaveis, portanto (B*[0, 1], d*)
é separével.

Logo B*[0,1] é um espago polonés compacto relativo a to-

pologia fraca*. O

Um subconjunto de um espago topolologico é chamado de
G5 se for formado por uma interse¢do enumerével de conjuntos
abertos. A seguir abordaremos um resultado ultil relativo a

esse conceito.

Proposicao 3.4. Todo subconjunto aberto e cada subconjunto

G5 de um espago polonés € polonés na topologia relativa.
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Demonstracao. Seja (P,T') um espago polonés, e d uma mé-
trica completa associada.
e Dado U € T, consideremos a fung¢ao com dominio em U

definida por f(x) = W—IJ)' E facil mostrar que

d'(z,y) = d(z,y) +|f(2) - f(y)l

define uma métrica em U, e que (U, d) ¢ homeomorfo a (U, d’).
Seja (2 )nen uma sequéncia de Cauchy no espago (U, d'), entao

existe K € R tal que d'(z1,z,) < K para todon € N, portanto

[f(@1) = flen)| S K = [f(2a)] < K +[f(21)]
1

para cadan € N. Como d < d', segue que (x,,)nen € de Cauchy

em (P,d), e portanto existe x € P tal que d(z,,x) — 0, entao

d(z,P-U) =zelU

Z K+ @)

0 (@0, 7) = d(n, ) + | f(20) — ()] = 0.

Logo o espago (U, d’) é completo, e portanto (U, T'¢;) € polonés.
e Seja U um subconjunto Gs de P, entao U = N7, U,, onde

cada U, € I'. Pelo resultado anterior, para cada n € N existe
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uma métrica completa d,, em U,, tal que (U,,d,) é homeo-
morfo a (U,,d). Podemos supor sem perda de generalidade
que as métricas d, sao limitadas por 1; pois caso contrario

podemos tomar d, = min{d,, 1}. E facil mostrar que

[e.9]

L(y) = 3 5oia(y)

n=1
define uma métrica em U, e que (U, d’) é homeomorfo a (U, d).
Seja (zk)ken uma sequéncia de cauchy em (U,d"). Como
d > di, entdo a sequéncia (zx)ren € de Cauchy em (U, dy),
portanto existe x € U tal que dj(zk, z) — 0, mas isto implica
que dp(z,x) — 0 para cada n € N.

Dado ¢ > 0, existem ng, kg € N tais que

[e.9]

1
> on <
n=ngo

| ™

k> ko = dp(z,7) < ——, n=1,...,no.
2n

Portanto

k>ko=d(vga) = Y —
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Logo o espago (U,d') é completo, portanto (U,T';.¢;) é po-

lonés. O

Proposigao 3.5. Seja E um espago localmente convexo e Haus-
dorff, e seja C um subconjunto metrizdvel, compacto e convexo

de E, entdo o conjunto dos pontos extremos £ de C' € Gy de

C.

Demonstracdo. Consideremos os conjuntos

a+b

F,={ceC;c= 5

,d(a,b) > —,a,be C}

1
n
para cada n € N. Cada F;,, é fechado em C. De fato, dada
uma sequéncia (cx)reny em F), tal que ¢ — ¢, tem-se que
cp = % e d(ag,bg) > % Sendo C' compacto, existem sub-
sequéncias (ak,)ien € (bg )ien tais que ay, — a e by, — b,
e ainda d(ag,,by,) — d(a,b) > 1. Portanto ¢ = “T'H’ com
d(a,b) > %, ou seja, ¢ € Fy,.

Temos que C — F}, é aberto em C' para cada n € N. Agora

mostraremos que
g — mneN(C - Fn)

Se ¢ € &, entao

a+b
2

1
c= = c=a=b=d(ab)=0<—-=c¢F,
n
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para todo n natural, portanto ¢ € Nyen(C — F,). Agora tome

¢ € Npen(C — F,,) e suponha que ¢ = “TH’. Segue que d(a,b) <
% para todo n € N, mas isto implica que d(a,b) = 0; ou seja,

c=a=>,. Portanto c € £. Logo £ é um G; de C. O

Teorema 3.6. Se A é uma C*-dlgebra separdvel, entdo o es-

paco dos estados puros P(A) é polonés.

Demonstracao. Pela proposicao 2.18 o espaco S dos funcionais
lineares positivos em A é convexo e compacto na topologia
fraca*, e o conjunto dos pontos extremos de S é P(A) U {0}.
Pela proposicao 3.3 S é metrizavel; portanto, pela proposicao
3.5 P(A)U{0} ¢ um Gs de S. Como S ¢ polonés, segue pela
proposic¢ao 3.4 que P(A) U {0} é polonés. Logo, como P(.A)
é aberto em P(A) U {0}, tem-se, novamente pela proposigao

3.4, que P(A) é polonés. O

3.2 Espacgos de Baire.

Nesta se¢ao mostraremos que o espago dos estados puros P(.A)
de uma C*-algebra A é Baire, e ainda, depois de alguns re-
sultados preliminares concluiremos esta se¢ao provando que o

espaco dos ideais primitivos Prim(.A) também é Baire quando
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A & separavel.

Definigao 3.7. Um espago topologico € um espago de Baire se
toda intersecao enumerdvel de subconjuntos abertos e densos

também € denso.

Exemplo 3.8. Se tomarmos o espago dos niumeros racionais
Q, temos que a intersecio enumerdvel de densos Ngeg(Q — q)

€ vazia, entdo esse um espaco que ndao € Baire.
O proximo teorema revelara uma classe de espagos de Baire.

Teorema 3.9. [Theorem 1.5.8, Baire category theorem, [2]]
A intersecao enumerdvel de subconjuntos abertos e densos de

um espaco métrico completo também € denso.
Corolario 3.10. Todo espaco polonés € espaco de Baire.

Demonstracao. Teorema 3.9. ]

Corolario 3.11. O espago dos estados puros P(A) de uma

C*-dlgebra separdvel A, é um espago de Baire.
Demonstracao. Teorema 3.6 e corolario 3.10. [

O proximo teorema é um importante resultado chamado
de teorema da transitividade, ele sera atil na demonstracao do

lema seguinte.
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Teorema 3.12. [5.2.2. Theorem, [1]|(Kadison) Seja (H,)
uma representacao irredutivel de uma C*-dlgebra A nao-nula,
e suponha que x1,...,Ty € Y1, ...,Yn Sao elementos de H tais
que T1, ..., Ty SGo linearmente independentes. Entdo existe a €
A tal que w(a)(z1) = y1,...,m(a)(zn) = yn. OSe existe um
operador v auto-adjunto em H tal que v(x1) = y1,...,v(zy) =
Yn, entao podemos escolher um a € A com 7(a) auto-adjunto
também. Se idy € w(A) e existe um operador unitdrio u em
H tal que u(x1) = y1,...,u(xy) = yn, entao podemos escolher
um a € A com w(a) unitdirio também. Podemos supor que

7(a) = €™ para algum elemento w auto-adjunto de T(A).

Lema 3.13. Seja A uma C*-dlgebra e T e p estados puros de

A. Entao

1] As fungoes (m(-)z,x) sao estados puros para todo x €

H: com ||z|| = 1.

2] As representacoes (Hy, ;) e (H,,m,) sao unitariamente
equivalentes se e somente se existe algum x € H. com

2l = 1 tal que p = (m (), 7).

Demonstragao. 1] Segue aplicando as proposigoes 2.11 (1),

2.9 (2) e 2.15.
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2] Como existe um operador unitério u entre H, e H, tal
que 7py(a) = u*n-(a)u para todo a € A, entdo pela pro-

posigao 2.5 tem-se

pla) = (mp(@)xp, xp) = (u'mr(a)uzy, xp)

= (mr(a)uz,, ux,).

A reciproca segue direto da proposicao 2.15.

O]

Lema 3.14. Sejam 7 e p estados puros de uma C*-dlgebra A.
As representagoes (Hr,mr) e (H,,m,) de A sao unitariamente

equivalentes se e somente se p = 7(u*-u) para algumu € U(A).

Demonstragao. Sendo (H.,m;) e (H,, 7,) unitariamente equi-
valentes temos pela proposicao 3.13 que existe x € H,; com
||z|]| = 1 tal que p = (m-(-)(z), z). Consideremos a representa-
¢ao irredutivel (H,7,) de A onde 7 (a, \) = 7, (a) + Nidp. Se-
gundo o teorema de transitividade (teorema 3.12) existe u € A
tal que 7, (u) é unitario e 7, (u)(z,) = z, e ainda 7, (u) = e
para algum w auto-adjunto em 7, (A) Entao podemos tomar
a € A tal que 7,(a) = w. Veremos agora que u pode ser to-
mado unitario em A; temos que w' = (a*+a)/2 é auto-adjunto

e 7, (w') = w, portanto 7, (") = . Logo
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pla) = (mr(a)(z),z) = (7r(a)(7r(u)(z7)), Tr(u)(2r))

= (mr(vau)(z;),z;) = T(uau).

Reciprocamente, se p = 7(u* - u) para algum u € U(A),

entao pela proposicao 2.5 tem-se que

(mp(a)zp, xp) = (mr(u’au)ar, zr)

= (mr(a)mr(w)zr, mr(u)z,).

Entao pelas proposigoes 2.9 e 2.14 segue que as representagoes

em questao sdao unitariamente equivalentes. L]

Corolario 3.15. Dados 7 € P(A) e u € U(A), entdo
p=rT1(u"-u)e€ P(A).

Demonstracao. Da segunda parte do lema anterior segue que
as representagdes GNS dos estados 7 e 7(u* - u) sdo unitaria-
mente equivalentes, como 7 é puro segue que (H,,m;) é irre-

dutivel, e portanto (H,,7,) ¢é irredutivel. logo p é puro. O

Lema 3.16. Para cada C*-dlgebra A, a aplica¢ao candnica
a: P(A) = A definida por o(r) = [H,, 7] € continua, aberta

e sobrejetora.
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Demonstracao. e Seja F' C A fechado. Se 7 € CMT(F), entao

existe uma sequéncia (7,)neny em o~ H(F) tal que 7, — 7.
Tomemos a € (Vi ycp Ker[H, 7], entdo mr, (b*a*ab) = 0

para todo b € A e todo n € N, assim pela proposi¢ao 2.5

tem-se

To(b*a*ab) = (m, (b*a*ab)z,;,x;) =0
= 71(b*a*ab) =0
= <7rT(b*a*ab)3:T, $T>
= <7T7—(CL)7r7.(b)$7_, WT(G)TFT(b)x7—>

= |[Imr(@)mr (b)z-|* = 0.
Como z, é ciclico, segue que m-(a) = 0, portanto

ﬂ Ker[H, 7| C Ker(m;).
[H,m|eF

Segue que

O0([Hr,mr]) € hull(Ker(8(F))) = 6(F)

entao

a(r) = [H,.x,] € 67 (9(F)) = F = F,

assim tem-se 7 € a~(F). Ou seja, a1 (F) ¢ fechado, logo «

é continua.
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e Segue da proposigao 2.15 que « é sobrejetora.

e Seja F' um fechado de P(A) tal que
TeF o 1(u-u) e FYueU(A.
Entao pelos lemas 3.13 (2) e 3.14 obtem-se

F ={wymr;7 € F.w € Hy, ||| = 1}.

Pela proposicao 2.35 temos que

a(F) =071 (0(a(F)),

entao se a(7) € a(F) segue que 0(«(7)) € O(a(F')), portanto
Ker(6(a(F))) C Ker(a(r)) C Ker(T).

Pela proposicao 2.16 concluimos que 7 € F = F, e por-
tanto a(7) € a(F). Logo a(F') ¢é fechado.
e Seja O um subconjunto aberto de P(A), consideremos o

conjunto auxiliar

O' ={r(u"-u);7 € O,u e U(A)}.

Pelo lema 3.14 os conjuntos O e O' tém mesma imagem

pela aplicacdo canonica a. E facil ver que para cada u € U(.,Zl),
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a aplicacao 0, : P(A) — P(A) bem-definida (corolario 3.15)
por 6,(7) = 7(u* - u) é um homeomorfismo, entao
o= |J 6.0
ueU(A)
¢ aberto.

Note que
re0 o r(u*-u) e YueU(A)
e portanto, para F' = P(A) — O’ temos
reF e r(u*-u)eFYueU(A).

Consequentemente, dados 7 € O’ e p € F, segue do lema 3.14
que as representagoes mr e T, nao sao unitariamente equiva-
lentes, ou seja, as imagens de O’ e F pela aplicacao canénica

« sao disjuntas. Portanto

A~ A~

A—a(0)=A—-a(0) =a(F).

Logo « é aberta.

O]

Corolario 3.17. Seja A uma C*-dlgebra. A aplicagdo cano-
nica vy = Goa do espago P(A) no espago Prim(A) € continua,

aberta e sobrejetora.
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Demonstracao. Segue do fato de « e 6 serem continuas abertas

e sobrejetoras. O

Corolario 3.18. Se A ¢ separdvel, entao o espago Prim(A)

possui uma base topoldgica contdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.6 o espago P(A) é metrizavel
e separdvel, entdo possui uma base topologica contével. E
facil ver que a imagem, pela aplicacao canonica, de uma base
topologica contavel de P(A) é uma base topologica contéavel

de Prim(A). O

Teorema 3.19. Se A ¢ separdvel, entio o espago Prim(A) é

de Buaire.

Demonstragao. Seja { Dy, }nen uma colegao enumeravel de aber-
tos e densos de Prim(A). Consideremos a cole¢ao {D), }nen
das imagens inversas, pela aplicagdo canonica v de P(A) em
Prim(A), dos membros da cole¢ao { Dy, } nen. Segue facilmente
do Teorema 3.17 que os membros da cole¢ao { D), },en sao aber-
tos e densos em P(A), entao pelo fato de o espago P(A) ser
de Baire (corolario 3.11), tem-se que (),,cy D;, € denso, e se-

gue facilmente da continuidade da aplicagdo canénica v que
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Mpen Dn € denso em Prim(A). Logo o espago Prim(A) é de
Baire. O

3.3 Sobriedade do espago Prim(.A)

Como esta insinuado no titulo desta se¢do, o nosso objetivo
aqui serd mostrar que o espago dos ideais primitivos Prim(.A)
de uma C*-algebra A é sobrio, mas para cumprir esse objetivo
deveremos nos restringir as C*-algebras separaveis, pois sob
esta restricdo poderemos provar ( gragas ao fato de Prim(.A)
ser Baire) a equivaléncia entre os conceitos de ideal primitivo
e primo de A; esse fato, junto com a relacdo biunivoca exis-
tente entre os ideais primos de A e os fechados irredutiveis de
Prim(A) implicam a sobriedade de Prim(.A).

Um subconjunto fechado F' de uma espago topologico X é
dito irredutivel quando dados Bi, By C X fechados tais que
F C By U By obrigatoriamente F' C By ou ' C Bs.
Definigao 3.20. Um espaco topoldgico € um espago sobrio
se todo subconjunto fechado irredutivel € o fecho de um unico

ponto.

Teorema 3.21. Se A € separdvel, entdo todo ideal primo fe-

chado € primitivo.
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Demonstracao. e Suponhamos primeiramente que o ideal fe-
chado {0} de A é primo. De acordo com o corolario 3.18, existe
uma base topologica contavel {U,}nen de Prim(A) com to-
dos os membros diferentes do vazio. Entao, para cada n € N,

temos que

Ker(Prim(A) —U,) N Ker(U,) = Ker(Prim(A))
= Ker(hull({0}))
= {0},

e existe um ideal fechado I,, de A tal que

Prim(A) — U, = hull(I,) = Ker(Prim(A)—"U,)
= Ker(hull(I,))

= I, # {0}

Portanto, como {0} é primo, segue que Ker(U,) = {0}, entao
U, = hull(Ker(Uy,)) = hull({0}) = Prim(A),

ou seja, o subconjunto aberto U, é denso no espago Prim(A),

para cada n € N. Como vimos no teorema 3.19, o espago

Prim(A) ¢ de Baire, consequentemente (), Un € denso, por-

tanto diferente do vazio, e ainda, pelo fato de Prim(A) ser
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espago-1j, possui um tnico ponto J. Entao,

hull({0}) = Prim(A) = hull(Ker({J}))
= hull(J)
= J={0}

Logo o ideal primo {0} é primitivo.

e Agora, se I é um ideal primo fechado qualquer de A,
entao ¢é facil ver que {I/} é um ideal primo fechado em A/I.
Segue da primeira parte da demonstrac¢ao que {I} é primitivo
em A/I, portanto existe uma representagao irredutivel (H, )
de A/I tal que Ker(mw) ={I}; sendo i : A — A/I a aplicacao
candnica, é facil ver que (H,w o i) é uma representagao irre-
dutivel de A tal que Ker(moi) = I. Logo o ideal primo I ¢é

primitivo. O

Lema 3.22. Seja A uma C*-dlgebra. Se F' é um subconjunto
fechado irredutivel de Prim(.A), entao F' = hull(I) com I ideal
primo fechado de A.

Demonstragao. Segue da proposigao 2.30 que F' = hull(I) com
I ideal fechado de A. Sejam I e I ideais fechados de A tais
que I1Is C 1. Como I115 = I1 N Iy (pag. 82 [1]), segue, ainda
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pela proposigao 2.30, que
hull(I) C hull(I; N I2) = hull(I1) U hull(12).
Portanto
hall(I) = hull(D) O [hull(I;) U hull(I)]
= [hall(I) N hull(17)] U [hadl(I) O hull(I2)]
Como hull(I) é fechado irredutivel segue que
hull(I) = hull(I) N hull(L;), i =1 ou 2
= hull(I) C hull(L;),i =1 ou 2
~ L Cli=1o0u2
Logo I é primo. O
Teorema 3.23. Se A € separdvel, entdo o espago Prim(A) é
sobrio.

Demonstracao. Seja F um subconjunto fechado irredutivel do
espago Prim(A). Segue do lema 3.22 que F' = hull(I), onde
I é um ideal primo fechado. Pelo teorema 3.21 o ideal I é
primitivo. Ou seja; F' é o fecho de um tnico ponto, onde
esta unicidade estd garantida pela biunivocidade da aplicacao
"hull"entre os ideais fechados de A, e os subconjuntos fechados

de Prim(A). Logo o espago Prim(A) é sobrio. O



Capitulo 4

Teorema de

Dauns-Hofmann

Neste capitulo nos dedicaremos a demonstrar o teorema de
Dauns-Hofmann com base nas ideias do artigo: A SIMPLE
PROOF OF THE DAUNS-HOFMANN THEOREM ([4]) de
GEORGE A. ELLIOTT e DORTE OLESEN. Tal teorema sera
necessario para provar a sobrejetividade do isomorfismo de
Dixmier, que descreve o centro da algebra dos multiplicado-
res de uma C*-algebra como as fungoes continuas e limitadas
do espago dos ideais primitivos no corpo complexo. Com base

no isomorfismo de Dixmier mostraremos que o centro de uma

65
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C*-algebra A, cujo espago Prim(.A) é Hausdorff, é isomorfo a

Co(Prim(A)).

4.1 Teorema de Dauns-Hofmann

Lema 4.1. Seja A um espago normado e Jy, ..., Jy subespagos
fechados de A tais que para cada k =0, ...,n—1 o isomorfismo

linear candnico

(J() +...+ Jk)/((Jo + ...+ Jk) N Jk—i—l) — (Jo + --‘Jk+1)/<]k+1

€ uma isometria. Se a € Jy + ... + J,, entao existem ag €
Jos ey an € Jy tais que a = ag + ... + ap, e ||a;|| < 3]|a|| para

cada i =0,...,n.
Demonstragao. [4] O

Teorema 4.2. (Dauns-Hofmann) Seja A uma C*-dlgebra. Se
a€AefeCy(Prim(A)), entao existe um unico f, € A tal
que

fo— f(J)a € J, VJ € Prim(A).

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que

0 < f < 1. Para cada n € N fixo, consideremos os seguintes
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abertos de Prim(A):
U=f'06-Dn G+ D)n"Y]), i=0,..,n.

E facil ver que Prim(A) = I, U;.
Pela proposigao 2.30 existem ideais fechados Iy, ..., I, de A
tais que hull(l;) = Prim(A) — U; para i =0, ..., n.
Pela proposicao 1.35 segue que Y ;" I; ¢ um ideal fechado.
Como
UL cd 5= hul (Z 11-) C hull <U 11-)
i=0 i=0 i=0 i=0
e ainda
hull (U Ii) = () hull(I;)

=0
n

= ﬂ Prim(A) - U;
i=0

Portanto, pela biunivocidade da aplicagao "hull"obtemos

hull (zn: Ii> =0 = hull(A) = zn:.fi = A

1=0 =0
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Segue da proposigao 1.33 que os *-isomorfismos candnicos

(ot oo +1k) [ (Lot ooy i) N Ijg1) = (To+s ooy Tig1) /i1,

para k = 0,...,n — 1, sao isometrias. Entao pelo lema 6.11
existem ag € Iy, ..., an € I, tais que a = >, a; com [|a;|| <
3||a|| para i =0, ...,n

Para cada J € Prim(A) fixo, é facil ver pela construgao
dos abertos {U;}7, que existe iy € {0,...,n — 1} tal que J €
Ui, UUiy+1 e J ¢ U; para o restante dos indices, entao |in~! —

f(J)] <n~t parai=ig,ig+1e
J € Prim(A) —U; = hull(1;) = a; € J

para cada ¢ € {0,...,n} — {ip,i0 + 1}. Consequentemente,

considerando b, = > 7" in"la;, segue que
= Dt al = 1> i a =3 F(Das 4]
i=0 i=0
= | i(in-l — J()as+ |
Z in~! — F(I)lla; + 7|

’Lo+1

= Y lin™t = f(D)lllai + J]|

i=ig

IN



4.1. TEOREMA DE DAUNS-HOFMANN 69

i0+1

< D o Ya+ ||
=1
i0+1

= > nYaill
1=1g

< 6n_1]|a|\.

Agora veremos que a sequéncia (by,)nen € de Cauchy. Para
n < m fixos, temos, por conta da proposicao 2.20, que existe
uma representacao irredutivel (H,7) de A tal que ||7(b, —
bm)|| = ||bn, — bm||. Pela proposigao 2.26 Ker(m) ¢ um ideal

primitivo.

m n
by — b, = g im_lazm—g in"ta?
i=0 =0

- im — F)ar+ éamw
- Znoa?fw - Z(n ~ [
- f}m ~ S())al + f(T)a

— J(Da- Zm — f()ar
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Entao

Hbm - bn” = Hﬂ(bm - bn)”

i0+1

= HW(Z(im_l—f(J))ain

i1+1Z720
bY G = f)al
ot
Z!(im_l—f(J))H\ﬂ(a?‘)H
-
+ Z!(in*l—f(cf))\llﬂ(a?)!\
ot
> a|
-
D SRR

m™"6]|al| +n~"6[lal| < 6]lalln”".

IN

IN

IN

Portanto existe f, € A, tal que b, — f,, e consequentemente
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bn + J = fo + J. Ou seja;
li_)rn llb, — f(J)a+ J||=0 = | ILm b — f(J)a+ J||=0
= |fa—f(J)a+J|[=0
= fo—f(J)aeJ
Tomemos f, € A tal que f, — f(J)a € J para todo J €
Prim(A), entao f.— f, € J para todo J € Prim(A), portanto
fr = fa € ker(Prim(A)) = {0} = f! = fa.

Logo f, € tnico. O

4.2 Isomorfismo de Dixmier

Se uma representagao (H,m) de A for irredutivel, entao pela
proposicdo 2.17 existe uma representacio (H,7) irredutivel
de M(A) que "estende"(H, 7). Pela proposi¢ao 2.9 tem-se
T(M(A)) = C1. Comom(ZM(A)) CT(M(A))', entdo 7| ;s (a)
¢ um *-homomorfismo complexo nao-nulo, portanto uma re-

presentagao irredutivel (caracter) de ZM(A).

Lema 4.3. Seja A uma C*-dlgebra. Para cada representagao

irredutivel (H, ) de A tem-se que

Ker (T zaa) = {2 € ZM(A); 2A C Ker(n)}.
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Demonstragdo. Seja z € Ker (7| a)) € a € A. Entao

m(z) =0 m(za) =0
T(za)|gk =0
m(za) =0

za € Ker(m)

A e

2A C Ker(m).

Seja z € {z € ZM(A);zA C Ker(m)}, entdao w(za) =
0, = 7(za) = 0 = 7(z)7(a) = 0 para todo a € A, sendo 7
ciclica segue que 7(z)|x = 0. Como 7(z) = Nidy, segue que

7(2) =0, logo z € Ker(T|zp(4))-

Lema 4.4. Seja A uma C*-dlgebra. A aplicagao
R : Prim(A) — Prim(ZM(A))

definida por R(Ker(m)) = Ker(T|zuma)) estd bem-definida, é

continua e sua tmagem € densa.

Demonstracao. e Pelo lema 5.1 R esta bem-definida.
e Se F' é¢ um subconjunto fechado de Prim(ZM (A)), entao
F = hull(I), onde I & um ideal fechado de ZM (A). Pelo lema
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5.1 temos que

R(J)={2z€ ZM(A);zA C J},

R™YF) = {Je Prim(A);R(J) € hull(I)}
= {JePrim(A);{zc ZM(A);zAC J} DI}
= {J € Prim(A);IAC J}
= hull(TA).
Como I A é um ideal fechado de A, conclui-se que R™(F) é

fechado, e portanto R é continua.

e Temos que

R(Prim(A)) = hull(Ker(R(Prim(A))))

= hull(Ker({z € ZM(A); 2A C J)} seprim(a)))

(
(
= hull({z € ZM(A); 2A C ker(Prim(A))})
= hull({z € ZM(A); zA C {0}})

(

= hull({0})

= Prim(ZM(A)).

(A penultima igualdade acima ocorre pelo fato de A ser um

ideal essencial em M(A).) Logo a imagem de R é densa. []
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Teorema 4.5. (Dizmier) Seja A uma C*-dlgebra. Entdo a

aplicagao ¢ : ZM(A) — Cy(Prim(A)) definida por

P(z)(Ker(m)) = 2(Ker(T| za(4))),
onde % € a transformada de Gelfand de z, é um *~isomorfismo.

Demonstracao. O fato de v ser *-homomorfismo injetivo se-
gue facilmente do *-isomorfismo de Gelfand para ZM(A) e da
densidade de R(Prim(A)) em Prim(ZM(A)) (lema 5.2).

Sejam f € Cy(Prim(A)) e a € A. Pelo teorema de Dauns-
Hofmann existe um tnico f, € A tal que f, — f(J)a € J para
todo J € Prim(A). Defina Ly : A — A por L¢(a) = fa, e
Ry : A— Apor Ry(a) = fa.

Seja b € A. Temos que af,—f(J)ab € J e fob—f(J)ab e J

para todo J € Prim(.A), entao pela unicidade de f,; segue que
fab = afp = fab = aLg(b) = R¢(a)b,

portanto (L¢, Ry) € M(A).

Temos que
fCLb = afb = fab = LfLa(b) - LaRf(b) = Lfa(b)7

entao LyL, = LoLy = Ly, e por uma conta analoga R,Ry; =

R¢R, = Ry,. Portanto (L, R¢) comuta com todos elementos



4.3. ISOMORFISMOS 75

de A, e como A é um ideal essencial em M (A), tem-se
zp = (Ly, By) € ZM(A).

Uma vez que (z5 — f(J)1)a = fo — f(J)a € J, segue pelo
lema 5.1 que zf — f(J)1 € R(J) para todo J € Prim(A).

Portanto

(Zr = FIHD(R(I) =0 = Zp(R(J)) = f())L(R(J))
= Y()J) = F(N)e1)(JT) = f(J)
= Y(zr) = f.

Logo 1 é um *-isomorfismo.

4.3 Isomorfismos

Seja A uma C*-algebra. Consideremos a unitizacio A; sabe-
mos que (ver apéndice) A pertence a Prim(A), agora veremos
que hull ;(A) = {A}. Suponhamos que existe um ideal I de
Atal que AC T C A=A Cl, entdo existe (a,A\) € I com

A # 0, assim [(a,A) — (a,0)] = (0,1) € I, logo I = A.

Lema 4.6. A aplicagdo candnica

w: Prim(A) — {A} — Prim(A)
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definida por w(P) = P N.A é um homeomorfismo.

Demonstragao. aplicacao do teorema 5.5.5. de [1] junto com

a observacgao acima. O

Definigao 4.7.

Cray=o(Prim(A)) :={f € C(Prim(A)); f(A) = 0}.

Lema 4.8. Seja A uma C*-dlgebra sem unidade. A aplicagao

Y 704y Z(A) = Cpray=o(Prim(A))
onde 1) € o isomorfismo de Dizmier para A, é um *-isomorfismo.

Demonstragdo. Mostraremos somente a sobrejetividade de ¢ |z 4),

pois o restante segue diretamente do isomorfismo de Dixmier.
Seja f € Cf(A):O(Prim(A)). Segue da sobrejetividade

de 1 que existe (a,\) € Z(A) tal que ¥(a,\) = f, entdo

YP(a,N)(A) = f(A) = 0. Como vimos no exemplo 2.27 a repre-

sentagao ¢ é irredutivel e Ker(d) = A, portanto ¢(a, \)(A) =

5(a,\) = Xide =0 = A= 0= |54 (a) = f. D

Lema 4.9. Seja A uma C*-dlgebra sem unidade, onde o es-

paco Prim(A) é Hausdorff. Entao a aplicagao

Cray=o(Prim(A)) = Co(Prim(A)—{A}), [ = [ |prim(i)- (4}
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€ um *-isomorfismo.

Demonstra¢ao. Mostraremos somente a sobrejetividade. Seja

f € Co(Prim(A) — {A}); tome a funcio f' : Prim(A) —
C definida por f/(A) = 0 e, f' = f em Prim(A) — {A}.
A funcdo f’ é continua em A, pois pelo fato de conjuntos
compactos serem fechados em espagos Hausdorff tem-se que

[1/I71([e, 00))]¢ ¢ vizinhanca aberta de A para todo & > 0. [

Teorema 4.10. Seja A um C*-dlgebra sem unidade com Prim(.A)

Hausdorff. Entao a aplicacdo
Z(A) = Co(Prim(A)), z = ¥(2) | primi)—1am ow™ !,
onde ) € o isomorfismo de Dizmier para A, é um *-isomorfismo.

Demonstragao. O lema 4.8 nos diz que Z(A) é *-isomorfo

a Cpa)=o(Prim(A)), e o lema 4.9 diz que este tltimo & *-

isomorfo a Co(Prim(A) — {A}), e ainda segue do lema 4.6
que este ultimo é *-isomorfo a Cy(Prim(A)). Logo segue o

resultado. ]

O dois ultimos lemas desta se¢ao nao valem em geral sem
a hipotese Hausdorff sobre o espago dos primitivos, pois se to-

marmos a C*-algebra dos operadores compactos A = K(H)
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em algum espago de Hilbert H, segue que Z(A) = {0} e
Prim(A) = {{0}, A} (ndo-Hausdorff, pois {0} ¢ um ponto

denso em Prim(A)), entretanto

Co(Prim(A)) = C.



Capitulo 5

Teoremas de i1isomorfismo

5.1 teoremas de isomorfismo

Seja I um ideal fechado de uma C*-algebra A. Pelo teorema
de Gelfand-Neimark existe uma representacao fiel (H, 7) (nao-
degenerada) da C*-algebra A/I, entao (H,moq) é uma repre-
sentacao (nao-degenerada) de A tal que Ker(moq) = I, onde
q € a aplicagao canonica entre A e A/I. Assim concluimos que
todo ideal fechado de A é o ntucleo de alguma representagao
nao-degenerada de A.

Seja (H,m) uma representagao (nao-degenerada) de A, en-

tao pela proposicao 2.17 existe uma representacio (H,7) (ndo-

79
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degenerada) de M (A) que "extende"(H, ), entdao Ker (7|, (4))
é um ideal fechado de ZM (A).

Lema 5.1. Seja A uma C*-dlgebra. Para cada representagao

nao-degenerada (H, ) de A tem-se que
Ker(T|zma) = {2z € ZM(A);2zA C Ker(m)}.
Demonstragao. Seja z € Ker(T|zar(4)) € a € A. Entao

m(z) =0

za € Ker(m)

T A
2
g
I

2zA C Ker(m).
0

Se Z(A) e Z(ZM(A)) denotam os ideais fechados de A e
de ZM(A) respectivamente, entao segue do lema anterior que

a aplicacao
I(A) = Z(ZM(A)), Ker(r) = Ker(T|zna))

estd bem-definida, e preserva intersegoes.
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Se uma representacao (H,7) de A for irredutivel, entao
ainda pela proposi¢ao 2.17 existe uma representagao (H',7)
irredutivel de M (A) que "extende"(H, ). Pela proposigao 2.9
tem-se T(M(A)" = C1, como 7T(ZM(A)) C w(M(A))’, entdao
7| zam(a) € um *-homomorfismo compexo nao-nulo, portanto
uma representacao irredutivel (caractere) de ZM (A).

Lema 5.2. Seja A uma C*-dlgebra. A plicagio R : Prim(A) —
Prim(ZM(A)) definida por R(Ker(m)) = Ker(T|zn(a)) €

continua e sua tmagem € densa.

Demonstragio. e Se F é um subconjunto fechado de Prim(ZM(A)),
entdo F' = hull(I), onde I é um ideal fechado de ZM (A). Pelo

lema 5.1 temos que

R(J)={2€ ZM(A);2zA C J},

R YF) = {JePrim(A);R(J) € hull(I)}
= {Je Prim(A);{z € ZM(A);zAC J} D I}
= {J e Prim(A);TAC J}
= hull(TA).

Como I A é um ideal fechado de A, conclui-se que R™(F) ¢

fechado, e portanto R é continua.
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e Temos que

R(Prim(A)) = hull(Ker(R(Prim(A))))
= hull(Ker({z € ZM(A);zA C J)} jeprim(a)))
= hull({z € ZM(A); zA C ker(Prim(A))})
= hull({z € ZM(A); zA C {0}})
= hull({0})

= Prim(ZM(A)).

(A pentltima igualdade acima ocorre pelo fato de A ser um

ideal essencial em M (A).) Logo a imagem de R é densa. []

Teorema 5.3. (Dizmier) Seja A uma C*-dlgebra. Entio a

aplicagao ¢ : ZM(A) — Cyp(Prim(A)); definida por

U(z)(Ker(m)) = (Tl 20 (a)),
onde 2 € a transformacao de Gelfand de z, € um *-isomorfismo.

Demonstrag¢ao. O fato de v ser *-homomorfismo injetivo se-

gue facilmente do *-isomorfismo de Gelfand para ZM (A) e da

densidade de R(Prim(A)) em Prim(ZM(A)) (lema 5.2).
Sejam f € Cy(Prim(A)) e a € A. Pelo teorema de Dauns-

Hofmann existe um unico f, € A tal que f, — f(J)a € J para
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todo J € Prim(A). Defina Ly : A — A por L¢(a) = fa, €
Ry : A— Apor Ry(a) = fa.
Sejab € A. Temos que afy—f(J)ab € Je fob—f(J)ab e J

para todo J € Prim(.A), entao pela unicidade de f,; segue que
fab = afy = fob = aL(b) = Rs(a)b,

portanto (L¢, Rf) € M(A).

Temos que
fab = afb = fab = LfLa(b) = LaRf(b) = Lfa(b)a

entao LyL, = L,Ly = Ly, e por uma conta aniloga R,R; =
R¢R, = Ry,. Portanto (L, Ry) comuta com todos elementos

de A, e como A ¢ um ideal essencial em M (A), tem-se
o = (Ly, Ry) € ZM(A)

Uma vez que (z5 — f(J)1)a = fo — f(J)a € J, segue pelo
lema 5.1 que z¢ — f(J)1 € R(J) para todo J € Prim(A).

Portanto

(Zr = FNDRI) =0 = Z(R() = f(DHIR(T))
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Logo 1 é um *-isomorfismo.



Apéndice
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Capitulo 6
Unitizacoes.

Aqui trataremos duas nogoes de unitizagao para C*-algebras
sem unidade que foram importantes para os teoremas de iso-
morfismo do capitulo 4. Construiremos a &dlgebra dos duplo
centralizadores de uma C*-algebra, que dara origem as duas

nocoes de unitizacao.

6.1 Unitizacao M(A).

6.1.1 A algebra duplo centralizador.

Definigao 6.1. Seja A uma C*-dlgebra. Um duplo centraliza-

dor em A € um par (L, R) de fungoes com dominio e contra-

87



88 CAPITULO 6. UNITIZACOES.

dominio em A tais que aL(b) = R(a)b para todos a,b € A.

Nesta segao A sempre denotard uma C*-algebra e M(A) o

conjunto de seus duplo centralizadores.

Lema 6.2. Denotemos a bola unitdria fechada de A por B4[0, 1].

Entao para cada a € A tem-se
la|l = sup [[bal|.
beB4[0,1]
Demonstrag¢ao. Dados a € A e b € B4[0, 1], segue que

[[bal| < {[bl[llal] < lall

Tome b = \ﬁTH € B4[0,1], entao

a o llalP
Jball = Itrall = e = llal
Logo [lal| = supye s, o1 [Iball

O]

Corolario 6.3. Dados a,b € A, se ca = ¢b para todo ¢ € A,

entao a = b.
Demonstragao. Se c(a —b) = 0 para todo ¢ € A, entao

0= sup |le(a—="0b)||=]la—0||=a=0b.
c€B4[0,1]
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Proposicao 6.4. Seja (L, R) € M(A). Entao

(i) L e R sao operadores lineares continuos em A.

(i1) L(ab) = L(a)b para todos a,b € A.

(11i) R(ab) = aR(b) para todos a,b € A.

Demonstracao. Serao demonstradas as afirmagoes relativas a

L. As relativas a R sdo provadas analogamente.
(i) e Sejam a,b,c € A e a, € C. Entao

cL(Aa+ pb) = R(c)(Aa+ Bb)
= AR(c)a+ BR(c)b

= AcL(a) + BeL(b) = ¢(AL(a) + BL(D)).
Logo pelo corolério 6.3 tem-se
L(aa + pb) = aL(a) + SL(b).
e Seja (an)neny uma sequéncia em A tal que
limp—ool|an — al| = limp—o0||L(an) — b|| = 0.

Temos que

lleL(a) —cbl| < leL(a) = cL(an)|| + [|cL(an) — cb]]
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= [IR(c)(a = an)[| + ||e(L(an) — D)
1R(e)[[la — anl| + [le][|| L(an) = ]| = 0.

IA

Segue que cL(a) = ¢b para todo ¢ € A, entao pelo coro-
lario 6.3 L(a) = b. Logo, pelo teorema do grafico fechado

o operador L é continuo.
(ii) Sejam a,b,c € A. Temos que
cL(ab) = R(c)(ab) = (R(c)a)b = cL(a)b.
Logo, pelo corolario 6.3 tem-se L(ab) = L(a)b.
O

Agora sabemos que dado (L,R) € M(A), as fungoes L
e R sao operadores limitados, assim podemos calcular suas
normas da forma usual. O lema que segue diz que a norma

dos operadores L e R sao iguais.
Lema 6.5. Dado (L,R) € M(A), tem-se ||L|| = ||R||.
Demonstragao. Seja a € S(A). Entao pelo lema 6.2 temos

|IL(a)|]| = sup [[bL(a)ll
beS(A)

sup [|R(b)all
beS(A)

< sup [[R(D)|[ = [|R].
beS(A)
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Segue que ||L|| < ||R]|. A desigualdade contraria segue analo-

gamente. Logo ||L|| = ||R]|. O

Definicao 6.6. Dado um operador linear limitado

T:A— A, a fungao T : A — A é definida por

Dado (L, R) € M(A), denotaremos por (L, R)* o par (R*, L*).
Lema 6.7. Se (L,R) € M(A), entao (L,R)* € M(A).
Demonstracao. Dados a,b € A, tem-se

[aR*(D)]" = R(b")a™ = b"L(a”) = [(L(a"))"0]" = [L"(a)b]".
Logo (L,R)* = (R*,L*) € M(A). O
Lema 6.8. Dados (L1, Ry), (L2, Re) € M(A) e A € C. Entao

(i) (L1La, RoRy) € M(A).

(i) (L1 + Lo, Ry + Ra) € M(A).

(iii) (\L1,AR1) € M(A).
Demonstrag¢ao. (i) Sejam a,b € A, entao
aLyLa(b) = Ry(a)La(b) = RaRy(a)b.

Logo (Lng, R2R1) € M(A)
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(ii) Segue facilmente.

(iii) Segue facilmente.

O]

Teorema 6.9. Sejam (L1, Ry), (L2, R2) € M(A) e A€ C. As
operacoes, involucdo e norma a sequir definem uma estrutura

de C*-dlgebra com unidade em M(A):

(i) (L1, R1) + (Lo, Ro) = (L1 + Lo, Ry + Ro),
(ii) A(L1, R1) = (AL1, ARy),
(iii) (L1, R1)(La, Ry) = (L1 Lo, RyRy),
(iv) (L, B1)* = (Ry, LY),
(v) |(L1, Ry)[| = [ILa]| = [[Ra]]-

Demonstra¢ao. Nesta demonstracao s6 abordaremos a com-
pletude do espaco na norma, e a igualdade ||T*T|| = ||T|?
para todo T" € M(A), pois o restante ¢é trivial.

e Seja ((Ly, Ry,))nen uma sequéncia de Cauchy em M (A).
Seque que (Lyp)nen € (Rp)nen sao sequéncias de Cauchy em

B(A), que é completo, entao

L,— LeB(A)eR,— Rec B(A).
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Dados a,b € A, tem-se

al(b) = alimL,(b)
= limaL,(b)
= limR,(a)b

= (limR,(a))b= R(a)b,
entao (L, R) € M(A). Temos que
(L, Rn) = (L, R)|| = |[Ln — L[| = 0.

Logo M(A) é completo.
e Dados (L,R) € M(A) e a € A com ||a|| <1, tem-se

1L(a)l* = [IL(a)"L(a)]]

= [[L7(a")L(a)]]

= [la"R*L(a)|| < [|R"L|| = |I(L, R)* (L, R)|l.

Entao
(L, R[> = [ILI* = ||SHI<)1HL(G)H2
< [I(Z,R)*(L, R)||
< L, RYMIICL, R)|| = |I(L, R)|[.

Logo [|(L, R)*(L, R)|| = |I(Z, R)|I*.
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Observagao 6.10. A unidade da C*-algebra M(A) € o duplo

centralizador (I,1), onde I(a) = a para todo a € A.

Agora queremos identificar a C*-algebra A como um ideal
fechado da C*-algebra M(A). Claramente para cada a € A, o
par (Lg, R,) onde Ly (b) = ab e Rq(b) = ba para todo b € A,
sao duplo centralizadores em A, estes serdo tteis na proposicao

que segue para identificar A em M (A).

Proposicao 6.11. Dada a aplica¢io p: A — M(A) definida

por p(a) = (La, Ra), sequem os resultados:

(i) A aplicagao p € um *-homomorfismo isométrico e p(A)

é um ideal fechado em M(A).
(ii) p € sobrejetiva se e somente se A possui unidade.
(iii) Se A é comutativa, entao M(A) também é.

Demonstragao. (i) e Segue facilmente que p é *-homomorfismo.

e Se p(a) = 0 entdao L, =0e R, =0, portanto ab =0 =
ba para todo b € A. Segue do corolario 6.3 que a = 0,
portanto p é injetiva. Logo, pela proposi¢ao 1.33 u é

isométrica.
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e Pela proposigao 1.34 segue que p(A) é uma C*-subalgebra
de M(A). Dados a,b€ Ae (L,R) € M(A), temos que

LLy(b) = L(ab) = L(a)b = LL(a) (0)

RoR(b) = R(b)a = bL(a) = Ry 4)(b).

Portanto

(Lv R):U’(a) = (L7 R)(Lm Ra)
— (LLa, RuR)
= (L), Ria)) = n(L(a)).

Analogamente chega-se que u(R(a)) = p(a)(L, R). Logo
1(A) é um ideal fechado de M(A).

(ii) e Se p é sobrejetiva, entao existe e € A tal que pu(e) =
(I,1), segue que L, = I = R,. Ou seja, eb = b = be para
todo b € A.

e Reciprocamente, se A possui unidade e, entao u(e) =
(I,I) € p(A). Como o ideal p(A) possui a unidade de
M(A) entao u(A) = M(A).

(iii) Suponhamos que A é comutativa. Dados (L1, R1), (L2, R2) €
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M(A) e a,be A. Temos que

Lng(a)b =

L1(La(a))b
Lo(a)b

)

(

( )

( )
Li(Rz(b)a

(

(

(b

bLo(a
)
Li(aRy(b))
Li(a)Ra(b)

Ry(b)L1(a)
bLy(L1(a))

Lg(Ll(a))b =

L2L1 (a)b

Pelo corolério 6.3 tem-se L1Lo = LoLi. Analogamente

mostra-se que Ri Ry =

(L1, 1) (L2, Re) =

RoR;. Logo,

(L1La2, RoRy)

(LaLq, RiRs) =

(Lo, Ro)(L1, Ry).

O

A seguir daremos dois exemplos de algebras de duplo cen-

tralizadores cujos calculos podem ser encontrados nas paginas

82 e 83 da referéncia [1].
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Exemplo 6.12. Considerando o espago dos operadores com-

pactos K(H) em um espago de Hilbert H, tem-se

onde B(H) ¢é o espago dos operadores limitados em H.

Exemplo 6.13. Considerando 2 um espago Hausdorff e lo-
calmente compacto, tem-se M(Cy(€2)) = Cp(£2).

6.2 Unitizacao A.

Seja A uma C*-algebra sem unidade. Pela proposicao 6.11 A é
um ideal fechado em M (A), entao pela proposi¢ao 1.35 a soma
direta A @ C1 é uma C*-subéalgebra de M (A). Chamaremos
a C*-algebra A @ C1 de unitizacao de A e a denotaremos por

A. Consideremos o *-homomorfismo
A= C, a+Al— A\

E facil ver que A é o nticleo desta aplicacao, portanto um ideal
primitivo de A, e ainda, se A nio possui unidade, segue pelo

teorema do isomorfismo que A/ A ~ C.
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