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Resumo

Um fibrado de Fell sobre um grupo discreto G é uma familia de
espacos de Banach {B;}:c¢ munida com operagoes de multiplicagdo e
involucao compativeis com a estrutura do grupo G. Neste trabalho,
entre outros resultados, apresentaremos uma equivaléncia entre a cate-
goria B dos fibrados de Fell sobre G e a categoria das coagdes continuas
e injetivas do grupo quantico compacto C*(G) em C*-algebras. No caso
em que G é abeliano, mostraremos que 28 é equivalente & categoria das
acgoes fortemente continuas do dual de Pontryagin G em C*-algebras.

Palavras-chave: fibrado de Fell, grupo quantico compacto, coagao,
C*-algebra.
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Abstract

A Fell bundle over a discrete group G is a family of Banach spaces
{B:}tec equipped with multiplication and involution compatible with
the group structure of G. In this paper, among others results, we will
present an equivalence between the category 9B of Fell bundles over G
and the category of continuous and injective coactions of the compact
quantum group C*(G) in C*-algebras. When the group G is abelian,
we will show that 5 is equivalent to the category of strongly continuous
actions of the Pontryagin dual G in C*-algebras.

Keywords: Fell bundle, compact quantum group, coaction, C*-

algebra.
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Introducao

A combinagao de palavras “Grupos Quanticos” foi introduzida por
Drinfeld [4] and Jimbo [I5] ha quase trinta anos. Eles utilizaram o
termo “quantizagao” como um sindénimo de “deformacao”; referindo-se
a um trabalho da época que mostrava que a &lgebra dos observéaveis
de um sistema mecéanico quantico é uma deformacdo nao-comutativa
da correspondente forma classica da algebra das funcoes no espaco de
fases simplético. Para melhor compreender e desenvolver este conceito
num ambiente matemético, uma das motivacoes foi a generalizagio da
dualidade de Pontryagin para grupos abelianos localmente compactos.
Procurava-se uma categoria, com uma propriedade chamada autodual
ou autoadjunta, contendo os grupos topolégicos localmente compactos.
Esses objetos generalizados dessa nova categoria seriam chamados de
grupos quanticos.

A abordagem de grupos quinticos através da teoria de algebra de
operadores remonta & década de 1970. Apéds os trabalhos de Takesaki,
Tannaka, Krein (ver, por exemplo, [30, [16]), o problema de encontrar
uma categoria auto-adjunta contendo os grupos localmente compactos
foi completamente resolvido de forma independente por Kac, Vainer-
man, Enock e Schwartz [5]. Mais tarde, entra em cena S. L. Worono-
wicz, com o grupo quantico SU(2) e o calculo diferencial para grupos
quanticos compactos. Entre muitos resultados que ele obteve, um deles
foi uma definicdo de grupo quéntico compacto que possui uma C*-
algebra como objeto primordial, evidenciando a importancia da teoria
de C*-algebras [27, [28].

A teoria de C*-algebras também é importante no estudo das repre-



sentacoes irredutiveis e das representacoes induzidas de grupos, uma
vez que representagOes unitarias de grupos correspondem a represen-
tagoes da C*-algebra do grupo [17,[9]. Neste contexo, surge o conceito
de fibrado de Fell, objeto que podem ser interpretado como uma gene-
ralizagao de C'*-algebra, na tentativa de enriquecer uma *-algebra de
Banach apenas com estrutura extra necessiria para que os teoremas
da teoria de grupos tanto tivessem um teorema anélogo, quanto fossem

corolarios de um teorema na estrutura enriquecida [10] I1].

Um fibrado de Fell sobre um grupo discreto G é uma familia de
espacos de Banach {Bi}:c¢ munida com operagdes de multiplica¢do
e involucao compativeis com a estrutura de G. Neste trabalho, apre-
sentaremos uma equivaléncia entre a categoria B dos fibrados de Fell
sobre GG e a categoria das coagOes continuas e injetivas do grupo quan-
tico compacto C*(G) em C*-édlgebras. No caso em que G é abeliano,
mostraremos que B é equivalente & categoria das agoes fortemente con-
tinuas do dual de Pontryagin G em C*-élgebras. O trabalho teve como
proposta inicial de estudo, ler e reescrever alguns resultados contidos
em [24].

No primeiro capitulo, apresentaremos definicoes e resultados que
podem ser vistos como ponto de partida para o estudo de coagodes e
fibrados de Fell. Apresentaremos a nocdo de C*-algebra envolvente a
partir de uma propriedade universal. Na sequéncia, construiremos a
C*-algebra produto tensorial minimal e mostraremos alguns resultados
da teoria basica de produto tensorial que serdo fundamentais para o
desenvolvimento de todo o trabalho. Em seguida, faremos uma breve
passagem pela teoria de modulos de Hilbert. Os moédulos de Hilbert
serao 0s espagos nos quais representaremos x-algebras. Eles nos per-
mitirdo, por exemplo, falar das C*-dlgebras associadas aos fibrados de
Fell.

No segundo capitulo, apresentaremos o conceito de fibrados de Fell
sobre grupos discretos e construiremos médulos de Hilbert sobre o es-
paco vetorial das secoes destes fibrados. Em seguida, definiremos as
algebras cheia e reduzida associadas aos fibrados de Fell. A cheia como
sendo a C*-algebra envolvente da *-algebra das se¢oes do fibrado e a re-



duzida a partir da representagao regular da x-algebra das se¢des. Como
um caso particular, teremos as C*-algebras cheia e reduzida de grupos,
denotadas por C*(G) e C*(G), respectivamente. Quando o grupo G é
abeliano, mostraremos que a C*-dlgebra C(G) das funcdes complexas
continuas do dual de Pontryagin de G é isomorfa as C*-algebras cheia
e reduzida de G.

No terceiro capitulo, apresentaremos os conceitos de grupo quantico
compacto e de coacao de grupos em C*-algebras. Veremos que as C*-
slgebras C*(G), C;(G) e C(G) possuem estrutura de grupo quantico
€ no caso em que o grupo € abeliano, mostraremos que estes grupos
quanticos sdo isomorfos, obtendo uma correspondéncia entre as coagoes
de C*(G), as coacdes de C*(G) e as de G.

Finalizaremos o trabalho estudando uma relacao entre fibrados de
Fell sobre um grupo discreto GG e coagdes do grupo quantico compacto
C}(G) em C*-algebras. Mostraremos que é possivel produzir coagdes de
C*(G) em C*-algebras a partir de fibrados de Fell e vice-versa. No caso
em que as coagoes de C;(G) sdo continuas, os fibrados a elas associados
serao também graduacoes para a algebra sobre a qual se esta coagindo.
Na sequéncia, quando as coagoes de C*(G) forem, além de continuas,
injetivas, mostraremos que as C*-algebras reduzidas dos fibrados a elas
associados sao isomorfas & algebra em que se estd coagindo. Estes
isomorfismos serao a chave para unirmos as coacoes continuas e injetivas
do grupo quantico compacto C}(G) e os fibrados de Fell sobre G numa
equivaléncia categorica.

Para uma melhor compreensao deste trabalho, assumimos que o
leitor tenha conhecimentos basicos em C*-algebras, topologia e medida
e integragdo sobre grupos. Ver, por exemplo, [22] 29] 20, [13] 26].



Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo compoe o ponto de partida para o estudo
de coagoes e fibrados de Fell. Apresentaremos a C*-algebra envolvente
de uma *-algebra, o produto tensorial de C*-dlgebras e o conceito de
moédulo de Hilbert.

1.1 A (C*-algebra envolvente

Esta secao inicial é dedicada & construcao da C*-algebra envolvente
de uma x-algebra admissivel. A importancia de tal algebra é eviden-
ciada no Capitulo 2, no qual veremos que a *-algebra das se¢bes de
um fibrado de Fell é necessariamente admissivel. Isto nos possibitara
definir a C*-algebra cheia de um fibrado de Fell e a C*-algebra cheia

de um grupo.

Definigao 1.1.1. Dizemos que uma x-algebra A é admissivel se para
todo a € A existir M € RT satisfazendo: se B é uma (C*-dlgebra
enm: A — B éum xhomomorfismo, entdo |7(a)|| < M. Além
disso, para cada a € A, denotamos a menor das cotas superiores do

conjunto {||w(a)|| | # : A — B é *-homomorfismo, B é C*-algebra }

por sup ||7(a)]-
s

Definigao 1.1.2. Seja A uma *-4lgebra admissivel. Uma C*-algebra



envolvente de A é um par (C*(A),74), em que C*(A) é uma C*-
algebra e mgq : A — C*(A) é um *-homomorfismo tal que para toda
C*-élgebra B e todo x-homomorfismo ¢ : A — B, existe um tnico
x-homomorfismo ¢ : C*(A) — B satisfazendo ¢ o my = ¢.

Definigao 1.1.3. Seja A uma x-algebra admissivel com C*-4lgebras en-
volventes (C*(A),m4) e (C*(A),7'y). Dizemos que os pares (C*(A), 74)
e (C*(A)',ny) sdo isomorfos, se existir um isomorfismo de C*-algebras
Y : C*(A) — C*(A) tal que Yoy = 7).

Teorema 1.1.4. Se A ¢ uma *-dlgebra admissivel, entdo existe uma

C*-dlgebra envolvente de A e ela é inica a menos de isomorfismo.

Prova. Primeiramente, notemos que o conjunto

N={a€ A||r(a)|| =0, m: A— B % —homomorfismo e
B uma C* — algebra}

é um x-ideal de A. Com efeito, dados a € A e x € N, para qualquer
*x-homomorfismo 7 : A — B (em que B é uma C*-algebra), temos
que 0 < ||7(ax)| < ||7(a)|l|l7(z)|| = 0 e, analogamente, ||7(za)| = 0.
Além disso, 0 < |7 (z*)|| = ||7(z)] = 0. Logo, az,za e z* € N. Agora,
considere a *-algebra quociente A/N com a estrutura canonica:

(a+N)+(d+N)=a+d +N, Va,d €A,
(a+N)(@ +N)=ad + N, Va,a' €A

(a+N)*=a"+ N, VacA.

Agora, dados a,b € A, note quese a+ N =b+ N, entdoa—b € N.
Assim, para todo x-homomorfismo 7 : A — B, com B uma C*-
algebra, temos que ||7(a — b)|| =0 = 7(a) = w(b). Logo, sup ||7(a)| =

sup ||7(b)||. Em outras palavras, esta bem definida a fungao
™

A/N >a+ N+ |la+ N| :=sup|r(a)|| € RT.



Afirmagao 1. A funcdo A/N 3 a+N +— |la+N| :=sup||n(a)| €
s
Rt & um C*-norma (norma que satisfaz o C*-axioma).

Demonstragao. Dados a,a’ € A e z € C, temos que
(i)

[z(a+N)I| = llza+ Nl = sup||7(za)|| = |2|sup || (a)]]

|2llla + N

lla+N)+ (@' +N)|| = |l(a+a)+ N|| =sup|r(a+a)|
< sup |7 (a)]| + sup|lw(a)

= |la+ N| + | + NJ.

(iii)

l(a+N)@ +N)| = llad’ + N| = sup||n(aa’)|
< sup |r(a)] sup [|n(a")]
= lla+ Nlla’' + N].
(iv)
la+ Ny @+ Nl = lla*a+N| = sup [r(a*a)]
= sup (@) = [la+ N
)

[(a+ N)|| =0 = sup||n(a)|]| =0 = a € N.

Isto mostra a afirmacao 1.



Denote por C*(A) a C*-algebra obtida a partir do completamento
de A/N relativamente a C*-norma da afirmacdo acima. Além disso,
sejam: A — A/N a projegio canonica, ¢ : A/N — C*(A) a inclusio

canoénica e defina w4 := ¢ o 7.
Afirmacao 2. (C*(A),m4) é uma C*-algebra envolvente de A.

Demostragao. Se B é um C*-algebra e ¢ : A — B é um x-

homomorfismo, defina a funcao

¢o: AN — B
a+N +— ¢(a).

Note que se a + N = a’ + N, entdo a —a’ € N, dai ||¢(a — d')|| = 0.
Assim, ¢(a) = ¢(a’) e ¢p estd bem definida. Além do mais, para todo
a€A,

19o(a + NI = li¢(a)ll < sup[r(a)l| = fla + NI,

donde ¢y continua. Como ¢g é *-homomorfismo, segue que sua dnica
extensdo linear continua ¢ : C*(A) — B também é x-homomorfismo.
Observe, ainda, que (¢oror)(a) = ¢o(a+N) = ¢(a) paratodo a € A, ou
seja, gowA = aOLOﬂ' = ¢. Além disso, se existir outro *-homomorfismo
¢ : C*(A) — B tal que ¢ o w4 = ¢, entdo

¢o(a+ N) = ¢(a) = ¢(mala)) = ¥((tom)(a)) = P(a+ N)

para todo a € A. Logo, a unica extensao de ¢ a C*-algebra C*(A)
é igual a ¥. Uma vez que a extensao de ¢y é ¢, segue que ¢ = .
Portanto, ¢ é o tnico *-homomorfismo satisfazendo ¢ o m4 = ¢. Isto

conclui a demonstracao da afirmacéo 2.

Para provarmos a unicidade da C*-dlgebra envolvente (C*(A),74),
suponha que (C*(A)',7',) seja uma outra C*-dlgebra envolvente de
A. Por um lado, pela definicdo de C*-algebra envolvente, existem -
homomorfismos ¢ : C*(A) — C*(A) e ¢' : C*(A) — C*(A) tais

que pomy =y e ¢ o)y =4, ie., comutam os seguintes diagramas:



<
s

c*(A) C*(A).
Disso, podemos concluir que
g opoma=7a e God ony=mal.

Ou seja, os seguinte diagramas comutam:

A—T4 S 0F(A) ]
- ¢/o¢ » pog!
cr(4) Ay

Por outro lado, os *-homomorfismos identidades Idg-(4) e Idc=(ay
sd0 os tnicos tais que Idg«(4) 0 T4 = 74 e Idg=(ay o7y = 7y, ie,

comutam os diagramas abaixo:

A—"2 = 0% (A) A— T oAy

) Ide (a) ‘/Idc* (A

C*(A) C*(A).

Pela definicdo de C*-algebra envolvente, segue que ¢’ o ¢ = Idc-(4)
e ¢o¢' =Ide«(ay. Assim, ¢ : C*(A) — C*(A)’ & um *-isomorfismos



satisfazendo ¢ o mq4 = wy. Portanto (C*(A),7a) e (C*(A),7,) sdo
isomorfas.
(]

Observagao 1.1.5. Existem outras maneiras de se construir a C*-
algebra envolvente universal. Em [3], por exemplo, a C*-algebra en-
volvente é construida a partir de x-dlgebras de Banach, ja em [I], a

C*-algebra envolvente é construida a partir de x-algebras normadas.

1.2 Produto tensorial de C*-algebras

Esta secdo compoe, talvez, a parte mais técnica da dissertacao, en-
volvendo diversos resultados da teoria inicial de algebra de operadores.
Construiremos C*-élgebras, operadores e funcionais que serdo funda-
mentais para a compreensao, mais adiante, dos conceitos de grupos
quanticos e coagdes. Apresentaremos a C*-algebra produto tensorial
minimal de C*-algebras a partir do produto tensorial algébrico entre
espacos vetoriais. Na sequéncia, mostraremos que é possivel construir
operadores e funcionais positivos da C*-dlgebra produto tensorial a
partir de operadores e funcionais positivos das C*-algebras das quais
se obteve a C*-dlgebra produto tensorial. As principais referéncias uti-
lizadas foram [22], 29] 2].

Definigao 1.2.1. Sejam H e K espacos vetoriais sobre C. O produto
tensorial algébrico entre H e K é um par (H ® K, ), em que H® K é
um espago vetorial e p : Hx K — H® K é uma fungao bilinear tal que
para todo espaco vetorial X e toda fungao bilinear f: H x K — X,
existe uma tnica funcao linear f: H® K — X satisfazendo f = }’vo ®.

Observagao 1.2.2. Pode-se mostrar que o produto tensorial algébrico
existe e é inico a menos de isomorfismo (ver, por exemplo, [2, Apéndice
A]). Nas mesmas condi¢oes da defini¢do acima, porém assumindo ¢
uma fungao conjugado-bilinear, é possivel mostrar que existe uma tinica
funcao conjugado-linear ¢ que estende ¢ ao produto tensorial (ver [12]).
Denotamos o produto tensorial algébrico (H @ K, ¢) simplesmente por
H ® K e os elementos ¢(x,y) por tQ@y,em quez € Hey € K.



Uma das razoes pelas quais o produto tensorial serd utilizado é
porque podemos obter funcoes lineares a partir de funcoes bilineares.
A nogéo de produto tensorial nos permite produzir novos objetos a par-
tir de objetos conhecidos. Isto ficard claro na sequéncia desta secao,
na qual veremos uma série de teoremas envolvendo existéncia de fun-
cionais, operadores, homomorfismos, etc., os quais serdo importantes
para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

Proposigao 1.2.3. Se 7 e p sdo funcionais lineares (respectivamente,
conjugado-lineares) de espagos vetoriais H e K sobre C, respectiva-
mente, entdo existe um tunico funcional linear (respect., conjugado-
linear) T ® p de H® K em C tal que

(Top)(r@y)=7(")p(y), r€HyeckK.

Prova. Ver se¢ao de produto tensorial em [12].

Proposigao 1.2.4. Sejam H e K espagos vetoriais e suponha que
n

ij ®y; =0, comz; € Hey € K. Se {y;}}_, € linearmente
j=1
independente, entio x; =0 para i =1,...,n.

Prova. Ver se¢ao de produto tensorial em [12].

Proposig¢ao 1.2.5. SeT : H — H' ¢ S : K — K’ sdo fungées
lineares entre espagos vetoriais, entdao existe wma unica funcdao linear
TO®S:HOH — KoK tal que (T S)(x®y)=T(z)® S(y).

Prova. A fun¢do H x K 3 (z,y) — T'(z) ® S(y) € H ® K é bilinear.
O resultado segue da definicao de produto tensorial.
O

Observagao 1.2.6. Daqui para frente, todos os espagos de Hilbert
(ou espagos com produto interno) serdo considerados com o produto
interno conjugado-linear na primeira entrada.

Observagao 1.2.7. Sejam H e K espagos vetoriais com produto in-
n

terno. Dado Z‘T’ ®y; € H® K, sempre podemos supor, sem perda
i=1

10



de generalidade, que {x;}?_; é ortonormal (em particular, linearmente
independente) ou que {y;}j_, é ortonormal. De fato, se {e;}7; &
uma base para o espago vetorial gerado pelo conjunto {y;}";, entdo

m
Yi = Zzijej, em que z;; € Cparai=1,...,nej=1,..,m. Dai, pode-
j=1

n n m
mos escrever E T; QY = g z;® E Zij€j | =
i=1 j=1

m
=1 = j=

i=1

n
<Z Z”Im) ®€j.
1

Proposicao 1.2.8. Sejam H e K espacos de Hilbert. Entao, eziste

um unico produto interno (-,-) em H ® K satisfazendo

(z@y, 2" @y) = (z,2")(y, )

para todo x,2' € H ey,y' € K.

Prova. Seja X o espaco dos funcionais conjugado-lineares de H ©® K
sobre C. Para cada « € H e y € K, considere o funcionais conjugado-
lineares p, : H — C, em que p,(z') = (2/,x) para todo ' € H e
py : K — C, em que p,(y') = (v, y) para todo ¥’ € K. A funcdo
¢: HxK > (z,y) — ps © py € bilinear, dai existe um tnico funcional
linear M : H® K — X tal que M(z ®y) = p, © py para todo z € H
e y € K. Defina a funcao

(+, Ywor: (HOK)x (HOK) — C,

em que (u,v)gox = M(u)(v) para todo u,v € H® K. Em particular,

(x@y, 2’ @Y nox = M(z®y)(2’®y’) paratodo z, 2’ € Hey,y € K.

Esta fungdo é sesquilinear, uma vez que M é linear e M (u) € X para
n

todo u € H® K. Além disso, dado z = in(@yi € H®K, com
i=1
x; € Hey, € K,i=1,..,n, seja {e;}/, uma base ortonormal para o
m

espaco gerado pelos vetores {y; }7 ;. Assim, z = E x; ® e; para certos
j=1
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xg € H, j =1,...,m. Consequentemente,

m
o ’ /
(z,2)mox = (2} ®yi 1)@ ej)noK
,j=1
m m
= Z@“% )i ;) Z 5, 75)
3,7=1 j=1

Disso, segue que (-,-)gox € uma forma sesquilinear positiva e que se

(z,2)mex = 0, entdo 2. = 0 para todo j, donde z = 0. Portanto,

(-, YHeK € um produto i]nterno.

Para mostrar a unicidade deste produto interno, suponha que exista
um outro produto interno ({ -, - )) para o espaco vetorial H ® K que
nos tensores elementares é dado por ({(x,2' ® y')) = (x,y)(z’,y’) para

quaisquer x € H e y € K. Entao,
((z@y, 2’ ®y)) =({t®y.2" @Y )nox

para quaisquer z,z’ € H e y,y’ € K. Assim, por linearidade, ({u,v)) =
(u,v) go i para quaisquer u,v € H® K. Logo {({ -, - ) ={(-, HokK-
O

Observacgao 1.2.9. Sejam H e K espacos de Hilbert. Denotaremos
por H ® K o completamento do espaco de Hilbert de Hilbert H ®
K segundo a norma advinda do produto interno da Proposicao [1.2.8
Neste caso, vale notar que ||z ®y|| = ||z|/||y|| paratodox € Hey € K.

Proposigao 1.2.10. Sejam H e K espacgos de Hilbert e suponha que
T € B(H) e S € B(K). Entao existe um tunico operador T ® S €
B(H ® K) tal que

(i) TeS)(z®y)=T(x)®S(y), <€ HyeK.

Além disso,
(i) |T @S| =T[5

Prova. Pela Proposicao [1.2.5] existem tnicas fungoes lineares Idy ®
S:HOK — HoOKeToOo ldy : HOo K — H © K tais que
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(Idg o S)(z@y) =2 Sy) e (ToOldk)(x ®y) =T(r) ® y para todo
x € H ey e K. Vamos mostrar que estas fungoes sdo continuas. De
fato, tome z = Zxﬂ}@yi com z; € Hey € K, com {z;}; um

i=1

conjunto ortonormal (ver Observagao [1.2.7). Entao,

2
I(Idg © S)(2)II* =

Zﬂﬁi ® S(yi)
i=1

= <Z 7; @ S(yi), Zmi ® S(yz‘)>
=1 i=1

i,j=1

n

ISIP > (i) llyslllys|

i,5=1

n
ISI2 > llgall® = 151171211
i=1

IA

Ou seja, ||Idg © S|| < ||S||. De maneita analoga, supondo {y;}"
ortonormal, obtemos que |7 ®© Idg|| < |7

Considere Idg ® S, T®Idg : H® K — H ® K as tnicas extensoes
lineares continuas de Idy ©.5 e T ®1Id g, respectivamente. Desse modo,
o operador composi¢ao (T’ ® Idg)(Idg ® S) € B(H ® K), que iremos
denotar por T'® S, é tal que

TeSrey)=(Teldk)(Idy @ 5))(z©y) =T(z) @ S(y),

para todo z € H e y € K. Para mostrarmos a unicidade de T'® 5,
suponha um outro operador V € B(H® K) tal que V(z®y) =T (z)®
S(y), paratodo z € Hey € K. Entdo, V(z®y) = (T @Idx)(Idyg ®
SNzey) = (TS (r®y), para todo x € H e y € K, ou seja, V
coincide com T'® S nos tensores elementares. Uma vez que os tensores

elemetares geram H ® K, segue que V =T ® S. Isso conclui o item ().

Observe, ainda, que ||T'® S| = [|(T @ ldx)(ddg @ S)| < [IT[[S],
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por construcao, além de que

TeS)I = sup 1T @IS W)
leyll=le|lyl<1

sup [|T(z)[| sup [[S)] = ITIIS]-

llzll<1 llyll<1

v

Segue que [T @ S| = [|IT[|S]-
O

Proposigao 1.2.11. Se A e B sdo x-dlgebras, existe uma tinica mul-

tiplica¢do e uma unica involugdo em A © B tal
(i) (a®b)(a’ @) =aad @bV para todo a,a’ € A eb,b' € B.

(ii) (a®b)* = a*®b* para todo a € A eb € B. Com estas operagaes,
A ® B é uma *-dlgebra.

Prova. (i) Seja X o espaco das fungoes lineares de A® B em si mesmo.
Para cada a € A e b € B, considere as fungoes lineares L, : A — A e
Ly : B — B, dadas por L,(a’) = aa’ e Ly(b') = bb' para todo o’ € A
e b € B. Paratodo a € Aeb € B, por conta da Proposi¢ido
L,® Ly € X, alem de que a fungdo ¢ : AX B3 (a,b) — L, ® Ly, € X
é bilinear. Pela definicao de produto tensorial, existe uma tnica funcao
linear M : A® B — X tal que M(a ® b) = L, ® L. Defina, entdo

-t (AeB)x(A®B) — AGB
(¢,d) +— cd= M(c)(d)
E facil de ver que esta funcdo e bilinear associativa. Observe que (a ®

b)(a' @) = M(a®b)(a' @) = Lap(a’”’) = ad’ @b’ para todo a,a’ € A
e bV € B.

(#9) Notemos que se Zai ® b; = 0, entdo Zaf ®b; = 0. Com

i=1 i=1
efeito, seja {e; L, uma base para o espago gerado pelos vetores by, ..., by.
m
Podemos escrever b; = E z;j€; para Unicos ecalares z;; € C. Logo,
=1
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iai ®b;=0= i (izljai> ®e; =0.
i=1 i=1 \i=1

Pela Proposig:io temos que Y ;- z;;a; = 0 paratodo j = 1,...,m,

de modo que Y .| Z;;af = 0 para todo j = 1,...,m, ou seja,

iaf@bf :i <iz”a:‘> ®ef =0.
i=1

j=1 \i=1

Dessa maneira, estd bem definida a funcao

x: AOB — AGB

Xn:ai(@bi — iaf@bf
=1 1=1

E facil ver que esta funcdo é uma involucao para A ® B.

A unicidade da multiplicacao e da involugao construidas acima segue
dos mesmos argumentos utilizados para mostrar a unicidade do oper-
ador T'® S da proposicao anterior. Por exemplo, se existir outra mul-
tiplicagdo e em A ® B tal que (a ® b) e (a’') = aa’ ® bl para quaiquer
a,a’ € A ebb € B, entdao, por linearidade, e é igual a multiplicagio
que construimos nesta demostragdo. O mesmo vale para a involugao.

|

Observagao 1.2.12. Dadas A e B x-dlgebras, sempre que mencionar-

mos a x-algebra A® B, estaremos nos referindo a *-algebra da Proposicao

211

Proposigao 1.2.13. Sejam 7: A — C e p: B — C *-homomor-
fismos de x-dlgebras A e B em uma x-dlgebra C tal que 7(a)p(b) =
p(b)7(a), parat todo a € A e b € B. Entdo existe um tnico x-homo-
morfismo T ® p: A® B — C tal que (1 © p)(a ® b) = 7(a)p(b) para
todoa € Aebe B.

Prova. A funcdo ¢ : A x B — C, (a,b) — 7(a)p(b) é bilinear.
Assim, existe uma unica fungdo linear 7 ® p : A ©® B — C tal que
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(t@p)(a®b) =7(a)p(b) para todo a € A e b € B. Além disso, para
quaisquer a,a’ € Aeb,b’ € B, uma vez que 7(a’)(b) = p(b)7(a’), temos
que

(Top)((a®b)(d b)) (1 ©p)(aad’ @ bY)
7(aa")p(bb") = 7(a)7(a")p(b)p(b")

(rOp)a®b)(r©p)(a' @V).

Da mesma maneira, como 7(a)p(b) = p(b)7(a) para quaisquer a € A e
b € B, obtemos

(rop(@b)’) = (Top)(d b)=r7(a")p(b")
= 7(a)'p(b)" = (1O p)(a®b)",

A demonstragao da unicidade deste *-homomorfismo é anéaloga as de-
monstracoes de unicidade das proposicoes anteriores.
O

Proposigao 1.2.14. Sejam A, A’, B e B’ *-dlgebras, 7: A — A’ ep:
B — B’ x-homomorfismos. Entdo existe um tnico *-homomorfismo
TOp: A®B — A'© B’ tal que (T1®p)(a®b) = 7(a) ® p(b) para todo
ac€AebeB.

Prova. Segue da Proposi¢ao e da estrutura de x-algebra dada na

Proposigao [1.2.11
|
O préximo resultado é o passo crucial para enriquecermos o produto

tensorial com uma estrutura de C*-algebra.

Teorema 1.2.15. Suponha que (H,7) e (K, p) sejam representagoes
de C*-dlgebras A e B, respectivamente. Entao existe um unico *-
homomorfismo T ® p: A® B — B(H ® K) tal que

(tOp)(a®b)=7(a)® p(b), a€ Abe B.

Mais ainda, se T e p sao injetivas, entdo T © p € injetiva.
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Prova. Sejaidx € B(K) o operador identidade. Para cada a € A, pela
Proposigao existe um unico operador 7(a) ® idx € B(H ® K)
tal que (7(a) @ idg)(z ®@y) = 7(a)r ® y paratodo x € X ey € Y.
Além disso, ||7(a) ® idk|| = ||7(a)|||idk|| = ||7(a)||- Analogamente,
porém considerando o operador identidade idy € B(H), para cada
b € B, existe um tunico operador idy ® p(b) € B(H ® K) tal que
(idg ® p(b))(z @ y) = = ® p(b)y para quaisquer z € X ey € Y. Além
de que |lidg ® p(b)|| = |lidx|||lp®)|| = ||p(b)||. Sendo assim, estdo bem
definidas as seguintes funcgoes

7:A— BH®K), ar— 7(a) ®idg

p:B— B(H®K), b—idg ® p(b).

Vejamos que 7’ e p’ sdo x-homomorfismos. Para quaisquer a,a’ € A,
r € H,y€ K ezeC,uma vez que 7 é linear e a soma e multiplicagao
por escalar em B(H) sdo as pontuais, segue que

T(za+d)(z®y) = 71(2a+d)1dp(r@y)
= 7(za+d)(z)®y
= z7(a)(z) +7(d)(2) ®y
= z7(a)(z) @y +7(a)(z) @Y
= ( )@ Idg(z®@y) +7(d) @ Idg (z @ y)
= (27(a) @ ldg +7(d") @ k) (z @ y)
= (27'(a) + 7'(d))(z ®@y).

Por argumentos de linearidade e continuidade, vale que 7/(za+a’)(c) =
(27'(a) + 7'(a’))(c) para todo c € H®Y. Logo 7’ & linear.

Agora, dados a,a’ € A,z € H e y € K, como 7 homomorfismo, uti-
lizando a estrutura candnica de multiplicagdo na éalgebra B(H ), temos
que

ad )z ®y) = 7(ad) @Idk(z®@y)
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= 7(a)7(d) @ ldg(x @ y)

= (r(a)r(a))(z) @y

= 7(a) @ ldg(r(a')(z) ®y)

= 7(a)(r(d) (@) ®y) =7 (a)(7'(d)(z @ y))
= 7(a)r(d)(z@y)

Por argumentos de linearidade e comtinuidade note que 7’(aa’)(c) =
7'(a)7'(a’)(c) para todo ¢ € H® K. Assim, 7/ ¢ homomorfismo.

Além disso, dadosa € A, x € H ey € K, como 7T é *-homomorfismo,
utilizando a estrutura canonica de involucdo na x-dlgebra B(H), obte-

mos

(@) (z®y) = 7(@")@ldg(r@Yy)
= 7(@)(z)@y="7(a)"(z)®y
(a)" ®@ldg(z®y)
= (1(a)®@Idg)" (z @ y)
= T(@)(z®y).

= T

Por argumentos de linearidade e continuidade é possivel mostrar
que 7'(a*)(c) = 7'(a)*(c) para todo ¢ € H ® K. Portanto 7’ ¢ um
*-homomorfismo. Prova-se similarmente que p’ € um x-homomorfismo.

Por conseguinte, como 7/(A) comuta com p'(B), a Proposigio[1.2.13
nos diz que existe um Gnico *-homomorfismo 7G©p : AOB — B(H®K)
tal que (7 ® p)(a®b) =71'(a)p’(b) = 7(a) ® p(b),a € Aebe B.

Agora suponha que (H,7) e (K, p) sao fieis, i.e., injetivas e seja
c = Zal ® b; € ker(t ® p), com {b;}_; linearmente independente.
Entéo {p(bi)}?:1 é linearmente independente, ja que p é injetiva, e
0=(r@p)(c) = 7(a:) @ p(b).

i=1

Afirmacgao. 7(a;) =0 paratodoi=1,...,n

Demonstragao. Sejax € H e escolha uma base ortonormal {e;}7

para o espago gerado pelos vetores 7(aq)(x),...,7(an)(z) € H . En-
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tdo, existem escalares z;; € C tais que 7(a;)(z) = Z zjje; para todo
j=1
1=1,...,n. Se y € K, temos que

n

0 = Y (ra)erb))zey) =) () p(bi)(y)

=1 i=1

= > D zie | @p0i)w)

i=1 \j=1

= Zej®zzijp<bz><y>

Logo, Zz”p = 0 para todo y € K, e como {p(b;)}; é li-

nearmente independente, segue que z;; = 0 para todo ¢ = 1,...,n e
j=1,...,m. Donde 7(a;)(z) = 0 para todo i = 1,...,n. Como z € H é
arbitrario, concluimos a afirmacao.

Por fim, desde que 7 é injetiva, ai,...,a, = 0, e portanto ¢ = 0.
Consequentemente, ker(7 ® p) = {0}.

A unicidade mostra-se analogamente a demonstragdo da unicidade
do operador T'® S na Proposicao

a

Observagao 1.2.16. Com isso, podemos construir uma C*-norma em
A ® B da seguinte maneira. Sejam (H,7) e (K, p) as representagoes
universais de A e B, respectivamente. Pelo Teorema, [1.2.15] existe um
unico x-homomorfismo injetivo T ® p : A©® B — B(H ® K) tal que
(t®p)(a®b) =71(a)® p(b) paratodo a € A e b€ B. Assim, a fungio

I llmin : A© B —RT, cr— [[(T © p)(c)l]; (1.1)

estd bem definida e é uma C*-norma. Essa C*-norma é chamada de
C*-norma minimal.

Corolario 1.2.17. Sejam A e B C*-dlgebras. A C*-norma || ||min em

A © B construida acima satisfaz ||a @ bl|min = ||a||||b]| pare quaisquer
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acAebeB.

Prova. Pela observacao anterior e pela Proposicao temos que
1a@bllmin = [(T©p)(a@D)|| = [IT(a)@p(b)[| = [[7(a)[2(0)|| para quais-
quer a € Aeb € B. Como as representacoes universais sdo isométricas,
segtie que a @ blluin = [7(@)lllo®B)]| = lal|[1b] para quaisquer a € A e
be B.

|

Observagao 1.2.18. Denotaremos por A ® B o completamento de
A®B com relagdo & C*-norma minimal construida acima. A C*-algebra
A ® B é chamada de C*-algebra produto tensorial minimal, ou
C*-algebra produto tensorial espacial de A e B. Como utilizaremos
somente a C*-norma || - | min para o produto tensorial de C*-algebras, a
denotaremos apenas por || - ||, subentendendo que se trata da C*-norma
minimal.

Proposigao 1.2.19. Sejam (H,7) e (K, p) representagoes arbitrdrias
de C*-dlgebras A e B, respectivamente, e T®p: AOB — B(HRK) o
Unico x-homomorfismo dado pelo Teorema Sece A® B, entdo

I © p) (Ol < el

Prova. Ver [22] Teorema 6.4.4., pagina 197].
O

Teorema 1.2.20. Sejam A, B, C e D C*-dlgebras, T : A — C e S :
B — D x-homomorfismos. Entdo existe um 1inico x-homomorfismo
T®S:A® B — C® D satisfazendo (T ® S)(a ®b) = T(a) ® S(b),
para quaisquer a € A eb € B. (Lembre que A® B denota a C*-dlgebra

produto tensorial minimal.)

Prova. A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [22]
Teorema 6.5.1, pagina 210]. Ela é longa e bastante técnica, envolvendo

diversos resultados.

Proposigao 1.2.21. Sejam A e B C*-dlgebras e 0 : A — C e w :
B — C funcionais positivos (portanto, limitados [22]). Entdo existe
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um dnico funcional positivo 0@w : AQ B — C, tal que (A®@w)(a®b) =
0(a)w(b) para todo a € A e b € B. Além disso, ||0 @ w|| < ||0]|||w]l-

Prova. Sejam (Hyp,my) e (H,,m,) as representacoes GN S associadas
aos funcionais 0 e w, respectivamente. Estas representacoes sao constru-
tivamente ciclicas e os vetores ciclicos associados &y € Hy e &, € H,,
respectivamente, sao tais que

0(a) = (€, mo(a)éo) € w(b) = (€ Tw(b)€w),

para todo a € Aeb € B (ver [22 Teorema 5.1.1., pagina 141]). Pelo
Teorema [I.2.15] existe um tnico *-homomorfismo mp ® 1, : A® B —
B(Hyp® H,,) tal que (mg ©®m,)(a®b) = mg(a) ®m,(b) paratodoa € Ae
b € B. Pela Proposicio podemos estender g ® 7, a um ( tnico
) *-homomorfismo 7y ® 7, : A® B — B(Hy ® H,). Com isso, esta
bem definida a funcao

fQw:A®B — C
¢ — (& ® &, ((mo ®7u)(c)) (€0 @ &w))
Estéa funcao é linear, uma vez que o produto interno estd sendo con-

siderado linear na segunda varidvel. Além disso, para todo ¢ € A ® B,
a € Aebe B, temos que

(Oow)(ce) = (£ @ &w, (T @ 7u)(c7))(€0 ® &u))
= ((mo ® ™) (c)(§0 @ &w), (0 ® ) (¢) (§0 @ &u))
> 0
ow)(a®b) = (& ® &, (1o @ m,)(a®b))(§ @ &)

= <§9 ® &w, o (a)§9 & Tw (b)§w>
(€0, mo(a)8o) (€, T (D)Ew) = O(a)w (D).

Assim, § ® w funcinal posittivo (e, portanto, limitado [22]).
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Sejam {ux}ren € {vu}uen unidades aproximadas para A e B, res-
pectivamente. Entao, escrevendo (A, u) < (N, /) em A x M se A < N
e u <y, temos que o par (A x M,<) é um conjunto dirigido. Se
definirmos u’(/\w =uy e UE/\M = v, para todo (A, u) € A x M, entdo
é simples verificar que a net {u’(AM) ® UEA,M)}(/\w)eAxM ¢ uma unidade
aproximada para A® B. Por [22] Teorema 3.3.3., pagina 88|, [0 @w| =
limy ) (0 @ w)(ugy ) @ v(y ) € com isso,

[o@wl = Em (O w),, @)

= lim O(u/ w(v! <l
(Aoit) (Wr )V ) = ()

= < Hm Y01 () Ml (oo,
1011 [e1]-

H(UQ/\,#))“)(UEA,M))

IN

A unicidade de 0 ® w é provada similarmente & unicidade do operador

T ® S da Proposicao [1.2.10]
(]

Proposigao 1.2.22. Sejam A, B C*-dlgebras, 0 : A — C um fun-
cional positivo e T : B — B um x-homomorfismo. Entdo existe uma
inica fungao linear coninua 0QT : AQB — B tal que (0QT)(a®b) =
0(a)T(b) para todo a € A eb € B.

Prova. Uma vez que a fungdo A x B > (a,b) — 6(a)T(b) € B é
bilinear, existe uma tunica funcdo linear 6 ©T : A ® B — B tal que
0oT)a®b) =0(a)T(b) paratodoa € Aebe B.

Afirmacgao. § ® T é continua.

Demonstragao. Sejaids®7T : AQ B — A® B 0 *-homomorfismo
tal que (idA®T)(a®b) = a®T(b) paratodo a € Aeb € B (ver Teorema
1.2.20)). Para qualquer w funcional positivo de B, seja 0Qw : AQ B —
C o funcional positivo tal que (f@w)(a®b) = §(a)w(b) para todoa € A
e b € B (ver Proposigao|1.2.21|). Entédo, dado ¢ = Zai ®b; € A® B,

7

temos que

oDl = Sup, w((@ ©T)(e))]
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= H51H1p w((@@T) (Zai@)bi))‘

= sup Z 9(ai)w(T(bi))|

floll <1

= sup |((0Qw)(ida®T) <Zaz®b>
lwll <1

< sup [0]llwll[lid @ T[]
lwll<1

< 10[lllida @ T|lllc]|-

Isso demonstra a afirmagdo. Assim, existe uma dnica extensdo linear
continua QT : AQ B — B, e por construgao (0QT)(a®b) = 0(a)T(b)
para todo a € A e b € B. A unicidade da fun¢do 6 ® T' é mostrada
similarmente & unicidade do operador T'® S da Proposicao

O

Observacao 1.2.23. Sejam A e B C*-dlgebras, § € A%, w € B} e
o *-homomorfismo idg. As Proposicoes [1.2.21] e [1.2.22] nos dizem que,
para quaiquer a € Ae b € B,

w((0 @ idp)(a® b)) = w(B(a)b) = O(a)w(b) = (0 @ w)(a®b).

Como as fungoes w, 8 ® idg e 0 sdo lineares e continuas, bem como
A® B é denso em A® B, temos necessariamente que w((d ®idg)(c)) =
(0 ® w)(c) para qualquer ¢ € A ® B. Por motivo simétrico, porém
considerando id 4, claro que 6((id4 ® w)(c)) = (0 ®w)(c) para qualquer
ce A® B.

Assim, dado ¢ um elemento positivo de A ® B, segue que w((f ®
idg)(c)) > 0 para todo w € Bf. Por [22, Teorema 3.4.3], temos que
(@ ®idp)(c) > 0.

Proposicao 1.2.24. Sejam A e B C*-dlgebras. Para cada 6 € A7,
considere a fungao continua 6 ® Idg : A ® B — B, conforme a
Proposicao . Dado c € A® B, se (A®1dg)(c*c) = 0 para qualquer
0 € A%, entdo c = 0.
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Prova. Seja c € A® B tal que (§®id)(c*c) = 0 para todo 6 € A% . Pela
Observagao para qualquer w € BY, temos que (0 ® w)(c*c) =
w((@@1Idg)(c*c)) =0.

Considere as C*-algebras como C*-subalgebras A C B(H) e B C
B(K) para certos espacos de Hilbert H e K (os da representacdo uni-
versal, por exemplo), e para cada par de vetores £ € H en € K, defina

os seguintes funcionais positivos,

be:A—C, ar— (£ af)

wy:B—C, br—(n,bn).

Note que para todo a € A e b € B, tem-se

(0 @wy)(a®b) = Oe(a)wy(b) = (£ a&)(n,bn)
= ((®@n,a®bn)
= (@n(a@b)(@n)).

O operador a ® b € B(H ® K) é o operador do Teorema [1.2.15 Segue,
por linearidade e continuidade, que para todo d € A® B

(O @ wy)(d) = (€ ®@n,d(§ @n)).

Em particular, para d = c¢*¢, obtemos

0= (0 @wy)(c"c) = (E@n,c"c(€@n)) = (c(€®n), c(§ @ n)).

Logo, c(§®n) = 0. Por fim, uma vez que £ € H e n € K sdo arbitrarios
e H® K é denso em H ® K, segue que ¢(¢) =0 para todo ( € H® K.
Portanto ¢ = 0.

O

Observacgao 1.2.25. Para o préximo resultado, precisaremos de um
resultado técnico que diz que para qualquer espago compacto Hausdorff
T e qualquer C*-élgebra A, a funcio ¥ : C(T') ® A — C(T, A), que
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nos tensores elementares é definida por ¥(f ® a)|, = (f - a)z = f(z)a
para todo a € A e f € C(T'), se extende a um tnico *-isomorfismo
U:C()®A— C(T,A) (ver [22, Teorema 6.4.17, pagina 208]).

Proposigao 1.2.26. Sejam X eY espagos topoldgicos Hausdorff com-
pactos. Considere as C*-dlgebras C(X), C(Y) e C(X xXY') das fungdes
continuas de X, Y e X xY em C, respectivamente. Entio C(X xY) =
C(X)eC(Y).

Prova. Em vista da Observacao [1.2.25] vamos considerar A = C(Y),

I' = X e mostrar que a funcédo

3:0(X,0(Y)) — CO(XxY)
fo— @f),

em que (f)(z,y) = (f(x))(y), é um *-isomorfismo.

A fungdo ® estd bem definida, ja que f(z) € C(Y) para quais-
quer f € C(X,C(Y)) e x € X. Da estrutura natural de x-algebra
de C(X,C(Y)), analoga a estrutura de C(X), é facil de ver que ®
é x-homomorfismo. Vejamos, por exemplo, que ®(f*) = ®(f)*, f €
C(X,C(Y)). De fato, dado f € C(X,C(Y)) e (z,y) e X XY,

O(f* )z, y) = (f" (@) (y) = (f(2)" () = (f(2))(y) = ()" (2, ).
Além disso, a funcao

P C(X xY)) — COX,C)))
F — o YF),

em que (®~1(F)(z))(y) = F(x,y) paratodo x € X ey € Y, é o
*x-homomorfismo inverso de ®. De fato, para todo F € C(X xY),
feC(X,C(Y)),zeXeyeY, temos

(@07 )(F)@,y) = 2(QHEF))(w,y) = (271 (F)(2))(y) = F(z,y)
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(@7 o @)(f)(@)ly = (@~ H@(N))(@)]y = 2(f)(@.y) = (f(2))(¥)-

E facil ver que @' & x-homomorfismo, isto segue diretamente da estru-
tura natural de *-algebra de C'(X,Y’). Portanto, temos o *-isomorfismo

composi¢ao
C(X) ® C(Y) L C(X,0(Y)) -5 O(X x V),
em que, para todo f € C(X) e ge C(Y),

@0V (f @Dy = P9y = (T(f@9)(2)(y)
((f-9)(@)(y) = (f(x)g)(y) = f(z)g(y).

1.3 Mobdulos de Hilbert

Os modulos de Hilbert sdo importantes para a teoria de C*-algebras.
Neste trabalho, eles compdem os espagos sob 0s quais representaremos
nossas *-algebras. Nesta secao, mostraremos, entre outros resultados,
que o espaco dos operadores adjuntaveis sobre um modulo de Hilbert é
uma C*-algebra. As principais referéncias utilizadas foram [19] 21}, [32]
1.

Defini¢ao 1.3.1. Seja A um C*- algebra. Um A-pré-mdédulo de
Hilbert é um espaco vetorial F, que também é um A-médulo & direita,

munido com uma aplicacao linear na segunda entrada

(W) ExE — A
(z,y) — (z,9)

chamada de A-produto interno e que satisfaz, para todo z,y € FE e
a € A, os seguintes axiomas:
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(i) (z,ya) = (z,y)a;

(i) (z,9)" = (y,2);
(iii) (z, ) >0, ou seja, (x,z) € Ay;
(iv) (z,2) =0 =2 =0.

Observagao 1.3.2. Segue, do axioma (i) da Deﬁni(;éo que pro-
duto interno é conjugado-linear na primeira variavel. E os itens (i) e
(#4) implicam

(ra,y) = a*(z,y)

para todo x,y € E e a € A. Além disso, se x = 0, entdo segue do item
(i) que {x,z) = (0,0) = (0,0-04) = (0,0)04 = 0.

Observagao 1.3.3. Existe, ainda, um compatibilidade entre a multi-
plicacao por escalar e a operacdo de A-modulo em E dada por

(z2)a = z(za)
para quaiquer z € C, z € E e a € A. Com efeito, para qualquer y € E,

(y, (zx)a) = (y, zx)a = 2(y, ¥)a = 2(y, va) = (y, 2(za))

(y, (zx)a) = 2(y, x)a = (y, x)(za) = (y, z(za)).

Pela linearidade do produto interno na segunda entrada, temos que

(y, (zz)a — z(za)) = (y, (z2)a — x(za)) = 0.
Como y € E é arbitrario, obtemos (zx)a = z(xa) = x(za).

Exemplo 1.3.4. Todo espago vetorial complexo com produto interno

€ um C-pré-mdodulo de Hilbert.

Exemplo 1.3.5. Seja A uma C*-dlgebra. Entao A é um A-pré-mddulo
de Hilbert com a operacao de modulo como a multiplicacao de A e A-

produto interno definido por {(a,b) = a*b, a,b € A.
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Como no caso de espagos de Hilbert, gostariamos de induzir uma
norma num A-pré-modulo de Hilbert a partir do seu produto interno.
Para fazer isso, relembraremos um resultado geral da teoria de elemen-
tos positivos em C*-algebras.

Observagao 1.3.6. Seja A uma C*-algebra. E possivel mostrar que
um elemento autoadjunto a € A é positivo se, e somente se, o(a) C
[0,00); e se a,b € A sdo elementos autoadjuntos com a < b, entdo
c*ac < ¢*be para todo ¢ € A (ver |22, Teoremas 2.1.8, 2.2.4 e 2.2.5]).
Com isso, podemos mostrar que b*a*ab < |la||*b*b para todo a,b €
A. Com efeito, suponha que A ndo possui unidade e seja A; uma
unitizacdo de A. Desde que o espectro de a € A é por definicdo o
espectro de a € Aj, a menos possivelmente do 0 € R, a positividade de
a é determinada em A;. Logo, como ||al|?-1—a*a > 0 em A;, segue que
b*(]lal|? - 1 — a*a)b > 0 para todo b € A. Portanto b*a*ab < ||a||*b*b.

Teorema 1.3.7. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)Seja E um
A-pré-mdédulo de Hilbert e x,y € E. Entao

(z,9)" (x, y) <[z, 2)[|(y, v)-

Prova. Sejam z,y € F e a € A. Pelos axiomas da Defini¢do [1.3:1}

temos que

0<(ra—y,za—y) = (va,za)— (za,y)— (y,za)+ (y,y)
a*(z,x)a —a*(z,y) — (Y, x)a + (y,y)
[(z,z)[|la*a —a™(z,y) — (y,z)a + (y,y).

IN

A ultima desigualdade segue da observacao anterior. Assim, temos dois

Casos:

1. Se ||{z,z)|| = 0, entdo

(,2) =0=>2=0= (z,y) =0.
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2. Se ||{z,z)]| # 0, escolhendo a = M, temos

[z, )|

{@y) oy _ (@y*
0 = leole ST Tmal ~ Ty &9

e, portanto,
(z,9)" (e, y) < (2, 2)[[(y, y)-

(|
Corolario 1.3.8. Se E um A-pré-mddulo de Hilbert, entao
(i) |z| := ||(x,2)||2, = € E, define uma norma em E e
[z, )|l < ll=[llyl
para todo x,y € F.
(i1) ||zall < ||z||||al| para todo x € E e a € A.
Prova. Vejamos que ||z|| = ||(z,z)]|2, = € E, define uma norma em

E. Sejam z,y € E e a € C. Segue que

1 — 1 1
L x| = [(az, ax)||? = [[aalz, z)||2 = [a||(z,2)[ = |af[].

2. Claro que ||z|]] > 0 e o axioma (iv) da Definicdo nos diz
|z =0< z=0.

Pelo Teorema temos que

(z,9)"(z,y) < |[{z, 2)[|y, v)
= Iz p)ll* = Iz, 9) (@ )] < Kz )y vl = l2)*]ly]?
= @ u)ll < llzlllyll
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Da desigualdade do item 3 acima, obtemos a desigualdade triangu-

lar:
le+yl* = Ile+y,z+y)
< Kz, )| + [z w) |+ 1<y, 2|+ [[<y, v)
2
< el + 20z lllyll + 1lyl1? = =l + lyl)®,
donde,

2 +yll < ll=ll + [lyll-

Dos itens 1,2 e 3 acima, segue o item (7).

Além disso, dado a € A, temos que

lwall® [(za, za)|| = ||la* (z, z)all

la [l llall = lz]*[la]?,

IN

de modo que ||zal| < ||z||||a]|. Isso mostra o item (i7).
]

Definigao 1.3.9. Um A-pré-modulo de Hilbert E é dito um A-médulo
de Hilbert quando F for completo relativamente & norma E > z ——
2]l = (=, z)[[2 € Ry.

Observagao 1.3.10. Se Ey é um A-pré-modulo de Hilbert que nao é
completo na norma, seja E o seu completamento como espaco vetorial
normado. O Corolério [[.3:8 nos diz, em particular, que tanto o pro-
duto interno, quanto a operacao de A-moédulo sdo fungdes continuas,
de modo que podem ser estendidas a FE. Portanto, o completamento

de um A-pré-moédulo Hilbert é um A-modulo de Hilbert, neste sentido.

Exemplo 1.3.11. Todo espa¢o de Hilbert é naturalmente um C-maodulo
de Hilbert.

Exemplo 1.3.12. Dada um C*-dlgebra A, entdo A é um A-mddulo de
Hilbert com produto interno definido por (a,b) = a*b, a,b € A. Neste
caso a norma de A como um A-mddulo de Hilbert coincide com a norma

de A como C*-dlgebra, uma vez que |{(a,a)| = ||a*al = ||a||*.
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Nas referéncias [19] e [2I] podem ser encontrados diversos outros

exemplos de modulos de Hilbert.

Proposigao 1.3.13. Sejam A uma C*-dlgebra, E um A-mddulo de
Hilbert e H uwm espago de Hilbert. Entdao existe a sequinte estrutura de
A-pré-mdédulo de Hilbert no espaco vetorial produto tensorial algébrico
EOH:

cEOHxA — FEOH,
que nos tensores elementares é dado por
(z2@&a=2a®¢, &€ H,acA.
E o A-produto interno é

(VtEOQHxE®H — A,

que nos tensores elementares é dado por

<$®§,y®77> = <$ay><§777>7 (1'2)

para todo £,m € H, e a € A.

Prova. Desde que E é um A-modulo, é simples verificar que a operagao
(r®&)a = ra®{ define uma estrutura de A-modulo em E® H. Vamos
provar que existe de fato um produto interno como o mencionado acima.
Para cada z € E e £ € H, considere as seguintes funcoes conjugado-
lineares

pe: B — A yr— (y,)

e H—C, n+—(n,§.

Desde que a fungdo E x H 3 (y,n) — pz(y)0:(n) € A é conjugado-
bilinear, pela definicao de produto tensorial, existe uma tnica fungao
conjugado-linear p, ® 6 : E© H — A tal que (p; @ bg)(y ©n) =
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Pz (y)0e(n) paratodoy € Eene H.

Assim, denotando por V' o espago (com a estrutura pontual) das
funcdes conjugado-lineares de E® H em A, estd bem definida a fun¢éo

0:EXxH> (z,8) — ps @0 €V.

Além disso, ¢ ¢é bilinear. De fato, dados z,y,z € E,{,n € He a, 3 € C,

temos

elar +y,8)leen = (Pasty ®be)(z®@n)
= Pazty(2)0c(n) = (2,02 +y)(n, &)
= afz,2)(n,§) + (2, 9)(n, €)
= apz(2)0c(n) + py(2)0e(n)
= a(p: ©0)(z@n) + (py © 0)(z @)
= ap(x,8)|cen + 2@ lan
= (ap(z, &) + ¢y, )l an-

Analogamente, mostra-se a linearidade da segunda entrada. Dai, pela
definicdo de produto tensorial, existe uma unica funcao linear M :
EOH —Vtal que M(z®¢€) = p, ©@0¢ paratodox € Ee { € H.
Definimos, entao, a funcao

(V:EOHXxEGH — A
(u,v) — M(v)(u),

que nos tensores elementares satisfaz

(z@&yen) =Myen)(r®E) = (z,y)(n)

para todo z,y € E e £,n € H. Resta mostrarmos que esta funcao
define um A-produto interno. Como M é linear, segue que (-, -) é linear
na segunda entrada. E dados z,y € E, {,n € H e a € A temos
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(@ (ye@nae = (ze&yadn) = (r,ya)(1n,§)
= (z,y)(n,&)a = (z @&y @n)a.

(i)

(zeyen)” = (z,y)(En"
= (y,z)(n,€)
(y@nz{).

Por linearidade, os itens (i) e (i¢) se estendem para E © H.

n
(iii) Dado ¢ = sz ® & € E© H, considerando {ej}}"; uma base
i=1
ortonormal para o subespaco gerado pelos vetores 1, ..., £, , pode-
m

mos escrever & = E ;e para unicos escalares a;, € C e
. k=1
i=1,...,n. Assim, temos que

= 408 = Z (Z Ti @ am%) > (Z Qi @ ek>
i=1

k=1 k=1

de modo que

C> = <Z.I‘z ® fz’le ®§z> = Z <Z QT Zaikxi> .
i=1 i=1 k=1 \i=1 i=1

Como F é um A-médulo de Hilbert, entdo (¢, ¢) > 0. Se (¢, c) = 0,

entao Zaikxi =0Oparatodok =1,...,m. Logoc = le ®E =
i=1 i=1

m n
Z (Z Qi @ €k> =0.
k=1 \i=1
Dos itens (2),(it) e (ii4) acima, segue que (-,-) é um A-produto

interno para £ ® H.
U
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Notagao 1.3.14. Denotaremos por EQH o A-mddulo de Hilbert obtido
do completamento de E © H relativamente a norma advinda do A-

produto interno da proposicao anterior.

Defini¢ao 1.3.15. Sejam F e F' A-pré-modulos de Hilbert (respecti-
vamente, A-médulos de Hilbert). Uma fungdo f : E — F é dita um

homomorfismo de A-pré-médulos de Hilbert (respectivamente,
de A-modulos de Hilbert) se:

(i) Preserva a estrutura de A-modulo, ou seja, f é linear e f(za) =
f(z)a paratodo z € E e a € A;

(ii) Presenva o A-produto interno, isto é, (x,y) = (f(x), f(y)), para
todo z,y € F.
Se, além disso, f for sobrejetiva, dizemos que f é um isomorfismo
de A-pré-moédulos de Hilbert (respectivamente, de A-modulos de
Hilbert).

Observacgao 1.3.16. Note que qualquer homomorfismo f : E — F
de A-mo6dulos é uma fungao continua e injetiva. De fato, como (x,y) =
(f(z), f(y)) para todo =,y € E, segue que

2|1 = ll{x, 2)I| = [l (@), f@)] = 11f()]?
para todo € E, de modo que f é continua e injetiva.

Proposigao 1.3.17. Sejam A uma C*-dlgebra, Ey e Fy A-pré-maodulos
de Hilbert. Se f: Eg — Fy for um isomorfismo de A-pré-mdédulos de
Hilbert, entao f se estende a um tnico isomorfismo de A-mddulos de
Hilbert f :E — F, em que E e F' sao A-mddulos de Hilbert obtidos
dos completamentos de Ey e Fy, respectivamente.

Prova. Pela observagdo acima, como f é homomorfismo de A-pré-
modulos, f é isométrica (em particular, continua). Como f também
é linear, segue que f é uniformemente continua. Entdo, basta con-
siderar a unica extensdo (linear bijetiva) f: E —s F considerando
FEy e Fy como espacos métricos. Pela continuidade das operagoes de
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modulo e A-produto interno em Ej e Fy, é simples verificar que f é um
isomorfismo de A-mo6dulos de Hilbert.

|

A partir de agora, estaremos interessados em definir a C*-algebra

dos operadores em um A-moédulo de Hilbert.

Definigao 1.3.18. Sejam Ej e Fs A-modulos de Hilbert. Um func¢ao
T : Ey — FE, é dita ser adjuntavel se existe existe uma funcao
T* : By — E satisfazendo

(T(x),y) = (@, T*(y)), w€EyckE,
Quando T existir o denominaremos de adjunto de T

Proposigao 1.3.19. Sejam Ey, Ey e E3 A-mddulos de Hilbert, T :
E, — E;, S: Ey — Es e R: E5 — E3 fungées adjuntdveis e
a € C. Entao:

(i) T* € dnico;

(i) T* € adjuntdivel e (T*)* =T;

(i13) T + S é adjuntdvel e (T + aS)* = T* + @S*;

(iv) RT € adjuntdvel e (RT)* = T*R*;

(v) T e T* sio lineares e preservam a estrutura de A-mddulo;
(vi) T e T* sao continuos.

Prova.

(i)
Suponha que V' : E; — Ej seja uma outra fungdo tal que (T'(x),y) =
(x,V(y)), para todo « € Ey e y € Ey. Entdo,

(,T*(y) = (x,V(y) = (2, T"(y) -V(y)) =0, Vo€ E,
= T"(y)-V(y) =0, Yy e Ey
= T*=V.
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(ii) Para todo = € E; e y € E», temos que
(v, T(x)) = (T(x),y)" = (x, T"(y))" = (T"(y), z).
Logo (T*)* =T.
(iii) Para todo = € E; e y € Es, temos que

(T +aS)(x),y) = (T(x),y) +a(S(x),y)
= (&,T%(y) + oz, 5%(y))
= (@ T (y) + a5 (y))-

Portanto (T + aS)* = T* +asS*.
(iv) Para todo y € F3 e x € E1, temos que
(z, (T"(R"())) = (T(x), R*(y)) = (R(T(z)),y),
donde (RT)* = T*R*.
(v) Para todo z,y € E1, z € Ey e a € C, temos que

(T(ax +y),2) = (ax+y,T(2)) =a(z,T"(2)) + (y, T"(2))
(T(x),2) +(T(y),2) = @I'(x) + T(y)z)

Como z é arbitrario, T(az+y) = oT'(x)+T (y). Analogamente, mostra-
se que T™ & linear.

Para todo x € E1, y € Fs e a € A, temos que

(T(za),y) = (2a,T"(y)) = a™(z,T"(y))
= o (T(z),y) = (T(x)a,y).

Como y é arbitrario, entdao T preserva A-moédulo. Similarmente
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mostra-se que 7™ preserva A-modulo.

(vi) Considere uma sequéncia {z;};,ey C E; tal que z; s r el e
T(x;) — y € Ey. Para todo z € Es, temos que

{y,2) = im(T'(x:), 2) = lim(z;, T (2)) = (2, T7(2)) = (T(@), 2)-

Novamente, como z é arbitrario, y = T'(z). Pelo Teorema do grafico
fechado ( ver [29, Teorema 1.5.14, p. 19]), T é continuo. Similarmente,
mostra-se que 1™ é continuo.

|

Notagao 1.3.20. Sejam E e F' A-mddulos de Hilbert. O conjunto das
fungoes adjuntdveis T : E — F serd denotado por L(E,F) e quando
E = F escreveremos L(E).

Observagao 1.3.21. Seja E um A-modulo de Hilbert. Em particular,
FE é um espago de Banach, de modo que podemos considerar a x-algebra

B(E) dos operadores limitados sobre F segundo a norma

1T = sup [[T(x)l, T € B(E).
l=l<1

A Proposicao nos permite afirmar que £(F) é um subespago
vetorial de B(E), e portanto um subespaco normado com a norma
herdada de B(FE). Ainda mais, se T € L(F), vimos que T* € L(FE)
é tnico e (T*)* = T. Na verdade, L(F) é uma subalgebra de B(E),
relativamente a operacao de composicao de operadores, e a aplicacao
T — T* é uma involugdo em L(F).

Nosso proximo passo é mostrar que £(E) é um C*-algebra.

Teorema 1.3.22. Se E é um A-mddulo de Hilbert, entdo L(E) € uma

C*-dlgebra com relagdo a norma de operadores.

Prova. Seja T € L(E). Como B(E) é algebra de Banach, temos
que [|[ST|| < |IS|I||T|| para todo S,T € B(E), em particular | T*T|| <
IT*IIIIT||. Por um lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposi¢ao
[1.3.7), dado z € E com ||z| < 1, temos que
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IT(@)[* = KT (2), T@)) = Iz, T*T (@) < lz||T*T ()] < |T*T()ll,

donde ||T||? < [|T*T||. Assim, ||T||* < ||T*T|| < |T*|||T|| implica que
1)) < (|7
Por outro lado, como (T*)* =T, temos ||T*|| < |[(T*)*|| = ||T|-
Logo ||T*|| = ||T|| e, da desigualdade

IT|* < 7T < 1T 7] = 1T,

segue que | TT)| = ||T.

Isso nos mostra que L£(F) é uma x-dlgebra e a norma é uma C*-
norma. Nos resta mostrar que £(E) é um subespaco fechado de B(F).
Isto segue, basicamente da involugdo ser continua. De fato, dada um
sequéncia {T; };en C L(FE) que converge para T € B(F). Em particular,
{T:}ien € sequéncia de Cauchy, de modo que {T}};cn € sequéncia de
Cauchy. Assim, existe S = lim T} € B(E). Segue, para todo z,y €
E, que e

(T'(x),y) = lim (Tj(x),y) = lim (2,77 (y)) = (z,5(y)),

11— 00 11— 00

ou seja, T' é adjuntavel e, portanto, L(F) é fechado.
O

Corolario 1.3.23. Sejam E e F' A-mddulos de Hilbert. Se¢p : E — F
é um isomorfismo de A-mddulos de Hilbert, entdo ¢ : L(E) — L(F),
definido por Y(T) = ¢T¢p~ 1, T € L(E), é um isomorfismo de C*-
dalgebras.

Prova. Dado T € L(E), como ¢~! e ¢ preservam produto interno,
para todo x,y € F, temos que

W(T)(2),y) = ((@To™)(@),y) = (T~ (2),67" (y))
= (071 (@).(T"6™ )W) = (&, (T ¢~ ")(y))
= (2, ((T)(y)):
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Assim, (T') € L(F) e p(T*) = (T)*.
Além disso, dados T, S € L(E), como ¢~ ¢ =id : E — E, temos
que

W(TS) = ¢TS¢™" = ¢Td ™ ¢Sh = »(T)Y(S).

Se ¢(T) = 0, entdo para cada z € F, ¢((Tp~1)(z)) = 0 =
T(¢~1(x)). Logo T(y) = 0 para todo y € E, donde 1 é injetiva.
Se S € L(F), tome T = ¢~ 1S¢ € L(E). Entdo ¢(T) = S, de modo
que 1 é sobrejetiva.
]

Proposigao 1.3.24. Sejam E um A-mddulo de Hilbert e H um espago
de Hilbert, entdo existe um inico x-homomorfismo injetivo v : L(E) ®
B(H) — L(E ® H) que nos geradores é dado por o(T @ S)|(z® &) =
T(x)®S(E), TeL(E),SeL(H),recFEefcH.

Prova. Pode ser encontrada em [19, p. 36]. A demonstracio deste

fato é razoavelmente longa e necessecita de resultados auxiliares.
Proposigao 1.3.25. Sejam E um A-mddulo de Hilbert e - : Ax E —
E uma fun¢do associativa definida por (a,x) — ax, tal que {ax,y) =
(x,a*y) e ||lax| < |la|ll|z|| para todo x,y € E e a € A. Entdio
(x,a"az) < ||a]|*(z, ),
para todo a € A ex € F.
Prova. Para cada a € A, estd bem definida a funcao
T,:E>x+—ax € E.
Notemos que T, € L(E). Com efeito, dados z,y € E, temos que

<Ta(‘r)7y> = (ax,y} = <x,a*y> = <x7Ta* (y)>7

isto é, T' é adjuntéavel e T} = Tg«.
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Numa C*-algebra com unidade, os elementos positivos sdo sempre
menores ou iguais a sua norma multiplicada pela a unidade da algebra
(ver [22]). Logo,

= |Tull?1 = To-T, > 0.

Como S > 0, podemos tomar S%, donde

(@, 8(2)) = (&, (ITal*1 = To- Tu) (2))
(@, | Ta|*2 — a*(a))

(@, | Ta|*z) — (@, a"az)

(w,a%az) < (2, ||Ta*x) = | Tull*(z, 2).

Por hipotese |Jaz|| < |la]/||z|| para todo z € E e a € A, dai ||T,|| <
|la|| para todo a € A. Portanto,

(x,a*ax) < ||a|*(z,z), =z € E,ac A.
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Capitulo 2

Fibrados de Fell sobre

grupos

Os fibrados de Fell sobre grupos podem ser vistos como uma genera-
lizacao de C*-algebras. Neste capitulo, apresentaremos o conceito de
fibrados de Fell sobre grupos discretos e construiremos modulos de
Hilbert sobre o espago vetorial das secOes destes fibrados. Definire-
mos as algebras cheia e reduzida dos fibrados de Fell: a primeira, como
sendo a C*-algebra envolvente da *x-dlgebra das se¢oes de suporte finito;
a segunda, a partir da representacao regular da *x-algebra das segoes.
Como um caso particular, teremos as C*-algebras cheia C*(G) e re-
duzida C}(G) de grupos. Quando o grupo G é abeliano, mostraremos
que existem isormofismos entre C*(G) , C(G) e a C*-algebra C(G)
das fungbes complexas continuas do dual de Pontryagin de G. Este
resultado serd particularmente interessante, porque estes isomorfismos
serao traduzidos como isomorfismos de grupos quéanticos no capitulo 3.
As principais referéncias utilizadas foram [10} 1T}, [8] [].
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2.1 As (C*-Algebras seccionais

Nesta secao, entre outras coisas, definiremos fibrados de Fell e apre-
sentaremos suas C*-algebras cheia e reduzida associadas.

Definigao 2.1.1. Um fibrado de Fell sobre um grupo discreto G é

uma familia de espagos de Banach B = {B; };c¢ munida com operagoes

‘ZBSXBt Bst

—
(bs,bt) — bs . bt

X 1 Bt — Btfl

bt — bt*v

chamadas de multiplicacao e involucao, respectivamente, satisfazendo:
(i) a multiplicagao é uma funcao bilinear e associativa;

(ii) a involugdo é uma fungao conjugado-linear, isométrica e involutiva;
(i) ||bs - sl < ||bellles||, para todo by € By, ¢s € Bs e t,s € G}

(iv) (bt - cs)* = c* - b}, para todo b; € By, cs € By e t,s € Gj

(v) |6 - be || = ||b¢||?, para todo b; € By, t € G

(vi) Para todo b, € By, t € G, existe a € B, tal que b - by = a* - a.

Observagao 2.1.2. Dado um fibrado de Fell B = {B;}icq, para cada
t € G, o espago B; é chamado de fibra relativa a t ou de fibra com
entrada t. Além disso, observe que os itens (i), (it), (i7i) e (iv) da
definigdo acima dizem que B, é uma *-algebra normada. O item (v)
diz que B, possui uma C*-norma. Assim, da hipotese de B, ser um

espago de Banach concluimos que B, é uma C*-algebra.

Exemplo 2.1.3. A familia {B; = C}icc munida com a multiplica¢io

e involucao da C*-dlgebra dos nimeros complexos é naturalmente um
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fibrado de Fell, chamado de fibrado trivial. E a partir deste fibrado que
construiremos a C*-dlgebra de um grupo (ver .

Exemplo 2.1.4. Seja B = {Bi}icc um fibrado de Fell. Considere
a familia de espagos de Banach B x G = {Cs4)}s,neaxa, em que
Cis,ty = Bs para todo s,t € G. Assim, a multiplicacdo e a involugio de
B = {Bi}icq induzem uma estrutura de fibrado de Fell em B x G, com
a multiplicagdo definida por

i C(s,t) X C(u,v) — C(su,tv) = Bsu

(C(s,6)s Cuw)) > Csit) " Cluw)
para quaisquer s,t,u,v € G. A involugdo é definida por

<l C(s,t) — C(S—l’t—l) = B571

Cst) 7 Cop)

para quaisquer s,t € G. Este fibrado é chamado de fibrado produto
cartestano de B por G e ele nos ser itil na hora de contruirmos

uma coa¢do da C*-bidlgebra reduzida de um grupo sobre a C*-dlgebra
reduzida de um fibrado de Fell.

Definigao 2.1.5. Sejam I' um grupo e A uma C*-algebra. Uma agao
fortemente continua de I' em A é um homomorfismo de grupos « :
I' — Aut(A) tal que para cada a € A a fungio t — a;(a) é continua.
Quando o grupo G é discreto, chamamos a simplesmente de acao de G
em A.

Exemplo 2.1.6. Seja A uma C*-dlgebra, G um grupo discreto e « :
G — Aut(A) uma a¢io de G em A. Considere os espagos de Banach
A = {(a,t) € AX G}, t € G, com soma e multiplicacao por escalar
definidos por (a,t)+(b,t) = (a+b,t) e z(a,t) = (za,t), e norma definida
por ||(a,t)|| = ||a||. Agora, definimos a multiplicagdo e a involugio em
{At}teG por

(a, s)(b,t) = (acs(b), st)
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(a'7 t)* = (at‘l (a*), t_l)a

a,be A es,te€G. Os axiomas de fibrado de Fell seguem do fato de
ser ac¢ao fortemente continua. Por exemplo, desde que ;-1 : A — A
(a,0)"] =
(-1 (a*), )] = loe-1(a*) | = la*|| = llal| = |[(a, t)||. Além disso,

((a,9)(b,8)" = (
(ar 151 ((aas (0))), 47157
(ar 151 (as(b)*a®), 67157
= (arag10y(B)ag a1 (@)t s
(a1 (b)ap 1y (a”),t0s7Y)
(a1 (6t g1 (a%),571)

(

provando o azioma (iv) da defini¢ao de Fibrado de Fell. Os outros
axiomas sao similarmente verificados.

O fibrado A = {Ai}ieq construido acima € chamado fibrado de
Fell produto semzidireto e denotado por A x, G.

Proposigao 2.1.7. Sejam A uma C*-dlgebra e G um grupo. Suponha
A = {A;}tec uma familia de subespagos fechados de A satisfazendo:

(i) As - Ay C Ag para quaiquer s,t € G;
(i) A; = Ay—1 para todo t € G.

Entao, com a multiplicacio e a involugdo induzidas de A, A =
{Ait}icq € um fibrado de Fell sobre G.

Prova. Os itens () e (#4) da hipotese nos dizem que as fungdes

cl AS X At — Ast

(as,at) +—— as-ay
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x: Ay — Ay

ag +—— at*,

estdo bem definidas. Estas fun¢oes satisfazem os itens (i) — (iv) da
Definigao como consequéncia de A ser x-algebra de Banach. Os
itens (v) — (vi) seguem do fato de A ser uma C*-algebra.

O

Exemplo 2.1.8. Seja D o disco unitdrio {z € C: |z] < 1}. Considere
a C*-dlgebra comutativa das fungoes complezas continuas C(D) e G o
grupo de dois elementos {0,1}. Defina os sequintes subespagos vetoriais
fechados By e By de C(D):

By ={fe€CD): f(=2) = f(z), Vz €D},

By ={feCD): f(—z) = —f(z), ¥z €D}

Como a multiplicacao pontual de fungoes pares € uma funcao par,
seque que By - By C By. Como a multiplicagdo pontual de fungoes im-
pares € uma fung¢do par, seque que By-B1 C By. Como a multiplicagio
pontual de uma fung¢do par por uma impar é uma fun¢do impar, temos
que By - By C By e By - By C By. Além disso, f*(z) = f(2) para todo
feC(D) ezeD, acontece que By C By e B C By. Isto € suficiente
para dizer que {By, B1} € um fibrado de Fell sobre G = {0,1}, com as
operagdes induzidas de C(D) (ver Proposigio[2.1.7 ).

Exemplo 2.1.9. Seja A = M5(C) a C*-dlgebra das matrizes 2x 2 com
entradas complexas. Considere os subespagos de Banach (relativamente
& norma usual de matriz) A_q1, Ay e Ay gerados pelas matrizes do tipo
(0 0 , * 0 e 0 x , respectivamente. Definindo A, = {0}
x 0 0 = 0 0
paran € Z\ {—1,0,1}, é simples verificar que A, - Ay C Aptm € que
Ar = A, para todo n,m € Z. Pela proposi¢io antem’orm temos
que {Ap}tnez € um fibrado de Fell com as multiplicagio e a involugdo
induzidas de Ms(C). Similarmente, este exemplo pode ser generalizado

para a C*-dlgebra M, (C) das matrizes n x n complexas. Neste caso,
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o fibrado {A.;,}mez poderia ser definido por A, =0 se |kl >n—1¢e
Ap ={(a;;) € Mp(C) | a;; =0, se j—i#k} sek<n-—1.

Definigao 2.1.10. Sejam A uma C*-algebra e G um grupo discreto.
Uma familia linearmente independente A = {A:}:cc de subespacos
fechados de A é dita ser uma graduagdo para A se acontecer:

(i) As - Ay C A, para quaisquer s,t € G;

(ii) A} = A;—1 para todo t € G;

(iii) P A = A.

teG

Exemplo 2.1.11. Seja A um C*-dlgebra graduada com gradua¢io

{Ai}icq. Entao, pela Proposigio A = {Ai}iec é um fibrado
de Fell sobre G.

Exemplo 2.1.12. O fibrado {A,}nez do Ezemplo é uma gra-
duagao para a C*-dlgebra My(C). Neste caso € imediato verificar que

@An =A_1 @A ® A = M(C).
nez

A partir de agora, construiremos as C*-algebras de um fibrado de
Fell. Para isso, seja B = {Bi}icq um fibrado de Fell e considere o

espaco vetorial

C.(B) = {f G — U B, : £(t) € By, Vt € G e supp(§) ﬁnito}
teq

com soma e multiplicacdo por escalar definidos pontualmente, isto é,

§(t) + ()

—
ars
= T
m 3
o3
= =
~
==
I

para todos £, € C.(B), z € C e t € G. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.1.13. Sej B = {B:}iec um fibrado de Fell. O espago
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vetorial C.(B) munido com as seguintes operagoes:

x: Cu(B) x C.(B) — C.(B)
&mn) — &=,

em que & xn(s Zf ) para todo s € G.
teG

Y1 C(B) — C.(B)

§ — &,

em que £*(t) = £(t71)* para todo t € G, é uma *-dlgebra. As operagies
sao chamadas respectivamente de multiplicacao, ou convolugao, e

involucgao.

Prova. E claro que estas operacoes estido bem definidas como funcoes.
Vamos verificar a bilinearidade da convolugdo. Sejam &,7,( € C.(B),
s € GezeC. Entao

Exm+20)(s) = Y _&B)n+z0)(E"s)
teG
= ) &t +2 ) &)t
teG teG

= (Exm)(s) +2(ExQ)(s) = (Exn+ 2(£ % Q))(s)-

A linearidade do lado esquerdo mostra-se analogamente. A associativi-
dade

Exm=Q)s) = D EBm=)(t"s)

teG

N30 (Z )¢((tr) ™ ))
teG recG

=5 ) &) (Zn(tlrx(rls))
teG reG

— S e s)
reGteG
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= Y Exn)(r)C(rts) = ((Exm) % ()(s).

reG

Nas igualdades 3 e 4 acima, utilizamos respectivamente a substituicao
r <> t~'r e 0 axioma de bilinearidade da multiplicacdo do fibrado.

Vejamos também que (£ xn)* = n* x£*. De fato, dados £,n € C.(B)
e s € G, temos

(€xm)(s) = (Exm(s™) _<Z£ t11>

teG
= Yol = ntsHer !
teG teG
<§:n ) 0+ €)(o)
teG

Na igualdade 5 acima, utilizamos a substituicdo t <> s~'t. As demais

propriedades da involucao sao facilmente verificadas.

O

Observagao 2.1.14. A x-algebra C.(B) construida acima possui uma
norma, a saber,

Ce(B) 36— > JE(t)] € RY, (2.1)

teG

Os axiomas de norma sio facilmente verificados. No caso em que B
for o fibrado trivial (ver [2.1.3)), denotaremos a x-algebra de C.(B) por
C.(G).

Agora, apresentaremos um conjunto de fungdes que geram a x-
algebra C.(B).

Proposigao 2.1.15. Para cada t € G, considere a func¢ao de espagos
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vetorias

Jt By — Cc(B)

by se t=s
()] =
Je(bo) { 0 se t#s.

O conjunto {j:(bs) : t € G, by € B} gera C.(B). Além disso, para todo
s,t € G, vale que

() 17t (be) | = be]l;

(i) js(cs) * je(be) = Jst(csbe);

(iti) je(be)* = jp—1 (bF).

Prova. Como cada elemento ¢ € C.(B) pode ser escrito como ¢ =
> e Ji(&(t)), o conjunto de fungdes {ji(b;) : t € G,b; € B} gera

C.(B). O item (i) segue das seguinte igualdades (veja a defini¢do da
norma em C,(B) em [2.1))

e )l = Y e (o) (31| = [1e(be) (0)1] = [lbe|-

seG

Os itens (ii) e (iii) seguem, respectivamente, de

js(cs) * jt(bt)|7" = 5st,rcsbt = jst(csbt)|r

Ge(be) e = Je(bt) 71 = Opr 4l = Gy =26y = Ger (b))

para todo r,t,s € G, by € By, cs € Bs.
a

Observagao 2.1.16. Ao longo do texto, identificaremos a imagem
Jt(by) € C.(B) com o proprio b, na intencao de simplificar a notagao.
Ficara claro pelo contexto se estaremos nos referindo a b; como um
elemento pertencente a fibra B; ou como um elemto de C.(B). Se, por
exemplo, definirmos um operador T : C.(B) —> A (A uma x-dlgebra)
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e escrevermos T'(b;), entao estaremos obviamente considerando b; como
um elemento de C.(B). Raros serdo os casos nos quais precisaremos ex-
plicitar a fungao j;, nos permitindo, portanto, este “abuso de notacao”.

Agora demonstraremos uma proposi¢do que nos permitird definir o
que serd a C*-algebra cheia de um fibrado de Fell.

Proposigao 2.1.17. Sejam A uma C*-dlgebra e 7 : C.(B) — A um
x-homomorfismo. FEntao ||7(§)| < Z||§(t)|| para todo § € C.(B).
teG
Consequentemente, C.(B) € admissivel e sup |7 (€)| < Z IE@)]-
T teG
Prova. Observe que, pelo fato de {j:(b:) }teq gerar C.(B), é suficiente
mostrar que ||7(5:(b))|| < ||b¢|| para qualquer ji(b;) € C.(B). Ve-
jamos que 7o j, : B, — A é um x-homomorfismo entre C*-algebras.
Com efeito, dados a,a’ € Be, pela Proposi¢ao [2.1.15] e como 7 & *-

homomorfismo, temos que

(moje)(ad’) = 7(je(aa)) = m(je(a)je(a’))
= m(je(a))m(je(a')) = (w0 je)(a)(m o je)(a')

(moje)(a”) = m(je(a”)) = m(je(a)”) = w(je(a))” = (w0 je)(a)".

Portanto 7 o j. € uma func¢io contrativa. Logo, para todo t € G e
by € By, temos que

7 (G (b)) 1

17 (e (00)) (e (b)) | = Nl (e (be) " 2 (b2)|
= N7 (07)5e (o))l = Im (e b)) < 167be ]l = [1be]%,

donde |7 (j¢(be)) || < [|bt]-
O

Definigao 2.1.18. A (C*-algebra seccional cheia de um fibrado de
Fell B = {B;}+cq, denotada por C*(B), é, por defini¢do, a C*-dlgebra
envolvente da x-algebra C.(B).
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A partir de agora até o final desta sec¢do, estaremos interessados na
construgdo de outra C*-algebra associada a um fibrado, que dependera
de uma representacdo da x-algebra C.(B). Mas antes, precisamos in-
troduzir uma estrutura de médulo de Hilbert no espago vetorial C.(B)
e nas fibras de um fibrado de Fell B. A construcdo de tal representacao

nos permitira incluir a *-algebra C.(B) na C*-algebra cheia C*(B).

Proposigao 2.1.19. O espago vetorial C.(B) é um B.-pré-mddulo de

Hilbert com as sequintes operacoes:

L C.(B)x B, — C.(B)
(&a) — (£-a)

em que (£ -a)(t) =&(t)a para todot € G e

<'7'> : CC<B) X CC(B) — Be
(&m) — YD) ().

teG

Prova. E facil verificar que estas operacdes definem uma estrutura
de B.-pré-modulo de Hilbert. Isto segue diretamente da estrutura de
x-algebra de C.(B).

O

Notagao 2.1.20. Denotaremos porla(B) o B.-mddulo de Hilbert obtido
do completamento de C.(B) relativamente a norma advinda do B.-

produto interno da proposicao anterior.

Observagao 2.1.21. Seja B = {Bi}ic¢ um fibrado de Fell. Entdo
cada fibra B; possui uma estrutura natural de B.-mddulo de Hilbert,
em que a operacao de B.-moédulo & direita coincide com a multiplicagao
a direita no fibrado e o produto interno é definido por

<'7'> : Bt X Bt > (bt7Ct) — b:Ct S Be.

A boa definicdo desta estrutura segue diretamente dos axiomas de
fibrado de Fell.
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O proximo resultado serd importante em seguida para a construgdo
de um operador continuo que nos levard ao encontro da definicdo de
C*-algebra seccional reduzida de um fibrado de Fell.

Proposicao 2.1.22. Seja B = {B;}iec um fibrado de Fell. Entao,
para todo by € By, by € By e s,t € G vale a relagdo

bibibibs < ||bg||?blbs.

Prova. Para cada s € G, Bs é um B.-m6dulo de Hilbert com produto
interno dado por (bs, cs) = bics (ver Observacio 2.1.21), além de que
a multiplicacao do fibrado - : B, x B — B, é bilinear associativa e
satisfaz, para todo bs,cs € Bs e a € By,

(abs, cs) = (abs)*cs = bi(acs) = (bs,a"cs)

lads *

[{abs, abs)|| = [[(abs)*abs|| < {bs||[la*all]|bs |

lall®[1bs]* = llabs|| < llall[|bs]l

Pela Proposigio [1.3.25] segue que (bs,a*abs) < ||al|?(bs,bs) para todo
bs € Bs, s € G ea € Be. Logo,
bia*abs < ||a||*bibs, bs € Bs,s € G,a € Be.

Por fim, pelo axioma (vi) da defini¢do de fibrado de Fell, para cada
b, € Bi et € G, existe a € B, tal que b;b; = a*a. Portanto, do axioma
(v) da defini¢do de fibrado de Fell, concluimos que

bbibbs = biatabs < |la*al[bibs = |[b7be]|bibs
16217635

para todo b; € By, by € Bset,s € G.
a

Teorema 2.1.23. Seja B = {B:}iec um fibrado de Fell. Para todo
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te G eb € By, a fungdo

AOO(bt) : CC(B) — CC(B)

g — bt*€7

em que Moo (by)€ls = (b x €)(s) = bi€(t71s) para todo s € G, € linear e
continua, com ||Ago(by)|| < ||be]|. Além disso, para quaisquer t,s € G,
&€ Cu(B), by,cr € By, ds € By e z € C, sao verdadeiras as seguintes
igualdades:

(1,) AOO(bt =+ ZCt) = AOO(bt) + ZAoo(Ct);
(ll) AOO(bt * ds) = AOO(bt)AOO(ds);

(iii) Aoo(be)* = Aoo(b}).

Prova. A linearidade de Agg(b;) € 6bvia. Dado & € C.(B), note que

Ao (B)EN? = [I[{Aoo(be)€, Moo (be)E)
= Z(bg(tls))*(btf(tls))’
seG
— thl Vbl (t1s)
seG
<! Z\lbtllzﬁ(t_ls)*i(t_ls)
se€G
=Bl | D€t ) et )
seG
A RPRIOIO
seG
= [Ibe)PEl?

Na desigualdade 1 acima, utilizamos o resultado da Proposicao [2.1.22
Portanto ||Ago(bt)]] < ||be]|, donde Ago(b:) é continua.
Ademais, dados t,s € G, by € By, ds € B, e &, € C.(B), as igual-
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dades dos itens (i), (ii) e (iii) seguem, respectivamente, dos seguintes

fatos:
1. Do fato de C¢(B) ser uma *-algebra.

2.

Aoo(bs)(Aoo(ds)E) = by * (Aoo(ds)E)
= byxdg*¢&
= AOO(bt * ds)f

3. Observando que para todo r € G vale Ago(b])n|, = bin(tr),
obtemos

(Aoo(br)€,m) = th by by (r)

reG

= ) &) bin(tr)
reG

= > &) Moo ()l
reG

0
Corolario 2.1.24. Seja B = {B:}tcc um fibrado de Fell. Para cada
t € G eb € By seja Ao(by) = 12(B) — 12(B) a tnica extensdo linear
continua de Noo(bt). Entao, ||Ao(be)|| < [|b4]| e
(Z) AO(bt + ZCt) = AO(bt) + ZAo(Ct);
(i1) Ao(be x ds) = Ao(be)Ao(ds);
(i) Ao(be)™ = Ao(b7),

para quaisquer t,s € G, £ € C.(B), by, € By, ds € Bs e z € C.
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Prova. Segue do Teorema [2.1.23] e por argumentos de linearidade e

continuidade.
O

Lema 2.1.25. Seja B = {Bi}tcc um fibrado de Fell sobre G. Se

{u; }icr € uma unidade aprozimada para B., entdo
limu;by = limu;b, = by para quaiquer t € G e by € By.
K3 K3

Prova. Visto que bjb; € B, entdo limwu;bfb, = limb;bu; = b;b;.
1 (2

Assim,

[bru; — bel|* = [|(brus — be)* (brus — by)]|

= ||uzb:btuz — uibfbt — bfbtui + b:th — 0

quando i — oo. Logo, limbyu; = b;. Mostra-se similarmente que
limu;b; = b, utilizando-se zau2 mesma demosntragdo com (u;b; — by)* no
lugar de byu; — by

|

Corolario 2.1.26. A fungao

Ag: Co(B) —  L(I2(B))
£ — D Aol€(n)

teG

é um x-homomorfismo injetivo de x-dlgebras, com ||Ag(£)] < Z lE@)]I.
teG
Este x-homomorfismo € chamado de representacao regular de C.(B).

Prova. Pelo Corolario[2.1.24] Ay é um x-homomorfismo. Para mostrar-
mos a injetividade, suponha que Ag(¢) = 0 para algum ¢ € C.(B). En-
ta0, dada uma unidade aproximada {u; };cr C B, para quaisquer i € |

e s € GG, temos que

0=Ro(@)Ue(w)ls = D E@)je(u)(t™"s) = &(s)ui-

teG
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Pelo lema [2.1.25] segue que 0 = lim&(s)u; = £(s) para todo s € G e,

portanto, £ = 0. Consequentemente Ag é injetivo.
O

Definigao 2.1.27. A C*-algebra seccional reduzida de um fibrado
de Fell B = {B;}+cq, denotada por C(B), é, por defini¢do, Ay(C.(B)) C
L(l>(B)).

Observagao 2.1.28. Dado um fibrado de Fell B = {B;}:icq, existe
um tnico x-homomorfismo A : C*(B) — C}(B), pela propriedade

universal da C*-algebra envolvente, tal que comuta o diagrama seguinte

A
Ao
Cx(B).
Isto é, Ag = Aom. Além disso, uma vez que Ag(C.(B)) é denso em

C*(B) e esta contido em A(C*(B)), conluimos que A(C*(B)) = C*(B),
ou seja, A é sobrejetiva.

Em geral, A ndo éinjetiva. Quando for, o fibrado B é dito amenable.
Na referéncia [6] introduziu-se a nogao de fibrado amenable e uma
condicao suficiente para a amenabilidade de fibrados de Fell.

Proposigao 2.1.29. Seja B = {B;}icc um fibrado de Fell. Para qual-
quer t € G, a restrigdo Al;,(p,) € isométrica.

Prova. Sejam ¢ € G e by € B;. Por construgdo ||A(j:(b))] <
17¢(be) || = [Ib¢]|. Vamos mostrar que [|b¢|| < [|A(je(bt))]|. Para isso, seja
{ui}ier € B. uma unidade aproximada. Por definicdo, ||A(j:(b:))]| =
s (GG, € € (), logo

1A (e (be)]

sup [[A(je(be)) () = |AGe(be)) (e (i) |

ligl<1
176 (be) * Ge(wa)ll = N3¢ (brua)[| = [[brusll
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para todo i € I. Tomando o limite em ¢, pelo Lema [2.1.25] segue que
IAGe O]l = lim [[beus | = [ Tim beus[| = [[be]l-

Portanto ||A(j:(b:))|| = [|b+]|. Como t € G e by € B, s@o arbitrarios,
obtemos que Al;,(3,) € isométrica.
]

Corolario 2.1.30. Seja B = {B;}icc um fibrado de Fell. Entio C.(B)
é um sub-x-dlgebra de C*(B).

Prova. Como a representacdo A : C.(B) — C(B) é injetiva, segue
que C*(B) é um certo completamento de C.(B) devido ao Teorema
Portanto, existe uma inclusdo canénica de C.(B) em C*(B), isto
é, Co(B) é um sub-x-algebra de C*(B).

O

2.2 As (*-Algebras do grupo

Neste segdo, apresentaremos as C*-algebras cheia C*(G) e reduzida
C*(G) de um grupo G. Quando G é abeliano, mostraremos que estas
algebras sao isomorfas & C*-algebra das funcoes complexas continuas
do dual de Pontryagin G.

Definigao 2.2.1. Seja G um grupo discreto. As C*-algebras cheia e
reduzida de G, denotadas por C*(G) e C(G), respectivamente, sio,
por defini¢do, as C*-algebras seccionais cheia e reduzida do fibrado
fibrado de Fell trivial {B; = C}ieq-

Observagao 2.2.2. No caso do fibrado trivial B = {B; = C}ieq, €
facil ver que o conjunto {d;}ec da funcdes §; : G 3 s — &5 € C
¢ uma base para a *-algebra C.(G). Com efeito, qualquer £ € C.(G)

pode ser escrita unicamente como £ = Zf (t)0;. A convolugdo e a

teG
involucao nos elementos da base satisfazem

Op*x0s =015 € 0f =61
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para todo s,t € G, e §. é a unidade de C.(G). Neste caso, 0 *-

homomorfismo injetivo
Ao : Ce(G) — L(I2(G)),
do Corolario 2.1.26] atua nos elementos da base da seguinte maneira
Ao(8)nls = (s % n)|s = n(t™ts), t,s€G.

Esta é chamada a representagao regular de C.(G). Denotaremos o
unico *-homomorfismo A : C*(G) — C}(G) que estende Ay por A e
denotaremos A(d;) := A¢, t € G. Assim, podemos ver que

>\ts = /\(6tg) = )‘(5t * 53) = /\(5t))\(5g) = >\t>\s,

A1 = AFi) = A7) = MG = A7,

A A =1= A\

para todo t,s € G. Por fim, A\, = 1 é o operador identidade em C}(G).

Se G é um grupo discreto e abeliano, considere o grupo abeliano
dos caracteres de G

G={x:G—S'":x(st) = x(s)x(t),Vs,t € G} .

Este grupo tem uma topologia natural que é a seguinte: ; SN X
em G se, e somente se, x;(t) SN x(t) para todo t € G. No que
segue, mostraremos que G é compacto e que existe um #-isomorfismo
¢:C*"(G) — C(é), tal que ¢(6:)x = x(t) paratodot € G e x € G.
As proximas duas proposigoes nos permitirdo mostrar que C*(G) =

~

C(G) quando G é abeliano.
Proposigao 2.2.3. Sejam G um grupo discreto abeliano e C.(G) o
conjunto dos x-homomorfismos unitais ¢ : C.(G) — C munido com

a topologia pontual, isto é, ¢; — ¢ em C.(G) se, e somente se,
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i (&) N (&) para todo & € C.(G). Entdo, a fungdo

1/107(5)—)6’

Y 1/’@7
em que ), (t) = ¢(6), para todo t € G, define um homeomorfismo.

Prova. Note que ¥ esta bem definida como funcao, uma vez que para
todo ¢ € C.(G) e s,t € G temos

Po(st) = @(dst) = (05 % 0t) = p(35)p(d1) = D (8) ()

[ (07 = [0(8:)|* = @(6:)9(6:) = (8¢ * 6-1) = () = 1.

Além disso, note que a fungéo inversa de 1) & dada por L G> X —

¥ (x) € ColG), em que v~ =Y &b)x(t), € € Cu(G). De
teG
fato, para todo x € Ge s,t € GG, temos que

P (0st) = x(st) = x(s)x(t) = ¥~ (8:)8 ™ (6),

P )07) = (0)0-1) = x(tT1) = x(t) = 1) (5),

(Wov™ ) =@ (0)(E) =¥~ ()(3%) = x(t)

(W™ o )(9)(0:) = ¥ (1) (1) = Yp(t) = 9(0:).

Agora vamos mostrar que e~ ! sdo continuas. Suponha {xi}ier C
G uma net tal que y; — y em G. Assim, y;(t) — x(t) para todo
t € G. Claramente, para todo £ € C.(G), temos

P )le = Y EMa(t) == D El)x (e

teG teG
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isto é, ¥~ ! é continua. E se {p;}icr C C.(G) for uma net tal que

i — ¢ € C.(@), entdo ¢;(d;) — ©(6;) para todo t € G. Logo,

Yoi(t) = @ilt) — p(t) = Y, (t) VteG,

ou seja, ¢ é continua.
a

Proposigao 2.2.4. Sejam G um grupo discreto abeliano e Cf(E) 0
conjunto dos x-homomorfismos unitais ¢ : C*(G) — C munido com
a topologia pontual, isto €, p; L> @ em C’/*(\G) se, e somente se,
wi(x) SN (x) para todo x € C*(G). Entdo, a fungdo

L —

p:C(G) — C*(G)

P > py =0,

em que @ : C*(G) — C ¢é o tunico *-homomorfismo dado pela pro-
priedade universal da C*-dlgebra envolvente e que estende ¢, define

um homeomorfismo.

Prova. Pelo Corolario [2.1.30, podemos identificar C.(G) como uma
sub-*-algebra de C*(G) (via inclusdo candnica). Consequentemente,
estd bem definida a funcao

o —

p~ ' CH(G) 2 o — ¢lo.q) € ClG).

L ¢ a inversa de p. De fato, como para cada ¢ € C.(G),

—

Além disso p~

@ € sua unica extensdo em C*(G), segue que

~ —

(pop™ W) = pylo. o) = Yleue = Vo € C*(G)

—

c.a) =¢ Yo € Q).

op)(p) =ptpp) =p () =7

Agora vamos verificar que p~! é continua. Se {y;}icr € C*(G) for
uma net tal que ¢; — @ € C*(G), entdo ¢;(x) — @(x) para todo
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z € C*(G). Em particular, temos que

P~ i) () = @i(8e) == 9(8r) = p () (8) VteG.

Por um resultado béasico de algebra de operadores, que diz que o
espectro de toda algebra de Banach comutativa A com unidade, no
sentido do conjunto de homomorfismos nao nulos de A em C (munido
com a topologia fraca-*), é necessariamente compacto (ver [22], Teorema
1.3.5., pagina 15]), segue que C’/*(\G) é compacto.

Por um resultado conhecido de topologia, que diz que qualquer
funcado bijetiva continua de um espago topoldgico compacto em outro
espaco topoldgico Hausdorff é, necessariamente, um homeomorfismo
(ver |20, Proposicao 5, p. 180]), segue que m e CT(E) S0 espacos
topologicos compactos e homeomorfos.

|

Observacgao 2.2.5. Seja G um grupo discreto abeliano. Das Propo-
sicoes e segue que a funcio o = poyp~l : G —» Cf(E) é
um homeomorfismo e, portanto, G também & compacto. Note também
que, para todo t € GG, tem-se

o(x)ls, = (p/O\fl)(x)lat = p( " ())ls,
= Y1 ()ls, =¥ ()]s, = X(1).

~

Uma ultima observagio é a de que a fun¢io 6 : C(CT(E)) — C(@),
definida por () = z o o para todo z € C(C*(G)), & um isomorfismo
de C*-algebras. Isto segue diretamente do fato de ¢ ser um homeomor-
fismo.

Teorema 2.2.6. Seja G um grupo discreto e abeliano. Entao eziste

um x-isomorfismo ¢ : C*(G) — C(G), chamado de transformada
de Fourier, tal que ¢(5;)], = x(t) para todo t € G e x € G.

Prova. Como G é discreto e abeliano, a C*-algebra C*(G) tem unidade
(a saber, ¢.) e é comutativa. De fato, se G é abeliano e discreto,
para quaisquer s,t € G, uma vez que 0y x 6, = &y, (Observacdo [2.2.2),
obtemos que d; * 05 = d4 * 0;. Como {0t }+cc € uma base para C*(G),
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por linearidade e continuidade, conluimos que C*(G) é comutativa. Em
particular, temos que 0. * §; = 0; * . = d.. Ou seja, J. é a unidade de
C*(@G).
Pelo teorema de Gelfand (ver [22, Teorema 2.1.10., pagina 41]), a
funcao
~ O0H(G) — C(C*(G)), ar—a

—

em que a(y) = ¢(a) para todo ¢ € C*(G), é um *-isomorfismo. Assim,
pela Observagao temos que ¢ := 0 o": C*(G) — C(G) é um
x-isomorfismo. Além disso, para todot € G e x € é, temos que

(057 (08)]x = 0(3e)]x
(60 0)x = u(a(x))
= o(x)ls, = x(1).

?(6¢)|x

O

Exemplo 2.2.7. Seja Z o grupo aditivo dos nimeros inteiros . Con-
sidere o grupo topologico 7 com a topologia pontual e o grupo multi-
plicativo S' com a topologia induzida de R%. A fungdo ¢ : S' — Z
definida por 1 (2)(n) = 2", z € St en € Z, é um isomorfismo de grupos
topoldgicos. Uma vez que (zw)™ = z"w™ e |2 = |z|" = 1" = 1 para
todo z,w € S' en € Z, ¢ estd bem definida e é um homomorfismo
de grupos. Se, ¥(z) = Y(w) para z,w € S, entdo z = P(2)(1) =
Y(w)(1) = w, donde ¢ € injetiva. Sen € Z, entio n(1) € St € tal que
PY(n(1))(n) = n(1)™ = n(n) para todo n € Z, ou seja, 1) é sobrejetiva.
Além disso, se {zj}jes C S! é uma net convergindo para z € S*, entdo
23 Ty para todo n € Z, de modo que (z;) SN Y(2) e, portanto,
1 € continua. Assim, pelo fato de S' ser compacto e Hausdorff, seque
que ¥ € homeomorfismo.

Com isso, naturalmente temos um *-isomorfismo w : 0(2) —
C(SY), dado por w(f)(z) = f(¥(2)), f € C(Z) e z € S.

Pelo Teorema[2.2.6], temos o x-isomorfismo

wo¢:C*Z) — C(Sh,
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que nos geradores é dado por
(@0 B)(Fn)(2) = $(6) ((2)) = 0u((2)) = $(2)(n) = 2"

Quando nos referirmos a este isomorfismo, subentenderemos o iso-
morfismo w, denotando-o apenas por ~: C*(Z) — C(S1).

A partir de agora veremos a no¢ao de C*-algebra reduzida do grupo

e mostraremos que grupos abelianos sao amenable.

Defini¢ao 2.2.8. Quando A : C*(G) — C*(Q) for injetiva, dizemos

que o grupo G é amenable.

Vamos mostrar que todo grupo discreto abeliano é amenable, porém
mencionaremos alguns resultados de andlise harmonica que nos serao

uteis.

Observagao 2.2.9. Seja G um grupo discreto abeliano e p uma medida

de Haar para G tal que M(é) = 1. E possivel mostrar que:

(i) A funcao
= [ &nd
(&m /éfn Z

~

define um produto interno para o espago C(G).

~

Denotamos por L2(G) o espago de Hilbert obtido pelo completa-

~

mento de C(G) relativamente & norma advinda do produto interno

acima (denotada por || - ||2)-
(ii) Dados s,t € G,

1. Se s7't = e, entdo
/Ax<s*1t>du<x> - / Ldp(z) = (@) = 1.
G G
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2. Se s~ 1t # e, entdo existe y € G tal que y(s~'t) # 1, donde

/@ﬂs‘ fdu(z) = /Jyw)(s‘ £)dp(x)

G

= w7 [ als du)
= /@x(s‘ t)du(z) = 0.

Estes resultados sdo bem conhecidos (ver, por exemplo, [26] 13]).

Teorema 2.2.10. Se G é um grupo discreto e abeliano, entio G €

amenable.

Prova. Considere C.(G) C l2(G) e defina a fungdo Fy : C.(G) —

~

Ls(G) por

Fo@)le =D a(s)&(s), €€ C(@)zed.

seG

Uma vez que esta soma é sempre finita, a funcdo estd bem definida e
é claramente linear. Pela Observacao [2.2.9] para todo s,t € G, temos
que

R Folo) ey = [ P Fo(bo)d(o)

ﬁx<s>x<t>du<x> - [w<s-1t>du<w>
G G
= 6s,t = <5376t>12(G)~

Como o conjunto dos {ds}sca gera C.(G), segue que Fy é isométrica.

~

Além disso, F, tem imagem densa em Lo(G). Para mostrarmos isto,

~ ~ ~

sejam & € Ly(G) e e > 0. Como C(G) é denso em Lo (G) relativamente

a norma || - ||, existe n € C(G) tal que
5

1€ —nll2 < 5

~

Em seguida, como ¢(C.(G)) possui imagem densa em C(G) via o iso-
morfismo ¢ : C*(G) — C(G) do Teorema existe v € C.(G) tal

64



que

g
[o(7) = 1l < 3

Agora, uma vez que Fo(C.(G)) = ¢(C.(G)), temos que Fo(vy) = &(v)
e, portanto,

[Fo(v) =&l = [1Fo(y) =n+n—~E&llz2 < [[Fo(y) = nllz2 + [In = €ll2
lo(y) = nll2 + [In — &2

9 3
1607) = lloo + lIn = €llz < 5 + 5 =<.

IA

Assim, F se estende a um operador unitério F : ly(G)——Ly(G). Com

isso, também temos o *-isomorfismo

Adr : B(lo(G)) — B(Ls(G))
T —s FoTolF*.
Agora, considere a funcio M : C(G) — B(Lx(G)), M¢(¢) = f-¢.

Observe que M estd bem definida pois, para quaiquer f € C(@) e
e Lg(é), temos que

MO = \ 7200+ s600dut

< /m ) FCOONldn(x)
- / 1700 GO NITCIC GO d(x)
< IFIRICIE - 5(@) = IFIZICIE.

Ou seja, | M) < Hf|| I¢]l2. Além disso, M é um *-homomorfismo
pois, dados f,g € C(G ) E&ne LQ(G), temos que

Miyo(§) = (f-9)-&=[-(9-&) = Mp(My(§)) = (My o My)(§)

(M () /f €.y = /s Frdu = (€, Mj- ().
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Isto é, My, = My o My e Mg« = My™ para quaisquer f,g € C(@)
Note também que este homomorfismo ¢ injetivo pois, se My = 0 para
f € C(G), entdo 0 = M(3.)|, = f(x)z(e) = f(x) para todo z € G.
Observe, assim, que o seguinte diagrama, comuta:

CH(G) ————=C}(G)

¢ Adr

~

C(G) ——— B(Ls(G))

Para provar isso, considere a funcdo 6, € C (G) definida por 6/;(55) =
z(u) para quaiquer u € G e x € G. Assim, para quaisquer dg,d; €
C*(G)exe G, temos que

My (0)le = 6(8,)(@)0i(w) = x(s)a(t) = a(st)
= bul) = FGut)le = FAG) ()]
= FOG)F @)l = (FoABs) 0 F*) (6l
= (AdF o A(3.))())].-
Dai, por argumentos de linearidade e continuidade, segue que M o ¢ =
Adx o X. Logo, se A(§) = 0 para algum ¢ € C*(G), entdo & = 0.
Portanto A é injetiva e, consequentemente, G € amenable.

O

Exemplo 2.2.11. Seja Z o grupo aditivo e abeliano dos nimeros in-
teiros. Entdo, pelo Teorema [2.2.10, Z €é amenable, de modo que a
fungdo A : C*(Z) — Cx(Z) C L(12(Z)), que nos geradores é dada por

>‘(5n)(€)‘m :g(_n+m)a n,m € Z, felQ(Z)v

é um x-isomorfismo de C*-dlgebras. Pelo Exemplo [2.2.7, denotando

por C(SY) —> C(Z) o *-isomorfismo inverso de ~, temos que

~

Ao © 1 O@SY) — CHZ)
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é um x-isomorfismo e (Ao 2)((SA,Z)(§)|m =¢(-n+m), nm € Z e

e ZQ(Z)
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Capitulo 3
Coacoes de grupos

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de grupo quantico com-
pacto e de coacao de grupos em C*-algebras. Veremos que as C*-
slgebras C*(G), C*(G) e C(G) possuem estrutura de grupo quéntico e
10 caso em que o grupo € abeliano, mostraremos que estes grupos quan-
ticos sdao isomorfos, obtendo uma correspondéncia entre as coacoes de
C*(G), as coagoes de CF(G) e as agbes fortemente continuas G. As

principais referéncias utilizadas foram [31], 8] [18].

3.1 Grupos quanticos compactos

Nesta se¢io, veremos a defini¢io e alguns exemplos de grupos quan-

ticos compactos.

Defini¢ao 3.1.1. Um grupo quantico compacto é um par (A, A),
em que A é uma C*-algebra com unidadee A : A — A® A é um
x-homomorfismo unital satisfazendo

(i) (A®id)o A= (id® A)o A
(ii) spanA(A)(1® A) = A® A =spanA(A)(A®1).

O *-homomorfismo A é chamado de comultiplicagdo.
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Observacgao 3.1.2. Os #-homomorfismos A ® id,id @ A : AQ A —
A® A® A sdo os tnicos *-homomorfismos tais que (A ® id)(a ® a’) =
Ala)®ad e (id® A)(a®a') = a® A(a') para todo a,a’ € A. Estamos
denotando por 1 ® A, A ® 1 como os subespacos da algebra A ® A =
M(A ® A) (algebra dos multiplicadores de A ® A) dos operadores da
formal®a,a®1: AQA — AR A, em que (b®c)(1®a)=b®cae
(b®c)(a®1) =ba® c para todo a,b, c € A.

E comum nos referirmos a um grupo quéntico compacto simples-
mente por A, subentendendo a comultilplicacdo A no contexto em que
se estiver trabalhando. Quando trabalharmos com grupos quanticos A
e B ao mesmo tempo, especificaremos suas comultiplicacoes por Ay e
A, respectivamente. Daqui para frente, nossos objetos de maior inter-
esse serao os grupos quanticos compactos, entao quando mencionarmos
apenas grupo quantico, estaremos nos referindo a grupo quantico com-
pacto.

Definigao 3.1.3. Um x-homomorfismo entre grupos quénticos
compactos (4,A4) e (B,Ap) é um *x-homomorfismo unital ¢ : A —
B que satisfaz Ago¢ = (¢®¢)oA 4. Se, adicionalmente, ¢ é uma funcao

bijetiva, dizemos que ¢ é um isomorfismo de grupos quanticos.

Observacgao 3.1.4. Estamos considerando o *-homomorfismo ¢ ® ¢ :
A® A — B® B como o tnico tal que (¢ ® ¢)(a® a’) = ¢(a) ® ¢(a’)
para todo a,a’ € A (ver Proposigao [1.2.20).

Antes de apresentarmos os exemplos, vejamos um resultado técnico
que nos serd util para mostrarmos que a C*-algebra C(T") da fungoes
complexas sobre um grupo compacto I' admite uma estrutura de grupo
quantico compacto.

Proposigao 3.1.5. Seja I' um grupo compacto, ¢ : I' — T' um home-
omorfismo e Ag C C(T") um subconjunto denso. Entio Agoyp = {aop:
a € Ao} CC(T) € denso.

Prova. Seja f € O(I'). Existe {p,}tnen C Ao tal que p, — fo '
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Entao

lpne — Il = Sup Ipn(p(z)) — f(2)]
= sup  |pa(e(e (@) = fle (@)
e~ 1(z)er

= lpn =7 = 0.

Exemplo 3.1.6. Seja I" um grupo topolégico compacto. Pela Proposi¢ao
podemos utilizar a identificacio C(T') @ C(T') 2 C(T x T'), que
nos tensores elementares é dada por (f ® g)(s,t) = f(s)g(t) para todo
fig € C(T) e s,t € T, para definir uma comultiplicagio em C(I") da
sequinte maneira: A : C(T') — C(T)®C(T), em que para todo s,t € T
e feC()

A(f)(s,t) = f(st).

Segue, da estrutura candnica de x-dlgebra de C(T'), que A € x-homomor-
fismo unital. Novamente pelas identificagoes C(I' x (' xT)) =2 C(T) ®
Ch)eCIT) =2 C((I'xT)xT) dadas pela Proposicao para todo
figeC) ex,y,z € G, temos que

= [f(2)g(yz) = (f @ 9)(x,y2)

(A & Zd)(f & g)'(aﬁ,y,z) = (A(f) & g)|(x,y,z) = A(f)(xa y)g(z)
fay)g(f) = (f @ 9)(zy, 2)

Dai, como id ® A e A ® id sdo x-homomorfismos entre C*-dlgebras,

vale que

(id @ A)A(f)(@,y,2) = Af)(z,y2)
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para todo f € C(T') e x,y,z € T. Logo,

(1d @ A)A(Nl@y = A)(,y2) = f(2(yz)) = f((2y)2)
= Ay, 2) = (AR id)A(f)|(zy.2)

para todo f € C(T) e z,y,z € T.
Ainda mais, tomando Ay = {f®g: f,g € CT)} C C(T) ®C(I)
e o homeomorfismo ¢ : T xT' — T' X T, (z,y) — (xy,y), pela

Proposigio [3.1.5, temos que Agop ={(f®g)p: f,g € C(T)} € denso
em C(I') ® C(I'). Mas

(f@g)oblwy = (f@9)(zy,y) = flzy)g(y)
A(f)(z,y)(1 @ g)(x,y) = (A(f)(1 @ g))(z,y)

para todo f,g € C(T') ex,y € T'. Assim, A(C(T"))(1® C(T)) = Ago
é denso em C(T') @ C(T"). Para ver que A(C(I'))(C(I") ® 1) € denso
em C(T') ® C(T"), basta tomar o homeomorfismo I' x T' 3 (z,y) —
(zy,z) €T x T e 0o mesmo Ay anterior.

Portanto, (C(T),A) é um grupo qudntico compacto.

Exemplo 3.1.7. Seja G um grupo discreto, considere a x-dlgebra C.(G)
(ver Observagao |2.1.14) e defina a fungao Ay : Co(G) — C*(G) ®
C*(G), que nos geradores é dada por

Ao(8y) = 6 ® by

Como para todo s,t € G,

53 * (St ® 53 * 5t = (53 X 53)(515 (9 5,5)

6f @67 = (0 ® )",

seque que Ag € x-homomorfismo. Pela propriedade universal da C*-
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dlgebra envolvente, existe um inico x-homomorfismo
A:C*"(G)— C*"(G)® C*(G)

que estende Ag. Note que A é unital pois 5. ® d. € a unidade de
C*(G) ® C*(Q). Além disso, para todo 6; € C*(G), tem-se que

(id @ A)A(5,) = 6, @ (3, ® 6,) = (6, ® 6;) @ 6y = (A @ id) A(6,),

ou seja, (id @ A)A = (A ® id)A.
Note também que dado §; ® 6; € C*(G) ® C*(G), com s,t € G,
podemos escrever 05 @ d; = (0s @ 95)(1 ®@05-1;) = A(d5)(1 @ dg—14). Isto

nos diz que
C*(G) ® C*(G) CspanA(C*(G))(1 ® C*(G)).
E claramente
C*(G) ® C*(G) 2 spanA(C*(G))(1 ® C*(G)).
Por questoes simétricas, prova-se que
C*(G) ® C*(GQ) =spanA(C*(G))(C*(G) ® 1).
Portanto (C*(G),A) € um grupo qudntico compacto.

Exemplo 3.1.8. Dado um grupo discreto G, existe um inico operador
W e L(I2(G x G)) satisfazendo

W(F)(s,t) = F(s,s"'t) e W*(F)(s,t) = F(s,st) (3.1)

para todo F € [5(G X G) e s,t € G.

Este operador pode ser visto como wm caso particular, quando o fi-
brado de Fell é o trivial, do operador W do (cuja existéncia provaremos
no) Coroldrio [{.1.6, Utilizando as identificagées L(l2(G) ® 12(G)) =
L(l3(G x G)) ( ver Observagio[{-1.4) e a inclusdo candnica L(12(G)) ®
L(12(G)) = L(I2(G)®12(G)) (ver Proposi¢o[1.5.2]]) , podemos definir
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a sequinte funcio A : C(G) — Cf(G) @ C:(Q), por

Alz) =W )W*, zeCi(G).

Afirmacao: A fungdo A satisfaz a igualdade A(N) = A\ @ A,
ted.

Demonstragao. Para todo £,m € C.(G), utilizando a identificacdo
dada pela Proposi¢ao[{.1.3, para todo r,s € G, temos que

A @A)E@M () = M) @ Ne()(r,s)
A () Ae(m)]s = X )t "s)
= (5 ® n)'(t_lr,t_ls)

Ae@D)(E@0)|@rs = (M) @0l
Ae(€)lrn(s) = &t r)n(s)
(6 Y n)‘(tilr,s)-

Assim, para todo F € C.(G x G) er,s € G, também vale que

(A @A) (F)l (75 = (F) (7't 0s)

e @ 1)(F)|(r,s) = bi(F) (1, 5).

Dai, dados F € C.(GXG), A\t € C(G) er,s,t € G, seque, da defini¢io
de W e W*, que

A (F)(r,s) = (W @ W) (F)](r,s)
= W@ HWH(EF))|(r,s)
= (M@ DWH(F)|r1s)
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W*(F)|(t_1r,r_1s)
F(t~'r,t71s)
(At @ M) (F) (55

donde, A(A\t) = At @ A para todo N\, € C}(G) et € G. Isso demonstra
a afirmagao.

Segue, da afirmacao, que
(dRANAN) =X M @A) = (M@ N) RN = (ARid)A(N),

para N\ € CF(G) et € G.
Além disso, para todo A\, \s € C(G), com s,t € G,

AN)A @ A=15) = (A @A) (1 @ Np=15) = A\t ® s

Assim,

C/(G) ® C(G) € panA(CH(G))(1 © CXH(G)).

Como, claramente

C(G) ® C7(G) 2 spanA(Cr(G)(1 & CX(G)),
seque que

Cr(G) © C7(G) = spanA(Cr(G)) (1 © CX(G)).

Por razées de simetria C}(G) @ C*(G) = spanA(C}(G))(Cx(G) ® 1).
Portanto, (C}(G),A) é um grupo qudntico compacto.

Proposigao 3.1.9. Seja G um grupo discreto abeliano. Entdo, 0s *-

isomorfismos ¢ : C*(G) — C(@) e X : C*"G) — CHG), que nos

geradores sio dados por ¢(6;)x = 6; e A(6;) = ¢ (ver Teoremas

e ), sao isomorfismos de grupos qudnticos. Consequentemente,

AL CHG) — C(G) € isomorfismo de grupos quénticos.

~

Prova. As estruturas de grupos quanticos de C(G), C*(G) e C*(G)
sdo as dos Exemplos [3.1.6] [3.1.7] e [3.1.8] respectivamente. Para todo
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teGex,neé,temOS

(AC(G) O¢)(6t)‘(XJ]) = AC &)

= (Qb ® ¢)(5t b2y 6t)|(x,n)
(00)l e -

¢
Portanto, (C’*(G)7AC*(G)) = (C(é)’AC(é))- E para todo §; € C*(G),
t € G, temos que
(Acz) o N) = M@= (AN (6 ®6)
== (()\@)\) OAC*(G))(ét)7

donde (C’*(G),Ac*(c)) = (C:(G)vAC;f(G))'

Exemplo 3.1.10. Pelo Ezemplo [2.2.7, sabemos que a fungio
~ L 0MZ) — O(SY,

que nos geradores é dada por (SAn(z) =2", para 2 €S' en € Z, é um
ismorfismo de C*-dlgebras. Pela proposi¢ao anterior, seque que C*(Z)
e C(SY) sio grupos qudnticos isomorfos. Similarmente, como a fungdo
A: C*(Z) — C:(Z) do Exemplo[2.2.11] é um -isomorfismo, seque que
C*(Z) e CX(Z) sdo grupos qudnticos isomorfos.

3.2 Coagoes de grupos quanticos compactos

O estudo de coagoes é muito importante para a teoria de grupos
quanticos. Nesta secdo, definiremos coacdes e veremos, entre outros
resultados, que coagdes de C*(G) correspondem a agoes fortemente

~

continuas do grupo de caracteres GG, no caso do grupo G ser abeliano.

Definigao 3.2.1. Sejam A uma C*-algebra e (B,A) um grupo quan-

75



tico compacto. Um coagao a direita de B em A é um *-homomorfismo
nao-degenerado § : A — A ® B que fatisfaz (§ ® id)d = (id @ A)J.
Além disso, é dita uma coag¢ao continua se spand(A)(1®B) = A® B.

Observacao 3.2.2. Pode-se definir coacdo a esquerda por simetria,
mas neste trabalho estaremos interessandos somente nas coagoes a di-
reita, de modo que nos referiremos a esta somente por coagao, suben-
tendendo que é & direita.

Antes dos exemplos, veremos um resultado basico que nos sera ttil
para mostrarmos que coagdes do grupo quantico C*(G) correpondem
a agoes do dual de Pontryagin G.

Proposigao 3.2.3. Sejam (A,A4), (B,Ap) grupos qudnticos com-
pactos, C uma C*-dlgebra e ¢ : A — B wm isomorfismo de grupos
qudnticos. Se 64 : C — C ® A € uma coacdo de A em C, entdo
d0p = (id® ¢)ods : C — C @ B € uma coagio de B em C. Além
disso, se 04 for coag¢do continua entao dg € continua.

Prova. Segue diretamente das defini¢coes de grupos quantico compacto,
coacdo e isomorfismo de grupos quanticos compactos.
|

Exemplo 3.2.4. Seja (A, A4) um grupo qudntico compacto. A comul-
tiplicagcao A 4 € naturalmente uma coagao de A em A.

Exemplo 3.2.5. Seja A uma C*-dlgebra e B um grupo qudntico com-
pacto. A fungdo 6 : A — AR B, a — a ® 1 define uma coagio
continua de B em A. Com efeito, dados a,a’ € A e b € B, temos que

(i) S(aa’) = (aa’ ® 1) = (a ® 1)(d/ @ 1) = 5(a)s(a’).

(i) 5(a*) = (a* ® 1) = (a® 1)* = §(a)*.

(iii) 6(a)1 @ b) = (a®1)(1®b) = a@b.

(iv) (6@ id)i(a) = (@a®1) @1 =a® (1®1) = (id® A)d(a).

Esta coagao é chamada de coagdo trivial.
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Exemplo 3.2.6. Seja M2(C) a C*-dlgebra das matrizes 2 x 2 com

entradas complexas. Observe que podemos escrever qualquer matriz

a21 Aa22

0 0 a1 0 0 a2
a_1 = , ag = e a; = .
a1 0 0 age 0 O

Assim, considere o grupo qudntico C*(Z) e defina a fungao

air a2
a= ( ) € M5(C), como a soma a = a_1 + ap + a1, em que

0:My(C) — My(C)®C*(Z)

1
a — Z an Q Oy,

n=—1
Vejamos que § é um x-homomorfismo. Dadas a = a2 b
a1 Q22
b b
I M5(C), note que
ba1 b2

0 0 b11 0 0 b12
= ®RI_1+ ® g + )
0 0 0 0 0 0
= ®d6_1+ ® oo + ®6_
(azlbn 0) ! (0 021512> 0 (azzbzl 0) !

a11b11 0 0 ai1bi2 a12ba1 0
+ ® 0y + ® 01 + ® 6
( 0 a22b22> 0 (0 0 ) ! ( 0 0) 0

7




0 a12b22 0 0
<0 0 > ! <a21b11 + ag2boy 0) !

a11b11 + a12b21 0 ® 8o + 0 a11biz + a12b22 ® 6,
0 a22b22 + a21b12 0 0

a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22

= 9
az1bi1 + agzzba1  ag2baz + azibio
= J(ab)
E
d(a*) =
- <a22 O) ®06_1+ (agl a(;g) ® 6o + (8 a81> ® 6
- ((8 a(;z) ® 61 + <a81 622) ® 6o + <a21 g) ® 6 1)
= d(a)".
Portanto § € uwm *-homomorfismo e como § (((1) (1)>> = ((1) 2) ®4do,

seque que 6 € unital. Além disso, dado a € Ms(C), pela associatividade

do produto tensorial, vale que

F@id)é(a) = D (an®06,) ®6n = (id® Ac=(z))6(a).

n=—1
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Logo, ¢ € uma coagdo de C*(Z) em M(C).

Observe, ainda, que pela Proposi¢do ja que \ : C*(Z) —
C*(Z) é um isomorfismo de grupos qudnticos, temos uma coagio de
CX(Z) em M3(C) dada por

§: My(C) — My(C)® C*(Z)

1
Z Ay @ Ay

n=—1

l

a

Analogamente, temos que

1
Y an®d,

n=-—1

l

a

¢ uma coacao de C(S') em My(C), jd que C*(Z) = C(S').

Estas coagoes sao continuas pelo Exemplo (ver o caso par-
ticular G = Z e X = {1,2} no final do exemplo) e pela Proposi¢ao
223

Similarmente, pode-se construir uma coagdo de C*(Z) sobre a C*-

dlgebras M,,(C) das matrizes n X n. complezas.

Exemplo 3.2.7. Seja G um grupo discreto e considere a C*-dlgebra

A = K(l2(G)) = span{[&)(n] : §,n € 12(G)}

dos operadores compactos sobre lo(G), em que [€)(n] € K(I2(GQ)) €
definido por |€)(n|(¢) = &(n,(). Considere a operador unitdrio W €
L(lo(G x Q)) definido por W(C)| s,y = ((s, s71t) para todo ¢ € I3(G) e
s,t € G ( Equagao . Assim como no Ememplo o operador W
produz um x-homomofismo injetivo ¢ : L(I3(G)) — L(I2(G x G)) pela
formula 6(z) = W(zx @ 1)W*.

Afirmagao: A restrigio 6la : A — AQ CHG) € uma cogao
continua e injetiva de C¥(G) em A, considerando AQC¥(G) como uma
C*-subalgebra de L(I2(G x G)) via a inclusao canonica A ® C(G) —
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L(I2(G x @) (Observagao e Proposigio [1.3.27).

Demostracao: Note que
A=span{M;o ), : f e Cy(G),s € G},

em que M : Co(G) — L(I2(G)) € a representagao multiplicagdo:
M) :=f-€eX: G— L(I2(G)) € a representagio regular ¢ esquerda
de G: \s(&)|¢ = £(s™t). Para ver isso, seja B :=span{Mo ) : f €
Co(G), s € G}. Observe que

M;s, ()] = 05,¢6(t) = (65(0s,§))(t) = |65)(0s|() ¢

para todo £ € Co(G) e s,t € G. Logo, por argumentos de linearidade
e continuidade, temos que My = |f)(f| para todo f € Co(G), ou seja,
M; € A. Assim, desde que A é um ideal fechado de L(I2(G)) (ver
[29, p. 10]), seque que B C A. Para ver que A C B, basta notar que
para todo £ € I3(G) e s,1,t € G, tem-se que |65)(:|(§)|r = 05-E(t) =
B0 €(ts17) = (Ms, 0 Asi1)(E)lr-

Agora, por argumentos semelhantes aos utilizados no Ezemplo[3.1.§

(para mostrar que A(N\t) = A\t @ \t), € simples mostrar que
S(Mp)=Mp@1 e 6(A) =X ® A, (3.2)

de modo que
6t(Mf>\s) =Mids ® As. (3.3)

Disso, seque que 6(A) C A® C*(G). E facil ver, das formulas acima,
que & € coagao continua. De fato, se MAs @ Ay € A® C}(G), entao

(S(Mf/\é)(l ® Ag-14) = (Mf)\s R A)(1 R A\g—14) = Meds @ ¢,

ou seja, A® C)(G) C spand(A)(1® C}(G)). Obviamente AR Cr(G) 2
spand(A)(1 @ C7(@G)).

Note que a comultiplicagio A de C}(G) € dada por A(x) =W (z®
)W*. Entao, a Equa¢ao nos diz que § coage trivialmente em
Co(GQ) = M(Co(G)) e pela comultiplicagio A em C}(QG).
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Exemplo 3.2.8. Seja G um grupo discreto e X C G um subconjunto
qualquer. Considere o x-ideal Cy(X) C Cy(G) formado pelas fungées
que se anulam fora de X e denote por l3(X) C l2(G) o subespago
fechado das fungoes de lo(G) que se anulam fora de X. Considere
também, a C*-subalgebra B = K(I2(X)) = {|&)(n| : &,n € 12(X)} de
A = K(l2(Q)) (ver exemplo anterior). Observe que B coincide com a
C*-subalgebra pAp C A em que p € a projecdo de A sobre B. Isto seque
pois, se |0,)(ds| € A, entdo

(po[0e)(ds[op)(r) = p(|6:)(0s[p(dr
= p(0¢(0s, p(6r)
= p(d:)(p(ds), p
= |p(6:)){p(ds)|07

)
)
(0r))

para todo r,s,t,€ G. Logo pAp C B. Quando s,t € X, a equagdo
acima nos diz que p o |0;){(ds| o p = |0:)(0s|, donde B C pAp. Uma
consequéncia disto é que BAB C B. De fato, BAB = (pAp)A(pAp) C
pApApAp = pAppAppAp C B* C B.

Vamos mostrar que a coag¢io §(z) = W(x @ 1)W* de C}(G) em A
do Ezemplo se restringe a uma coagdo (injetiva e continua) de
CY(G) em B. Para isso, mostraremos que

B =span{Mj.q, g : f,9 € Co(X),t € G},

em que M : Co(G) — L(I2(G)) € a representagao multiplicagdo:
M) :=f-{ ea:G— Aut(Cy(G)) € a agdo definida por as(f)|¢ ==
f(s7). Seja C = span{My.,, )M\ : f.g9 € Co(X),t € G}. Dados
f,9 € Co(X) et € G, note que My.o, () e = MyAMy. Com efeito,

por um lado, temos que

(Mo ) 0s)lr = ((f - u(9)) - Ae(0:))lr
= f(r)g(t™'r)os(t™'r).
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Por outro lado, temos que

MeAeMg(35)lr = Mp(Me(g - 0s))lr
F(r)Ai(g - 0s)lr

s
t 1)
= f(r)gt™ r)d (™ r).

(
(

Agora, desde que Ms, = |65)(ds| para todo s € X, entio M(Co(X)) C
B. Dai, como BAB C B, seque que M M, C B para todo f,g €
Co(X) et € G. Consequentemente, C C B. Além disso, a igualdade
[05)(0¢] = Ms Asi-1Ms, (para todo s,t € X ) nos mostra que B C C.
Portanto C' = B.

Feito isso, as igualdades
S(Myp)=My@1 e 0(X) =X ® A, (3.4)

como no exemplo anterior, nos dizem que 6(B) C B® C}(G) e que §
se restringe a uma coagdo dx de CX(G) em B. O mesmo argumento
utilizado no Fxemplo para mostrar que § € continua, também
mostra que dx € continua. Consequentemente, §x : B — B ® C(G)

€ uma coacdo continua e injetiva.

Como um caso particular, seja G = 7Z e X = {1,2}. Entdo, visto

que dim(l3(X)) = 2, temos o isomorfismo canénico B = K(I3(X)) =

0 0
M5(C). Utilizando esta identificagdo, observe que A_1|p = Lo
1 0 0 1
A = e A = relativamente o base ordenada
ol (0 1) 1le (0 0)
{02,01} de l2(X). Dado a = Gz B, sejam f,g € Cy(X) tais
G21 Q22

que f(1) =0, f(2) = a11, g(1) = aze e g(2) = 0. Entdo, € fdcil veri-

ficar que as matrizes (relativamente a sabe {02,01}) correspondentes a
0 0 0

My ea M, em K(l2(X)) sdo a1l e , respectivamente.
0 0 0 a22

Assim, podemos escrever a = aniA_1|g + (My + My)Xo|B + a2\ |B.

Pela Equagao seque que a coagao dx : Ma(C) — My(C) @ C*(Z)
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€ tal que

dx(a) = dx(aair_1|p+ (My+ My)ho| + Mi|B)

= anA_1|B @ A1+ (Mg 4+ Mg)Ao|p @ Ao + ai2Ai|B ® A1

0 0 a;1r O 0 a2
= Q@ A_1 + ® Ao + ® Aq.
<a21 0) ! ( 0 a22> 0 (0 0 ) !

Ou seja, a coagio dx coincide com a coag¢do do Exemplo[3.2.6,

Este caso pode ser generalizado para X = {1,2,...,n} C Z. FEs-
colhendo a base candnica {0y }rez, podemos ver operadores sobre lo(Z)
como matrizes infinitas. Em outras palavras, B = K(l2(X)) = M, (C)
e uma matriz a € B é vista como uma matriz infinita em K(l2(Z))

cujas entradas correspondentes aos vetores 0, com k € Z\ X sdo nulas.

Na sequéncia, mostraremos que coagoes de C*(G) correspondem a

acoes fortemente continuas do espaco dos caracteres GG, no caso em que
G é abeliano. Para demonstrar isso, comegamos com o seguinte

Teorema 3.2.9. Sejam I' um grupo topolégico compacto, A uma C*-
dlgebra e § : A — A ® C(T") uma coagdo continua do grupo qudntico
compacto (C(T'),A) (ver Ezemplo sobre A. FEntdao, para cada
t €T, afungio oy = (id®@eyt) 00 : A — A é um x-homomorfismo,
em que eyt : C(I) —> C é o x-homomorfismo avaliagao em t. Além

disso,

(i) ast = asoay  para todo s,t €T e . =1id;

(ii) Para cada a € A, a fungdo t — ay(a) € continua.
Consequentemente, « € uma ag¢do fortemente continua de I' em A.

Prova. Sejat € I'. Como oy é a composi¢do de x-homomorfismos, oy
é um x-homomorfismo. Note que os *-homomorfismos id ® e,; : A ®
C(T) — Aed®id,idRA : AC(T") — AC(T)@C(T) =2 C(I'xT, A)
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sdo tais que, paratodoa € A, f € C(I') e s,t € I':

L. (id @ eve)(a @ f) = af(t) = (a® f)(t);
2.
(0@id)(a® flsy = (0(a) @l
= 0(a)(s)f(t) = d(af(t))(s)
= 0((a® f)(1))(s);
3.
([d@A)a® lsy = (@A)

= af(st) = (a® f)(st).

Como id ® ey, 0 ® id e id ® A) sdo *-homomorfismos de C*-algebras,
para todo a € A e s,t € ', obtemos

L (id @ eyi)(0(a)) = 6(a)(t);
2. (6 ®id)(6(a))l(s,p = 0(6(a)(t))(s);
3. (id®@ A)(5(a))](s.0) = d(a)(st).

Agora, utilizando a hipdtese (§ ® id)d = (id ® A)J, para todoa € A e

s,t €I, temos que
asoa(a) = as(a(a)) = as(d(a)(t)) = 0(5(a)t)(s)

= (d®id)(6(a))|(s,e = (id® A)(6(a))l(s,
d(a)(st) = as(a).

Observe, ainda, que e,.(C(I")) = C. Com efeito, claro que e, (C(I")) C
Cesez € C, entao f € C(I'), a fungdo constante igual a z, é tal que
eve(f) = f(e) = 2. Agora, como § é coagdo continua e id ® e, €
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x-homomorfismo, segue que

A

(id @ eye) (A ® C(I')) = (id ® eye)(spand(A) (1 ® C(I)))
C span(id ® eye)(6(A)(1© C(I)))
)6(A))((id ® epe)(1 @ C(I)))
= 5pan((id @ eye)d(A))(1 @ C) = span(id @ e,)d(A)
= (id®@eye)(6(A)) =Im

= span((id ® eye)d

Segue que . é sobrejetiva. Assim, para qualquer a € A, existe b tal
que o (b) = a, de modo que a,(a) = ae((ae(b))) = ac(b) = a. Ou seja,
Qe = idA.

Por fim, sejam a € A e {t;}; C I' uma net tal que ¢; Lt el
Como d(a) € A® C(T) = C(T', A), temos que a,(a) = 6(a)(t;) N
d(a)(t) = at(a), donde a fungdo s — a(a) é continua.

O

Corolario 3.2.10. Sejam G um grupo discreto abeliano, A uma C*-
dlgebra e 0 : A — A® C’(é) wma coagdo continua. Entdo a fun¢ao

s 1 G — Aut(A), definida por as, = (id ® e, ) 0 d, € uma agdo
fortemente continua de G em A.

Prova. Segue do Teorema [3.2.9
a
Veremos que existe uma reciproca deste corolario, mas para isso

precisaremos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.2.11. Seja I' um espago topoldgico Hausdorff compacto, A um
C*-dlgebra e B C C(T', A) uma C*-subdlgebra tal que para todo a € A
ex €T, existe f € B tal que f(x) =a. Entio B-CT)={f-g:f¢€
B,ge C(I')} é denso em C(T, A).

Prova. Pela Observagao sabemos que existe uma identificacdo
P CT)® A = C(T,A), que nos tensores elementares é dada por
Y(f®a) = f-a. Como, por construgao, C(I")® A é denso em C'(I') ® A
se mostrarmos que C(T')® A C spanB-C(T'), entdo C(I')® A C spanB-
C(T) e o lema estard demonstrado.
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Agora, fixemos a € A e ¢ € C(I"). Por hipétese, para todo = € T,
existe f; € B tal que f,(z) = a. Assim, dado & > 0, existem abertos
U,, x €T, tais que .

1fe(y) —all < ol
para todo y € U, e x € I'. Como {U, }zer é uma cobertura para T',
existem 1, ...,z, € I tais que I' C |J!_, U,,. Escolhendo {g;}!; uma

particio da unidade subordinada a cobertura {U,,}! ;, temos que o
n

suporte de cada g; esta contido em U,, e que Zgi(x) =1, donde
i=1

IN

3
Zgz ) [ fai () —al| < 3=
el

Seja F = >"" | fz:-g; € B-C(T'). Utilizando a identificagdo p®a = ¢-a,
segue que p- F e B-C(T) e

lp-F—p@all =l F=p-af <|plF—al <e.

Como a € A e ¢ € C(T') sao arbitrarios, concluimos, por argumentos
de linearidade, que A ® C(T") C spanB - C(I").
U

Teorema 3.2.12. Sejam A uma C*-dlgebra ¢ o : G —> Aut(A) uma
acdo fortemente continua. Entdo a func¢do 0, : A — A® C(é) =
C(G, A) definida por 64(a)(y) = ay(a), x € G, é um coagio continua

e injetiva.

Prova. Primeiramente, note que o fato de « ser fortemente continua
implica que d,(a) € C’(@,A) para todo a € A, de modo que a fungéo
do estd bem definida. Como a, € Aut(A) para todo x € @, evidente-
mente 0, é x-homomorfismo. Além disso, uma vez que para todo a € A
ex,neG,

(00 ®id)(da(a))|(x,n) = daldala)(n))(X)
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(id ® A)(da(a)lxm) = dala)(xn);

segue que, para todo a € Ae x,n € @,

(ba ®id)(6a(@)lxny = dalda(@)(n)(X) = ax(dala)(n))
= oy (ay(a)) = (ayy)(a) = da(a)(xn)
= (id® A)(0a(a))] (-

Logo, (0o ® id)de = (1d ® A)dq.

Para mostrarmos que J, é continua, considere a identificagao natu-
ral C(G) 2 1 C(G) € M(A® C(G)) dada por f — 1® f. Para
todo a € A e x € G, sabemos que da(oy-1(a)) € d,(A) & tal que
da(ay-1(a))ly = ay(ay-1)(a) = a, além de que 6,(A) é uma C*-
subalgebra de C(@,A). Assim, pelo Lema podemos concluir
que Spand, (A) - C(G) = A® C(G). Portanto, spand,(A)(1® C(G)) =
A C (@) e consequentemente ¢, é continua.

Por fim, se §,(a) = 0, entdo 0 = d,(a)|; = a1(a) = a, e 4, € injetiva.
]

Exemplo 3.2.13. Seja Z o grupo aditivo dos inteiros. Pela Obser-
vacgado sabemos que a funcio ~: C*(Z) — C(SY), tal que
5;1(2) =z"meZ, ze Sl) define um isomorfismo de grupos qudn-
ticos. Pelo Exemplo a fung:ao § 1 My(C) — M,(C) ® C(SY),
em que 0(a) = 2711:—1 an ® by, a € M5(C), € uma coagdo (con-
tinua) de C(S') em My(C). Logo, pelo Coroldrio a fungdo
as : St — Aut (My(C)), em que as_(a) = (id ® e,.)d(a), a € My(C)
e 2 € S, é uma acio fortemente continua de Z =~ S' em M5 (C).
Observe que para todo z € S e a € My(C), tem-se

as(a) = (id®ey,) (Z an®§) Z éf;L(z)

n=-—1 n=-—1
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Agora, pelo Teorema a fungdo 045 : M2(C) — M3(C) ®
C(S") = C (S', M2(C)), dada por ba,(a)l. = as,(a), a € My(C) e
z € S, € uma coagio continua de C*(Z) = C(S') em Mx(C). Uti-
lizando a identificagio M>(C) @ C(S') = C (S', M2(C)), segue que,
para todo z € S* e a € My(C),

1
bas(@)l: = as.(a)= Z anz" = 0(a)l

n=-—1

Este exemplo é interessante. Tomamos uma coac¢ao J, e a coagao
obtida da acdo associada a coagdo ¢ voltou a ser a coacdo J. Esta ideia
serd formalizada categoricamente no proximo capitulo, explicitando a

equivaléncia entre as categorias aonde vivem estas agoes e coagoes.
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Capitulo 4

Coacoes de grupos e
fibrados de Fell

Neste ultimo capitulo, veremos uma equivaléncia entre a categoria
dos fibrados de Fell sobre um grupos G e a categoria das coagoes de
C}(G). Na primeira se¢do contruiremos coagoes de C;(G) a partir de
fibrados de Fell. Na segunda se¢do, faremos o contrario, construiremos
fibrados a partir de coagoes de C(G) e veremos que dada uma coagdo
0 : CF(G) — A, pode-se recuperar a C*-algebra A a partir de §. Na
terceira se¢ao, formalizaremos tal equivaléncia categorica. As principais

referéncias utilizadas foram [24] [§].

4.1 Coagoes associadas a fibrados de Fell

Nesta secao, construiremos coagoes do grupo quantico compacto
C(G) sobre as C*-algebras C*(B) e C*(B) de um fibrado de Fell B =

{Bt}iea-
Com este intento, dado um fibrado de Fell B = {B;};c¢, note que
a funcao
dp : Ce(B) — C*(B) @ C}(G),

que nos elementos da base é dada por 6%(b;) = by ® A, é um *-
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homomorfismo. Assim, temos a seguinte
Proposigao 4.1.1. Seja B = {Bi}icc um fibrado de Fell. O nico

x-homomorfismo 65 : C*(B) — C*(B) ® C#(Q), que estende 0%, é
uma coagao continua.

Prova. Primeiramente, para t € G e b, € By, tem-se que

(6 ®@id)op(br) = (65 ®id)(by ® \t)
= M) N
— oM\ ON)
— (id® ALY (b ® A) = (id © AL)Ss(be).

Logo, (6 ®1id)dg(§) = (id @ AZ)dp(€) para todo & € C*(B).
Além disso, dados b, ® A\, € C*(B) ® C*(G), t € G, também temos
que
(b)) (1@ Ae) = (b @ M) (1@ Ae) = by @ g

Isto é, C*(B)® C(G) C spandp(C*(B))(1®C;(G)). Como claramente
C*(B) ® C*(G) 2 spandg(C*(B))(1 ® C*(G)), conluimos que dg é um
*-homomorfismo nao-degenerado.

Segue que dp é uma coagdo continua.

O

Sejam B = {B;}te¢ um fibrado de Fell e BxG = {C(; )} (s,t)eaxc ©
fibrado produto cartesiano (Exemplo 2.1.4). Agora, voltaremos nossas
atencOes para a construcdo de uma coacao de C;(G) em C}(B). Para
isso, nos proximos dois resultados, veremos que existe um isomorfismo
entre os B.-moédulo de Hilbert I3(B x G) e I2(B) ® l2(G).

Proposigao 4.1.2. Seja B = {B;}icc um fibrado de Fell. A fungao

oo : Co(B) x Co(G) — C.(Bx Q)
&m) — Y Esm(D)
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€ bilinear.

Prova. Segue diretamente dos axiomas de fibrado de Fell.
O

Proposicao 4.1.3. Seja B = {Bi}icg um fibrado de Fell. Entdo, a

inica fungao linear
Yo : Ce(B) ® Ce(G) — Ce(B x G)

que estende Yoo (da proposi¢ao anterior) ao produto tensorial, isto
6, tal que Yo(E ® 1) = voo(€,7) para todo € € Co(B) e 1 € Cu(G),
€ um isomorfismo de B.-pré-mdédulos de Hilbert. Consequentemente,
pela Proposi¢io[1.3.17, existe um tinico isomorfismo de B.-mddulos de
Hilbert 1 : 15(B) @ Io(G) — 12(B x G) que estende ).

Prova. Vejamos, primeiro, que vy preserva produto interno. Com
efeito, dados £ @7, & @ n' € C.(B) ® C.(G), temos

(Wo(E@n),ho(& @1'))
<Z E(sm(t), > 5/(U)77/(U)>
= Z(f(s)ﬁ(t))*f/(s)ﬁl(t)

= D &) ()Y ) n'(t)
= (&) mn) = (e ).

Logo v preserva Be-produto interno. Isto também mostra que ¥g é
cotinua e injetiva.

Para mostrar a sobrejetividade, dada £ € C.(B x G), escolha n =
Z{(s,t) ®0; € Ce(B) © Ce(G). Lembre que &(s,t) € C(,4) = Bs para

s,t
todo s,t € G, de modo que podemos identificar £(s,t) com a fungdo

js(&(s,t)) (ver a Proposigio ).Logo o (n) = &.

Claramente g preserva a estrutura de B.-mddulo.
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Por fim, como C.(B) ® C.(G) &, por constru¢do, um B.-moédulo
denso em I (B) ®13(G), bem como C.(BXxG) é um B.-mddulo denso em
lo(B x G), a Proposigao nos diz que existe um Gnico isomorfismo
de B.-modulos de Hilbert 4 : I2(B) ® l2(G) — I3(B x G) que estende
Yo.

O

Observagao 4.1.4. Dado B = {B}tc¢ uma fibrado de Fell, pelo
Corolario temos que L(I2(B) ® I2(G)) = L(I2(B x Q)).

Seja B x G o fibrado de Fell produto cartesiano e considere o B.-
pré-modulo de Hilbert C.(B x G).

Teorema 4.1.5. A fungao

Wo:Co(BxG) — C.BxG)
F —s Wo(F)

em que Wo(F)(s,t) = F(s,s71t), para todo s,t € G, € linear, continua,
adjuntdvel e WoWg = WyWy = 1.

Prova. Observe que Wy estd bem definida como funcao, pois dada
F € C.(B x G), sabemos que F(s,r) € C(,,) = B para todo s,7 € G.
Assim, Wy(F)(s,t) = F(s,s~'t) € B, para todo s,t € G. Ou seja,
Wo(F) € C.(B x G). A linearidade de Wy segue da estrutura pontual
de espago vetorial. A continuidade segue de que

IWo(F)I* = I{Wo(F), Wo(F))|

= D Wo(F)(s,t) Wo(F)(s,1)
- ZF s F(s,s71t)
= D F(s,t)F(s,t)

I, )|l = || FII?,
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para todo F' € C.(B x G). Por motivos analogos, a func¢ao linear

Wi :CBxG) — Cu(BxG)
F — Wi(F)

definida por W§(F)(s,t) = F(s, st), para todo e s,t € G é continua.
Além disso, para todo F, F’ € C.(B x G) , temos que

(Wo(F),F'y = ZWO ) F'(s,t)
ZF sTH)F(s,1)

ZF s, t)* F'(s, st)
ZF (5,8) W (F')(s,t)

s,t

(F, W5 (F)) -

Isto mostra que Wy é adjuntéavel.
Por fim, para todo F € C.(B x G) e s,t € G, como

(W Wo)(F)(s,t) = W5 (F)(s,s~'t) = F(s,)

(WoWg)(F)(s, 1) = Wg (F)(s, st) = F(s,1),

concluimos que WiWy = WoWi = 1.

Corolario 4.1.6. A funcdo linear e continua
W . lQ(B X G) — 12(8 X G),

que estende Wy, € adjuntdvel e unitdria, em que W* € a unica extensao
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linear e continua de Wi a lo(Bx G). Consequentemente W € L(12(B x
G)).

Prova. Segue do Teorema [4.1.5| e por argumentos de linearidade e
continuidade.

O

Observagao 4.1.7. Seja B = {B;}+c¢ um fibrado de Fell. Por defini¢io,
Cr(B) C L(12(B)) e CX(G) C L(I2(G)). Assim, pelas Proposigdes|1.3.24
e[1.3:23] temos que C;(B)®@C;(G) C L(12(B) ® 5(G)) = L(1x(B x G)).

Em consequéncia disto, enunciamos o seguinte

Teorema 4.1.8. Se B = {B;}icq € um fibrado de Fell, entao

Sy CHB) — CH(B)® CHG)
z — WEe)W*

é uma coagdo continua e injetiva satisfazendo 6j(A(b)) = A(by) @ Ay,
para todo by € C*(B), t € G.

Prova. Dados z,y € C(B), temos que

Sn(zy) =Wy h)W* = WEol)(yo 1)W*
= W )W'Wyel)W*
= 0p(z)op(y)
(z*) = WEre D)W =W 1) W*
= (WEe )W) =idz(z)"

Assim, ¢ € um *-homomorfismo.

Para todo £ € C.(B) e n € C.(G), utilizando a identificagao dada
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pela Proposigao [£.1.3] temos que para todo r, s € G,

(A(be) @ A)(E@M)|(rs) = (A0e)(E) @ Ae(M)(rs)
Awo ©)lrAe(m)]s = bt r)n(t™'s)
= bt(f Y 77)|(t_17‘,t_1s)

(Ab) @ 1)(E@M)|(rs)y = (Abe)(E) @M)(r,s)
A ()]rm(s) = bi&(t r)n(s)
= b(E@n)|t-1rs

Assim, para todo F € C.(B x G) e r,s € GG, também vale que

(AB) & A)(E) () = be(F) (7t 1s)

(A(be) @ 1)(F)|(r,6) = bo(F) (711, 5).

Dai, dados F € C.(B x G), by € C*(B) e 1, s,t € G segue, da defini¢do
de W, que

op(A(be))(F)(r,s) = (W(A(be) @ YW)(EF)(rs)
= W((A(b:) @ YWT(F))|r,s)
= (A(b) @ YW*(F)|(r 1)
= btW*(F”(t*lr,r*ls)
= LF(t 'rtts)
= (A(be) @A) ()] ().

donde, d3(A(by)) = A(b) ® A para todo by € C*(B) et € G.

A partir disso, podemos concluir dois fatos:
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1. Para todo A(b;) € Cf(B) e A\s € C}(G), com s,t € G,
05(AD)) (1@ Ap15) = (A(b) @A) (1@ A1) = Abr) @ As.
Assim,

C;(B) ® C(G) € spandp(CF(B))(1© CXH(G)).
Como, claramente

C;(B) © C7(G) 2 spandg (Cr(B)) (1 @ CH(G)),
segue que

Cr(B) ® C7(G) = spandp(Cr(B)) (1 © C7(G)).
2. Para cada b; € C¥(B),t € G

(0p @ id)op(A(b)) (65 ®id)(A(b) ® Ar) = (A(be) ® Ar) @ Ae
A(br) @ (At @ At) = A(be) ® Acx () (Ae)
(1d @ Acs(c))) (A(be) @ At)

(id © Acy(c))0p(A(be))-

Dos itens 1 e 2 acima, segue que Ji é uma coacao continua.

Por fim, se 6 (z) = 0 para algum z € C}(B), entdo W (x®1)W* = 0.
Como W ¢é unitério, temos que x ® 1 = 0, i.e., z = 0. Portanto, dj é
injetiva.

|

4.2 Fibrados de Fell associados a coacoes

Nesta secao, produziremos fibrados de Fell a partir de coacbes de
C}(G) em C*-algebras. Quando a coagdo for continua e injetiva, a
C*-algebra reduzida do fibrado a ela associado sera isomorfa a algebra
na qual se estd coagindo. Se considerarmos, por exemplo, a coagao
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0 : M2(C) — M3(C) ® C)(Z) definida por

1
0(a) = Z A @ An,

n=—1

conforme o Exemplo entao é facil ver que o subespaco

Ag={a e Ms(C):6(a) =a®dp}

* 0
coincide com o subespacgo gerado pelas matrizes da forma 0 ) . De
*

fato, claro que qualquer matriz diagonal percente a Ay e se a € Ay,
entdo 6(a) = a ® Ao implica que a_1 ® A1 + a3 ® A\; =0. Logo a_1 =
a; = 0, pois {A\_1, 1} é linearmente independente (ver Proposi¢do
1.2.4). Portanto, a € M3(C) é uma matriz diagonal. Similarmente,
mostra-se que os susbespacos A_; = {a € M3(C) : §(a) =a @ A_1} e
A1 ={a € M3(C) : 6(a) = a®A1} coincidem com os subespagos gerados
pelas matrizes da forma (2 8) e (8 3), respectivamente. Assim,
com as operagoes de multiplicacdo e involuc¢do induzidas por Ms(C),
concluimos que s A = {A,}nez, em que A, = 0 para todo n € Z\
{-1,0,1}, é o fibrado de Fell do Exemplo[2.1.9] Com um corolario desta
se¢do, teremos, neste caso, um isomorfismo entre C(5.4) e Mz(C).

Vejamos, em primeiro lugar, que coacoes implicam fibrados.

Proposigao 4.2.1. Se A é uma C*-dlgebra e § : A — A ® C!(G)
uma coagdo, entio a familia s A = {Ai}icq, em que Ay = {a € A :
d(a) = a® N} para todo t € G, é um fibrado de Fell sobre G com a

multiplicagcao e a involugcao induzidas de A.
Prova. E facil ver que A; é espaco vetorial normado para cada t € G.
Vejamos que A; é fechado. Com efeito, sejam ¢ € G e {ai}ie; C Ay
uma net tal que lima: = a; € A. Entdo

2

lla; @ At — ar @ M|l = [|(af — ar) @ Ae|| < llaj — as|| — 0.
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Consequentemente,

§(a;) = 6(limal) = limd(a}) = lima} ® \y = a; ® A,

ou seja, a; € A; e portanto, A; é fechado. Note que isso também mostra
que A; é um espaco de Banach.

Além disso, como ¢ é *-homomorfismo e para quaisquer s,t € G,

AsAt = At € A} = Ay—1, temos que
d(asar) = 0(as)d(ar) = (as ® As)(ar ® A¢) = asar @ Agt

d(ay) = 6(ar)” = (@ @ A\)" = a;y @ A\p—1,

para quasiquer as; € Ag, a; € A; e s,t € G. Com isso, asa; € Ay €
af € Ay-1, isto é, A;A C A e AY C Ay—1. Dal, substituindo ¢ por
t~1, obtemos que A,~1 C Aj. Assim, com vistas a Proposi(;é
sA ={Ai}1eq € um fibrado de Fell.

O

Observagao 4.2.2. O fibrado de Fell 34 = {A;};c¢ do teorema ante-
rior se revelard uma graduacao para A se adicionarmos a hipétese de §
ser uma coac¢ao continua. No entanto, para demonstrar este fato, pre-
cisaremos construir certas projecoes E; : A — A; que, por seu turno,
dependem de um funcional linear continuo chamado, muitas vezes, de
estado de Haar, a saber,

p:CrHG) — C
& — (0¢,&0e), de € 12(G).
A linearidade deste funcional segue do fato de que a linearidade do
produto interno no C-modulo de Hilbert I2(G) é na segunda variavel,

enquanto a continuidade de ¢ segue da continuidade do produto in-
terno. Este funcional é claramente positivo. A partir dai, para cada
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t € GG, consideramos o seguinte funcional, evidentemente positivo,

v CHG) — C
& —r p(A-1(8)

Observe que ¢i(As) = p(A-1As) = (0, Ai-150e) = ;s para todo ¢,s €
G. Além disso, a Proposi¢ao [1.2:22] e o Teorema [1.2.20] nos dizem que
existem unicas funcoes lineares e continuas id ® ¢; : A® CF(G) — A,
id@(1d®p:) : AQCH (G)RCH*(G) — ARCH(G) e d®id : AQCH(G) —
ARCHG)®@C!(G), que agem canonicamente nos tensores elementares.
Com isso, podemos expressar dois novos fatos na seguinte proposicao.

Proposigao 4.2.3. Sejam A uma C*-dlgebra e § : A — AR C}(G)

uma coagdo. Entao, para todot € G e a € A, tem-se:
(1) (id @ (id @ pr) 0 AG)(6(a)) = (id @ ¢¢)(5(a)) @ A¢;

(i) ((id @ id @ @) (6 @ id))(8(a)) = 6((id © ¢1)(5(a))).

Prova. Seja t € G. Observe que é suficiente verificar estas igualdades
para os elementos da forma a® Ay € AR C(G) pois, por argumentos de

linearidade e continuidade, o resultado se estende a todos os elementos
d(a) e AR CH(G), a € A. Assim,

(i) Pela Observacdo [4.2.2] sabemos que ¢;(\s) = 05 para todo
t,s € G. Entao,

(id® (id @ ¢r) o Aoz (@) (@@ X5)) = a® (id @ p)AG(As)
= a® (id®pi(As @A)
= a®Aspi(Ns) = ape(As) @ N\
= ([d®p)(a®@As) ® A
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(ii) Pela Proposicao [1.2.22| e pelo Teorema [1.2.20] obtemos

((id @ id @ ¢;)(0 @ id))(a ® As) (id ®id ® ¢1)(6(a) ® As)
6(0’)9‘%()‘5) = 5(0'9015()\5))

= §((id® @) (a® Ay)).

O
O préximo resultado é o passo crucial para mostrarmos que coacoes

continuas implicam gradugoes.

Proposigao 4.2.4. Se £ € C(G) e p1(€) = 0 para todo t € G, entio
£E=0.

Prova. Primeiramente, a funcao

O:CHG) — 15(G)
& — &(0)

é claramente linear e continua, com ||®(&)|| < ||€|| para todo £ € C*(G).
Ainda, como para todo t,s € G, vale \;(ds) = 0 * 0s = dys , temos
que A¢(de) * 05 = O % 05 = A(ds). Somado a isso a bilinearidade e
continuidade da convolucéo *, segue que £(.) *n = £(d. xn) para todo
E€CH@)en e C(G). Assim, se £(d.) = 0, entdo £(de)xd: = £(0:) =0
para todo t € G, donde £ = 0. Ou seja, ¢ é injetiva. Logo, dada
& € C}(QG) satisfazendo ¢;(€) = 0 para todo t € G, obtemos

0 =¢t(&) = p(A=18) = (0e, M—180e) = £(0e) (t) = B(£) (1),

e portanto & = 0.
O

Teorema 4.2.5. Se A € uma C*-dlgebra e 6 : A — AR C*(G) € uma
coagdo continua, entdo a familia s A = {At}icc € uma graduagdo para

A.

Prova. Pela Proposicao 4.2.1) sabemos que s A = {A;}icq € um fi-
brado de Fell, de modo que nos é suficiente mostrar que {A;}icq €
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linearmente independente e que Ay = @, A: € denso em A. Para
cada t € G, considere a funcdo linear e continua (ver a Observagao
4.2.2))

Ei:A>avr— (id® ¢)d(a) € A (4.1)

Vejamos que Ei(a) € A; para todo t € G. Com efeito, da Proposicao
obtemos

(Ey) = ((id® )d(a))

|
—~
<.
U
&
.
SH
02y
®
~— —
= o~~~
.
U
0y
>
Q‘!
~—
B
IS
~
~

= Et (a) ® )\t,
donde Ei(a) € A;. Além disso, caso a € Ag, temos

Eia) = (d®@)d(a) = (id @ vt)(a® As) = aps(As)
= a5t75.
Consequentemente, E? = F; para todo t € G, e, se 0 = Zat € Ay,
teG

entdo 0 = ZEs(at) = as para todo s € G. Segue que {A;}icq €

teG
linearmente independente.

Agora, seja 0 € A’ satisfazendo 6(a) = 0 para todo a € Ay.

Afirmacgao. 6§ = 0.

Demonstragao. Se §(a) = 0 para todo a € Ay, entdo §(E;(a)) =0
paratodot € G e a € A. Dai, utilizando a Proposicao [1.2.23] podemos

escrever

0 = 0(Ex(a) = 0((id @ 1)5(a)) = @u((0 @ id)5(a)), VEE Grac A,
Em seguida, pela Proposicio conluimos que (6 ® id)d(a) = 0
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para todo a € A, ou seja, (0 ® id)6(A) = {0}. Isso mostra também
que (f ®id)(0(A)(1 ® C(G))) = {0} . Finalmente, como ¢ é coacdo
continua, obtemos

{0}

span(f ® id)(6(A)(1 ® Cx(
(0 @ id)(spand(A)(1 ® C(
®id)(A® C:HG)) =0(A)C

V)

Portanto § = 0. Por um teorema conhecido de Hahn-Banach (ver [29]
Exercicio 1.5.3, item (ii), p. 19]), segue que Ay é denso em A.
O

Corolario 4.2.6. Seja § : A — A ® C*(G) uma coagdo continua e

sA = {Ai}iee o fibrado de Fell associado (ver a Proposi¢do .
Entao, o x-homomorfismo

o C*(sA) — A,

que nos elementos da base é dado por JA(at) =a, ap € Ay, t € G, €

sobrejetivo.

Prova. De fato, se § é uma coagio continua, o Teorema [£.2.5] implica

que A = @ At. Assim, dado a € A, podemos escrever a = lim Z i,
teG ' tieG
em que, para cada indice ¢ pertencente a algum conjunto dirigido I, a

soma g ay; € finita. Dai, tomando b = lim E az; € C*(5A) (lembre
K3
t,eG t,€G
da identificagdo [2.1.15)), concluimos, por linearidade e continuidade,

que o (b) = a.

O

Observagao 4.2.7. Sejam A uma C*-algebrae d : A — A® Cr(G)
uma coagdo continua e injetiva. A partir de agora, voltaremos as
atencoes para dois resultados importantes, tteis para a construcao de
um #-isomorfismo o : C*(54) — A, que dependera do *-homomor-
fismo ¢4 do Corolario e que, mais tarde, se revelard um dos
isomorfismos naturais necessarios para provarmos a equivaléncia entre
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a categoria das coagdes continuas e injetivas de C(G) e a categoria dos

fibrados de Fell sobre G. Justamente quando ¢ for uma coagao continua
A

2 serd um *-isomorfismo.

e injetiva, o
Com este intento, serd particularmente importante a projecao E. =
(id®p)od de A sobre A., conforme a Equagao para t = e. Denotéa-

A
la-emos por EZ'.

Proposigao 4.2.8. Se A é uma C*-dlgebra e § : A — A® C*(G) €
wma coagdo injetiva, entio a aplicagdo linear e continua EZ = (id ®
@) o € fiel, isto €, EX(a*a) =0 <= a =0, a € A.

Prova. Se 0 = a € A entdo E4(a*a) = 0. Suponha que EA(a*a) = 0,
0#a€ A Entao A3 (id® ¢)d(a*a) = 0.
Por conseguinte, dado um funcional positivo 6 € A%, a Observagao

1.2.23| nos permite dizer que

0((id © p)5(a*a)) = (6 ® p)(3(a"a)) = (6 @ id)3(a"a)) = 0

(0 ®id)(a*a) > 0.

Como para todo 0 <y = z*z € C}(G), tem-se
o(y) = (™) = (0e, " 20e) = (de,26.) =0=>2=0=y =0,

tomando y = (0 ® id)d(a*a), segue que ¢((0 ® id)(6(a*a))) = 0, donde
(0 ® id)(6(a*a)). Assim, devido a arbitrariedade de 6, a Proposi¢io
nos diz que 6(a)*d(a) = 0. Como ¢ ¢ injetiva, a = 0. Portanto
E4 & fiel.

|

Lema 4.2.9. Sejam A uma C*-dlgebra e 6 : A — A ® C*(G) uma
coacdo injetiva. Considere o : C*(5A) — A o x-homomorfismo do
Coroldrio e A: C*(5A) — C}(sA) o x-homomorfismo sobre-
jetivo da constru¢ao da C*-dlgebra reduzida (ver Observagdo .
Entio, ker(A) = ker(c?).

Prova. Com vistas na Proposicio sabemos que a familia s A =
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{Ai}iec € um fibrado de Fell sobre G. Pelo Teorema [4.1.8] existe uma
coagdo continua e injetiva 07, : Oy (sA) — Cf(sA) ® CF(G). Além
disso, pela Proposicao sabemos que EeC:(SA) = (id®p)o A
EA = (id ® @) o § sdo fiéis. Dai, por um lado, para cada z € C*(5.A),

Az)=0 & Al@)A(z) =0 ESOY(A@"2)=0 (4.3)

cd(x)=0 & ox)0(z) =0 EXNoMz*z)) =0. (4.4)
Por outro lado, para qualquer a; € Ay, t € G,

EC 0 (Aar) = (id @ ) 0 6] 4(Aar) = 0
& (id@ @) (Alar) ® M) = Aar)p(A) =0

&2 ap(M) =0

& ala)e(\) = (id® ‘P)(UA(at) @A) =0

& (id® p)i(o?(ar) = B (0" (ar)) = 0.

Na segunda e na terceira duplas-implicagoes acima utilizamos, respec-
tivamente, os fatos de A|a, e 0|4, serem injetivas. Assim, por ar-
gumentos de linearidade e continuidade, segue que ES r(s4) (A(z*x)) =
0 < EA(04(2*x)) = 0, para todo z € C*(5.A). Portanto, das Equacdes
e concluimos que A(z) =0 < o4 (x) =0, x € C*(5A).

O

Teorema 4.2.10. Sejam A uma C*-dlgebra e 6 : A — A ® C}(Q)
uma coagdo continua e injetiva e sA = {Ai}ieq o fibrado de Fell as-
sociado dado pela Proposicio [4.2.1. Considere o : C*(5A) — A o
x-homomorfismo do Coroldrio [{.2.6 Entdo



€ um isomorfismo de C*-dlgebras.
Prova. A boa definicio como funcio e a injetividade de o> sequem

imediatamente do Lema[{.2.9. Como o* é x-homomorfismo sobrejetor,

A ¢ x-homomorfismo sobrejetor, e portanto um *-isomorfismo.

O

entdo o

Exemplo 4.2.11. Considerando a coagio 6 : M2(C) — M>(C) ®
C*(Z) e o fibrado sA = {A_1, Ao, A1} a ela associado, conforme o
exemplo discutido no inicio desta se¢ao, pelo teorema acima temos que
Cr(sA) =2 My(C).

Exemplo 4.2.12. Seja G um grupo discreto, A = K(I2(G)) a C*-
dlgebra dos operadores compactos sobre I2(G) ed: A — AR CH(G) a
coagao continua e injetiva definida por §(x) = W(x @ 1))W*, conforme

o Ezemplo [3.2.7

Por construgao, o fibrado s A = {A;}iec € dado por A, = {a € A :
d(a) = a® \t}. Entdo, pela Equagdo sabemos que M(Co(G))A: C
A; para todo t € G, em que M : Cy(G) — L(I2(G)) € o *-homo-
morfismo multiplicacao e X\ : G — L(I3(G)) a representacdo regular
a esquerda de G. Para ver que Ay C M(Co(G))As, relembre que Ay =
Ei(A), em que Ey = (id® 1) 00, pr = @(Xi-1) e @ é o estado de Haar
de C}(G) (ver Observagio[{-2.3). Como p¢(X\s) = 0t s, temos que

Ef(MgAs) = (id @ p)8(MsAs)
= (id®<pt)(Mf)‘s ®)‘5)
= Mf)\sét)s = Mf)\t(st’s

para todo f € Co(G) e s,t € G. Disso, seque que Ay C M(Co(G)) ;.
Consequentemente,

Ay = M(Co(G)N, tEG.

Desde que & € coagdo continua e injetiva, pelo Teorema[].2.10, conclui-
mos que

Ci(54) 2 K(1(G)). (4.5)

Considere, agora, o fibrado de Fell produto semidireto de Co(G) X4
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G pela translagao & esquerda o : G — Aut(Cy(G)) definida por
as(f)le = f(s~'t) (ver a defini¢io de fibrado produto semidireto no
Ezemplo . Podemos ainda mostrar que o fibrado s A = {At}iec
mencionado acima € isomorfo 4 Co(G) X oG, no sentido de que a familia

de fungoes continuas {7 }icc, definidas por
7 2 (Co(G) Xa G)i 3 (f,t) — My); € Ay,

sao bijecoes que preservam a estrutura de fibrado de Fell, ou seja, para
todo s,t € G e f,g € Co(G), valem as relagies

(i) ms((f; s))me((g,1) = mse((f, 5)(g, 1))
(”) Ts—1 ((f’ 5)*) = FS((fv S))*
Note, primeiro, que para todo f € co(G) e s,t,r € G, tem-se

AsMp)(Ge)lr = Mp(Se)|s—1r
= f(s7'r)o(s7 )
(Ma,()As)(8t)lr,

de modo que A\;My = M, (5)\s. Assim, também temos que (MyX,)* =

My, (p+)As—1. Consequentemente,

ms((f,8))m:((9,1))

(MygAs)(MgAys)
= MfMas(g))\sAt
= Wst(fas(g)vSt)
= 7T5t((fa S)(g7t))

mo-1((f,8)) = mer(as(fF),s7h)
= Marl(f*))‘S‘l
= (MgAs)"
= m((f,9))".
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Para cada t € G, a injetividade de 7y seque da injetividade de M e \;
a sobrejetividade m; seque do fato de Ay = M(Co(G))As.

Portanto, pela Equagdo [{.5, obtemos o isomorfismo
Cr(Co(G) xa G) = K(I2(G)).

Observacgao 4.2.13. Seja a uma acao fortemente continua de um
grupo G sobre uma C*-algebra A. O exemplo acima discutido é in-
teressante por se aproximar da teoria de produtos cruzados, uma vez
que é possivel definir o produto cruzado cheio A x,, G como sendo C*-
algebra C*(A x, G), bem como o produto cruzado reduzido A x,,, G
como sendo a C*-algebra C*(A x4 G).

Mostramos que Co(G) X4 G =2 K (l3(G)). E possivel mostrar tam-
bém que Cy(G) X4, G & isomorfo a K(I2(G)) (em outras palavras, que
o fibrado Cy(G) x, G é amenable), mas isso ndo é trivial: precisa-
se mostrar que Cy(G) X, G é simples. Além disso, o isomorfismo
Co(GQ) xq G = K(I3(G)) é valido para grupos localmente compactos;
este resultado é chamado de Teorema de Stone-Von Neumann (ver [32]
Teorema 4.24])

Exemplo 4.2.14. Sejam G um grupo discreto e X C G um subcon-
junto qualquer. Considere B = K (I3(X)) a C*-dlgebra dos operadores
compactos sobre l3(X) e §x : B — B ® C¥(G) a coagdo continua e
injetiva definida por 6x (z) = W(x @ 1)W*, conforme o Exemplo[3.2.8
Pelos mesmos argumentos utilizados no Exemplo para mostrar
que o fibrado sA = {Ai}ieq € tal que Ay = M(Co(G))A\: para todo
t € G, mostra-se que o fibrado 5, A = {AX }icq associado a coagio Sx
€ dado por
AX = M(Ty)\, ted,

em que Iy = Co(X) - au(Co(X)), M : Co(G) — L(I2(G)) € a repre-
sentagao multiplicagio e o : G — Aut(Co(G)) € a agdo definida por
as(f)e = f(s7t). Pelo Teorema temos que C} (5, A) = B =
K (l2(X)).

Observagao 4.2.15. No exemplo acima, nao é dificil mostrar que Z;
é um ideal fechado de Cy(X). Pode-se mostrar que o fibrado de Fell
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sx A € isomorfo ao fibrado de Fell produto semidireto Co(X) Xo, G,
em que ay denota a agdo parcial que é a “restricao” da acdo (global)
a ao ideal Cy(X) C Cy(G).

Uma agao parcial de G em uma C*-algebra D consiste numa familia
de ideais Dy C D e uma familia de *-isomorfismos v; : Dy—1 — Dy
tais que

(i) De = D e vy, = idp;

(i) vs(D;7 N Dy) = Dy N Dy, para todo s,t € G; e

(iil) (vs 0 v¢)(a) = vst(a) para todo s,t € Gea € D;* N D141,
Este ¢ um caso particular de acao parcial torcida definida por Exel em
[7]. Dada uma agdo parcial (torcida) v de G em D, também pode-se
construir um fibrado de Fell produto semidireto D x, G de maneira

similar ao para acdo (ver [7, Defini¢do 2.8] para detalhes).

4.3 Equivaléncia entre categorias

Até este momento, ficou evidente a interrelagdo entre coagoes de
C(G) e fibrados de Fell sobre G e, caso G seja abeliano, a agoes de
G. Neste se¢do, formalizaremos estas correspondéncias apresentando
uma equivaléncia entre a categoria das coagoes continuas e injetivas
do grupo quantico compacto C}(G) em C*-algebras, cujos morfismos
sao isomorfismos de C*-dlgebras que comutam certos diagramas, e a
categoria dos fibrados de Fell sobre grupos, cujos morfismos sao familias
de funcoes lineares continuas entre as fibras e que preservam a estrutura
do fibrado. No caso em que o grupo é abeliano, veremos que a categorias
das coagbes de C*(G) em C*-algebras é equivalente & categoria das
acoes fortemente continuas do dual de Pontryagin G em C*-algebras.

Definicao 4.3.1. Uma categoria C consiste nos seguintes elementos:
(i) Uma classe de objetos de C, denotada por Obj(C).

(ii) Para cada par de objetos A, B € Obj(C), uma classe de morfismos
f: A — B, denotada por Hom¢ (A, B).

(iii) Para cada objeto A € Obj(C), um morfismo identidade ids €
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Home¢ (A4, A).

(iv) Uma operacdo de composi¢do que associa a cada par de morfismos
(f,9) € Home (A, B) x Home (B, C') um morfismo go f € Home(A,C)
que satisfaz os seguintes axiomas:

(iv.1) Quaisquer trés morfismos f € Hom¢(A, B),g € Home(B,C) e
h € Hom¢(C, D) sdo tais que (hog)o f=ho(go f).

(iv.2) Para cada objeto A € Obj(C), o morfismo identidade id4 : A — A
é tal que para todo morfismo f € Hom¢ (A, B) tem-se foidy = f e
para todo morfismo g € Home (B, A) tem-se ida o g = g.

Exemplo 4.3.2. Seja G um grupo discreto. Considere a classe Obj(€)
dos pares (A, ), em que A é uma C*-dlgebra e § : A — AR C*(G) é
uma coagdo continua e injetiva. Para cada par (A,0), (B,7) € Obj(€)
considere a classe Homg ((A,0), (B,7v)) dos x-homomorfismos f : A —

B tais que o sequinte diagrama comuta:

J

A A®C*(@Q)
f f®id
B T B CHG).

Entao € € um categoria, chamada categoria das coagoes continuas
e injetivas de C}(G). Dado (A,d) € Obj(€), o x-homomorfismo id, :
A — A é o morfismo identidade em Home((A,0d), (A,9)). Dados
f € Home((A,9),(B,v)) e g € Home((B,7),(C,0)) é facil ver que a
composicao de x-homomorfismos go f : A — C € tal que go f €
Homge ((A,9),(C,0)). As outras propriedades também sao facilmente
verificadas. No caso de o grupo G ser abeliano, a Proposi¢ao[3.1.9 nos
diz que os grupos qudnticos C)(G) e C(é) sGo isomorfos. Por conta
disso, definimos a categoria das coagoes continuas e injetivas de

C(G com a mesma estrutura da categoria €, trocando-se Cr(G) por
C(G).
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Exemplo 4.3.3. Seja G um grupo discreto. Considere a classe Obj(B)
dos fibrados de Fell sobre G. Para cada par de fibrados A = {Ai}iec, B =
{Bi}iec € ODbj(B), considere a classe Homep (A, B) dos morfismos
m: A— B, em que 7 = {m}teq € ™ : Ay — By € uwma funcgdo
linear continua satisfazendo:

(i) msi(asar) = ws(as)me(ar) para todo as € Ag, ay € Ay € s,t € G;
(i1) mi(ar)* = my-1(af) para todo t € Az et € G.

Entao B é uma categoria, chamada categoria dos fibrados de
Fell sobre G. Dado B = {B:i}icc € Obj(2B), o morfismo identidade
em Homey (B, B) é dado por idg = {idp, }+cc, em que idp, : By — By
€ a identidade, para cada t € G. Dados m = {m }te¢ € Homwy (A, B)
e 7' = {m}iec € Homy(B,C), claramente ' om = {7} o M }req €

Homy (A, C). As outras propriedades sao facilmente verificadas.

Exemplo 4.3.4. Seja G um grupo discreto abeliano. Considere a
classe Obj(D) dos pares (A, o) em que A é uma C*-dlgebra e o : G —»
Aut(A) é uma agdo fortemente continua. Para cada par de objetos
(A, ), (B, 8) € Obj(D), considere a classe Homg ((A, ), (B, 3)) dos
x-homomorfismos f : A — B que comutam, para todo x € G‘, 0

sequinte diagrama
f

A——B
ax‘ ‘fjx
A—"L —p
Entao, © € uma categoria, chamada de categoria das acoes forte-
mente continuas de G. Dado (A,a) € Obj(D), o homomorfismo
identidade em Homgp ((A, ), (A, @) é simplesmente o homomorfismo
identidade id : A — A e a composi¢io de f € Homg ((A,a),(B,B)) e

g € Homg ((B, 8),(C,0)) € o homomorfismo composi¢do go f : A —
C.

Definigao 4.3.5. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante
F entre C e D é uma aplicagdo F : C — D que a cada objeto A €
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Obj(C) associa um objeto F'(A) € Obj(D) e para cada morfismo f €
Home¢ (A, B) associa um morfismo F(f) € Homp(F(A), F(B)), satis-
fazendo:

(i) F(ida) = idp(a) para todo A € Obj(C).

(ii) F(go f) = F(g) o F(f), para quaisquer morfismos f € Hom¢ (A, B)
e g € Home(B,C) com A, B,C € Obj(C).

Exemplo 4.3.6. Sejam G um grupo discreto abeliano, € a categoria

das coagoes injetivas de C*(G) e § a categoria das coag&es continuas e

injetivas de C’( Q) (ver E:vemplo . Pela Proposicio|3.1.9, pA~"

CHG) — C’(G) € um zsomorﬁsmo de grupos qudnticos, de modo que
coagoes continuas e injetivas de C*(G) correpondem bijetivamente a

coagoes continuas e injetivas de C(G ) (Proposi¢ao . Para cada
coagio § : A — A ® CXG), seja 5 A — A® C(G) a coagdo
correspondente. Assim, podemos definir

d:¢ — F
Obj(€) 3 (4,0) — (A,d) € Obj(3)
Home((4,0),(B,7)) > f + f € Homg((A,9),(B,7))

oLy — ¢
Obj(F) 2 (A,0) — (A,68) € Obj(¢)
Homg((4,9),(B,7)) > f + f € Home((A,4),(B,7)),

s@o funtores covariantes. Isto seque do fato de C}(G) ser isomorfo a

C(G).

Exemplo 4.3.7. Sejam € a categoria das coacdes continuas e injetivas
do grupo qudntico C}(G) e B a categoria dos fibrados de Fell sobre G,
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conforme os Exemplos[[.3.9 e[{.3.3 Defina

F:¢ — B
Obj(€) 3 (4,6) — sA € Obj(B)
Home((4,90),(B,7)) > f +— F(f) € Homg (54,5 B),

em que, para todo (A,0) € Obj(€), 5.4 € o fibrado dado pela Proposigdo
e F(f) ={f|a,}tec para todo f € Home(A, B) e A, B € Obj(€).

Também defina
F7l:3 — ¢
Obj(B) > A — (C7(A),d,) € Obj(€)
Homy (A, B) > 7+ F~!(r) € Home((Cr(A), ), (Cr(B), 5)),
em que, para todo A € Obj(B), 6"y € a coagdo continua e injetiva

dada pelo Teorema e F=Y(m) : C*(A) — C(B) € definido nos
elementos da base por F~1(7)(A(as)) = A(ms(az)).

Vamos mostrar que F' e F~! sdo funtores covariantes.

Sejam (A, d) € Obj(€) eida € Home((A,d),(A,0)). Por defini¢io
idp((a,5)) = {ida, }tea, mas ida, = ida|a, para todo t € G, entdo

F(ida) = {ida|a, }tec = {ida,} = idp(a).

Além disso, se f € Home((A,0d),(B,v)) e g € Home((B,7),(C,0))
entiio, por definigiio, F(g) o P(f) = {g]s, o fla, brea- Mas f(A,) € By
para todo t € G, pois

ar € Ay = (f(ar)) = (f ®id)d(ar) = (f @ id)(ar @ At) = f(ar) @ Ap.
Logo, (go f)la, = 9(fla,) = glB, © fla, para todo t € G. Segue que

Flgof) ={(goflatec =A{glp, o fla }ieg = F(f) o F(f).

Portanto, F é um funtor covariante.

Seja A € Obj(B) e ids € Homwp (A, A). Por defini¢io, idp-1(4) =
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idcs(ay. Mas F~'(id) : CF(A) — C;(A) € tal que
FH(ida)(A(ar)) = A(ida, (ar) = Alay),

para todo a; € Ay, t € G. Ou seja, F~1(idy) = idp-1(4)-
Agora, dados m € Homg (A, B) e n’ € Homg (B, E), como (n'om), =
7, o m para todo t € G, seque que

Foi(r' om)(Mar)) = A((7" o m)e(ar)) = A((mp 0 m¢)(ar))
= A(my(m(ar))) = F~H (") (A(m(ar)))
= FHa)(F~H(m)(Aa)))
= (F7'(x") o F7H(m))(A(ar))

para todo a, € A, et € G. Portanto F~' é um funtor covariante.

Exemplo 4.3.8. Sejam § a categoria das coacgdes continuas e injetivas
de C(G) e D a categoria das agoes fortemente continuas de G. Pelo
Coroldrio[3.2.10] e pelo Teorema[3.2.13, sabemos que coagées continuas

~

e injetivas de C(G) correspondem bijetivamente a agdes fortemente con-
tinuas de G. Defina, entao

J:§ — D
Obj(3) 2 (A,6) +— (4, a5) € Obj(D)
Homg((4,0),(B,7)) > f +— f &€ Homp((4,0as),(B,ay)),

em que Qg : G — Aut(A) ¢ a acao fortemente continua dada por

as, = (id®eyy)d, X € G (ver Coroldrio . Defina também,
JhD —
Obj(®) 3 (A,a) +—— (A, ) € Obj(F)
Homgp ((A,),(B,B))> f —— f € Homg((A4,d.),(B,d3)),

em que 0o : A — A® C(é) = C’(@7 A) € a coagio continua e injetiva

dada por 0, (a)|, = ay(a), x € G eac A (ver Teorema .

Vejamos que J e J~1 sdo funtores covariantes.

113



Dados (A,96),(B,v) € Obj(F) e f € Homg((A,0),(B,7)), sabemos
que (f ® id)d =y o f. Entdo, para todo x € Geac A, temos que

flas (a)) = [f((id® ey, )(6(a))) = f(6(a)(x))
(f @id)(6(a))lx =(f(a)) = (id @ ey, ) (7(f(a)))
= ay,(f(a)).

Isto mostra que f € Homgp((A,as), (B, o). Além disso, se f €
Homg((A,9),(B,7)) e g € Homz((B,7),(C,0)), entdo por defini¢io
J(id(a,5y) = J(ida) = ida = id(g,a,) = idjas) € J(gof) =gof =
J(g) o J(f). Portanto J é um funtor covariante.

Similarmente, mostra-se que J~' € um funtor covariante, apenas
observamos que para todo f € Homp((A4,a),(B,p)), x € GeacA,

temos que

(f @id)(da(a))ly = [f(dala)(x)) = flay(a))

ou seja, f € Homg((A,dq), (B,d3)).

Definigao 4.3.9. Sejam C e D categorias e F,G : C — D funtores
covariantes. Uma transformag¢dao natural entre ' e G é uma apli-
cagdo 7, denota por 1 : F' — G, que associa a cada objeto A € Obj(C)
um morfismo n4 € Homp(F(A), G(A)), tal que para todo morfismo
f € Home (A, B) tem-se ng o F(f) = G(f) ona. Em outras palavras, o

seguinte diagrama comuta:

F(f)

F(A) F(B)

nA nB

Se, para todo A, n4 for isomorfismo em D entao n é chamado isomor-

fismo natural.
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Exemplo 4.3.10. Sejam © a categoria das agdes fortemente continuas
de G e§ a categoria das coagies continuas e injetivas de C((A}’) conforme

os Exemplos[[.5]) e[{-3-3, respectivamente. Considere os funtores co-
variantes J 1 § — D e J L : D — § do Ezemplo |4.3.8 Para cada
objeto (A,d) € Obj(F), observe que o x-isomorfismo idg : A — A
pertence a Homg((A, da;), (4,0)), pois para todo x € Geac A, temos
que

das(ida(a))ly = as(a) = (id® ey, )d(a)
= d(a)(x) = (ida @ id)(d(a))|x-
Além disso, para todo (A,0), (B,v) € Obj(F) e f € Homg((A,9), (B,7))

ea € A, temos que idg((J ' o J)(f))(a) = f(a) = (idz(f) oida)(a).
Em outras palavras, o sequinte diagrama comuta:

(I~ o) (f)

(A7 6@5) (B7 ’Yaw)
idA idB
idg (f)

(4,0) : (B, ).

Logo, n: J~Y o J — idg, dado por n((A,6)) = ida € um isomorfismo
natural.

Analogamente, mostra-se que € : idy — JoJ 1, em quec((A,a)) =
idy € um isomorfismo natural. E suficiente observamos que ids €
Homsy (A, as,), (A, @), pois para todo a € A e x € G, tem-se que

a5, (ida(@) = (id® ey )0a(a) = (5a(a)) ()
= ay(a) = ida(ay(a).

Exemplo 4.3.11. Sejam € a categoria das coagdes continuas e injeti-
vas de CF(G) e B a categoria dos fibrados de Fell sobre G, conforme
0s Ezemplos e[f.3.3 Considere ainda os funtores F : € — B e
F~1:98 — ¢ do Exemplo[{.3.7

Note que para todo A = {A; }rec € Obj(B), F1(A) = (Cr(A), %),
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de modo que
F(F7H(A)) = F((C}(A),00)) =5, A = {A} hea,

em que A} = {a € Ci(A) : 0%(a) = a® N}. E como §%(Aay)) =
A(ay) ® Ay para todo a;y € Ay, t € G, estd bem definida a familia de
fungoes T4 = {1} e, em que

ﬂ'iA : At S ay — A(at) S A;

Além disso, temos que:

. Pela Observagio[2.1.29, sabemos que ||A(a;)|| = |la| para todo a; € A,.
Ou seja, A|a, € isométrica, portanto injetiva. Dai 7r{4 é isométrica,
e consequentemente injetiva, para todo t € G. E dado a} € A} C
Cr(A), existe as € C*(A) tal que A(as) = a;. Mas entdo A(as) @ A\s =
0 (Aay)) = 0% (ay) = a; @ A , donde Ay = A, 0 que implica s = t.
Assim, T4 € sobrejetiva para todo t € G.

. Como A : C*(A) — C*(A) é x-homomorfismo, seque que 7{\(azas) =
T (@)l (as) e mi(af) = 7t (ap)* para todo a, € Ay ay € Ay e s,t €

G.

Dos itens 1 e 2 acima, seque que w4 € um isomorfismo entre 0s
fibrados A e 5 A.

Sejam A e B € Obj(B) e f = {fi}tec € Homs (A, B). Escolhendo
na = m,t = {mheq ens = w0 = {7 }icq, vejamos que o
sequinte diagrama € comutativo:

A FoFTIW)

A

s B

I (f
A = (f) B.

Mas como F(F~'(f)) = {F~'(f)|a: }tec, para todo A(a;) = a} € A e
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t € G, temos que

(re o FTH(laad) = 7 N (ETH(f)(ar) =77 T (ETH(f)(Alar))

= (from ")(ay).

Ou seja, ngo (Fo F~Y)(f) = fonu, donden: Fo F~1 — Iy é um
isomorfismo natural.
Note, agora, que para todo (A,5) € Obj(€) tem-se (F~1oF)(A,d) =
“1(s5A) = (Cr(5.A),67 4). Pelo Teorema a fungao

Jf‘:C’:((;.A) — A

ol (Mz)) +— o(z)

T

¢ um isomorfismo de C*-dlgebras, em que o : C*(5A) — A € 0 *-
homomorfismo do Coroldrio [{.2.6, Mas por construgdo, dado a; € A;
et € G, tem-se que a?(ay) € Ay, ou seja, 5(c(ar)) = o4 (a) @ .
Entao

(07 @ id) 0 87 A)(A(ar)) = (07 ®@id)(Alar) ® A)
= O'f(A(at)) X )\t = O'A(at) X )\t
= (oM (ar)) = (60 0,)(Alar)).

Disso, decorre que o7t € Home ((C;(5.4),07 1), (A,6)), de modo que o
€ um isomorfismo entre (C)(5.A),07 4) e (A,6).

Por fim, mostremos que € : I¢ — F~1 o F, em que €(A,8) = 0';.4
para todo (A,d5) € Obj(€), é um isomorfismo natural. Com efeito,
dados (A,0),(B,v) € Obj(€) e f € Home((A4, ), (B,7)), temos que

(B © (F~1 o F)(f))(Aar))
= ey (FTHE)A(a)) = e (AEF (i)
= £my(A (f\At(at))) ey (A(f(ar))) = o7 (A(f(ar)))
= 0P (f(a)) =" flar) = (o™ (ar)) = f(o;'(Alar)))
= (foo)(Aar)),

117

e (A(fe(an)) = filar) = fo(mft = (Aar))



para todo a; € Ay et € G. Na igualdade 7 acima, utilizamos o fato

de f(ar) € By, pois v(f(ar)) = (f ®@id)(0(ar)) = (y @ id)(ar @ \r) =
flar) ® A\r. Assim, o sequinte diagrama é comutativo:

. - F~YoF)(f " r
(C(5.A),67 ) — D) _(Cx(,B),7" )

€(A,5) €(B,v)

(A,(S) Ie(f)

(B,7).
Portanto, € : I — F~1 o F' é um isomorfismo natural.

Exemplo 4.3.12. Seja G wm grupo abeliano. Sejam € a catego-
ria das coagdes continuas e injetivas de C:(G) e § a categoria as
coagoes continuas e injetivas de C(@) Considere, ainda, os funtores
covariantes ® : € — F e &' : § — ¢ do Exemplo |{.3.6, En-
tion : ® Lo ® — ide dedinido por n((A,d)) = ida, para todo

(A,0) € Obj(€), ec :idg — ®o®! definido por e((A,6)) = ida, para

todo (A, 0) € Obj(F) sdo isomorfismos naturais. Isto seque diretamente

do fato de C;(G) = C(G).

Defini¢ao 4.3.13. Sejam C e D duas categorias. Dizemos que C e
D sdo equivalentes se existem funtores covariantes F' : C — D e
G : D — C e dois isomorfismos naturais n : FoG — Ipee: Ic — GoF,
emque FoG:D—-DeGoF :C— C sao as composicoes de F' e G,
ele:C — Celp:D — D denotam funtores identidades em C e D,

respectivamente, levando cada objeto e cada morfismo em si mesmo.

Teorema 4.3.14. Seja G um grupo discreto. A categoria € das coagoes
continuas e injetivas do grupo qudntico C:(G) é equivalente a categoria
B dos fibrados de Fell sobre G.

Prova. Pelos Exemplos e existem funtores covariantes
F:¢—PBeF1:B ¢ eisomorfismos naturais n: F~'o F —
Iy ee: I¢g — FoF~!. Segue, pela definicio que € e ‘B sao
categorias equivalentes.

O
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Teorema 4.3.15. Seja G um grupo discreto abeliano. A categoria €
das coagdes continuas e injetivas do grupo qudntico C(G) € equivalente

a categoria ® das acoes fortemente continuas de G.

Prova. Do Exemplo [4.3.12] temos que € é equivalente a categoria
§ das coagbes continuas e injetivas de C(G) e pelo Exemplo |4.3.10}
sabemos que § é equivalente & ©. Portanto, por transitividade, € é

equivalente a ©.
O

Corolario 4.3.16. Seja G um grupo discreto abeliano. A categoria
B dos fibrados de Fell sobre G € equivalente a categoria © das agoes

fortemente continuas de G.

Prova. Segue dos Teoremas [£.3.14) e {315
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