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Resumo

Um operador limitado 7" em um espago de Hilbert H ¢é dito essencialmente normal
quando T*T — TT* é um operador compacto. Dois operadores sao ditos unitaria-
mente equivalentes modulo os compactos quando um é unitariamente equivalente a
uma perturbacgao compacta do outro.

O objetivo deste trabalho é provar um teorema, que da condigoes necessarias e su-
ficientes para que dois operadores essencialmente normais sejam unitariamente equiva-
lentes modulo os compactos. Para alcancarmos este objetivo, desenvolveremos a teoria
de Brown-Douglas-Fillmore, que fornece um funtor covariante da categoria dos espagos
métricos compactos na categoria dos grupos abelianos, chamado de funtor Ext, e uma
transformacao natural que, a cada espaco métrico compacto X, associa um homomor-
fismo de grupos yx : Ext(X) — Hom(n!(X),Z), onde 7'(X) é o primeiro grupo
de cohomotopia de X. O teorema de classificacao dos operadores essencialmente nor-
mais serd conseqiiéncia do fato que vx é um isomorfismo de grupos quando X é um

subconjunto compacto do plano complexo C.



Abstract

A bounded operator T on a Hilbert space H is said essentially normal when T*T —TT*
is a compact operator. Two operators are said unitarily equivalent modulo the compact
operators when one is unitarily equivalent to a compact perturbation of the other.
The goal of this work is to prove a theorem, that gives necessary and sufficient con-
ditions for any two given essentially normal operators to be unitarily equivalent modulo
the compact operators. In order to reach this objective, we will develop the Brown-
Douglas-Fillmore theory, that gives us a covariant functor on the category of compact
metric spaces to the category of abelian groups, called the Ext functor, and a natural
transformation that, to each compact metric space X, gives a group homomorphism
vx @ Ext(X) — Hom(7'(X),Z), where 7' (X) denotes the first cohomotopy group
of X. The classification theorem for essentially normal operators will follow from the

fact that vx is a group isomorphism when X is a compact subset of the complex plane

C.
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Introducao

Gostariamos inicialmente de fixar as notagoes mais béasicas que serao utilizadas no

decorrer do trabalho:

o H = (5(N*); todos os espagos de Hilbert considerados serao de dimensao infinita

separaveis, a menos que se diga o contrario explicitamente;
e B(H) denotara a C*-dlgebra dos operadores lineares limitados no espaco H;
e [C(H) denotard o ideal de B(H) dos operadores compactos em H;
e O(H) denotara a élgebra de Calkin B(H)/K(H);

e Para todo espaco de Hilbert H, 7 : B(H) — Q(H) denotaré a aplicacio quoci-
ente; ou seja, m sempre deve ser interpretado de acordo com o espaco de Hilbert

que esta sendo trabalhado no momento;

e Dada uma C*-algebra 2 e um elemento a € 2, denotaremos o espectro de a por

o(a);

e DadoT € B(H), o espectro essencial de T é o espectro do elemento 7(T") € Q(H);

denotaremos o espectro essencial de T por o.(T);

e O simbolo X serd usado para denotar um espaco métrico compacto qualquer, a

menos que dito em contrario.

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma série de ferramentas que
permitiram-nos responder, na década de 1970, a uma questao oriunda da teoria de
operadores; para introduzir o problema adequadamente, um pouco de terminologia:

Dados operadores T, Ty € B(H), dizemos que T} é unitariamente equivalente a Ty

quando existir um operador unitario U € B(H) tal que 77 = AdU(T3), ou seja,

Ty =ULU".



Diremos também que 7T} é unitariamente equivalente a Ty modulo os compactos quando
T, é unitariamente equivalente a uma perturbacao compacta de T}, ou seja, quando
existirem um operador unitario U € B(H) e um operador compacto K € K(H) tais
que

T+ K =UT,)U".

Utilizando propriedades elementares dos operadores compactos, é possivel verificar
facilmente que “equivaléncia unitaria modulo os compactos” é uma relacao de equi-
valéncia. De agora em diante, denotaremos esta relagao de equivaléncia em B(H) por

~i . Uma primeira pergunta que pode ser feita é a seguinte:
Dados operadores Ty, Ty € B(H), como decidir se Ty ~x Ty?

Na verdade, gostarfamos de algo mais forte: Dados operadores Ty, Ty € B(H), quais
sao, caso existam, condicoes necessarias e suficientes para que Ty ~x 157

Resultados de Weyl e von Neumann responderam a questao para operadores auto-
adjuntos: em 1909, Weyl, motivado pelo estudo da estabilidade de um operador dife-
rencial sob alteragoes de condigoes de fronteira, provou que uma perturbacao compacta
de um operador auto-adjunto preserva o espectro do operador, a menos possivelmente
dos autovalores isolados de multiplicidade finita. Este resultado, ajustado para a
questao em estudo e usando terminologia atual, diz que se 71,7y € B(H) sado auto-
adjuntos e Ty ~ Ty, entdo o.(T1) = 0.(Tz) (note que isto é elementar do ponto
de vista da teoria de operadores atual). A reciproca deste resultado, nem um pouco
elementar, foi provada em 1935 por von Neumann; vemos assim que, no caso de opera-
dores auto-adjuntos, o espectro essencial ¢ um invariante completo para se caracterizar
equivaléncia unitaria modulo os compactos.

Ainda no caso auto-adjunto, observe que podemos reinterpretar o problema em
termos da algebra de Calkin (algo que é sugerido pelo fato de termos espectros essen-
ciais desempenhando papéis nesta histéria): se t € Q(H) é um elemento auto-adjunto,
entdo existe um operador auto-adjunto T' € B(H) tal que t = 7(T); de fato, tome
qualquer S € B(H) tal que t = 7(S). Entao, é trivial verificar que t = m(Re(S)), onde

S5
-2

Re(S)

e portanto 7' = Re(S) é como desejado.
Suponha que t;,t; € Q(H) sao auto-adjuntos com o(t;) = o(t2), e tome 17,75 €

B(H) operadores auto-adjuntos tais que t; = w(1}), to = m(75); assim, em particular

0.(Th) = o(n(Th)) = o(t1) = o(ta) = o(n(12)) = 0.(T2),

2



e portanto Ty ~y T5, pelo resultado de von Neumann. Logo, existem um operador
unitario U € B(H) e um operador compacto K € K(H) tais que T3 + K = UTyU*. Se

denotarmos u = 7(U), teremos que u é elemento unitério de Q(H) e, ainda,
4y = 7T(T1) = 7T<T1 + K) = F(UTQU*) = W(U)W(TQ)?T(U)* = utgu*.

A equagao acima nos diz que t; € unitariamente equivalente a ty, ou seja, existe
um elemento unitario u € Q(H) tal que t; = utau*.

Resumindo, se t;,ts € Q(H) sao auto-adjuntos com o(t;) = o(t2), entdo t; e ty sdo
unitariamente equivalentes; a reciproca é obviamente verdadeira, e dai vemos que o
espectro é um invariante completo para classificar elementos auto-adjuntos da algebra
de Calkin, via equivaléncia unitaria.

Observe que o uso feito acima do resultado de Weyl e von Neumann sugere uma
outra nocao de equivaléncia unitaria na algebra de Calkin: diremos que elementos
t1,to € Q(H) sdo fortemente unitariamente equivalentes quando existe um operador
unitdrio U € B(H) tal que t; = m(U)tom(U)*. Esta nocao de equivaléncia ¢ a pri-
ori mais forte que a nocao de equivaléncia usual pois, dado um elemento unitario
u € Q(H), nao é verdade em geral que existe um operador unitario U € B(H) tal
que u = m(U); agora, o que provamos acima mostra também que dois elementos auto-
adjuntos t;, t, € Q(H) sdo tais que o(t;) = o(t2) se, e somente se, t; e tp sdo fortemente
unitariamente equivalentes. Em outras palavras, vemos que, pelo menos se nos res-
tringirmos aos elementos auto-adjuntos da algebra de Calkin, temos que estas duas
nocoes de equivaléncia coincidem.

Retornando ao problema no contexto dos operadores: se um resultado é valido
para operadores auto-adjuntos, um dos primeiros questionamentos relevantes sobre o
resultado é se ele pode ser estendido para operadores normais. Sem duvida, a im-
plicacao de Weyl é vélida se considerarmos operadores normais no lugar de operadores
auto-adjuntos. A possivel extensao da reciproca de von Neumann, porém, resistiu até
1971, quando um resultado obtido independentemente por Berg e Sikonia foi sufici-
ente para responder o problema afirmativamente; nds apresentaremos a prova deste

resultado no apéndice B (Teorema B.2.6), mas o enunciaremos aqui por clareza:

Teorema (Weyl-von Neumann-Berg). Sejam Ty, Ty € B(H) operadores normais.

Entao, Th ~x Ty se, e somente se, 0.(T)) = 0.(T3).

Poderiamos agora, assim como no caso auto-adjunto, tentar reinterpretar o pro-
blema no caso normal em termos da algebra de Calkin. Uma primeira tentativa seria
aplicar o teorema acima de modo similar ao que fizemos no caso auto-adjunto, mas

um problema técnico aparece: vimos que todo elemento auto-adjunto de Q(H) pode

3



ser levantado para um operador auto-adjunto, e este ingrediente foi crucial para esta-
belecer o fato de que, no caso auto-adjunto, o espectro é um invariante completo para
se caracterizar a equivaléncia unitdria; agora, dado um elemento normal n € Q(H),
nao é verdade em geral que existe um operador normal N € B(H) tal que n = 7(N).
Veremos um exemplo disto na secao 1.1.

Com isto, realmente cai por terra a tentativa de generalizagao do resultado utili-
zando diretamente o teorema acima. Porém, temos uma indicacao de que investigar os
operadores que determinam elementos normais na algebra de Calkin pode ser algo de
consideravel relevancia para o problema da generalizacao. Dizemos que um operador
T € B(H) é essencialmente normal quando 7(7T") é um elemento normal de Q(H).

E claro que os possiveis invariantes para o caso normal podem ser diferentes do
que encontramos para o caso auto-adjunto; investigando um exemplo em particular
(exemplo 1.1.4), veremos que na verdade o espectro ndo é um invariante completo
para caracterizar a equivaléncia unitaria na algebra de Calkin, no caso normal. Vol-
tando ao contexto de operadores, em particular isto mostra que o teorema de Weyl-von
Neumann-Berg nao vale se substituirmos operadores normais por operadores essenci-
almente normais; é necesséario algo mais e, conforme sugerido no exemplo 1.1.4, a teoria
de indices de Fredholm ¢é o ingrediente adicional necessario para resolver a questao (as
defini¢oes, notacoes e resultados desta teoria que utilizaremos podem ser encontradas
na segao A.3). O teorema que classifica os operadores essencialmente normais a menos
de equivaléncia unitaria modulo os compactos, respondendo a questao feita no inicio

da introducao para estes operadores, é o seguinte:

Teorema (Brown-Douglas-Fillmore). Sejam 11, Ty € B(H) operadores essencial-

mente normais. Entao, Ty ~x Ty se, e somente se, 0.(11) = 0.(T») e
ind(T1 — )\I) = Hld(TQ — )\]) VA e C\Ue(Tl).

Aqui, ind denota o indice de Fredholm, como visto na se¢ao A.3. Publicado em
1973 por Brown, Douglas e Fillmore em [6], este resultado trouxe consigo um arsenal
de novas ferramentas que revolucionou o estudo da teoria de C*-dlgebras naquela
época. De maneira surpreendente, a prova envolve nao apenas teoria de operadores,
mas utiliza de maneira sofisticada conceitos topoldgicos e de algebra homoldgica. A
chamada teoria de Brown-Douglas-Fillmore (comumente abreviada BDF) foi o marco
inicial para o desenvolvimento de um grande nimero de ferramentas para o estudo de
C*-algebras.

O objetivo deste trabalho, portanto, é desenvolver as fundagoes da teoria de Brown-

Douglas-Fillmore, e demonstrar o teorema de classificagao,via equivaléncia unitaria



moédulo os compactos, dos operadores essencialmente normais. O que segue é uma
breve exposicao do conteido de cada capitulo do texto:

O capitulo 1 é dividido em duas se¢oes: a primeira secao destina-se a uma prévia
da teoria de Brown-Douglas-Fillmore que trataremos mais adiante; discutiremos bre-
vemente as defini¢oes e conceitos envolvidos, e daremos a idéia da conexao entre teoria
de operadores e dlgebra homoldgica, através do conceito de extensoes de C*-dlgebras,
originando um funtor, que chamaremos de Ext. Ainda na primeira secao, faremos um
primeiro exemplo, classificando, via equivaléncia unitaria médulo os compactos, os
operadores essencialmente normais que possuem espectro essencial contido em R. Na
seqiiéncia, a segunda secao é reservada para um segundo exemplo importante, consis-
tindo na classificacao dos operadores essencialmente normais cujo espectro essencial é
S!. Estes resultados nos darao a classificacao, via equivaléncia unitaria, dos elementos
unitarios da algebra de Calkin.

O capitulo 2, dividido em quatro secoes, é dedicado ao estudo formal de extensoes
de K por C(X): a primeira segao contém defini¢oes e observagoes que estabelecem a
linguagem de extensoes que estaremos usando daquele ponto em diante. A segunda
secao ¢ dedicada aos invariantes de Busby de extensoes; em particular, provaremos que
os conceitos mencionados acima de equivaléncia unitaria e equivaléncia unitaria forte
na algebra de Calkin coincidem nos elementos normais. Voltaremos também a falar do
conjunto Ext(X), introduzido informalmente no capitulo 1. Na terceira se¢ao, faremos
um estudo de dois conceitos de soma de extensoes, denominados “soma-chapéu” e
“soma disjunta”, e veremos que a soma-chapéu de extensoes induz uma operagao
bindria associativa e comutativa em Ext(X), que chamaremos de “soma”. Na quarta
secao, introduziremos as extensoes triviais, e veremos que elas determinam o elemento
neutro para a operagao de soma obtida em Ext(X); isto d4 a Ext(X) uma estrutura
de semigrupo abeliano.

O capitulo 3, em suas duas secoes, estabelece Ext como um funtor covariante
da categoria dos espagos métricos compactos na categoria dos grupos abelianos; em
outras palavras, para todo espago métrico compacto X, Ext(X) é um grupo abeliano,
e dados espacos métricos compactos X,Y e f: X — Y continua, podemos obter um
homomorfismo de grupos Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y') de maneira funtorial. Como
exemplo, calcularemos Ext(S'), algo que serd de grande importancia no capitulo 5.

O capitulo 4, o mais técnico do trabalho, em trés secoes, destina-se ao estudo de
algumas propriedades do funtor Ext. Na primeira secao introduziremos o conceito
de cisao de um elemento de Ext(X) por uma projegao da algebra de Calkin; vérios

resultados 1teis serao obtidos a partir deste conceito. A segunda secao tem duas



preocupagoes: uma delas é estabelecer uma seqiiéncia exata
Ext(A) 5 Ext(X) 25 Ext(X/A)

para X espaco métrico compacto e A subconjunto fechado de X; a outra é obter uma

seqiiéncia rudimentar de Mayer-Vietoris
Ext(B N C) -2 Ext(B) x Ext(C) -2 Ext(X)

para B,C C X fechados com X = B U C. Na terceira e ultima se¢ao, discutiremos
como Ext se comporta com limites projetivos; mais especificamente, dado (X, py) um
sistema projetivo de espagos métricos compactos (ndo vazios), podemos de maneira

padrao obter um sistema projetivo de grupos (Ext(X}y), px,), € um homomorfismo
(I Ext(@Xk) — li;nExt(Xk).

O resultado principal desta secao é demonstrar que o homomorfismo 1 é sempre so-
brejetor.

O capitulo 5, dividido em trés se¢oes, finaliza o estudo da teoria de Brown-Douglas-
Fillmore neste trabalho. Dado um espaco métrico compacto X, definiremos uma
aplicagao

vx : Ext(X) — Hom(7'(X), Z),

onde aqui 7'(X) denota o primeiro grupo de cohomotopia de X. Na primeira segao,
provaremos que vx ¢ um homomorfismo de grupos, e que a correspondéncia X ——
vx define uma transformagao natural entre os funtores Ext e Hom(7w'(—),Z). Na
segunda secao, analisaremos em detalhes o caso X C C e provaremos que, neste
caso, yx € um isomorfismo de grupos. A terceira e tltima segao é curta e, destina-se
a aplicacao da teoria BDF para solucionar trés problemas da teoria de operadores.
Um deles é o Teorema de Brown-Douglas-Fillmore enunciado acima. A prova deste
resultado, como veremos, é uma conseqiiéncia relativamente elementar do fato de
vx ser isomorfismo para X C C. O segundo resultado d& condicoes necessarias e
suficientes para um operador ser perturbacao compacta de um operador normal; o
terceiro diz que o conjunto dos operadores da forma N + K, com N € B(H) normal
e K € K(H), é fechado na norma, resultado este que, aparentemente, até hoje nao
possui uma prova elementar via teoria de operadores.

Ainda neste trabalho estao incluidos cinco apéndices:

O apéndice A é simplesmente um apanhado de defini¢goes e resultados das teorias

de medidas espectrais, integrais espectrais e teorema espectral, operadores compactos,



de Fredholm, de shift e de Toeplitz, que sao utilizados intimeras vezes durante o texto,
estando aqui incluidos a titulo de referéncia; a maioria das provas serao omitidas neste
apéndice.

O apéndice B ¢ dedicado ao estudo do espectro essencial de operadores normais, e
ao teorema de Weyl-von Neumann-Berg enunciado acima. Provaremos uma série de
resultados auxiliares, que nos permitirao fazer a demonstracao deste resultado.

O apendice C trata de resultados sobre seqiiéncias de operadores. Introduziremos
o conceito de joint spectrum (espectro conjunto) de uma familia de elementos de uma
C*-algebra que comutam entre si; entre outros, provaremos um teorema sobre dia-
gonalizacao parcial simultanea modulo os compactos para uma familia de operadores
satisfazendo hipéteses apropriadas, que é de vital importancia em diversos pontos do
texto principal.

O apéndice D destina-se a uma discussao sobre aplicagoes positivas e completa-
mente positivas, com dois resultados principais. O primeiro deles é o teorema de
Stinespring, que diz essencialmente que toda aplicacao completamente positiva é o
“canto” de alguma *-representacao; o segundo diz que, para X um espaco métrico
compacto, toda aplica¢do unital positiva de C'(X) em um quociente B/J de uma C*-
algebra B por um ideal bilateral fechado J pode ser levantada para uma aplicacao
unital positiva de C'(X) em B. Utilizaremos estes resultados na prova de que Ext(X)
é sempre um grupo abeliano.

O apéndice E traz resultados auxiliares de topologia, em particular sobre espagos
topoldgicos totalmente desconexos. Introduziremos, sem demonstracoes, os conceitos
e resultados basicos da teoria de espacos topoldgicos totalmente desconexos, por re-
feréncia. Em seguida, demonstraremos resultados técnicos envolvendo estes espagos
que nos serao uteis no decorrer do texto principal.

Para a leitura deste trabalho, recomenda-se que o leitor tenha algum conhecimento
das teorias de operadores limitados em espagos de Hilbert, C*-dlgebras, operadores
compactos, operadores de Fredholm e indice de Fredholm, operadores de Toeplitz; sao
desejaveis conhecimentos de topologia geral, espagos métricos, teoria da homotopia, te-
oria da medida e teoria espectral de operadores, bem como nogoes gerais dos conceitos
fundamentais da teoria de categorias (categoria, funtor, transformagao natural).

A estrutura deste trabalho é baseada em parte no material publicado por Brown,
Douglas e Fillmore em [6] e [7]; com o passar dos anos, demonstragoes mais simples
ou mais esclarecedoras de certos resultados foram obtidas, e sempre que possivel op-
tamos por trabalhar com estas novas demonstracoes. As referéncias relevantes serao

mencionadas em tempo.



Convencionaremos que, a menos que dito em contréario, todas as C*-algebras que
tomarmos serao C*-algebras com unidade, e todos os *-homomorfismos de C*-lgebras
serdo unitais. Também, todos os espagos topoldgicos (e em particular os espagos
métricos) considerados serao nao vazios.

Finalmente, faremos aqui uma lista de outras notacoes utilizadas no texto, que nao

sao introduzidas em nenhum outro momento:

e Um operador D € B('H) diagonal com respeito a base canoénica de H serd deno-

tado por D = diag,(\x), onde )y, refere-se ao k-ésimo coeficiente da diagonal;

e A unidade de uma C*-dlgebra 21 qualquer seré denotada por 1, ou por 1y quando
a distingao se fizer necesséria; no caso particular de B(H), a unidade é o operador

identidade, que denotaremos por I;

e Dados conjuntos A, B e f : A — B uma func¢ao, denotaremos a imagem de f

por ran(f);

e Para X € C compacto denotaremos por ( : X — C a funcao “identidade”
((z) =x Vre X;

e Para X espaco métrico compacto e Y C X, denotaremos por 1y : X — C a

funcao caracteristica do conjunto Y;

e Dados espacos métricos compactos X,Y e f : X — Y uma funcao continua,

denotaremos por f* : C(Y) — C(X) o *-homomorfismo dual a f, dado por
f1(g)=gofVgeCY)

e O simbolo B;(H) denota a bola unitaria no espago de Hilbert H;

e Para toda C*-dlgebra 2, denotaremos por idg : A — 2l o *-isomorfismo identi-
dade idg(a) = a Va € 2;

e Dada uma projecao P € B(H), por vezes denotaremos I — P por P+ e ran(P)
por PH.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Este capitulo contém as primeiras idéias do estudo da Teoria de Brown-Douglas-
Fillmore; em particular, comecaremos o estudo das extensoes dos compactos por C'(X),
que serao o principal objeto de estudo do capitulo 2.

Novamente lembramos que é essencial o conhecimento das teorias de operadores
compactos e de Fredholm para o que segue, visto que muitas vezes utilizaremos pro-
priedades destes operadores sem menciona-las explicitamente. A caracterizacdo do
espectro essencial de um operador normal (teorema B.1.4) serd eventualmente utili-
zada, em particular no teorema 1.2.5. Os operadores de shift (secdo A.4 do apéndice)
sao boas fontes de exemplos e contra-exemplos, e serao mencionados diversas vezes ao

longo do texto.

1.1 Uma Prévia da Teoria de Brown-Douglas-Fillmore

Conforme visto na introducao, o problema que queremos solucionar neste trabalho é o
de classificacao, via equivaléncia unitaria modulo os compactos, de uma classe especial
de operadores. La fizemos uma abordagem histérica do problema, mas aqui faremos

a exposicao em uma ordem mais direta, concentrando-se no objetivo. Relembrando:

Definig¢ao 1.1.1. Dois operadores T7, T, € B(H) sao ditos unitariamente equivalentes
modulo os compactos quando T5 é unitariamente equivalente a uma perturbacao com-
pacta de T1, ou seja, quando existirem um operador unitério U € B(H) e um operador
compacto K € K(H) tais que

T+ K =UT,U".

A relacao de “equivaléncia unitaria médulo os compactos” é uma relacao de equi-

valéncia (devido a propriedades dos operadores compactos), e utilizaremos o simbolo
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~y para indica-la.

Tudo o que é visto “mdédulo os compactos” deve de alguma forma tentar ser reinter-
pretado em termos da algebra de Calkin, para sintetizar o problema e possivelmente
entender melhor suas implicagoes. De certo modo, classificar operadores via “equi-
valéncia unitaria modulo os compactos” sugere que temos em maos precisamente o
problema de classificacao de elementos da algebra de Calkin, via equivaléncia unitéria
(lembrando que elementos a;, as de uma C*-algebra 24 com unidade sao ditos unitaria-
mente equivalentes quando existe um elemento unitario u € 2 tal que a; = uasu®). Isto
nao é em geral verdade, mas sera verdade se restringirmos um pouco os elementos que
gostariamos de classificar. Como visto na introducao, podemos considerar um outro
tipo de equivaléncia unitaria na algebra de Calkin, que denominaremos de equivaléncia
unitaria forte, onde elementos t;, t; € Q(H) sao ditos fortemente unitariamente equiva-
lentes quando existe um operador unitdrio U € B(H) tal que t; = 7(U)taw(U)*. Fica
claro entao que o problema de classificacao de operadores via equivaléncia unitaria
moédulo os compactos € equivalente a classificar elementos da algebra de Calkin, via
equivaléncia unitaria forte.

A questao entao seria se podemos voltar nossa atengao a uma classe restrita de
elementos da algebra de Calkin, de modo que as duas nogoes de equivaléncia coincidam
e possamos portanto esquecer a equivaléncia unitaria forte e, nesta classe restrita,
relacionar adequadamente o problema de classificagao de operadores (via equivaléncia
unitaria médulo os compactos) e o problema de classificacio de elementos da algebra
de Calkin (via equivaléncia unitaria). J& vimos na introdugdo que estas nogoes de
equivaléncia coincidem nos elementos auto-adjuntos da algebra de Calkin; veremos,
futuramente (corolario 2.2.13), que estas duas nogoes de equivaléncia ainda coincidem,
se restringirmos nosso estudo aos elementos normais da algebra de Calkin.

Estudaremos portanto, no decorrer do trabalho, o problema de classificar, via equi-
valéncia unitdria, elementos normais da élgebra de Calkin. Ja que restringimos nossa
atencao a uma classe restrita de elementos da algebra de Calkin, se quisermos reinter-
pretar o problema no contexto inicial de classificacao de operadores via equivaléncia
unitaria médulo os compactos, devemos também restringir a atencao a uma classe res-
trita de operadores. Obviamente, queremos nos restringir a classe de operadores que
determinam elementos normais da algebra de Calkin. Poderiamos nos perguntar se
esta é precisamente a classe dos operadores normais; este nao é o caso pois, conforme
mencionamos na introdugao, dado um elemento normal n € Q(H), nao é verdade
em geral que existe um operador normal N € B(H) tal que n = m(N). Vejamos um

exemplo classico:

Exemplo 1.1.2. Um operador de shift unilateral S € B(H) (ver se¢cao A.4) nao
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¢ normal, mas ainda assim s = 7(S) € um elemento normal (na verdade unitdrio)
de Q(H). Suponha por absurdo que exista um operador normal N € B(H) tal que
s = w(N). Entao, existe um operador compacto K € K(H) tal que N = S+ K. Ora,
mas S € um operador de Fredholm com indice de Fredholm -1; portanto, N também
serd Fredholm com indice -1, visto que N € perturba¢ao compacta de S. Por outro
lado, € sabido que todo operador de Fredholm normal possut indice de Fredholm zero,

de onde temos um absurdo.
Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.3. Um operador T € B(H) ¢ dito essencialmente normal quando 7(7T")

é um elemento normal da &dlgebra de Calkin, ou, equivalentemente, TT*—T*T € C(H).

A classe de operadores que gostariamos de estudar, portanto, é a dos operado-
res essencialmente normais. B trivial verificar que uma perturbagao compacta de um
operador normal constitui um operador essencialmente normal, e com isto consegui-
mos produzir uma enormidade de exemplos de operadores essencialmente normais;
mas o importante é saber que nem todos os operadores essencialmente normais sao
perturbacoes compactas de operadores normais, como visto com o exemplo do shift
unilateral acima.

Queremos condigoes necessarias e suficientes para que dois operadores essencial-
mente normais 71, Ty € B(H) sejam tais que T} ~x Tp. Sem duvida a igualdade do
espectro essencial é uma condicao necessaria, mas é preciso algo mais; o espectro essen-
cial nao é um invariante completo para classificar operadores essencialmente normais.
Vejamos um exemplo que ilustra este fato (utilizando a interpretacao na algebra de

Calkin, para praticar):

Exemplo 1.1.4. Sejam S, B € B(H) shifts unilateral e bilateral, respectivamente (ver
secao A.4). E fato que S e B sio operadores de Fredholm, ind(S) = —1, ind(B) =0,
e que s = m(S),b = w(B) sao elementos normais de Q(H) com o(s) = o(b) = Sh.
Suponha por absurdo que exista um unitdrio uw € Q(H) tal que bu = us. Escrevendo
u=7(T), temos que existe um operador compacto K € K(H) tal que BT =TS + K.
Agora, T' é operador de Fredholm (visto que w(T') € inversivel), logo das propriedades

de operadores de Fredholm e do indice de Fredholm,
0 +ind(7) = ind(BT) = ind(7'S + K) = ind(T'S) = ind(T") — 1,

o que implicaria em 0 = —1, absurdo.

Conforme visto na introducao, este problema de classificacao de operadores essen-

cialmente normais foi resolvido em 1973 por Brown, Douglas e Fillmore:
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Teorema (Brown-Douglas-Fillmore). Sejam Ty € B(H,) e Ty € B(Hs) operadores

essencialmente normais Entao, Ty ~x Ty se, e somente se, 0.(11) = 0.(Ts) e
ind(Tl — )\I) = 1nd(T2 — )\[) Ve C\O'E(Tl).

O que veremos a seguir é uma idéia geral de como este resultado foi obtido, através
de uma reinterpretacao em termos de um outro problema de classificagao aparente-
mente em nada relacionado ao nosso problema. O passo inicial é a introdugao do
conceito de extensdo de C*-dlgebras.

Dadas 2, B duas C*-algebras, normalmente dizemos que uma extensio de 2 por

B é uma seqiliéncia exata curta

0—A-L e B0

de C*-algebras e *-homomorfismos. Para evitar confusoes, denominaremos uma tal
extensao de 2 por B por extensao generalizada de 2 por B; queremos reservar o termo
extensdo para um outro objeto que definiremos mais a frente. A razao de empregarmos
“normalmente” na definicao anterior é que nao ha uniformidade na literatura para esta
definicao e, por vezes, o que acabamos de definir é considerado por alguns autores como
uma extensao generalizada de B por 2.

Para os efeitos deste trabalho, estaremos interessados em uma classe particular de
extensoes generalizadas de C*-dlgebras: dado um espago métrico compacto X, dizemos

que uma extensao dos compactos por C'(X) é uma extensao da forma

0— K(H)— ¢ 5 C(X) — 0

onde € é uma sub-C*-algebra de B(H) que contém o operador identidade I e o ideal dos
compactos K(H), e a seta “—" indica a inclusado. Por enquanto, codificaremos uma
tal extensdo em uma tripla (X, &, ). Veremos agora que o estudo destas extensoes
esta intimamente relacionado com o estudo de operadores essencialmente normais.

Para a discussao que segue, dado um espago métrico compacto X arbitrario, um
ponto importante é verificar se eristem extensoes dos compactos por C(X); demons-
traremos este fato com a proposicao 2.1.6. E seguro assumir, por enquanto, que as
extensoes consideradas existem.

Seja (X, €, ¢) extensao. A primeira conexao do conceito de extensao dos compactos
por C'(X) e os operadores essencialmente normais reside no fato de que todo operador

T € €& é essencialmente normal. Isto é imediato, pois como C(X) é uma C*-dlgebra
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comutativa, temos

o(IT* =TT) = p(T)p(T)" — o(T) p(T) = p(T)p(T)" — p(T)p(T)" =0,

de onde tiramos que 71" —T*T € ker(p) = K(H), o que prova que 1" é essencialmente
normal.

Temos falado de espacos métricos compactos, mas até o momento pode nao estar
claro que papel eles desempenham nesta teoria. Lembremos que o espectro de qual-
quer elemento de uma C*-dlgebra é um subconjunto compacto e nao vazio de C; logo,
podemos veé-lo como um subespago métrico compacto nao vazio de C. A segunda co-
nexao do conceito de extensao dos compactos por C'(X) e os operadores essencialmente

normais ¢ dada a seguir:

Proposicao 1.1.5. Seja T € B(H) essencialmente normal, e X = o.(T). Entao,
existe (X, €, @) extensao dos compactos por C(X) tal que € = C*(I,T,K(H)).

Demonstragao. O elemento t = n(T) € Q(H) é normal e o(t) = X, logo podemos

falar do célculo funcional continuo de t, dado por um *-isomorfismo

n:C(X) — C*(1,¢)
fo— f.

Defina € = C*(I,T,K(H)) C B(H); entdao, como 7 : B(H) — Q(H) é
*-homomorfismo, temos que ran(w|e) = C*(1,7(T)) = C*(1,t). Assim, podemos
fazer a composicao ¢ := 17! o 7|g, que é claramente um *-homomorfismo sobrejetor
cujo nucleo é IC(H). Segue-se que a tripla (X, &, ) é extensao dos compactos por
C(X) como desejado.

Vemos portanto da proposicao acima que todo operador essencialmente normal
determina, de maneira simples, uma extensao dos compactos por C'(X), onde X ¢é o
espectro essencial do operador. Nos referiremos a extensao como na prova da pro-
posicao acima por extensao determinada por T'. Facamos uma definicao para efeito de

organizacao.

Definigao 1.1.6. Seja 7" € B(H) essencialmente normal, ¢ X = o.(7). Entdo, a

extensao determinada por T é a extensao (X, €, ) dos compactos por C(X), onde
¢ = CI,T,K(H)) e p = ntom|e onde n : C(X) — C*(1,n(T)) é o célculo

funcional continuo de 7(7').
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Poderiamos nos perguntar se qualquer extensao (X, &, ¢) dos compactos por C'(X)
com X C C compacto é determinada por um operador essencialmente normal, como

na definicao acima. Isto é de fato verdade, como mostra a proposicao seguinte:

Proposicao 1.1.7. Seja X C C compacto e (X, &, p) extensao dos compactos por
C(X). Entao, existe um operador essencialmente normal T' € B(H) tal que (X, €, p)

¢ a extensao determinada por T'.

Demonstragao. Visto que ¢ é sobrejetor, podemos tomar 7" € € tal que p(T) = ¢
(relembrando, ¢ : X — C é a funcdo “identidade” ((z) = z Vo € X). E fato que

0(¢) = X; considerando o *-isomorfismo induzido por ¢ no quociente,

Afirmamos que € = C*(I,T,KC(H)). De fato, para nao carregar a notacao escreva
A =C*(1,T,K(H)). Naturalmente, A C &; precisamos provar a outra inclusdo. Para
tanto, observe que p|y ainda é sobrejetora, pois é claro que {1,(} C ran(p|y), € como
1 e ¢ geram C(X), temos C(X) C ran(ep|gy).

Dado S € € arbitrario, existe portanto S" € 2 tal que ¢(S) = ¢(5’), ou seja, K :=
S—8"€ker(p) =K(H). Dai, S =S+ K € €&, provando que € =A = C*({,T,K(H))
como queriamos.

Precisamos agora provar que ¢ = 1! o 7|e, onde n : C(X) — C*(1,7(T)) é o
célculo funcional continuo de 7(T"); basta para isto provar que now = 7| nos geradores

da C*-dlgebra €: é claro que nop e 7|e coincidem nos operadores compactos; também,
no(l) =n(1) = Un(T)) = n(U(T)) = n(I) = m|e(]),

nop(T) =n(¢) = C(x(T)) = n(C(T)) = n(T") = 7le(T),

o que verifica o desejado. Segue-se que (X, €&, ¢) é a extensao determinada por T,

como queriamos.
[ |

Observe que, na proposicao anterior, nao ha unicidade na escolha do T que de-

termina a extensao; A nossa escolha feita de modo que ¢(7) = ¢ mostra que na
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verdade qualquer perturbacao compacta de T teria funcionado igualmente para os
Nnossos propositos.

Existe portanto uma correspondéncia (embora nao 1-1) entre operadores essenci-
almente normais e extensées dos compactos por C'(X) com X C C compacto. Em
particular, o que observamos no paragrafo anterior sobre a escolha de 7" médulo os
compactos nos diz que podemos considerar uma correspondéncia 1-1 entre elemen-
tos normais da algebra de Calkin e extensoes dos compactos por C(X) com X C C
compacto. No momento, porém, estamos mais interessados no contexto de operadores
essencialmente normais.

A idéia agora é tentar tirar vantagem da correspondéncia acima e, de alguma
forma, interpretar o problema de classificacao de operadores essencialmente normais
em termos de um problema envolvendo a linguagem de extensoes; ou seja, precisamos
de um conceito adequado de equivaléncia de extensoes, para que o problema de classi-
ficacao, via equivaléncia unitaria modulo os compactos, dos operadores essencialmente
normais, seja equivalente ao problema de classificacao, via esta possivel equivaléncia,
das extensoes dos compactos por C(X) com X C C compacto. De fato, existe um
tal conceito de equivaléncia entre extensoes, que definiremos a seguir (ndo entraremos
muito em detalhes sobre as tecnicalidades desta definigao, por enquanto; isto sera feito

no capitulo 2).

Definigao 1.1.8. Dado X espago métrico compacto, dizemos que extensoes (X, €1, 1),
(X, €y, ¢y) dos compactos por C(X) sao equivalentes quando existir um operador
U € B(H) unitério tal que €, = U& U e p1(T) = pg 0 AdU(T),VT € €&;.

A relagao definida acima é claramente uma relagao de equivaléncia. O teorema a

seguir dara a equivaléncia entre os dois problemas de classificacao.

Teorema 1.1.9. Sejam T,T, € B(H) essencialmente normais. Entdo, Ty ~x Ty se,

e somente se, as extensoes determinadas por T e por T sao equivalentes.

Demonstragao. (=) Suponha que T} ~x Tz. Tome U € B(H) unitario e K € K(H)
tais que To = AdU(T1)+ K. Sejam (X, €1, ¢1) e (X, €y, o) as extensoes determinadas
por 17 e Ty, respectivamente.

Afirmamos que &, = UE U*: de fato, AdU é um *-automorfismo de B(H) e
AdU(I) =1, AdU(K(H)) = K(H). Além disso,

AdU(Ty — U*KU) = AdU(T}) + AdU(U*KU) = AdU(Ty) + K = Ts.

Como &, = C*(I,T1,K(H)) = C*(I, Ty —U*KU,K(H)), vemos do observado acima
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que
U\ U* = AdU(&,) = AdU(C*(I, Ty — U KU, K(H))) = C*(I,Ts, K(H)) = &,.

Vamos agora provar que ¢1(7T) = p20AdU(T),VT € &;: basta para isso provar que
1 coincide com g0 AdU nos geradores de €1, pois ambos sao *-homomorfismos. Ora,
claramente estas duas fungoes coincidem em IC(H), e 1 (1) = 1 = @o(I) = pa0AdU(I).

Além disso,
P1(Th) = ¢ = 2(T2) = p2(AdU(Th) + K) = ¢2(AdU(TY)),

verificando o afirmado. Segue-se que as extensoes (X, €1, 1) e (X, €y, p2) sdo equiva-
lentes.
(<) Seja U € B(H) o operador unitdrio que implementa a equivaléncia entre as

extensoes (X, €1, ¢1) e (X, Ey, p2). Entao,

p2(T2) = ¢ = p1(Th) = 2 0 AdU(Th),
de onde vem que Ty — AdU(Ty) € ker(ps) = K(H), provando assim que Ty ~x Ts.
[

Portanto, para resolver o problema de classificacao dos operadores essencialmente
normais, ¢ suficiente solucionar o problema de classificagao de extensoes dos compactos
por C(X) para os subconjuntos compactos X de C; ou seja, se para um dado X C C
compacto sabemos classificar as extensoes dos compactos por C'(X), entao saberemos
classificar os operadores essencialmente normais cujo espectro essencial é X.

Agora, abordar o problema do ponto de vista de extensoes é bastante vantajoso,
por uma série de razoes; vejamos a seguir uma delas:

Sabemos que se dois espacos métricos compactos X, Y sao homeomorfos, entao as
C*-algebras C'(X),C(Y) sdo *-isomorfas. Digamos que 7 : C(Y) — C(X) é um tal
*-isomorfismo. Entao, dadas duas extensoes (Y, €1, ¢1), (Y, €, ¢2) dos compactos por
C(Y), é facil ver que estas extensoes sao equivalentes se, e somente se, as extensoes
(X,€1,mo 1) e (X,E,n o0 ¢y) dos compactos por C'(X) sdo equivalentes. Assim,
em particular, se X7, Xo C C sao homeomorfos e tivermos classificado os operadores
essencialmente normais com espectro essencial X7, entao teremos também classificado
os operadores essencialmente normais com espectro essencial X5, utilizando a teoria
de extensoes.

Antes de continuarmos, gostariamos de fazer agora a classificacao dos operadores

essencialmente normais cujo espectro essencial é um conjunto X C R. Este caso é
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bastante simples, e nos sera muito 1util no futuro. Na demonstracao, utilizaremos o te-
orema de Weyl-von Neumann-Berg mencionado na proposi¢ao; sua prova ¢ encontrada

no apéndice B (Teorema B.2.6).

Proposicao 1.1.10. Seja X C R compacto. FEntao, todos os operadores essencial-

mente normais com espectro essencial X sao equivalentes.

Demonstracao. Primeiramente, considere um operador essencialmente normal 7' €
B(H) com o.(T) = X qualquer. O elemento n(7T") € Q(H) é normal e o(nw(T)) =
X C R, logo n(T) é auto-adjunto, ou seja, w(T) = =n(T)*. Portanto, T — T* €
KK(H). Ora, mas T — T* = 2iIm(T), e portanto Im(T) € K(H), de onde temos
T = Re(T) 4 iIm(T) = Re(T) + K, para K = iIlm(T) compacto.

Agora, tome arbitrariamente operadores essencialmente normais 77,75 tais que
o.(T1) = 0.(Ty) = X. Conforme observado acima, existem operadores compactos
K, Ky tais que 17 = Re(Ty) + Ky, Ty = Re(Ts) + Ko. Em particular, temos que
T, ~x Re(Ty), Ty ~x Re(Ts). Ora, mas também

0e(Re(Ty)) = 0.(Th) = X = 0.(T3) = 0.(Re(Ty)),

e portanto como Re(T) e Re(T2) sdo auto-adjuntos concluimos do teorema de Weyl-

von Neumann-Berg que Re(T;) ~x Re(T3). De imediato temos
Ty ~x Re(Ty) ~x Re(Tq) ~x Ta,
o que completa a demonstracao.
[

Conforme observamos apds o teorema 1.1.9; temos como corolario da proposicao
anterior a classificacao dos operadores essencialmente normais cujo espectro essencial
X C C é homeomorfo a um subconjunto compacto de R. Noés o enunciaremos aqui

por completeza.

Corolario 1.1.11. Seja X C C compacto homeomorfo a um subconjunto compacto de
R. FEntao, todos os operadores essencialmente normais com espectro essencial X sao

equivalentes.

Interpretando estes resultados no contexto de extensodes vemos que, se X C C é
homeomorfo a um subconjunto de R, entao existe apenas uma extensao dos compactos

por C(X), a menos de equivaléncia.
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A outra grande vantagem da formulacao do problema original no contexto de ex-
tensoes é que podemos introduzir os conceitos e técnicas da algebra homoldgica para o
estudo do problema. Vejamos brevemente como isto sera feito nos capitulos seguintes:

Dado X um espac¢o métrico compacto, denotaremos por Ext(X) o conjunto das
classes de equivaléncia de extensdes dos compactos por C'(X); mais precisamente, na
segao 2.2, definiremos o invariante de Busby de uma extensao dos compactos por C'(X),
e na se¢ao 2.3 definiremos Ext(X) como o conjunto das classes de equivaléncia dos
invariantes de Busby de extensoes dos compactos por C'(X) (deixaremos as sutilezas
oriundas da teoria de conjuntos nesta defini¢cao para a se¢ao 2.3). O primeiro grande
objetivo serd demonstrar que Ext(X) possui uma estrutura de grupo abeliano; para
isto, precisamos de um estudo detalhado das extensoes dos compactos por C(X) e
de seus invariantes de Busby, algo que sera feito no capitulo 2. Na secao 2.3 nos
definiremos o conceito de soma-chapéu de extensoes, e veremos como esta operacao
pode ser levada ao quociente Ext(X). Um ponto importante na verificagdo de que
Ext(X) é grupo é identificar o elemento neutro da operacao considerada. Veremos que
o elemento neutro é dado pelo correspondente dos invariantes de Busby da classe das
extensoes triviais, ou seja, das extensoes que cindem (a direita). Para relembrar, dada

uma seqiiéncia exata de C*-4lgebras,

O—)%L@L%—)O

dizemos que esta seqiiéncia cinde (4 direita) quando existe um *-homomorfismo
n: B — € tal que pon : B — B é a funcao identidade. Observe que ¢ é
uma inversa a esquerda para um tal 7, e portanto este 1 é necessariamente injetor.

Um problema que temos em maos, evidentemente, é o de verificar que extensoes
triviais sempre existem, para qualquer espaco métrico compacto X. Isto serd feito na
secao 2.4, juntamente com um estudo aprofundado das extensoes triviais.

Uma vez que tenhamos em maos o fato de que Ext(X) é grupo para todo espago
métrico compacto X, comecaremos a colher alguns resultados. Dados dois espagos
métricos compactos X,Y e uma funcao continua f : X — Y, obteremos um ho-
momorfismo de grupos Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y), de modo que Ext, o objeto
matematico que faz corresponder a cada espago métrico compacto X um grupo abe-
liano, e a cada funcao continua f : X — Y entre espagos métricos compactos um
homomorfismo de grupos Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y), é um funtor; mais especifi-
camente, conforme mencionado brevemente na introducao, provaremos que Ext é um
funtor covariante da categoria dos espacos métricos compactos na categoria dos grupos

abelianos.
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O que vird na seqiiéncia serd uma incursao na parte mais técnica da teoria do
funtor Ext. Precisaremos construir uma maquinaria bastante pesada para conseguir-
mos atingir o objetivo final do problema de classificacao de operadores essencialmente
normais. Em algum momento (capitulo 5), a teoria de indices de Fredholm entrara
em cena, de uma maneira bastante interessante, em termos de um homomorfismo de
grupos

vx @ Ext(X) — Hom(7(X), Z),

onde X é espago métrico compacto e, como mencionado na introdugao, 7' (X) denota
o primeiro grupo de cohomotopia de X. Nesta parte, o objetivo principal sera provar
que vx € sempre um isomorfismo de grupos quando X C C; no final, serd exatamente
este o resultado que utilizaremos para provar o teorema de Brown-Douglas-Fillmore

de classificacao de operadores essencialmente normais.

1.2 Classificacio dos Elementos Unitérios da Algebra
de Calkin

Na secao anterior, vimos a classificacao dos operadores essencialmente normais cujo
espectro essencial é homeomorfo a um subconjunto compacto de R. Nesta secao,
estaremos interessados nos operadores essencialmente normais cujo espectro essencial
¢ homeomorfo a S*. Sem diivida isto j& nos serd 1til a titulo de exemplo, mas vejamos
mais uma motivacao deste estudo em termos de classificacao de elementos unitarios
da algebra de Calkin:

E sabido da teoria de C*-algebras que os elementos unitarios de uma C*-dlgebra A,
com unidade, sao precisamente os elementos normais cujo espectro é um subconjunto
de S!. Se t = w(T) é um elemento unitdrio da algebra de Calkin com espectro contido
propriamente em S', entdao o espectro essencial do operador 7' é homeomorfo a um
subconjunto de R; portanto, em virtude do corolario 1.1.11 ja temos a classificacao,
via equivaléncia unitéria (forte), deste tipo de elemento unitario da dlgebra de Calkin.
Para conseguirmos classificar todos os elementos unitérios da algebra de Calkin via
equivaléncia unitaria forte, falta portanto considerarmos aqueles elementos unitarios
cujo espectro é precisamente o circulo S' inteiro, ou seja, precisamos ainda classificar
os operadores essencialmente normais com espectro essencial S*.

Algo interessante que veremos com o estudo deste exemplo é que o indice de
Fredholm fard mais uma aparicao, reforcando a esperanca de que ele, juntamente
com o espectro essencial, forneca a classificacao geral dos operadores essencialmente

normais.
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Para a compreensao deste capitulo, é necessario o conhecimento dos conceitos e re-
sultados do apéndice C sobre sequiéncias de operadores. As tecnicalidades das demons-
tracoes la contidas nao serao necessarias para a compreensao desta secao, portanto o
leitor que quiser simplesmente acompanhar o exemplo pode assumir os resultados uti-
lizados daquele apéndice sem maiores problemas.

Demonstraremos antes mais trés propriedades sobre a equivaléncia unitaria moédulo
os compactos. As duas primeiras (proposicao 1.2.1 e lema 1.2.4) sdo triviais, a terceira
nem tanto (teorema 1.2.5).

Vejamos a primeira delas.

Proposicao 1.2.1. Sejam T,S € B(H) operadores de Fredholm tais que T ~x S.
Entdo, ind(T') = ind(S).

Demonstragao. Suponha que UTU* = S + K, para um operador unitario U € B(H)
e um operador compacto K € K(H). Entéo,

ind(S) = ind(S + K) = ind(UTU*) = ind(U) + ind(T") — ind(U) = ind(T).
|

Observacgao 1.2.2. Gostarfamos de observar que, a partir desta secao, trabalhare-
mos muito simultaneamente com dlgebras de operadores lineares limitados em diversos
espacos de Hilbert de dimensao infinita separaveis. A priori os espacos de Hilbert em
questao sao distintos, mas é sabido da teoria cldssica de andlise funcional que todos
os espagos de Hilbert de dimensao infinita separaveis sao isometricamente isomorfos;
ou seja, todos sdo essencialmente o espago H = l»(N*), apenas interpretado de ma-
neiras diferentes. Mais formalmente, se H1, Hs sao espacos de Hilbert de dimensao
infinita separdaveis, entao existe um operador unitario V : ‘H; — Hs, o que imple-
menta portanto um isomorfismo isométrico entre estes espagos. Desta forma, sempre
que estudarmos um conceito que involve “um” espaco de Hilbert de dimensao infinita
separavel (isto é, sem se preocupar com a caracterizagdo em particular do espago,
apenas com sua estrutura), e em algum momento no estudo deste conceito precise-
mos considerar diversos tais espacos de Hilbert, podemos sem perda de generalidade

assumir que todos sao o mesmo espaco de Hilbert, H.

Por vezes, porém, é vantajoso separarmos as coisas e fazer distincao entre os espagos
de Hilbert considerados. Tendo isto em mente, precisamos a rigor de defini¢oes formais
dos conceitos apresentados até agora, levando em consideragao o fato de que podemos

estar trabalhando em espacgos de Hilbert “distintos”. Isto pode ser feito facilmente,
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ao substituirmos o conceito de equivaléncia unitaria médulo os compactos apresen-
tada anteriormente por uma versao ligeiramente modificada (sem nenhuma perda de
generalidade, pelo observado acima), e reinterpretando todos os resultados obtidos em

termos desta outra interpretacao da equivaléncia:

Definigao 1.2.3. Operadores T} € B(H;) e To € B(Hy) sao ditos unitariamente
equivalentes modulo os compactos quando 15 é unitariamente equivalente a uma per-
turbacao compacta de Tj, ou seja, quando existirem um operador unitario

U : Hy — H; e um operador compacto K € K(H;) tais que
T+ K =UTyU".

Tendo observado isto, vejamos agora as duas novas propriedades da equivaléncia

unitaria médulo os compactos.

Lema 1.2.4. Suponha que H = H1®Hs2, onde Hq, Hy sao também espacos de Hilbert
de dimensao infinita separdveis, e considere operadores T, S € B(Hy) tais que T ~x S.

Se R € B(H,), entio T®&R ~x¢ S®R.

Demonstragao. Tome um operador unitario U € B(H;) e um operador compacto
K € K(Hl) tais que S = U(T 4 K)U*. Entéo, os operadores U, K € B(H) definidos
por U= Udly,, K = K @04, sao tais que U é unitério, K ¢é compacto, e

U(TOR + KU = (UdLy,)(T + K)OR)(U*®Ly,) =
= SOR,

provando que T®R ~x SGR, como queriamos.

Antes de vermos o préximo resultado, lembremos da teoria de operadores em
espagos de Hilbert que, dados operadores Ty € B(H;y), 1o € B(Hz), temos que o
operador T1@7T5 é unitariamente equivalente ao operador 15T ; isto é obtido através

do operador unitario U entre os espacos H1®Hs e Ha®H; dado por

U:Hi®&Hy — HyPH;
(&1,6) — (&.&).

Portanto, em particular, 71T, ~x To6T;. Usaremos este resultado diversas vezes

no decorrer do texto, comecando com o teorema a seguir.
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Teorema 1.2.5. Sejam operadores T € B(H;) essencialmente normal e N € B(Hs)
normal tais que oo.(N) C 0.(T). Entio, N®T ~x TGN ~x T.

Demonstragao. Ja sabemos que N®T ~x T@HN pela observagao acima; basta, por-
tanto, verificarmos a outra equivaléncia.
Tome A C 0.(T) enumeravel e denso. Considere uma seqiiéncia {\}, C A onde

cada z € A aparece infinitas vezes na seqiiéncia {A},; em particular, note que esta

sequiéncia satisfaz o.(T) = {\("},. Utilizando o coroldrio C.2.5 para o operador T e a
seqiiéncia {A},, temos que
T =D®R+ L,

onde L € B(H1) é compacto e D é um operador diagonal com seqiiéncia de autovalores

(A0},
Afirmamos que o.(D) = 0.(T): de fato, por um lado temos

0e(D) Co.(D)Uo.(R) =0.(D®R) = 0.(T).

Por outro lado, cada A(" é um autovalor de multiplicidade infinita de D, e portanto
pertence a o,.(D), visto que D é normal (ver teorema B.1.4); assim, {\}, C o.(D),

de onde segue que o (T) = {A"}, C o.(D), verificando o afirmado.
A hipétese 0.(N) C 0.(T) nos garante agora que

0e(DBN) = 0.(D) U 0e(N) = 0e(T) Uoe(N) = 0.(T) = 0e(D),

e como N e D@ N sao operadores normais, temos pelo teorema de Weyl-von Neumann-
Berg que DN ~x D. Logo, pelo lema 1.2.4, DEN®R ~x DS R. Utilizando nova-

mente a observagao que antecede este teorema obtemos finalmente
T ~x DR ~x DOR®N ~x THN,
concluindo a demonstracao.
[

Para provarmos o nosso resultado de classificacao de operadores essencialmente
normais com espectro essencial S!, precisamos de um teorema de estrutura para iso-
metrias conhecido como o teorema da decomposicao de Wold-von Neumann. No6s o
enunciaremos aqui por referéncia; a prova do mesmo pode ser encontrada por exemplo
em [17], teorema 3.5.17.
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Teorema 1.2.6 (Wold-von Neumann). Seja T € B(H) uma isometria. Entao, ou
T € unitdrio, ou T é um shift de alguma multiplicidade, ou T € soma direta de um

unitdrio com um shift de alguma multiplicidade.

Por shift de alguma multiplicidade, entenda-se um operador que é soma direta
de cépias de um shift unilateral, onde a multiplicidade (um valor n € N* U {o0})
determina o ntimero de fatores da soma direta; por exemplo, um shift de multiplicidade
7 ¢ uma soma direta de sete copias de um shift unilateral, enquanto que um shift de
multiplicidade infinita é uma soma direta de uma quantidade infinita (enumeravel) de
copias de um shift unilateral.

E conseqiiéncia elementar das teorias pertinentes (espectro essencial e indice de
Fredholm) que um shift de multiplicidade n possui espectro essencial S! e, caso n <
oo, entao ele é um operador de Fredholm com indice de Fredholm —n, e é também
essencialmente normal, visto que a soma direta finita de operadores essencialmente
normais é essencialmente normal.

Dado n € N*, denotaremos por §,, o operador que é soma direta de n cépias do
operador de shift unilateral fixado S, e por R,, o adjunto de §,,. Claramente, qualquer
shift de multiplicidade n é unitariamente equivalente a S,, e o adjunto de qualquer
shift de multiplicidade n é unitariamente equivalente a R,,.

Estamos agora em condigoes de enunciar e demonstrar o resultado principal da

secao.

Teorema 1.2.7. Seja T' € B(H) essencialmente normal tal que w(T') é um elemento

unitdrio da dlgebra de Calkin. Entado,
e seind(T) =0, entdo T € perturbagdo compacta de um operador unitdrio;
e seind(T)=-n<0, entio T ~x Sp;
e seind(T)=n>0, entio T ~x Ry;

Demonstragao. Como ind(T*) = —ind(7T'), podemos supor sem perda de generalidade
que ind(7) < 0.

Como 7(T) é unitério, temos T°T — I € K(H). Denotando |T| = (T*T)"?,
podemos escrever T*T' — I = (|T| — I)(|T'| + I). Agora, |T| 4+ I é inversivel; de
fato, isto é conseqiiéncia direta do teorema do mapeamento espectral, pois como |T'| é

um operador positivo, logo o(|7']) C [0, +00) e portanto
o(|T|+1)={ +1: xea(|T])} C[1,+00),
provando desta forma que 0 ¢ o(|T'| + I), ou seja, |T'| + I é inversivel.
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Concluimos desta forma que |T| — I = (T*T — I)(|T| + I)~' € K(H). Denote
K' =|T| — I, para simplificar a nota¢do. Considere agora T'= W|T'| a decomposigao

polar do operador T. Entao,
T=W|T=WI+K)=W+WK' =W +K,

onde K = WK’ € K(H). Tiramos da equagao acima que W é operador de Fredholm,
pois é perturbacao compacta de T, e ainda ind(WW) = ind(7") < 0. Logo,

dim ker W < dim ker W* = dim(ran(W))".

Tome portanto L € B(H) uma isometria parcial cujo espago inicial é ker(W) é cujo
espaco final estd contido em (ran(W))+t. Note em particular que L é compacto, pois é
de posto finito.

Denote V. = W + L; observe que V é uma isometria, pois W é isometria em
(ker(W))* e zero em ker(W), e L é isometria em ker(W) e zero em (ker(W))*. Denote

também K = K — L, observando que K é claramente compacto. Além disso,
T=W+K=W+L-L+K=V+K.

Portanto, em particular V' é um operador de Fredholm com ind(V) = ind(7).
Analisemos separadamente os casos ind(7") = 0 e ind(7T") < 0:

No caso ind(7") = 0, temos ind(V) = 0 e assim, pelo teorema da decomposigao
de Wold-von Neumann, V' ¢é unitédrio, visto que as isometrias com um somando de
shift possuem indice nao trivial. Temos de imediato que T é perturbacao compacta
do unitario V', demonstrando o que queriamos para este caso.

No caso ind(7) = —n < 0, temos ind(V) = —n < 0 e assim, pelo teorema da
decomposicao de Wold-von Neumann, existem duas possibilidades: na primeira delas,
V' é um shift de alguma multiplicidade; esta multiplicidade é na verdade n = —ind(V').
Portanto, T" ~x V', com V um shift de multiplicidade n, de onde T" ~¢ &,, pela ob-
servacao que antecede o teorema, como desejado. Na segunda possibilidade, V = U®S,
onde U é um operador unitario e S é um shift alguma multiplicidade (—ind(S5)); mas
ind(U) = 0, logo

ind(S) = ind(U) + ind(S) = ind(UdS) = ind(V),
ou seja, S tem multiplicidade —ind(S) = —ind(V) = n.

Observe agora que U é um operador unitario, logo é normal, e 0.(U) C S' = ¢.(9);
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portanto, pelo teorema 1.2.5, V = U®S ~ S, de onde segue que
T:V—l—f{' ~e Vo~ S,

ou seja, T' ~x S onde S é shift de multiplicidade n = —ind(7T), e portanto T' ~ S,,

concluindo assim a demonstracao.
[ |

Podemos agora classificar os operadores essencialmente normais cujo espectro es-
sencial é precisamente S'. Como esperado, o indice de Fredholm definird a classificacao,

em virtude do teorema anterior.
Corolario 1.2.8. Sejam T,V € B(H) operadores essencialmente normais tais que

0.(T) = 0.(V) =S'. Entao, T ~ V se, e somente se, ind(T) = ind(V).

Demonstracao. (=) Conseqiiéncia imediata da proposigao 1.2.1.
(<) Escreva ind(7) = ind(V) = —n. Se n > 0, entéo do teorema 1.2.7,

T~k Sy~ V,

e portanto 1" ~x V. O caso n > 0 é andlogo. Se n = 0, entao existem operadores

unitarios Uy, Uy € B(H) tais que T' ~x Uy, V ~ Us. Ora, mas assim
0(U1) = 0(T) = 0.(V) = 0.(Ua),

e como Uy, U, sao unitarios, e portanto normais, segue-se do teorema de Weyl-von

Neumann-Berg que U; ~x Us. Logo,
T ~ Uy ~ Uy ~¢ V,

provando o corolério.
[ |

Uma conseqiiéncia interessante do corolario acima é a seguinte: sabemos que, para
cada inteiro n € Z, existe um operador essencialmente normal com espectro essencial
St e indice de Fredholm n (basta tomar S_, caso n < 0, R, caso n > 0, e um shift
bilateral caso n = 0). Portanto, vemos que existe uma bije¢ao entre o conjunto Z e o
conjunto de classes de equivaléncia de operadores essencialmente normais com espec-
tro essencial S!, bijecao esta implementada pelo indice de Fredholm. Em particular,
utilizando a linguagem de extensoes introduzida na secao anterior, produzimos uma
bijegao entre Ext(S!) e Z.
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Capitulo 2
Extensoes e Invariantes de Busby

Neste capitulo faremos um estudo detalhado das extensées dos compactos por C'(X), e
dos invariantes de Busby destas extensoes. Definiremos o conjunto Ext(X), e daremos

a ele uma estrutura de semigrupo abeliano.

2.1 Extensoes de K por C(X)

Comecaremos esta secao definindo novamente os conceitos de extensoes generalizadas

de C*-dlgebras e de extensoes dos compactos por C'(X), mencionados na segao 1.1.

Definigao 2.1.1. Sejam 2,8 duas C*-algebras. Uma extensao generalizada de 24 por

B é uma seqiiéncia exata curta de C*-dlgebras e *~homomorfismos

¥

0— A5 ¢ 2B — 0.

Definigao 2.1.2. Seja X um espago métrico compacto. Uma extensao de KC(H) por

C(X) é uma extensao da forma
0— K(H) — ¢ 2 C(X) — 0,

onde € é uma sub-C*-dlgebra de B(H) que contém o operador identidade I e o ideal

dos compactos K(H), ¢ é unital, e a seta “—" indica a inclusdo.

Observacao 2.1.3. Na definicao anterior nés fizemos uso explicito do espaco de Hil-
bert fixado H, mas naturalmente estaremos interessados em extensoes de K(ﬂ) por
C'(X) onde H é um espaco de Hilbert qualquer de dimensao infinita separavel; por
mais que todos estes espagos sejam isometricamente isomorfos (ver observagao 1.2.2),
existem momentos em que é util e didatico fazermos distincao entre eles. Utilizaremos

o simbolo K para indicar o ideal dos operadores compactos em algum dado espaco de
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Hilbert, sempre que nao for necessario explicitar o espaco de Hilbert em questao; nestes

casos evitaremos o uso do simbolo K(H), e utilizaremos simplesmente a terminologia

“extensao dos compactos por C(X)”.

No contexto das extensoes generalizadas de C*-algebras, é possivel definir diver-
sas nocoes de equivaléncia de extensoes generalizadas; nds estaremos interessados em

apenas uma delas, dada pela definicao a seguir.

Definicao 2.1.4. Sejam 2(, B C*-algebras. Dadas duas extensoes generalizadas de 2A

por B, digamos,

O—>Qli>€i>%—>0

¢/

0—>Q[—>(’E'L/>%—>O,

*

dizemos que elas sao equivalentes quando existir um *-isomorfismo 7 : &€ — @ tal

que o diagrama a seguir comute:

0 AL ¢ 2, m 0
|
0 AV Y.m 0

A relagao definida acima é obviamente uma relagao de equivaléncia.

Neste trabalho nao estudaremos as extensoes generalizadas dos compactos por
C(X). Estamos interessados apenas nas extensdes dos compactos por C'(X) como
definidas em 2.1.2, pois estas extensoes estao intimamente relacionadas com o nosso
problema de teoria de operadores, como visto no capitulo anterior.

Facamos, porém, uma breve discussao para mostrar que, ao contrario do que possa
parecer, se avaliarmos o problema das extensoes generalizadas dos compactos por C'(X)
puramente do ponto de vista da algebra homolégica, nao ha uma perda de generali-
dade consideravel envolvida no estudo da classe restrita de extensoes dos compactos
por C(X), de acordo com a defini¢ao 2.1.2, no lugar da defini¢do usual de extensao
generalizada. Esta discussao tem carater ilustrativo e nao é necesséaria para o estudo
principal; o conhecimento dos resultados bésicos da teoria de representagoes de (H)
(ver segao A.2) é indicado para uma melhor compreensao do que segue.

Consideremos uma extensao generalizada arbitraria usual protétipo de IC(H) por
C(X),

0— K(H) -5 ¢ 2 C(X) — 0.

O espaco X é métrico, logo C'(X) é separavel; como K(H) é separavel e a seqiiéncia
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é exata, temos que € é separavel. Podemos encontrar uma *-representacao fiel de &

em B(H), digamos,  : € — B(H), e assim construir um diagrama comutativo

P

0—=K(H) T — O(X) —=0

E claro que a linha de baixo do diagrama ¢ exata, sendo portanto uma outra extensao
dos compactos por C(X) equivalente a primeira. Estudando as extensoes médulo
a relacao de equivaléncia, concluimos dai que, sem perda de generalidade, podemos
considerar inicialmente & C B(H).

Se supusermos portanto € C B(H), temos que ¢ define uma *-representagao de
K(H) em H. Lembremos rapidamente os conceitos basicos de teoria de *-representagoes
de C*-dlgebras que serao utilizados: Se ¥ : A — B(H) é uma *-representacao de uma
C*-dlgebra 2, definimos o espago nulo e o espago essencial da representagao ¥ como

os subespacos de Hilbert de H dados respectivamente por
HO(U) ={¢ € H:T(€) =0 VT € ran(V)},

Hess(V) =span {T'(§) : T € ran(V), £ € H}.

Estes espacos sdo naturalmente ran(¥)-invariantes e H = H°(V)@H..(¥). Logo,
de acordo com esta decomposi¢ao de H podemos escrever ¥ = 0@V’ a soma direta
das representacoes 0 : A — B(H(¥)) e ¥ : A — B(H,ss(V)), induzidas por .
Representagoes que possuem espago nulo diferente de zero sao chamadas representacoes
degeneradas; as que possuem espaco nulo zero sao denominadas representacoes nao-
degeneradas. Agora, a subrepresentacao nula de U sobre o seu espaco nulo nao carrega
informacao alguma sobre a representacao W, e a subrepresentacao V' mencionada
acima ¢é nao-degenerada; é razoavel, portanto, sempre que tivermos uma representacao
degenerada ¥, desconsiderarmos seu somando direto nulo e olharmos para ¥ como uma
representagao nao-degenerada sobre o espago essencial Hss(V) apenas. Nao hé perda
essencial de generalidade neste processo, e ganhamos em simplicidade e clareza.

Voltando ao nosso problema, nao havera portanto perda essencial de generalidade
em consideraremos apenas as 1 que sao representacoes nao-degeneradas do ideal dos
compactos. Neste caso, temos entao da teoria de representacoes do ideal dos compactos
(ver segdo A.2) que existe uma decomposicao H = @repHy, e operadores unitérios
U, : H — Hy, tais que 1 = @, AdU; com relacao a decomposicao de ‘H dada.

Afirmamos que os espagos Hy sao E-invariantes para todo & € A. Tome portanto

28



arbitrariamente T' € € m € A e £ € H,,. Precisamos provar que T¢ € H,,.
Considere P € B('H) a projegao ortogonal sobre o subespago de H gerado por U &;

P é um operador compacto, pois tem posto 1. Note que ran(y) é um ideal bilateral

fechado de €&, visto que ran(y) = ker(yp). Portanto, dado um operador compacto

K € K(H), existe um operador compacto K’ € K(H) tal que

Assim, em particular existe um operador compacto K € K(H) tal que Ty (P) = ¢(K).

Desta forma, podemos escrever (omitindo as inclusoes de H,, em H)

T¢ = TULU~E = TU, PU%E = T(®rUx PUY)E =
=Ty(P)§ = Y(K)§ = (&xUp KUR)E =
= UmKU;;g € Hma

e o afirmado segue. Temos com isto que cada T' € € pode ser escrito como uma soma

direta de operadores relativa a decomposi¢ao H = @rearHi, ou seja,
T = @penT.

Tome arbitrariamente um m € A e T' € €, e defina 7" = U} /T,,U,,. Vamos provar
agora que na definicao de 7" poderiamos ter tomado qualquer outro indice de A, isto
é, T'" independe do m € A escolhido. Para tanto, note que, como observado acima,
dado um operador compacto K € K(H) existe um operador K’ € K(H) tal que
TY(K) =¢(K'), o que implica em

SRUkK'Uy = ¢(K') = Ty (K) =
— (@ka)(@kUkKU;) =
= EBkaUkKU;,

e portanto T, U, KU} = U, K'U}, ou seja,
UiTyU.K = K' Vk € A.

Assim, dado £ € H arbitrario, basta tomarmos K € K(H) como sendo a projecao

ortogonal sobre o subespaco de ‘H gerado por &, para que tenhamos, para todo k € A,

UrT U = Ui TWUWKE = K'€ = Ur T U K€ = U T Un& = TUE,
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provando com isto que U;T, U, = T' Vk € A, como desejado. Deste modo, temos que

T = U, T'U; Vk € A, o que nos permite escrever, para todo T € €,
T = ¢, U, T'U}.

O operador T” estéa unicamente determinado por T. Podemos entao definir uma
aplicacdo  : € — B(H) por n(T) = T". E imediato da definicdo de 7" que n é
um *-homomorfismo injetor. Denote ¢ = ran(n), que é uma sub-C*-4lgebra de B(H)
*-isomorfa a &, via 1.

Observe que, para K € K(H),

noy(K) =n(@U:KU;) = K,

ou seja, no 1 =, onde ¢ : K(H) — & ¢ a inclusao. Defina agora ¢’ : ¢ — C(X)

por ¢’ = pont, ouseja, ¢ (T") = ¢(T). E imediato ver que ¢’ é um *-homomorfismo

sobrejetor; as defini¢oes de ¢ e ¢’ implicam também em

K(H) = ran(.) = n(ran(1p)) = n(ker(p)) = ker(¢'),
de onde obtemos uma extensao
0 — K(H) —— & 25 O(X) — 0,
que por construcgao € tal que o diagrama abaixo comuta:

P ¥

0—KH) ——¢—— —0

"l,

0—K(H C—>€’*>C' ) —=0

Em outras palavras, a extensao obtida é equivalente a que tinhamos originalmente;
portanto, na nossa convencao de que as representacoes 1 sao nao degeneradas podemos
tomar, sem perda de generalidade, v como sendo a inclusao.

Estamos agora praticamente nos moldes da definicao 2.1.2. O tnico detalhe que
ainda nao cuidamos foi o fato de & conter o operador identidade. Isto pode em geral
nao ser verdade; porém, em todo caso, existe uma projegao P € €& tal que p(P) =1
(ver por exemplo [8]). Denotando H' = ran(P) (note que H' tem dimensao infinita,
pois caso contrario P seria compacto e estaria portanto no nicleo de ¢) e tomando

H = (H')*@®H', os operadores T' € € podem ser escritos nesta decomposigao como
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em particular,

de onde segue que

Ty T
R —T TP e K(H).
Tgl 0

Vemos desta forma que apenas o elemento Thy carrega para C(X) alguma in-
formacao sobre &, via ¢, visto que o resto constitui um operador compacto, estando
portanto no nicleo de ¢. Podemos entao, sem perda essencial de generalidade, consi-
derar, para todos os efeitos, apenas a coordenada T5, dos operadores de € e, neste caso,
o operador P age como a identidade desejada. O requerimento de que ¢ seja unital é
puramente técnico e comum quando se trabalha com C*-4lgebras com unidade, e este
serd sempre o caso para as extensoes determinadas por operadores essencialmente nor-
mais. Vemos assim que o estudo da teoria de extensoes generalizadas dos compactos
por C(X), na classe restrita da definigdo 2.1.2, adequada para as nossas necessidades
em teoria de operadores, nao envolve uma grande perda de generalidade do ponto de
vista da algebra homoldgica.

A partir de agora, deixaremos de lado o contexto geral de extensoes generalizadas
de C*-dlgebras e trabalharemos apenas com as extensoes dos compactos por C'(X), de
acordo com a definicao 2.1.2.

Conforme mencionado e utilizado na secao 1.1, dado um espago métrico compacto
X e uma extensao

0—K—e¢ -5 C0(X)—0,

podemos codificar toda a informacao sobre esta extensao em uma tripla (X, &, ¢) (o
espaco de Hilbert em questao estard subentendido por &); para efeitos de organizagao,

facamos uma defini¢ao.

Definicao 2.1.5. Dado X um espago métrico compacto, uma extensao dos compactos
por C(X) é uma tripla (X, €, ), onde X indica o espago métrico em questao, & é

uma sub-C*-dlgebra de B(H), para algum espago de Hilbert separdvel H, contendo
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o ideal dos compactos K(H) e o operador identidade I, e ¢ : € — C(X) é um

*_homomorfismo unital sobrejetor.

Um problema de 6bvia relevancia, ao se introduzir um novo objeto matemaético, é
decidir sobre a existéncia do objeto. Isto é o que faremos agora, para as extensoes dos

compactos por C'(X), com X um espago métrico compacto.

Proposicao 2.1.6. Seja X um espaco métrico compacto. Entao, existe uma extensao
(X, € 9).

Demonstracao. Seja A C X enumeravel e denso. Tome uma seqiiéncia {zg bren € X
formada por todos os elementos de A, onde cada ponto isolado de X (que com certeza
estd em A) aparece infinitas vezes nesta seqiiéncia; tal seqliéncia existe, pois A é
enumeravel. Entao, esta seqiiéncia tem naturalmente a propriedade que, para todo

n € N*, o conjunto {zj}r>n, é denso em X. Defina

v:C(X) — B(H)
[ diag(f(x))

A compacidade de X, implicando na limitagao de todas as fungoes de C'(X), ga-
rante que 9 esta bem definida. E trivial verificar que ¢ é um *-homomorfismo uni-
tal; além disso, ¢ é injetor pois A é denso em X: de fato, se ¥(f) = 0, temos
f(zx) = 0 Yk € N*, e a densidade de A implica portanto em f = 0.

Assim, a imagem de v, ran(y), é uma sub-C*-dlgebra de B(H). Temos entao
que € := ran(¢) + K(H) é também uma sub-C*-dlgebra de B(H), pois observe que
ran(y) + K(H) = 7 (m(ran(x)))), onde 7 é a projecao na dlgebra de Calkin, como
fixado na introdugao. Na verdade, & = C*(ran(¢), (H)).

Observe que ran(y) N K(H) = {0}: de fato, se f € C(X) é tal que ¥(f) =
diag, (f(zx)) é um operador compacto, entao limy_ .. f(zx) = 0; dado € > 0 arbitrério
tome n € N* tal que |f(zg)| < € para todo k > n. Agora, o conjunto {z}r>, é denso
em X, logo |f(z)] < e Vo € X. Como ¢ foi tomado arbitrariamente segue-se que
f=0,eassim ¢(f)=0.

Portanto, todo elemento T € € escreve-se de maneira tinica como 1" = T}, + Tk,

com Ty, € ran(¢) e T € K(H). Devido a este fato, estard bem definida uma aplicagao

p: ¢ — CX)
T — ¢ H(Ty).

Facilmente verifica-se que ¢ é um *-homomorfismo; para dar a idéia, provaremos que
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¢ separa produtos: dados T, S € €, T =T, + Tk, S = Sy + Sk,
TS = (Tw + T;C)<S¢, + SIC) = Twa + TwS}C + TICS¢ + TSk = Td,Sw + K,
onde K = (T, Sk + TSy + TicSk) € K(H). De imediato temos

P(TS) = @(TySy + K) =~ (T;:Sy) = ¥~ (Ty)v " (Sy) = o(T)(S).

Os outros axiomas de *-homomorfismo sao verificados analogamente.
Dado f € C(X) arbitrario, é claro que o operador ¢(f) é um elemento de & tal
que o(T) = f. Assim, vemos que ¢ ¢é sobrejetor. Finalmente, se T = T, + Tic é um

elemento de &, temos
p(T)=0 < Y H(Ty) =0 < T, =0 — T =Tx € K(H),
de onde concluimos que ker(p) = IC(H). Produzimos desta forma uma seqiiéncia exata
0— K(H) — ¢ 2 C(X) — 0

provando com isto que existe uma extensao dos compactos por C'(X), como desejado.
[ |

Definimos no inicio desta secao o conceito de equivaléncia de extensoes em que
estamos interessados. Traduzindo para o universo reduzido de extensoes que estamos
considerando, temos a defini¢ao de equivaléncia de extensées dos compactos por C'(X),
como segue: dado X um espago métrico compacto, e duas extensoes dos compactos
por C(X), (X, €1,p1) e (X, &, o), dizemos que elas sao equivalentes quando existir
um *-isomorfismo 7 : & — &, tal que p; = py01).

O leitor pode perceber que haviamos definido a equivaléncia de extensoes dos com-
pactos por C'(X) de outra forma, na segao 1.1 (definigdo 1.1.8); 14, nds dissemos que
as extensoes (X, €1, 1) e (X, €y, ¢o) eram equivalentes quando havia um operador
unitario U € B(H) (14 haviamos assumindo as extensdes sobre o mesmo espago de
Hilbert H) tal que €y = U&U* e p1(T) = @2 0 AAU(T),VT € €&;. Em geral, rein-
terpretando esta equivaléncia se tivéssemos € C B(H;) ¢ € C B(Ha2), a defini¢ao
adequada envolveria um unitario U : H; — Ho.

Aquela nogao de equivaléncia, reinterpretada no caso de estarmos trabalhando
com espacos de Hilbert distintos, e a que acabamos de definir acima envolvendo um *-
isomorfismo 7, sao na verdade a mesma. Vejamos porque isto é verdade: obviamente,

se extensoes (X, €1, ¢1) e (X, &, 9) s@o equivalentes de acordo com a defini¢ao 1.1.8,
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entdao AdU : € — &, é um *-isomorfismo tal que p; = @3 0 AdU. Por outro lado,
se extensoes (X, €1, ¢1) e (X, €q, @) sao equivalentes de acordo com a defini¢ao dada
acima, considere 7 : & — &; um *-isomorfismo tal que p; = 3 o7, e suponha
¢ C B(H1), € C B(Hy). Temos de imediato que n(ker(p1)) C ker(ys); usando que
p10n~ ! =y temos do mesmo modo que n~!(ker(p3)) C ker(iy), ou equivalentemente,
ker(ps) C n(ker(ypy)). Segue-se dai que n(ker(yp;)) = ker(ps), ou seja, n(K(H;)) =
IC(Hs). Portanto, n|im,) : K(Hi) — K(Hs2) é um *-isomorfismo.

Agora, ¢ sabido da teoria de operadores compactos que todo *-isomorfismo en-
tre ideais dos compactos ¢ implementado por um operador unitario; logo, existe um
operador unitdrio U : H; — Hy tal que n(K) = UKU* VK € K(H,).

Afirmamos que n = AdU em todo €&;; de fato, tome arbitrariamente T € &,
e £ € Hy. Denotando por P € B(H;) a projegao ortogonal sobre o subespago de
‘H1 gerado por U*E, temos que P é de posto 1 e portanto compacto, de onde temos

n(P) = UPU* e assim, como T'P é um operador compacto,

(1) =n(TUUE = n(T)UPU™E = n(T)n(P)§ =
= n(TP)¢ = UTPU*¢ = UTU*UPU*¢ =
= UTU*UU*¢ = UTU*E,

e dai segue n(T) = AdU(T), como haviamos afirmado. Isto prova que as duas nogoes
de equivaléncia coincidem; a titulo de referéncia, colocaremos a seguir a definicao de
equivaléncia mais pratica para os nossos propositos, mas é 1util saber a motivagao para

a definicao no seu contexto mais geral, como visto acima.

Definigao 2.1.7. Sejam X um espago métrico compacto, e (X, €1, ¢1), (X, €a, ¢9) ex-
tensoes dos compactos por C(X). Suponha & C B(H;), € C B(H,); entdo, dizemos
que estas extensoes sao equivalentes se existir um operador unitario U : H; — Hs

tal que AdU : ¢; — &, é um *-isomorfismo e ¢ = o 0 AdU.

2.2 Invariantes de Busby

Esta secao ¢ dedicada a um conceito que nos sera de vital importancia no estudo
aprofundado da teoria de Brown-Douglas-Fillmore. Tome (X, €, ¢) uma extensao dos
compactos por C(X), com € C B(H). Lembrando-se de que ¢ : € — C(X) é

*

um *-homomorfismo unital sobrejetor cujo nicleo é K(H), ¢ induz um *-isomorfismo
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unital

visto que €/K(H) C Q(H), podemos definir 7 : C(X) — Q(H) por 7 = ($)~!, que
serd portanto um *-homomorfismo unital injetor. A definicao seguinte faz uso dos

objetos e notacao que acabamos de utilizar.

Definicao 2.2.1. O *-homomorfismo unital injetor 7 : C(X) — Q(H) como acima

¢ o chamado invariante de Busby da extensao (X, €&, p).

Pelo que foi visto acima, toda extensao (X, €&, ¢) possui um invariante de Busby
7: C(X) — Q(H) associado. Podemos nos perguntar se, por outro lado, para cada
*-homomorfismo unital injetor 7 : C(X) — Q(H) existe uma extensao (X, &, ¢) tal
que T é o invariante de Busby desta extensao. Verificaremos que nao so ela existe,
como é também tunica; deste modo, teremos uma correspondéncia 1-1 entre extensoes
dos compactos por C'(X) e *-homomorfismos unitais injetores 7 : C(X) — Q(H).

Para chegarmos a esta conclusao, precisamos primeiro de um lema.

Lema 2.2.2. Seja (X, €, ¢) wma extensio dos compactos por C(X), e seja
0

7 : C(X) — Q(H) o invariante de Busby desta extensio. Entdo, T é o unico *-
homomorfismo unital injetor que satisfaz T o ¢ = 7|, ou seja, tal que o diagrama

abaizo comuta:

0 K(H)C T F - C(X)—=0

|

0 K(H)——> B(H) —= Q(H) —=0

Demonstracao. Naturalmente, para 7' € € tomado arbitrariamente,

pomle(T) = @(x(T)) = ¢(T),

de onde temos @ o T|¢ = ¢, e portanto de imediato 7|¢ = 7 0 ¢. Suponha agora que
7' C(X) — Q(H) seja um outro *-homomorfismo unital injetor tal que 770 = 7|¢.
Entao, dado um f € C'(X) arbitrario, devido & sobrejetividade de ¢ existe T € € tal

que f = ¢(T); podemos portanto escrever

de onde 7' = 7.
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Fica assim provado que 7, o invariante de Busby da extensao (X, &, ), é o tnico

*-homomorfismo unital injetor que satisfaz 7 0 ¢ = 7|¢, como queriamos.
[ |

Teorema 2.2.3. Seja 7 : C(X) — Q(H) um *-homomorfismo unital injetor; entao,
existe uma tunica extensao (X, €, @) dos compactos por C(X) tal que T € o invariante

de Busby desta extensao.

Demonstragio. Defina € := 7~ !(ran(r)) C B(H). Como ran(r) é sub-C*-dlgebra
de Q(H) e m é *-homomorfismo, temos que € ¢é sub-C*-dlgebra de B(H). Note que
K(H) C €, pois K(H) = 71(0), e também I € & pois [ = 7 (7(1)).

Defina ¢ : € — C(X) por ¢ = 77! o 7|g; esta composi¢ao estd bem definida
porque 7(€) = w(r !(ran(7))) = ran(7), e 7 é um *-isomorfismo unital entre C(X)
e ran(7), de onde podemos mencionar o *-isomorfismo unital 77! : ran(r) — C'(X).
Por defini¢ao, ¢ é um *-homomorfismo unital sobrejetor, e ker(¢) = ker(n|e¢) = K(H).
Isto nos d& portanto uma extensao (X, €, ¢) dos compactos por C'(X).

Observe agora que a defini¢ao de ¢ implica imediatamente em 7o ¢ = 7|¢. Logo,
pelo lema 2.2.2, 7 é o invariante de Busby desta extensao.

Verifiquemos a unicidade da extensdao (X, €&, ): suponha que (X, €& ¢') é uma
extensao tal que 7 é o invariante de Busby desta extensao; portanto, do lema 2.2.2,

T o = m|e. Assim, temos
m(€) = 7le(€) = 70 ¢'(¢) = 7(C(X)) = ran(7),

o que implica em ¢ C 7~ !(ran(7)) = €. Queremos provar a outra inclusao, ¢ C ¢’
tome para isso T' € € arbitrariamente, e denote f = ¢(T'). A sobrejetividade de ¢
implica em haver um 7" € € tal que ¢'(T") = f = p(T). Dali,

T(T") = wle(T") = 7o @(T") = 7 0 p(T) = 7|e(T) = =(T),

de onde T — T" = K € K(H); em particular, K € €, pois K(H) C ¢. Logo,
T =T + K € &, provando a outra inclusao desejada. Concluimos desta forma que
¢=¢.
Falta-nos apenas verificar que ¢’ = . Isto segue da injetividade de 7, pois se
T € ¢ ¢é arbitrario,
r0@!(T) = 7le(T) = 70 (1),

de onde 7(¢'(T) — ¢(T')) = 0, e portanto ¢'(T') — p(T) = 0, ou seja, ¢'(T) = p(T).
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Estabelecemos assim uma correspondéncia 1-1 entre extensoes dos compactos por
C(X) e *-homomorfismos unitais injetores, através dos invariantes de Busby. A partir
de agora, utilizaremos eventualmente a terminologia tnvariante de Busby para nos

referirmos a algum *-homomorfismo unital injetor de C'(X) em Q(H).

Observacgao 2.2.4. Quando X C C é compacto, podemos caracterizar de outra forma
o invariante de Busby de uma dada extensao dos compactos por C'(X), como segue:
seja (X, &, ¢) uma extensao dos compactos por C'(X); de acordo com a defini¢ao 1.1.6
e a proposicao 1.1.7, considere T' € B(H) um operador essencialmente normal tal que
(X, €, ¢) é a extensao determinada por T. Entao, € = C*(I,T,K(H)) e o = n L or|e,
onde n : C(X) — C*(1,7(T)) é o célculo funcional continuo de w(7"). Considere o
contra-dominio de 7 como sendo Q(H). Assim, 1o ¢ = 7|g como n é obviamente
um *-homomorfismo unital injetor, temos do lema 2.2.2 que 7 é o invariante de Busby
da extensdo (X, €, ). Em outras palavras, o invariante de Busby de uma extensao
é o calculo funcional continuo da classe, na algebra de Calkin, de um operador que

determine a extensao.

Da mesma forma que reinterpretamos o problema de classificar operadores essen-
cialmente normais utilizando linguagem de extensoes dos compactos por C(X), na
secao 1.1, aproveitando a correspondéncia que ha entre estes conceitos, aqui pode-
mos proceder da mesma forma; ou seja, se conseguirmos uma definicao adequada de
equivaléncia entre invariantes de Busby, podemos reformular o problema de classificar
extensoes dos compactos por C'(X) para um problema envolvendo a classificacao de
invariantes de Busby.

Na pratica, queremos que dois invariantes de Busby sejam equivalentes se, e so-
mente se, suas extensoes associadas sao equivalentes. Poderiamos fazer uma prévia
investigacao para verificar quando isto acontece, antes de fazermos a definicao; aqui,
porém, faremos uma abordagem mais formal, definindo primeiro e provando o dese-
jado em seguida. Por uma questao didatica, definiremos equivaléncia de invariantes
de Busby sobre o mesmo espaco de Hilbert H, e observaremos na seqiiéncia a versao

da definicao caso tenha-se espacos de Hilbert distintos.

Definicao 2.2.5. Sejam 7, : C(X) — Q(H) e » : C(X) — Q(H) invariantes
de Busby. Dizemos que 7, e 75 sao equivalentes quando existir um operador unitario
U € B(H) tal que o *-isomorfismo p := Adn(U) : Q(H) — Q(H) satisfaz o = 7,
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ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta:

Denotaremos esta equivaléncia por 71 ~ 7.

Observagao 2.2.6. Caso tenhamos invariantes sobre espacgos de Hilbert distintos, a
definigdo precisa ser ligeiramente modificada: sejam 7 : C(X) — Q(H;) e
Ty @ C(X) — Q(Hs) invariantes de Busby. Entdo, dizemos que 71 e 7 sdo equi-
valentes quando existir um operador unitario U : H; — H, tal que o *-isomorfismo

induzido pu,

p:Q(H1) — Q(Hy)
m(T) — w(UTU")

(que estda bem definido) satisfaz o7 = 7. Como o leitor pode observar, a tnica
diferenca essencial aqui é na definicao do *-isomorfismo ; isto se faz necesséario pois,
como o operador U tem por dominio e contra-dominio espacos de Hilbert distintos,
nao faz sentido em falarmos 7(U), e portanto nao podemos definir p como sendo
Adm(U). A coeréncia entre as duas definigdes naturalmente deve existir, ou seja,
as duas definicoes devem coincidir no caso de espacos de Hilbert iguais; isto segue

claramente do fato de 7 ser *-homomorfismo.

O motivo de termos escolhido a definicao 2.2.5 naqueles termos é atentar para
o fato de que m(U) é um elemento unitario da dlgebra de Calkin, e o problema de
equivaléncia dos invariantes pode ser portanto visualmente relacionado com o problema
de equivaléncia unitaria (forte) de elementos na dlgebra de Calkin. Investigaremos isto
mais a fundo em instantes; apenas gostariamos de referir o inicio da segao 1.1 para o
leitor, onde introduzimos os conceitos de equivaléncia unitaria e equivaléncia unitaria
forte de elementos na algebra de Calkin, apontando a relagao desta nogao tltima com
o problema de classificar operadores essencialmente normais via equivaléncia unitaria
modulo os compactos.

Vejamos agora que a relagao de equivaléncia introduzida para invariantes de Busby
¢é adequada para efetuarmos a reformulagao do nosso problema original em termos
desta nova linguagem. No que segue podemos sem perda de generalidade assumir
que todas as extensoes e invariantes sao sobre o mesmo espaco de Hilbert H, pela

observacao 1.2.2.
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Teorema 2.2.7. Sejam (X, €1, ¢1), (X, Eq, o) extensoes dos compactos por C(X), e
sejam 11 : C(X) — Q(H) e 1o : C(X) — Q(H) os respectivos invariantes de Busby
destas extensoes. Entao, as extensoes (X, €1, ¢1), (X, €, o) sdo equivalentes se, e

somente se, 0s invariantes de Busby 1, Ty sao equivalentes.

Demonstracao. (=) Suponha que as extensoes (X, €y, ¢1), (X, €, o) sdo equiva-
lentes; seja U € B(H) um operador unitério implementando a equivaléncia entre as

*_isomorfismo e p; = 9 0 AdU. Entao,

extensoes, ou seja, AdU : & — &5 é um

p:=Adn(U) : Q(H) — Q(H) é um *-isomorfismo; vamos provar que p o 1 = Ty:
De fato, tome f € C(X) arbitrario. Como 7; é o invariante de Busby da extensao

(X, €1, 1), temos & = 7 !(ran(m)); logo, existe T € €&; tal que n(T) = 7.(f).

Lembremos agora que 71 = (¢1) ! e 7o = (92) ™!, 0 que implica portanto em

Fz0nom(f) = B o u(x(T)) = Fa(r(U)n(T)m(U)) = Ga((UTU")) =
— ea2(UTU") = g3 0 AdU(T) = (T) = i(x(T)) = .

e daf segue-se que o1 = (P2)”' = 7o, como queriamos, de onde os invariantes de
Busby 7 e 1 sao equivalentes.

(<) Suponha que os invariantes de Busby 7, e 73 sdo equivalentes. Seja U € B(H)
um operador unitdrio tal que p:= Adn(U) : Q(H) — Q(H) é um *-isomorfismo
e por = Tp. Afirmamos que este operador U implementa a equivaléncia entre as
extensoes. Precisamos verificar que AdU : ¢; — &, é um *-isomorfismo e ¢; =
w9 0 AdU.

Afirmamos que &, = AdU(¢&;). De fato, dado T' € €&; arbitrario, como &; =
71 (ran(m)), existe f € C'(X) tal que m(T) = 71(f). Agora,

m(UTU") = Adr(U)(x(T)) = p(m(T)) = p(ra(f)) = m2(f),

logo
UTU* € 7 1 (n(UTU*)) = 7 (1a(f)) C 7 t(ran(m)) = &,

o que prova AdU(€;) C &,. A outra inclusao ¢ analoga, usando p o7y = 1. Segue-se
daf o afirmado, e portanto AdU : & — €&, tem contra-dominio bem definido e é um
*_isomorfismo.

Falta apenas verificar ¢; = @90 AdU; sejaT' € &, arbitrario. Devido a injetividade

de 71, para verificarmos 1(T) = @9 o AdU(T) basta provarmos que 71 0 p1(T) =
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71 0 g 0 AdU(T). Isto segue de 7y = p=" o 1, pois

T10@ 0 AdU(T) = om0 0 AdU(T) = =t o ()t 0 gy 0 AdU(T) =
=p" o (@2) oG (UTUY)) = p~ (n(UTU)) =
=m(T) =1 0p(T).

Ficou assim provado que as extensoes (X, &y, p1), (X, €, o) sdo equivalentes,

como queriamos.
|

Observacao 2.2.8. Ja haviamos visto, na secao 1.1, que o problema de classificar
operadores essencialmente normais via equivaléncia unitaria moédulo os compactos é
equivalente ao problema de classificar extensdes dos compactos por C'(X); o teorema
anterior mostra portanto que estes problemas sao equivalentes ao problema de classi-
ficacao dos invariantes de Busby; mais precisamente, da observagao 2.2.4 vemos que
dois operadores essencialmente normais 77, 75 com o mesmo espectro essencial sao tais
que 17 ~x T3 se, e somente se, os invariantes de Busby dados pelos calculos funcionais

continuos de w(7}) e w(T3) sdo equivalentes.

J& estamos finalmente em condigoes de retomar um problema introduzido na in-
trodugdo. Relembrando: elementos t,t, € Q(H) sdo unitariamente equivalentes
quando existe um elemento unitario u € Q(H) tal que t; = utyu™. E fato que nem todo
elemento unitario da dlgebra de Calkin é da forma 7 (U), para algum operador unitério
U € B(H). Dizemos que elementos t1,t; € Q(H) sdo fortemente unitariamente equi-
valentes quando existe um operador unitario U € B(H) tal que t; = w(U)tem(U)*.
Assim, vemos claramente que a equivaléncia unitaria forte implica na equivaléncia
unitaria, mas o contrario nao é em geral véalido; o que haviamos dito é que, no caso
de nos restringirmos apenas aos elementos normais da algebra de Calkin, entao os
dois conceitos de equivaléncia coincidem. Provar este fato (corolario 2.2.13) serd o
nosso proximo objetivo, mas precisamos antes de uma definicao e alguns resultados

auxiliares.

Definigao 2.2.9. Dois invariantes de Busby 71 : C(X) — Q(H), 7o : C(X) —
Q(H) sao ditos fracamente equivalentes se existe um elemento unitdrio u € Q(H) tal
que o *-isomorfismo p := Ad(u) satisfaz p o 71 = 7. Denotaremos esta equivaléncia

fraca por 1 ~y, To.

A tnica diferenca entre a definicao 2.2.5 e esta que acabamos de fazer é que, na
equivaléncia fraca, o elemento unitario que implementa o *-isomorfismo p nao pre-

cisa ser necessariamente da forma 7(U) para algum operador unitario U € B(H).
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A definicao modificada para admitir espagos de Hilbert distintos é como segue: dois
invariantes de Busby 7 : C(X) — Q(H1), 7 : C(X) — Q(H2) sao ditos fra-
camente equivalentes quando existir algum operador (ndo necessariamente unitério)

V' : Hy — Hs induzindo um *-isomorfismo p,

p:Q(H1) — Q(Hy)
©(T) — w(VTV™)

satisfazendo pom = 1.
Naturalmente, invariantes equivalentes sao fracamente equivalentes. A surpresa
vird com o teorema 2.2.11, provando que estas duas nogoes de equivaléncia entre

invariantes de Busby coincidem. Precisamos antes de um lema técnico.

Lema 2.2.10. Sejam 7 : C(X) — Q(H) um invariante de Busby, e n € Z. Entao,
existe um elemento unitdrio s € Q(H) com ind(s) = n tal que s comuta com todos os

!/

elementos de ran(r), ou seja, s € (ran(r))’, o comutante de ran(r).

Demonstracao. Considere {fx}ren- € C(X) denso e enumerdvel, e para cada k € N*
fixe Ty, € B(H) tal que 7(f;) = 7(1}). Como C(X) é comutativa, ran(7) é comutativa,
logo todos os m(T;) comutam entre si. Portanto, podemos falar do joint spectrum
da familia {7 (T})}ren+, que serd denotado por Jspecy(m(T})). Fixe arbitrariamente
A = (\)x € Jspecy(m(T})), e para cada r € N* escreva A" = \. Entdo, pelo teorema
C.2.3, existe {& }rens € H ortonormal tal que

Ty = (Dy®Ry) + Ly Yk > 1,

decomposicao em soma direta esta relativa a H = Hl@Hf, onde H; = span{¢, },, Ly
é compacto, e Dy, = diagr()\,(:)) com relagao a base {¢,}, de H;. Ora, mas neste caso,
A = N\, Vr,VE, logo Dy = Ay, Vk.

Tome V' € B(H;) uma poténcia de um shift unilateral ou de o adjunto de um shift
unilateral, de modo que ind(V) = n, e defina S = V@IH% relativo a decomposicao
H = H,&H; . Denote s = (S) € Q(H).

Afirmamos que s é um elemento unitario de Q(H). Para ver isto, note que por

construgao V*V = I + K para algum compacto K € K(H;), e assim
s =(S*S) =n(V*Vel) =rn(Iel + K&0) = n(ly) = 1;
da mesma forma prova-se que ss* = 1. Além disso, s tem indice de Fredholm n, pois
ind(s) = ind(S) = ind(Ve!) = ind(V) + ind(/) = ind(V) = n.
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Observe agora que, para todo k € N*|

= (MVORr) — (MVOR,) + (VOI) Ly — Ly(Vel) =
— SLy— LS € K(H),

de onde w(STy) = 7(T}S). Dali,
s7(fi) = 7(S)n(T)) = w(STy) = 7(TyS) = 7(Ty,)w(S) = 7(fr)s, Vk € N*;

como {fx}ren+ é denso em C(X), temos automaticamente que s7(f) = 7(f)s para

todo f € C'(X), o que conclui a demonstragao.
[

Para o préximo teorema, como sempre, suporemos sem perda de generalidade os
invariantes sobre o mesmo espago de Hilbert H. A demonstragao sera relativamente

simples, visto que concentramos todas as dificuldades técnicas no lema anterior.

Teorema 2.2.11. Sejam 1 : C(X) — Q(H) e 1o : C(X) — Q(H) dois invariantes

de Busby fracamente equivalentes. Entdo, T, e 75 sao equivalentes.

Demonstracao. Seja v € Q(H) um elemento unitario de Q(H) que implementa a
equivaléncia fraca entre 7 e o, via ;= Adv : Q(H) — Q(H), isto é, pom = 7.

Denote n = —ind(v). Entdo, pelo lema 2.2.10, existe um elemento unitario
s € Q(H) tal que ind(s) =n e s € (ran(r))’. Portanto vs é um elemento unitério de
Q(H), e ainda ind(vs) = ind(v) + ind(s) = —n +n = 0. Assim, segue-se do teorema
1.2.7 que existe um operador unitéario U € B(H) tal que vs = 7(U) (para ver isto,
escreva vs = 7(7T"); entdo, T' é essencialmente normal com indice de Fredholm zero, e
portanto é perturbacao compacta de um unitario U).

Defina 1 := Ad(vs) : Q(H) — Q(H); como vs é unitdrio, g é um *-isomorfismo.
Além disso, j1 o 11 = 15 pois, dado f € C(X) arbitrario, e usando que s € (ran(7))’,

fiori(f) = (0s)71(f)(08)" = (08)71(f)(s"0) =
= o7 (f)ss™0 = o7 (f)o =

= por(f)=n(f)

Finalmente, como vs = 7(U), concluimos que g implementa uma equivaléncia
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entre os invariantes 7, e Ty, ou seja, estes invariantes sao equivalentes, como queriamos

demonstrar.
[ |

Corolario 2.2.12. Sejam Ty, T, € B(H) essencialmente normais. Suponha que ezista
um operador V € B(H) tal que 7(V) € unitdrio e VI1V* — Ty € K(H). Entdo, existe
um operador unitario U € B(H) tal que UTYU* — Ty € K(H).

Demonstra¢ao. Como (V') é unitario e VI V* — Ty € K(H), temos de imediato que
0e(T1) = 0.(T3). Denote X = 0.(T1) = 0.(Tz). Sejam (X, €&, 1) e (X, Es, o) as
extensoes dos compactos por C'(X) determinadas por 77 e T5, respectivamente, de
acordo com a defini¢ao 1.1.6. Ainda, denote por 71 : C(X) — Q(H) e : C(X) —
Q(H) os respectivos invariantes de Busby destas extensoes. Sabemos, da observacao
2.2.4, que 1 é o calculo funcional continuo de 7(7}) e, da mesma forma, 7 é o célculo
funcional continuo de w (7). Portanto, em particular, 7(¢) = w(7}), 72(¢) = 7(1s).
Defina p := Adn(V) : Q(H) — Q(H), que é um *-isomorfismo pois, por hipétese,

(V) é um elemento unitario da dlgebra de Calkin. Note que po (1) = 72(1), e que
po () = u(r(T)) = 7(V)r(Ty)n (V)" = n(VIV7) = 7(T2) = 72(C);

como C(X) = C*(1,() (pois X € C), concluimos que prom; = 7y, e assim os invariantes
71 e T sao fracamente equivalentes; logo, pelo teorema 2.2.11, os invariantes 71 e 75 sao
equivalentes, e portanto existe um operador unitario U € B(H) tal que o *-isomorfismo
p=Adr(U) : Q(H) — Q(H) satisfaz i o 71 = 75. Em particular,

m(UTU") = p(w(11)) = pro 1 (C) = m2(¢) = w(13),
de onde segue que UT1U* — T3, € K(H), demonstrando o coroldrio.

Finalmente, o resultado prometido de que a equivaléncia unitaria forte coincide com
a equivaléncia unitaria usual na algebra de Calkin, se nos restringirmos aos elementos

normais.

Coroldrio 2.2.13. Sejam t1,ts € Q(H) normais. Entdo, t; e ty sao unitariamente

equivalentes se, e somente se, sao fortemente unitariamente equivalentes.

Demonstracao. E 6bvio que a equivaléncia unitaria forte sempre implica na equi-

valéncia unitaria usual; basta verificarmos a reciproca, portanto.
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Sejam 11, T, € B(H) tais que t; = 7(T}) e t; = 7(13), e suponha que t; e ty sdo
unitariamente equivalentes. Entdo, existe um elemento unitdrio v € Q(H) tal que
otiv* = t. Se v = m(V), entdo temos como conseqiiéncia VI V* — T, € K(H); logo,
pelo corolédrio 2.2.12; existe um operador unitario U € B(H) tal que UT\U* — T, €
KC(H), o que implica em w(U)tym(U)* = o, ou seja, t; e ta sdo fortemente unitariamente

equivalentes.

2.3 O Conjunto Ext(X), e Somas de Extensoes

Como vimos na secao anterior, os problemas de classificacao dos invariantes de Busby
e de classificacao dos operadores essencialmente normais sao o mesmo problema. O
que faremos a partir desta segao, até o final do capitulo 5, é estudar o problema
de classificacao dos invariantes de Busby. Sabemos que ha uma correspondéncia 1-1
que preserva equivaléncias entre extensoes dos compactos por C'(X), e invariantes de
Busby com dominio C'(X). Por esta razao, historicamente os préprios invariantes de
Busby sao chamados de extensoes dos compactos por C'(X), e nés adotaremos aqui
esta terminologia; portanto, de agora em diante, o termo “extensao” para nés também
significa “invariante de Busby”. Esta convencao nao causaréd problemas, pois nas raras
ocasioes em que utilizarmos as extensoes no contexto de seqiiéncias exatas, deixaremos
isto claro com a nossa notagao usual de uma tripla (X, &, ¢).

Considerando a relagao de equivaléncia entre extensoes dos compactos por C'(X)
(invariantes de Busby) introduzida com a defini¢ao 2.2.5, podemos de algum modo
tentar considerar um “conjunto quociente” de classes de equivaléncia de extensoes
dos compactos por C(X). A priori h4 uma obstrugao técnica em fazermos tal con-
sideragao, porque a classe das extensoes dos compactos por C(X) certamente nao
é um conjunto (pois a classe dos espagos de Hilbert de dimenséao infinita separdveis
nao é um conjunto), e portanto ndo podemos simplesmente tomar o quociente pela
relacao de equivaléncia, no contexto de conjuntos. Porém, dada qualquer extensao 7 :
C(X) — B(H), é 6bvio que T é equivalente a uma extensio 7 : C(X) — Q(H) sobre
o nosso espaco de Hilbert fixado H, equivaléncia esta implementada por um unitario
U:H— H, que existe pela observacao 1.2.2; mais precisamente, 7 := Adn(U) o 7.

Agora, a classe das extensoes dos compactos por C(X) sobre um mesmo espago

de Hilbert fixado H constitui um conjunto (na verdade, um subconjunto do conjunto
F(C(X), Q(H)) das fungoes de C'(X) em Q(H)).
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Definigao 2.3.1. Para o espago de Hilbert H fixado, ext(X) é o conjunto de todas as
extensoes 7 : C(X) — Q(H).

Definigao 2.3.2. O conjunto Ext(X) é o conjunto quociente de ext(X) pela relacao
de equivaléncia dada em 2.2.5. A classe de uma extensao 7 € ext(X) em Ext(X) sera

denotada comumente por [7].

Portanto, Ext(X) definido deste modo é um conjunto legitimo e bem determinado;
além disto, em virtude do que acabamos de ver acima, podemos associar a uma ex-
tensdo qualquer 7 : C(X) — B(H) uma classe em Ext(X), a saber a classe das
extensoes 7 : C'(X) — Q(H) que sdo equivalentes a 7. Denotaremos esta classe sim-
plesmente por [7], abandonando de uma vez por todas as tecnicalidades conjuntistas
envolvidas com a classe de todas as extensoes dos compactos por C'(X).

O primeiro objetivo principal, a longo prazo, serd demonstrar que Ext(X) é um
grupo abeliano para todo espago métrico compacto X. Isto sera feito na se¢ao 3.1; para
atingirmos este objetivo, precisamos primeiro introduzir em Ext(X) uma operacao
bindria que é associativa e comutativa. Isto é o que sera feito na presente secao.
Identificaremos o elemento neutro desta operacao na secao 2.4, e finalmente provaremos
a existéncia de inversos no grupo para esta operacao na se¢ao 3.1.

Comecaremos estabelecendo, com os proximos paragrafos, o conceito da soma-
chapéu de *-homomorfismos ¢ : C(X) — Q(H). Para tanto, sejam H;, Hs dois
espacos de Hilbert. Defina aplicagoes 11, 1o,

Ty:QH1) — Q(H10H2)
m(T) +— =#(T®0)

T23Q<H2) — Q(H1@H2)
n(T) — =(08T).

Note que Y, YT, estao bem definidas e sao *-homomorfismos injetores. Provemos

isto para Y1, o argumento para Yo é analogo: defina

LliB(Hl) — B(Hl@Hg)
T — T&0,

que é obviamente um *-homomorfismo injetor, e seja Ty : B(H;) — Q(H1®H,) dado
por T = mouy. Logo, por definicio Ty é um *-homomorfismo com ker(fl) =K(H1), e

portanto T; induz um *-homomorfismo injetor no quociente B(H;)/ker(T;) = Q(H,),

45



e é imediato ver que este *-homomorfismo induzido é precisamente o que chamamos
de Ty; fica assim provado que Y estd bem definido e é um *-homomorfismo injetor.

Defina agora

~

+:Q(H1) X Q(Hs) — Q(H18Hs)
(tl,tg) [ — Tl(t1>+T2(tg)

Observe que, se t; = m(T1) e to = 7(T3), entdao +(t;, t2) = m(T1HT3). Considerando
Q(H1)x Q(Hz) como uma C*-dlgebra com as operagoes usuais (e a norma do maximo),
vemos de imediato que 4 é um *-homomorfismo, sendo portanto em particular uma
funcao continua. Denotaremos usualmente —T—(tl, ty) por ¢ +to.

Por um momento, vamos carregar um pouco a notacao para sermos precisos. De-
notaremos a operagio + definida acima por + 5, para enfatizar os indices dos espagos
de Hilbert envolvidos. Se considerarmos um terceiro espaco de Hilbert Hs, podemos

definir exatamente como acima aplicacoes

F12)3: QH1®H) x Q(Hz) — Q(H1BH2DH;3),

~

+1,23) 1 Q(H1) x Q(H2®H3) — Q(H1DH2BHs).

Afirmamos que, para t; € Q(H1), t € Q(Hz) e t3 € Q(H3) tomados arbitraria-
mente,

(4 41,2@)4—(1,2),3’(3 =t 41,(2,3) (tatasts),

ou seja,

Fa2)3(F12(t, ), t5) = +1,2,3 (t1, F23(t2, t3));

a razdo para isto é simples: escrevendo t; = 7(71), ty = w(73), t3 = w(73), temos

4‘(1,2),3(4—1,2(’[17{2)7{3) = ‘1‘(1,2),3(4‘1,2(7(711)77(T2))77T(T3)) =
=+ 3(r(T1@T),n(13)) =
= 1(NPTL,®T35) =
= F1,03/(m(N), 1(L6T)) =
= +1,2,3) (t1, F23(t2, t3)).

A conclusao que tiramos disto é que, se concordarmos em abandonar os indices

destes *-homomorfismos, imaginando-os todos como apenas uma operagao +, entao
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esta operacao ¢ associativa. Nos termos acima, podemos entao denotar
tl‘T‘tQ‘T_tg = (tl‘/‘l\_tQ)‘T_tg = tl‘T‘(tQ‘T’tg),

e o mesmo procedimento pode ser adotado recursivamente para definir a operacao em

qualquer quantidade finita de termos.

Observacao 2.3.3. Para esta observacgao, utilizaremos a teoria de operadores de

Fredholm exposta na segdo A.3: dados elementos inversiveis t;,t, € Q(H), note que
11’1d<t1—1-t2) = 1nd(t1) -+ lnd(tg),
de fato, denotando t; = w(71), to = m(73), temos

ind(t;+t) = ind(7(T107T3)) = ind(T1®T3) = ind(T}) + ind(T3) =
= ind(7(71)) + ind(7(T3)) = ind(t;) + ind(t2),

verificando o desejado.

A préxima definicao é uma extensao desta operacao para certos *-homomorfismos.

Definicao 2.3.4. Dados *-homomorfismos ¢, : C(X) — Q(H1) e 12 : C(X) —

Q(Hs) definimos a sua soma-chapéu, Y1+, como o *-homomorfismo

Uity : C(X) — Q(H1®Hs)
o= hi(f)+a(f).

E facil ver que ¢+, definido como acima é de fato um *-homomorfismo, pois ele

¢ composicao de *-homomorfismos,

Uity 1 C(X) — Q(Hi) x Q(Ha) —  Q(H1&H,)
[ ((f),e(f) — i(f)+a(f).

Além disto, temos como conseqiiéncia da discussao acima que a soma-chapéu de
*_homomorfismos pode ser vista como uma operagao associativa. Vejamos agora como

a soma-chapéu se comporta em relagao as extensoes, come¢ando com um lema.

Lema 2.3.5. Sejam ¢y : C(X) — Q(H1) ehy : C(X) — Q(Hz) *-homomorfismos,

e suponha que 1y ou s € injetor. Entdo, a soma-chapéu 1+, é também injetora.

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que 1/ é injetor, a prova do
outro caso é andloga. Seja f € C(X) tal que (¢+15)(f) = 0. Denote 9, (f) = 7(T1),
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Uo(f) = m(T3). Entao,
0= (v1+v2)(f) = 1 (f)Fba(f) = 7(T1DTR),

de onde T'®T, € K(H1®Hs), e portanto T} € K(Hy), To € K(Hz); logo, particular
1 (f) = m(T1) = 0, e a injetividade de 1; implica portanto em f = 0, estabelecendo

deste modo a injetividade de 1, +15, como queriamos.

Proposigao 2.3.6. Sejam 7 : C(X) — Q(H1) uma extensao e ¢ : C(X) — Q(Hs)

um *-homomorfismo unital. Entao, as somas-chapéu 7+ e +7 sdo extensoes.

Demonstracdo. J4 sabemos que 741 é um *-homomorfismo injetor, pelo lema 2.3.5.
Precisamos portanto mostrar apenas que 741 é unital.
Ora, mas 7(1) = low,) = m(I3,), e da mesma forma (1) = lgm,) = T(In,)-

Portanto,

(T—T_w)(l) = 7—<1)_T_w(1) = 7T<IH1@IH2) = W(IHIGBHQ) = 1Q(H1EB7'(2)7

de onde temos que 7+ é unital e portanto uma extensao, como queriamos provar. A

prova de que ¥+7 é uma extensao ¢ analoga.
[ |

Corolario 2.3.7. Sejam 1, : C(X) — Q(Hy) e 7o : C(X) — Q(Ha2) extensdes.

Entao, a soma-chapéu 11+15 € também uma extensao.

Demonstracao. Obvio da proposicao 2.3.6.
[ |

Devido a associatividade da soma-chapéu, podemos opera-la de forma natural em
qualquer quantidade finita de *-homomorfismos, como segue: dados n € N* e *-
homomorfismos 9); : C(X) — Q(H;) parai = 1,...,n, entdo definimos 1+ - - -+, :
C(X) — QH1®---@&H,,) como sendo o *-homomorfismo dado por

(W1 Fa)(f) = r(f) - Hoalf) Vf € C(X).

Nos iremos agora mostrar que a soma-chapéu induz uma operacao legitima de soma

em Ext(X), utilizando o préximo resultado.
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Proposicao 2.3.8. Sejam 1,7, 72, 7y € ext(X) tais que T ~ 7|, T2 ~ T5. Entao,
(Ti+72) ~ (T1+73).

Demonstra¢ao. Considere U € B(H) um operador unitdrio implementando a equi-
valéncia 71 ~ 71, ou seja, Adm(U) o7 = 77{; considere também U’ € B(H) um operador
unitario implementando a equivaléncia 7 ~ 75, ou seja, Adw(U’) o 7o = 75. Entéo,
o operador U := UsU’ € B(H®&H) é claramente unitario, ¢ ainda, para f € C(X)

arbitrario, se denotarmos 71(f) = m(T}), 12(f) = m(T3) temos

Adr(U) o (1i+m)(f) = Adn(U)(n1(f)+72(f)) = Adn (U)(n(T18Ty)) =
= 1(UU ) n(TyaTy)r(UeU)* = n(UT\U*)@(U'TLU™)) =
= n(UTWU*)+r(U'ToU™) = Adn(U)(7(T)))+Adn(U') (7(Ty)) =
= (Adm(U) o 1) (f)+(Adn(U") o )(f) =
= 1(f)+m(f) = (r1+7) (),

de onde segue que (7;+72) ~ (7{4+74), como desejado.
[

Observacao 2.3.9. Um resultado 1util e de demonstracao similar ao da proposicao
2.3.8 é o seguinte: dadas extensoes 11 : C(X) — Q(H1), 2 : C(X) — Q(Hs) tais
que T, ~ T, e um *-homomorfismo unital ¢ : C(X) — Q(H3), entdo temos 7+ ~
ot e 41 ~ Y41, De fato, se U : H; — Hy é um unitdrio implementando a
equivaléncia entre 71 e 7o, entao o unitario UdIy, : H1®&H3 — Ho@®H3 implementa

a equivaléncia entre 71+ e T,+1; da mesma forma prova-se que Y+71; ~ V+T7o.

O contetdo da proposigao 2.3.8 nos diz precisamente que, se [11] = [7{] e [12] = [73],
entao [r+7] = [7{+75]. Em outras palavras, a seguinte operacio em Ext(X) estara

bem definida:

+: Ext(X) x Ext(X) — Ext(X)
([n],[]) = [ntm]
Definigao 2.3.10. A operagao “+” é a chamada operagao de soma em Ext(X).

Para simplificar a notagao, denotaremos +([71], [T2]) simplesmente por [r1] + [72],
como de costume. E conseqiiéncia trivial do que foi exposto acima sobre a soma-chapéu

que esta operagao de soma em Ext(X) é associativa: dados [r1], [12], [m3] € Ext(X),
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temos

([7'1] + [7’2]) + [7'3] = [Tl—T‘TQ] + [Tg} = [(7’14‘7’2)4‘7’3] = [7'1—?—(7'24‘7'3)] =
= [n] + [retms] = [n] + ([r2] + [1])-

Queremos verificar agora que a soma em Ext(X') é também comutativa. Para tanto,
basta provarmos que, para 71, Ty € ext(X) arbitrarios, (1;+72) ~ (72+7): considere o
unitdrio U € B(H®H) dado por

U:HoH — HOH
&n) — %)

Logo, para f € C(X) arbitrario, se denotarmos 7 (f) = 7(71), 72(f) = 7(13), temos

Ad7(U) o (1y4+7)(f) = Adr(U) (n(Ty8Th)) = n(U(Ty&T)U*) =
= 1(Ty®Th) = no(f)Fn(f) = (2 +1)(f),

provando com isto que (7,+7) ~ (T2+71), e portanto a soma em Ext(X) é comutativa.

Observagao 2.3.11. Observe que o argumento que acabamos de utilizar para provar
que (71+72) ~ (T2+71) pode ser estendido para provar que, para todo n € N*, quaisquer

T1y ..., Tn € ext(X) e qualquer permutagao o € S,, temos

~ ~ ~

(7-1_|_ e +Tn) ~ (To(l)+ . e +7—0'(n))7

isto também pode ser visto como conseqiiéncia da comutatividade da soma em Ext(.X).
Nos utilizaremos este fato muitas vezes nos proximos capitulos, e em particular no
caso em que temos extensoes sobre espacos de Hilbert distintos; é imediato ver que o

resultado também é valido neste caso.

Naturalmente, a soma-chapéu de extensoes pode ser interpretada em termos das
extensoes (X, €, p): dadas extensoes (X, €1, 1) e (X, €y, p9), com & C B(H;) e
¢, C B(Hz), denotando os invariantes de Busby respectivos por 71 e 7o, podemos
definir a soma-chapéu de (X, &1, 1) e (X, €3, ¢2) como sendo a extensao associada ao
invariante 7 +7,. Nés ndo precisaremos usar esta interpretacao em nenhum momento;
analisando a relacao entre extensoes e invariantes de Busby, é facil verificar que a soma

chapéu das extensoes (X, &1, ¢1) e (X, Es, p2) ¢é a extensao (X, €, p) dada por

C={(T1)+ K : Ty &, Th e €, p(Th) =psTr), K € C(Hi®H2)},
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p: €& — CX)
(heTy) + K — o(Th) = o(T2).

Além da soma-chapéu de extensoes, existe um outro tipo de operagao com extensoes
que nos sera de grande valia, que chamaremos de soma disjunta. O primeiro fato
importante sobre a soma disjunta é que ela age sobre extensoes sobre espagos métricos
compactos possivelmente distintos:

Sejam X7, X, espacos métricos compactos. Denote por X;V X, a reuniao disjunta
dos espagos métricos X; e Xo. E facil verificar que X7V X, com a topologia da reuniao
disjunta (a topologia final das inclusdes ¢; : X7 — XjVXs e 15 : Xy — X3V X))
é também um espago compacto metrizavel; se d; e dy sao métricas sobre X; e Xo,
respectivamente, ambas limitadas por 1, entao uma métrica que gera a topologia da
reuniao disjunta em X;V X, é dada por d : (X;VXs) x (X;VXy) — R, onde d(z,y) =

di(z,y) caso z,y € X;, i = 1,2, e d(x,y) = 1 caso contrério.

Definigao 2.3.12. Dadas extensoes 71 : C(X;) — Q(H1) e p : C(X3) — Q(Ha),
definimos a sua soma disjunta como a extensao TV @ C(X1VXy) — Q(H1®Hs)

dado por
(V) (f) = 1 (flx)+72(flx.), Vf € C(X1vXy).

Precisamos justificar que 7V, é realmente uma extensao; se considerarmos os
*-homomorfismos g; : C(X;VXs) — C(X1) e 02 : C(X1VXy) — C(X2) dados
respectivamente por o1(f) = flx,, 02(f) = flx, Vf € C(X1VXy), entdo podemos
escrever VT, = (710 01)+ (20 02), de onde podemos concluir de imediato que 7V, é
um *-homomorfismo unital. Verifiquemos a injetividade: suponha que f € C(X;VX3)
é tal que (11V1o)(f) =0, e denote 7 (f|x,) = 7(T1), 72(f|x,) = m(T3). Ora, mas

0= (nV7)(f) = n(flx,)+7(flx,) = 7(T1&T>)

implica em T1®T, € K(H1EH2), logoTh € K(H1) e T> € K(H2), e portanto 71 (f|x,) =
0, 72(f|x,) = 0. A injetividade destas extensoes nos da f|x, = 0, f|x, = 0, de onde
segue que f = 0, estabelecendo a injetividade de 71V 7y, como desejado.

E conseqiiéncia direta da associatividade da soma-chapéu de extensoes que a soma
disjunta de extensoes é também associativa, e pode portanto ser estendida da maneira
usual para operar um numero qualquer finito de extensoes: se n € N* e temos espacos
métricos compactos X; e extensoes 7; : C(X;) — Q(H;) para i = 1,...,n, entdo
definimos 7V - -- V1, : C(X1V---VX,) — QH1® - B H,) como sendo a extensdo
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dada por

(rV V) () = n(flx)F o Am(flx,) Y € C(XaV - VX,).

O proximo passo é ver como a soma disjunta de extensoes se comporta com relacao

a equivaléncia de extensoes. Este é o conteido da proxima proposicao.

Proposicao 2.3.13. Sejam 7,7 € ext(Xy) e 7,7 € ext(Xy) tais que 7 ~ T,

Ty ~ 7. Entdo, (V1) ~ (T{VT5).

Demonstragao. A prova é andloga a da proposigao 2.3.8: sejam U, U’ € B(H) opera-
dores unitéarios tais que Adw(U) o = 71 e Adw(U’) o 79 = 74; considere o operador
unitério U := UsU’ € B(H®H), e tome f € C(X,VXs) arbitrério. Entdo, denotando
T1(flx,) = 7(T1), 72(flx.) = 7(T2), temos

Adn(U) o (nVr)(f) = Adn(0)(n(flx)F7(flx) =
= n(UaU')(w (Tl@Tz))W(U*éBU’*)ZW((UTlU*)@(U’TzU’*))Z

= (Adn(U) o 71 (f]x,)) +H(Adm(U") 0 72(fx,)) =
= Tl(f|X1)+7_2(f|X2> = (T{VTé)( )

provando com isto que (71V72) ~ (7{V74), como querfamos.

Como conseqiiéncia da proposicao anterior, esta bem definida uma funcao

A Ext(Xy) x Ext(Xs) —  Ext(X;VX))
([n],[r]) — [nvrl
Denotaremos A([11], [72]) por [1]V[r]. Esta funcao é também denominada de soma
disjunta. Quando tivermos provado que Ext(X) é grupo abeliano para X espago
métrico compacto qualquer (se¢ao 3.1), veremos em particular com o teorema 3.1.5

que esta fungao de soma disjunta é na verdade um isomorfismo de grupos entre o grupo
produto direto Ext(X;) x Ext(X3) e o grupo Ext(X;VX5).

2.4 Extensoes Triviais

Ja sabemos que Ext(X) é um conjunto com uma operagao binéria, chamada de soma,

que ¢é associativa e comutativa; nesta secao, nos identificaremos um elemento em
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Ext(X) que age como elemento neutro para esta soma, provando com isto que Ext(X)
possui estrutura de semigrupo abeliano. Como sugerido pelo nome da se¢ao, o elemento
neutro da soma estda relacionado com as chamadas extensoes triviais. Comecemos por-
tanto definindo o conceito de extensao trivial, primeiro no contexto de seqiiéncias

exatas, e depois identificando o conceito correspondente em termos de invariantes de
Busby.

Definigao 2.4.1. Uma extensao (X, €, ) é dita ser trivial quando ela cinde a direita,

ou seja, quando existe um *-homomorfismo unital injetor ¢ : C'(X) — €& tal que

po =idox).

Vejamos o que isto quer dizer no contexto dos invariantes de Busby: se (X, &, ¢) é
uma extensao trivial, tome ¢ : C'(X) — & um *-homomorfismo unital injetor tal que
o1 =ide(x). Considere 7: C(X) — Q(H) o invariante de Busby desta extensao.
Sabemos pelo lema 2.2.2 que 7 é o Unico *~homomorfismo unital injetor satisfazendo

T o ¢ = 7|¢; logo, compondo as duas igualdades temos
7ro¢:7'(|eoz/}:7'0(p0¢:7'oidc(x) =T,

ou seja, 7 se levanta para um *-homomorfismo unital injetor ¢ : C(X) — €. Isto

nos da a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4.2. Uma extensao 7 : C'(X) — Q(H) ¢é dita ser trivial quando existe

um *-homomorfismo unital injetor ¢ : C(X) — B(H) tal que 7 = 7o 1.

Observacao 2.4.3. Gostariamos de observar que, para verificarmos que uma dada
extensao 7 : C(X) — Q(H) é trivial, basta provarmos que existe um *-homomorfismo
injetor ¢ : C(X) — B(H), ndo necessariamente unital, tal que 7 = 7 o 1); provemos
isto: se ¢ é um tal *-homomorfismo injetor, entao P = (1) é uma projecao em B(H).

Fixe arbitrariamente xy € X, e defina

v C(X) — B(H)
o= (f) + f@o)(I = P).
Usando o fato que ¢(f)(I — P) = ¢(f) —&(f)P = ¥(f) —(f) = 0Vf € C(X), é
facil verificar que ¢’ é um *-homomorfismo unital, e ele é injetor pois se ¢'(f) = 0,

entdo Y(f) = f(zo)(P — I), o que implica em

U(f) = (- f) = W)Y(f) = fwo) P(P = 1) =0,
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e portanto f = 0, pela injetividade de 1. Ademais, m o1’ = 7, porque

mo ! (f) = m((f) + f(wo)(I = P)) = 7(f) + f(xo) (1o — 7m(P)) =
=7(f) + f(2o)(1 = m((1))) = 7(f) + f(wo)(1opy — 7(1)) = 7(f),

o que prova que 7 ¢ trivial.

Antes de falarmos mais qualquer coisa sobre extensoes triviais, vamos provar sua

existéncia.

Proposicao 2.4.4. Seja X um espaco métrico compacto. Entao, eriste uma extensao

trivial dos compactos por C(X).

Demonstracao. O trabalho foi feito essencialmente na proposicao 2.1.6; relembrando:
seja A C X enumeravel e denso. Tome uma seqiiéncia {zy}ren+ € X formada por
todos os elementos de A, onde cada ponto isolado de X (que com certeza estd em
A) aparece infinitas vezes nesta seqiiéncia; tal seqiiéncia existe, pois A é enumeravel.
Entao, esta seqiiencia tem naturalmente a propriedade que, para todo n € N* o

conjunto {z tr>n ¢ denso em X. Defina

v:C0X) — B(H)
[ diag,(f(7));

foi provado na proposigao 2.1.6 que ¢ é um *-homomorfismo unital injetor, cuja ima-
gem nao contém nenhum operador compacto. Assim, se definirmos 7 : C'(X) —
Q(H) como T := 7o, T serd um *-homomorfismo unital injetor, e portanto uma
extensao; observe que 7 é trivial por construcao. Ficou assim provada a existéncia de

extensoes triviais, como queriamos.
|

Observacao 2.4.5. Uma propriedade importante das extensoes triviais é que a soma-
chapéu de quaisquer duas extensoes triviais é ainda uma extensao trivial; de fato,
se @ C(X) — QHy) e : C(X) — Q(Hs) sdo extensodes triviais, tome *-
homomorfismos unitais injetores ¢ : C(X) — B(H1) e ¥y : C(X) — B(Hs) tais
que 71 = T o)1, T, = ™o thy. Entdo, é claro que 1Py : C(X) — B(H1EHs) é um

*-homomorfismo unital injetor e ainda, para todo f € C(X),

(ri+72)(f) = 71 () Fr(va(f)) = m(W1(f)@ne(f)) = 7o (viede)(f),

provando desta forma que 7,+7, é uma extensao trivial, como desejado.

o4



Observacao 2.4.6. Suponha que 7 : C'(X) — Q(H;) é uma extensdo trivial, e
¢ : C(X) — B(H3) é um *-homomorfismo unital; entdo, 7+ (7 o ¢) e (7 0 p)+7 sdo
extensoes triviais, usando argumento analogo ao da observacao anterior, e a proposicao
2.3.6.

Vejamos com o préximo resultado que a propriedade de uma extensao “ser trivial”

¢é preservada por equivaléncia de extensoes.

Proposicao 2.4.7. Sejam 7,7" € ext(X) tais que T ~ 7', e suponha que T € trivial.

Entao, 7' € trivial.

Demonstracao. Seja U € B(H) um operador unitario tal que Adn(U)o7 = 7. A
extensao 7 é trivial, logo existe um *-homomorfismo unital injetor ¢ : C'(X) — B(H)

tal que 7 = mo. Dado f € C(X) arbitrdrio, temos entao que

T(f) = Adn(U) o 7(f) = Adm(U)7(¢(f)) = m(U(f)U") = w0 AdU o (f),

de onde 7 = 7o (AdU o ®); como AdU o 4 é claramente um *-homomorfismo unital

injetor, segue-se que 7’ é uma extensao trivial, como queriamos provar.
[

O proximo objetivo é provar, com o teorema 2.4.12, que quaisquer duas extensoes
triviais dos compactos por C'(X) sao equivalentes; em [9], teorema I1X.2.1, uma prova
indireta é dada, envolvendo um resultado bastante técnico sobre equivaléncias entre
diversas nogoes de equivaléncia de representacoes de C(X); optamos aqui por uma
versao modificada e mais completa da prova apresentada originalmente em [6] (teorema
5.3), que é mais construtiva e ilustrativa para os nossos propdsitos. Veremos primeiro

mais alguns resultados auxiliares que serao necessarios na prova do teorema 2.4.12.

Lema 2.4.8. Seja X um espacgo topologico compacto Hausdorff. Se existe uma familia
enumerdvel {ey }ren C C(X) de idempotentes tal que C(X) = C*({ex}r), entao eziste
h € C(X) uma fungdo real tal que C(X) = C*(1, h).

Demonstracao. Observe que o caso em que X é um conjunto unitario é trivial, logo
faremos apenas o caso em que X possui mais de um elemento. Dado z € X arbitrario,

note que 2e,(x) — 1 = £1 para todo k € N*. Logo,

2e, — 1 1
3 || 3k
de onde a série >, 28;,:—,:1 converge absolutamente, e portanto uniformemente. Assim,
h=> 7", Qeé“—,:l ¢ uma funcao bem definida e continua, que é obviamente real.
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Afirmamos que h separa pontos de X. De fato, dados z1,x5 € X distintos; a
familia {ey}r gera C(X), logo ela separa pontos. Portanto, existe um menor nimero
natural n tal que e,(z1) # en(x2); agora, é 6bvio que |ex(z1) — ex(z2)| < 1 VEk € N,

de onde podemos ver que

— ep(x1) — ep(xa) — Jex(z1) — ex(22)] = 1
> o <> T <> o
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Portanto,

> 2€k($2) —1- 2€k 231 +1
3k

ol

1 k=

Z 2(ex (22 —%(:ﬁ))‘ _

_ 2(6 () — en(21)) _9 Z k 1‘2) )

3 k=n+1 B
(en(x2) — en(71)) = er(r2) — ex(z1)

2 1 2 T 2 1 1
S B N A 5 S

o que prova que h(x;) # h(xs), e assim h separa pontos de X, como afirmado.

Pelo observado acima sobre a func¢ao h, temos que a sub-C*-dlgebra C*(1,h) C
C(X) satisfaz as hipéteses do teorema de Stone-Weierstrass, de onde segue-se que
C*(1,h) = C(X), concluindo a demonstragcao.

O resultado acima pode ser prontamente generalizado para C*-algebras comutati-

vas com unidade, como segue.

Corolario 2.4.9. Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade gerada por uma

familia enumeravel de projecoes. Entdo, existe um elemento a € A auto-adjunto tal
que A = C*(1,a).

Demonstracao. 2 é *-isomorfa a C (QAI), via a transformada de Gelfand I" : )l — C' (il),
logo, da hipétese e pelo lema A.1.1, C' (é\l) ¢é gerada por uma familia enumeravel de
idempotentes. Portanto, do lema 2.4.8, existe h € C/(2) auto-adjunto tal que C/(A) =
C*(1,h). Entao, a := I'"*(h) é auto adjunto e, novamente pelo lema A.1.1, temos
A=C"(1,a).
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Observagao 2.4.10. Antes de continuarmos, gostariamos de escrever algumas pala-
vras sobre o calculo funcional continuo de um operador diagonal. Dado um operador

diagonal D = diagy,(xy), podemos definir uma fun¢ao

n:Clo(D)) — B(H)
fo— diag,(f(xx)).

E trivial verificar que 1 é um *~homomorfismo unital, e ele é injetor pois se f,g €
C(o(D)) sao tais que n(f) = n(g), entdo f(xx) = g(xy) para todo k; como o conjunto
{2 }x ¢ denso em o(D), segue-se que f = g. E claro que n(1) = I, n(¢) = D. Sabemos
que existe apenas um *-homomorfismo satisfazendo a todas estas propriedades, a saber
o célculo funcional continuo de D (para uma prova deste fato ver por exemplo [21],
proposicao 3.3.10). Em outras palavras, o calculo funcional continuo de um operador

diagonal D é dado pela definicao de n acima.

Exibimos na proposi¢ao 2.4.4 uma extensao trivial, construida de modo especifico
a partir de uma seqiiéncia densa em X especial; o proximo lema é a chave para
a demonstracao do teorema 2.4.12, mostrando que, na verdade, todas as extensoes

triviais sao daquela forma.

Lema 2.4.11. Sejam X um espago métrico compacto, e 7 : C(X) — Q(H) uma
extensao trivial. Entao, existem uma seqiéncia {xy}ren € X densa em X tal que
todos os elementos isolados de X figuram nela infinitas vezes, e uma base ortonormal

{& }ren de H, de modo que T € dada por

7:C(X) — Q(H)
[ w(diag,(f(zx))),

onde diagy(f(xy)) € escrito com relagao a base {&}ren-.

Demonstragdo. Seja ¢ : C(X) — B(H) *-homomorfismo unital injetor tal que
7 = mo1. Observe que ¥ é uma *-representagao de C'(X), logo podemos associar a
ela uma medida espectral & definida nos subconjuntos Borelianos de X, como descrito

na secao A.l, ou seja,

W)—/Xf 16 Vf e O(X).

Tome {U, }nen+ base enumeravel de abertos para X, e seja A = C*(1,{&(Uy,)}n);
entdo, é sabido da secao A.1 que 2 é uma C*-algebra comutativa com unidade, pois

todos os &(U,,) comutam entre si; também, da proposigao A.1.2 vemos que ran(y)) C 2;
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como 2 é gerada por uma familia enumeravel de projecoes, temos do corolario 2.4.9
que existe um operador auto-adjunto 7" tal que % = C*(1,T).

Sejam A = o(T) en : C(A) — A o *isomorfismo dado pelo calculo funcional
continuo de T. Como ran(¢)) C A, podemos fazer a composicao n 1o : C(X) —
C(A), que é um *-homomorfismo unital injetor, e portanto dual a uma sobreje¢ao

continua p : A — X, isto é,

ntop(f) =p*(f)=fop VfeC(X).

Note que, entre outras coisas, a existéncia da sobrejecao continua p mostra que o
espaco métrico compacto X é o quociente de um subconjunto de R, neste caso, A; em
particular, vemos que, para todo f € C(X), ¥(f) =n(fop) = (fop)(T). O operador
T é auto adjunto, e portanto também normal. Assim, pelo corolario B.2.4, podemos
escrever I'= D + K com D diagonal, K compacto e o(D) = o(T) = A.

Para cada f € C'(X) note que

mo(f) =x((fop)(T)) = fop(n(T)) = fop((D))=nr((fop)(D)),

de onde vemos que existe um operador compacto Ky tal que ¢(f) = (f op)(D) + K.
Escrevendo D = diag,,(\;) temos que {\; }ren+ é denso em A, pois A = (D) = { A}
Denote z, = p(\g) para todo k; a sobrejetividade e continuidade de p nos garantem,
portanto, que {7y }ren+ € denso em X.

Seja o : C(A) — C*(I, D) o célculo funcional continuo de D, que sabemos pela
observagao 2.4.10 ser dado por o(g) = diag,(g(Ax)) Yg € C(A). Em particular, para
todo f € C'(X) temos

(fop)(D) = of op) = diag,((f o p)(\x)) = diagy(f(zx)),

e dai temos de imediato que

7(f) =moyp(f) = 7((f o p)(D) + Ky) + n((f o p)(D)) = w(diagy(f ().

Note que {zy }ren+ € tal que todos os elementos isolados de X figuram nela infinitas
vezes: de fato, se um dado elemento isolado x de X aparecesse nela apenas um nimero
finito de vezes, terfamos que a fungao caracteristica 1y, : X — C, que é continua
pois z ¢é isolado, seria tal que diag, (1, (xx)) é compacto, e logo 7(1gy) = 0, o que

contradiz o fato de 7 ser injetora. O lema fica assim provado.
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Finalmente, faremos a prova de que quaisquer duas extensoes triviais sao equiva-

lentes; precisamos apenas juntar as pecas apresentadas até agora.

Teorema 2.4.12. Sejam X um espago métrico compacto, e 71 : C(X) — Q(Hy),

Ty : C(X) — Q(H2) duas extensdes triviais. Entao, T ~ To.

Demonstracao. Sejam {xy}ren+ € {yr}ren+ seqiiéncias densas em X como no lema
2.4.11, de modo que 7i(f) = w(diag,(f(zx))), 72(f) = w(diag,(f(yx))), para todo

f € C(X), com relagao a bases ortonormais {&x }ren+, {wk tren+ de Hy e Ha, respectiva-
mente. Pelolema B.2.5, tome a : N* — N* uma permutacao tal que limy_.ood(2x, Yar)) =
0, onde d é a métrica em X.

Considere o operador U : H; — Hj determinado por U, = wax) Yk € N, que é

*

claramente unitério. Podemos entao definir um *-isomorfismo unital n por

n:QMH1) — QHa)
m(T) — w(UTU").

Note que, para todo f € C(X) e k € N*,
U o diagy,(f(zx))sx = U(f(2x)&k) = f(@r)wa(k),

diag, (f(yx)) o U&, = diag, (f (yx))wak) = [ (Yak))Wa(k)-

Para cada f € C(X), defina Ty : H; — H2 por

Ty = U o diagy,(f(zx)) — diag,(f(yx)) o U.

Afirmamos que T ¢ um operador compacto: de fato, tome ¢ > 0 arbitrario; como f
¢ uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que d(x,y) < ¢ implica em | f(z)—f(y)| < e.
Tome ky € N* tal que k& > ko implica em d(xg, Yar)) < 0. Como conseqiiéncia temos

que k > ko implica em |f(xr) — f(yaw))| < €. Defina agora Fy : Hy — H, por

0o ko
FoO) S M) =D Ml (@x) = F (Wam)wam):

Obviamente, Fyy tem posto finito; ainda, para um vetor § = >~ | A&, de H; arbitrario,
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temos

1Ty = Fo)EN” = 1Ty — Fo) ooy Ml =
= |2 e M (f (@) = f Yark))waw)
= Zk>k0‘)‘k|2 | f(or) — f(ya(k))|2 <
) D D L ) DU DY L
< I Mell® = 2)1€)1°,

I

e dai segue que || Ty — Fy|| < e, de onde Ty é um operador compacto, como afirmado.

Logo, o operador T;U* € B(H2) é compacto. Entao,

0 =m(T{U") = m((U o diagy(f (zx)) — diagy,(f(ye)) o U)U") =
= (U o diag,(f (x))U” — diag,,(f(yx))) =
=nomn(f)—mn(f),

o que implica em no7(f) = 7o(f). Como f havia sido tomado arbitrariamente, temos

o0 T = T2, OU seja T ~ T2, €0 teorema estd demonstrado.
) ) )
[ |

Portanto, as extensoes triviais dos compactos por C'(X) definem uma tnica classe
em Ext(X) e, pelo que vimos na proposi¢ao 2.4.7, todas as extensoes desta classe sao
triviais. O préximo objetivo sera demonstrar, com o teorema 2.4.14, que a classe em
Ext(X) das extensoes triviais age como um elemento neutro para a soma em Ext(X)

definida na segao 2.3.

Observagao 2.4.13. Queremos introduzir agora um tipo especial de *-isomorfismo
que nos sera bastante 1til no teorema 2.4.14, bem como no resto do texto: considere
P € B(H) uma projegao, seja PH =ran(P), e p = n(P). Denote por t : PH — H a

inclusao; entao, t*t = Ipy e 1t* = P. Defina

ap:pQ(H)p — Q(PH)
pr(T)p — w(*T)

(é claro que pQ(H)p é uma sub-C*-dlgebra de Q(H)). Note que ap estd bem definida
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e é injetora, pois

pr(T)p = pr(S)p <= 7(PTP)=n(PSP) <= n(P(I'—S)P)=0 <=
= W (T -95u"eKH) < J(T-95)eK(PH) <
— 1((T—=85)) =0 <= 7('Te) = n(*Su).

Também, ap é sobrejetora, pois dado 7(7T") € B(PH) arbitrario, temos que Tv* €
B(H) é tal que ap(pr(tT*)p) = (v*(Tv*)) = n(T). E facil verificar que ap é um

*_homomorfismo, mostraremos apenas que ap separa produtos:

ap(pr(T)p)ap(pr(S)p) = (" Tw*St) = w(L*TPSL) = n(L*TPPSL) =
= ap(pr(TPPS)p) = ap(pr(T)w(P)r(P)r(S)p) =
= ap(pr(T)ppm(S)p).

Provamos com isto que ap é um *

-isomorfismo. Note ainda que ap(ppp) = ap(p) =
ap(m(w*)) =7n(*ut) = m(Ipy) = lopr-

Considere agora o *-homomorfismo

Tp:Q(PH) — Q(H)
W(T) — W(T@OPLH).

Afirmamos que, para todo t € Q(PH), temos Tp(t) = ap'(t). De fato, tome
t=7(T) € Q(PH) arbitrdrio e observe que, relativo & decomposigao H = PH®PH,
temos P = Ipy®0; também, t*(T®0piy)e =T, e portanto

(T = w (Te0)u* = P(TH0)P = (160)(Td0)(I00) = To0.

Vemos assim que Tp(t) = Yp(n(T)) = 7(TP0) = 7(1T0*) = ap' (7(T)) = ap'(t), e o

afirmado segue.

Teorema 2.4.14. Seja X um espa¢o métrico compacto. Entao, a classe em Ext(X)

das extensoes triviais é um elemento neutro para a opera¢ao de soma em Ext(X).

Demonstragao. Seja T € ext(X) representando uma classe a € Ext(X) arbitraria,
isto é, a = [r]. Tome uma seqiiéncia {fi}ren+ densa em C'(X); tome também uma
seqliéncia {x,},en+ densa em X, onde os elementos isolados de X figuram infinitas
vezes nesta seqiiéncia. Denote 7(fy) = m(Ty) Vk € N* e fi(x,) = )\,(:) Vk,r € N¥
defina, para todo r € N*, \(") = (A,(:))keN*.

Como 7 é um *-isomorfismo entre C(X) e ran(7), e 7(fx) = 7(1}) Yk € N*, temos
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que
Jspecy (fx) = Jspecy,(7(fr)) = Jspec,(m(T})).

Observe que A" € Jspec, (7(T})) Vr € N*, pois

A = (fulx)r = (£ (fi))r € Jspecy(fi) = Jspecy (m(Ty)).

Assim, pelo teorema C.2.3, existe {, },en+ C H ortonormal tal que
T, = (Dk@Rk) + L Vk € N*,

decomposicio em soma direta esta relativa a H = H;®H;, onde H, = spanié,},,
Ly é compacto, e Dy = diagr()\,(:)) com relacao a base {¢ .}, de H;. Observe que
Dy, = diag, (\”) = diag, (fi(x,))-

Tome P € B(H) a projecao ortogonal sobre o subespaco Hi, e denote p = 7(P);
seja ¢ : 7‘(1l — H a inclusao. Entao, u* =1— P, e "1 = IHlL; considere a := a(;_py,
onde

ag-p) i (1=p)QH)(1 —p) — Q(Hy)
¢ um *-isomorfismo como na observacao 2.4.13. Podemos entao definir

n:0(X) — QM)
[ al(l=p)7(f)(1—p)).
Afirmamos que 7 é um *-homomorfismo: de fato, é trivial verificar que 7 preserva as

estruturas de soma, produto por escalar e involugao; para provarmos que 7 preserva

produtos, note que, para todo k € N*,

p7(fr) = m(P(Dx®Ry)) = 7((Dv®@ Ry) P) = 7(f)p,

logo a continuidade de 7 e a densidade de {fy}xr garantem que p7(f) = 7(f)p Vf €
C(X), ou seja, p comuta com ran(7). Portanto, (1 —p) comuta com ran(7); dai, dados
f,g € C(X) arbitrarios, temos

n(Fin(g) = a((L —=p)7(f)(1 —p))a((l —p)7(g9)(1 —p)) =
=a((l=p)7()(1—p)A —p)T(9)(1 —p)) =
= a((1=p)*r(f)m(9)(1 —p)?) =
=a((l-p)7(fe)(1—p)) =
=n(f9),
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provando com isto que 1 é um *~homomorfismo, como desejado. Observe ainda que 7

¢é unital, pois

n(1) = a((1=p)r(1)(1 =p)) =a(l —p) = lgopy)-
Defina agora

7:0(X) — Q(H,)
[ — n(diag,(f(z))),

onde o operador diagonal da definigao de 7’ refere-se a base {{,}, de H;. Sabemos
da prova da proposicao 2.4.4 que 7' é uma extensao trivial. Note também que, em

particular,
7 (fi) = 7(diag,(fi(z,))) = 7(Dy) Vk € N*.

Para k € N*, se escrevermos o operador L, matricialmente com relacao a ‘H =

H,DH; como
. L’(Cn) L](Cm)
k L’(fl) L](€22) )
sao todos compactos, visto que L é compacto. Também,
Tt = Ry + L,?Q), de onde Ry = 1" Tyt — L,(Cm), e portanto

podemos observar que os LSj )

Te = (Dy®Ry) + L = Dp® (" Ty — L)) + Ly, =
= D@0 Tt + 00(— L) + Ly =
= Dk@L*ka -+ Z;,

. L,(:l) Lz(cm)
Ly = e o )

que é um operador compacto, pois suas componentes sao operadores compactos.

onde

Entao,

T(fi) = 7(Th,) = 7(Dp@0 Tt + Ly) = m(Dy@0* Tit) = (D) F (0" The) =

(
7' (fr) (1 = p)n(Te)(1 = p)) = 7'(fr)+a((1 = p)7(fi)(1 —p)) =
=7'(fr)+n(fe) = (7'+0)(fr).

Note que 7/47 é uma extensdo, pela proposicao 2.3.6; logo, temos que as extensdes 7
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e 7'+n coincidem em um subconjunto denso de C(X), e por continuidade segue que
7 = 7/4n. Agora, sabemos da observacao 2.4.5 que 747’ é uma extensdo trivial, e
entdo 71 ~ 747/, pelo teorema 2.4.12. Segue-se portanto da observacao 2.3.9 que

7'4n ~ 74741, de onde temos
=740~ 741 =141,

eentdo a = [r] = [7'47] = [7] +[1] = [7'] + a; como a € Ext(X) foi tomado
arbitrariamente, concluimos que [7] , a classe das extensoes triviais dos compactos
por C'(X), é o elemento neutro para a operagao de soma em Ext(X), e o teorema estd

provado.
[ |

Concluimos portanto que Ext(X) com a operacao de soma dada é um semigrupo
abeliano. A classe em Ext(X) das extensoes triviais serd denotada simplesmente por

0, indicando que ela é o elemento neutro da soma.
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Capitulo 3

O Funtor Ext

Antes de entrarmos propriamente no assunto principal deste capitulo, gostariamos de
escrever umas poucas palavras sobre os conceitos de categoria e funtor, que utilizare-
mos mais a frente; para uma exposicao cldssica da teoria de categorias, ver [15]. Os
termos nao definidos da teoria, objeto e morfismo, podem ser no nosso caso interpre-
tados respectivamente em termos de conjuntos e funcoes, ambos satisfazendo algumas
propriedades, ja que estaremos interessados apenas em categorias desta forma.

Uma categoria consiste em
e Uma classe de objetos €;

e Para quaisquer dois objetos A, B de ¢, um conjunto de morfismos de A em B,
denotado por M (A, B); elementos de M (A, B) sao denotados por f: A — B;

e Para cada trés objetos A, B,C e morfismos f : A — B, g : B — C, um

morfismo go f: A — C,
de modo que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

e Para quaisquer objetos A, B,C,D e morfismos f : A — B, g : B — C,
h:C— D,
ho(gof)=(hog)of;

e Para cada objeto A existe um morfismo idy : A — A tal que para quaisquer
objetos B,C' e morfismo f: B — C,

foidg=idgo f=f;

Dadas duas categorias €, &, um funtor covariante de € em & consiste em um

par de aplicagoes F' = (F,, F,), tais que
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e [, associa a cada objeto A de €', um objeto F,(A) de Z;

e [, associa a cada morfismo f : A — B entre objetos de %, um morfismo
Fo(f) : Fo(A) — F(B),

de modo que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

e Para cada objeto A de ¥,
Fm(idA) = idFD(A)§

e Para quaisquer objetos A, B,C de € e morfismos f: A — B, g: B — C,
Fo(go f) = Fu(g) o Fulf).

E padrao abandonar os indices o e m e denotar as aplicacoes simplesmente por F'.
Neste capitulo nds introduziremos o funtor Ext, que é um funtor covariante da categoria
dos espacos métricos compactos na categoria dos grupos abelianos. Para a compreensao
deste capitulo, é imprescindivel familiaridade com os resultados discutidos no apéndice
D, sobre aplicagoes positivas, em particular o teorema de Stinespring (teorema D.1.11)
e o teorema D.2.14 sobre o levantamento de aplicagdes positivas de C'(X') em quocientes
de C*-algebras. Para o exemplo do cédlculo de Ext(S'), é necessério o conhecimento

do material sobre operadores de Toeplitz exposto na secao A.5.

3.1 Ext(X) é Grupo Abeliano

Faremos agora a prova de que Ext(X) é um grupo abeliano. Precisaremos em algum
momento do fato de que se T' € B(H) é tal que T*T é um operador compacto, entao 7" é
um operador compacto. Isto é verdade, pois qualquer polinomio em 77" é obviamente
um operador compacto, e portanto f(7*1") é compacto para todo f € C(X), visto que
f(T*T) serd o limite, na norma, de polinémios em T*T’; em particular, |T'| = (T*T)/?

é compacto, de onde temos que T' é compacto (ver secao A.2).

Teorema 3.1.1. Seja X um espago métrico compacto. Entao, Ext(X) é um grupo

abeliano.

Demonstragao. Tome a € Ext(X) arbitrério, e seja 7 : C(X) — Q(H) tal que
a = [1]. Observe que 7 é uma aplica¢do unital e positiva, pois é um *-homomorfismo
unital. Visto que Q(H) = B(H)/K(H), podemos ver que do teorema D.2.14 existe

uma aplicagao unital positiva 7 : C(X) — B(H) tal que 1 =7 o 7.
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Sabemos da proposi¢ao D.1.10 que 7 é completamente positiva. Entao, como C'(X)
é separdvel, pelo teorema de Stinespring (teorema D.1.11) existe um espago de Hilbert
separdvel H com ‘H C H, e v: C(X) — B(ﬂ) uma *-representacao tais que 7 =
t*opour, ondet: H — H é a inclusdo. Portanto, para cada f € C(X) podemos

escrever, relativo & decomposicao H = H&H™',

_ 7A:(f) @12(f)
A= ( p21(f) pa(f) >

Afirmamos que p12(f) e 21 (f) sdo operadores compactos. De fato: como (f) =

o(f)*, observe que

[ T enlf)
el = ( 9012(f)* 8022(f)* )’

e assim

cp(f)g0(7) _ ( (f)T(TZ-i— pr12(f)p12(f)” T(f)pa ()" + p12(f)paz(f) )
a1 (F)T(f) + o2(f)e12(f)" wa(f)ean(f)" + w2u(f)en(f)"

Dai temos que

(£ = (e(f ) = (e(Ne(f)u = F(NHT() + (£ er(f),

e portanto

T(fF) =77 (£ ) = n(7F(HTF) + pra(Hera(f)*) = 7F(HT(F)) + 7 (pra(Hra(f)7) =
=17 (P)7F() + 7 (er2()era(f)) = 7(HTF) + 7(pr2(f)pra(f)7) =
FI) +m(ei(f)enf)),

de onde segue-se que m(p1a(f)p12(f)*) = 0. Logo, o operador ¢12(f)p12(f)* é com-
pacto, e portanto ¢12(f) é um operador compacto, pela observagao que precede este
teorema. Usando f no lugar de f provamos que ¢1o(f) = @21 (f)* é compacto, de onde

wo1(f) é um operador compacto, provando o afirmado. Defina agora

ViOX) — QHY)
[ mlea(f)).

Afirmamos que ¢’ é um *-homomorfismo unital. De fato, é ébvio que ¢’ é unital e
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linear; ela preserva a involugao pois, para todo f € C'(X)
W(f)" = (m(2a(f)))* = m(p22(f)) = 7(paa(f)) = ¢'(f).

Também, para quaisquer f, g € C(X), ¢21(f) € v12(g) sdo compactos, logo w1 (f)¢12(9)
=0,e

é compacto; entao, (w1 (f)p12(g)) portanto

V'(fg) = m(pn(f9) = 7((p(f9))22) = 7((p(f)p(g))22) =
= (22 (f)p22(9) + pa1(f)r2(9)) =
= (22 (f))7(p22(9)) + m(p21(f)pr12(9)) =
=" ()Y'(9),

provando desta forma que 1’ é um *-homomorfismo, como afirmado.
Para f € C(X) qualquer, como ¢i15(f) e @21(f) sdo operadores compactos, vemos

que o *-homomorfismo 7 o ¢ : C(X) — Q(H) é tal que

(T e\ _ (7D 0 )
i) ((9021(f) <P22(f)>) (( 0 9022(f)>>

= 7(7(H)Opn(f) = 7(7(f)+r(en(f)) =
=7(f)F'(f) = (r+)(f),

ou em outras palavras, 7 o ¢ = 7+1. Considere v € ext(X) uma extensdo trivial,
e defina 1 := ¢’4. Entdo, 1 é uma extensdo pela proposicio 2.3.6; se escrevermos
v=mo~ com ' : C(X)— B(H) um *-homomorfismo unital injetor, entao @@y’

¢ um *-homomorfismo unital injetor, e ainda
Y =Pty = (70 ) +(m 07) = m(pndy),
provando com isto que ¥ é uma extensao trivial. Ademais,
T+ =1+ ) = (TH )y = (To ) tr(y) = m(edy),
de onde 741 é uma extensdo trivial. Segue-se dai que
a+ [¥] = [r]+ [¥] = [r+¢] = 0,

ou seja, [¢] é o inverso de a em Ext(X). Como a havia sido tomado arbitrariamente,

vemos que todo elemento de Ext(X) possui um inverso com relagdo a operagao de
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soma, provando desta forma que Ext(X) com a soma é um grupo abeliano, como

queriamos.
[ |

Provas alternativas de que Ext(X) é grupo abeliano podem ser encontradas em
[7] e [1], além é claro da prova original encontrada em [6], que é muito mais dificil
e indireta, envolvendo em particular todo o material do capitulo 4, feitas as devidas
modificacoes, visto que na época a teoria de Brown-Douglas-Fillmore foi desenvolvida
sem o conhecimento de que Ext(X) era grupo (e de fato foi utilizada para provar este
fato).

Calcular o grupo Ext(X) para um dado espago métrico compacto X é em geral
uma tarefa complicada; O primeiro exemplo que faremos agora pode nao ser muito

empolgante, mas ele nos serd util futuramente.

Exemplo 3.1.2. Considere X como sendo um espagco métrico com apenas um ele-
mento, que chamaremos de x. SejaT € Ext(X) qualquer e observe que, dado f € C(X)

arbitrdrio, temos f = f(x)1 e

de onde vemos que T € trivial, visto que T = w o1, onde ¢ : C(X) — B(H) € dada
por Y(f) = f(x)I. Em outras palavras, todas as extensoes dos compactos por C(X)
sao triviais, logo o quociente Ext(X) possui um wnico elemento. Segue-se dai que

Ext(X) =0, o grupo nulo.

O trabalho realizado no capitulo 1 nos permitira, com um pouco mais de esforgo,
calcular o grupo Ext(X) quando X é um espago métrico compacto homeomorfo a um
subconjunto de R, e quando X = S'; veremos que eles sao, respectivamente, 0 e Z. O
primeiro destes sera feito na secao 3.2, apds termos estabelecido o funtor Ext.

Como primeira conseqiiéncia do fato de Ext(X') ser um grupo abeliano, gostariamos
de retomar a discussao sobre a soma disjunta de extensoes, iniciada no final da se¢ao
2.3. Precisaremos de um resultado técnico que diz que toda projecao p € Q(H) é
da forma p = m(P), para alguma projecao P € B(H); demonstraremos isto com a

proposicao 3.1.4 mas, para tanto, introduziremos mais um conceito.

Definigao 3.1.3. uma sub-C*-dlgebra B de uma C*-dlgebra A é dita hereditdria
quando para quaisquer a € A, b € B satisfazendo 0 < a < b, temos a € B.

E um fato, que nao provaremos aqui, que qualquer ideal J de uma C*-dlgebra

2 é hereditario; para uma prova deste fato ver por exemplo [9], teorema 1.5.3. Em
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particular, JC(H) ¢é hereditario em B(H). Precisaremos disto na prova da proposigao

3.1.4.

Proposicao 3.1.4. Seja p € Q(H) uma projecio. Entao, existe P € B(H) uma
projecao tal que p = w(P).

Demonstragdo. Naturalmente 0 < p < 1oz = (1), logo pelo coroldrio D.2.2 existe
T € B(H) tal que n(T) =pe 0 <T < I. Comon(T) =p=p*=n(T)?=n(T?,
vemos que T — T2 é um operador compacto. Ainda, do fato de 0 < T < I, concluimos
que ||T'|| <1 e portanto o(T") C [0, 1].

Considere f € C(o(T)), f(x) = z— 2% Obviamente ran(f) C [0, 1], de onde temos

o(T = T%) = o(f(T)) = f(o(T)) = ran(f) € [0,1].

Ademais, T — T? é compacto, logo o(T') C 0U {6, }nen=, onde {6, },, é uma seqiiéncia

em [0, 1] convergindo para zero. Assim, podemos escrever
U(T> C f_l(U(T - Tz)) - {07 1} U {)‘n}neN* U {Mn}neN*a

onde {\,},, € {n}n s@0 duas seqiiéncias em [0, 1], com f(A\,) = f(u,) = 6,, para todo
n, a primeira convergindo para zero e a segunda convergindo para 1.

Denote por B a reuniao disjunta

B={0}u{l}u{n}u{r}uU---U{m}U{pe}---

e seja & a medida espectral associada ao operador T', pelo teorema espectral (T é
normal, pois é positivo). Entao, considerando a extensao padrao da medida espectral
para todos os Borelianos de C, temos & (B) = &(BNo(T)) = &(o(T)), e entdo

I=8(0(T)=&B)=GCGo+Gi+ Y Ej+)» F,
j=1 i=1
onde as projecoes envolvidas sao dadas por Gy = &({0}), G1 = &({1}), E; = &({\;}),

Fi = &({mi})-

Afirmamos que E; e F; tém posto finito para todo 7,j € N*. De fato, observe que

T = 0G0—|— 1G1 +Z)\jEj "‘Z/MR?
i i
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e da ortogonalidade destas projegoes obtemos

T—T" =Y (A= N)Ej+ Y (i — i) F

J

Agora, \; — )\? >0e pu; — p,? > 0, logo da positividade das projecoes E; e F; podemos
ver que 0 < (A\; = A5)E; <T =720 < (u; —p7)F; <T —T? Usando que T'— T é
compacto e o K(H) ¢ hereditério em B(H), segue-se que (A; — X)) Ej e (p; — 7 ) F; sdo
compactos, de onde Ej; e F; sao compactos, e portanto necessariamente sao de posto
finito, pois proje¢oes possuem imagem fechada; fica assim provado o afirmado.

Como \; — 0 e (u; —1) — 0, podemos ver que as séries > ;A\ E; e > (i — 1) F;
convergem em norma, sendo portanto operadores compactos. Agora, defina P =
G1+ Y, F; o operador P é uma projecao, pois é soma de projecoes ortogonais duas

a duas. Além disto,
T—P=Gi+Y NE+> wF,—P=Y NE+Y (u—1)F, € K(H),
7 7 7 7

de onde temos que 7(T — P) = 0, ou seja, 7(P) = n(T) = p, o que completa a

demonstracao da proposicao.

Teorema 3.1.5. Sejam X1, Xs espacos métricos compactos. Entao, a fun¢ao

A EXt(Xl) X EXt(XQ) — EXt(Xl\/XQ)

([nl,[m]) — [nVn

¢ um isomorfismo de grupos.

Demonstracao. Comecaremos provando que A é um homomorfismo de grupos. Tome
arbitrariamente a,b € Ext(X7) x Ext(X3), a = ([r1], [r2]), b = ([1{], [7%]), considerando

extensoes 71, 7] € ext(X}), T2, 75 € ext(Xy). Precisamos provar que
(7)) V(12+7)] = Ma +b) = Ma) + A(b) = [(1.V7)+F (1] V)]
Denotando H* = HOHOHEH, seja U € B(H*) o operador unitario dado por
U:H" — H

(€1,62,63,64) — (£1,63,62,64)-
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Observe que se T € B(H*) é dado na decomposicio H* = HOHOHOH por T =
T&Ty®T5®Ty, entao AdU(T') = T1@T5dToHTy.

Seja 1 : Q(HY) — Q(H*) o *-isomorfismo unital dado por u = Adr(U). Afir-
mamos que u((11V7)+(T1V7y)) = (ri+7])V(r2+75). De fato, dado f € C(X;VXy)
arbitrario, denote 71 (f|x,) = 7(1T1), 72(flx,) = 7(Ts), 7 (flx,) = 7(T7), 5(flx,) =
7(73). Entao,

(nFr)V(rtm))(f) = (n+m)(flx) Hrtn) (flx,) = f(LieT) +r(TLeT;) =
m(TeT|eTeTy) = n(U(T1eThdTioTy)U*) = u(r(TieTydT|6T,)) =
(i (flx) 72 (flxe) +71(f L) F72(flx.)) = w((m V) (f)+(mvr)(f) =
= p((r V) + (V) (),

de onde ((11+7))V(1a+73)) ~ (11 V1) +(1]VT5)), ou seja,
(rtr)V(ntn)] = [(nVr)+Hr V)l

concluimos deste modo que A(a + b) = A(a) + A(b), de onde A é homomorfismo de
grupos, como desejado.

Para mostrarmos que A é um isomorfismo, construiremos explicitamente sua in-
versa. Tome 7 € ext(X;VXy) representante de uma classe arbitraria a € Ext(X;V.Xy);
o conjunto X; é disjunto de X, em X;V Xy, logo a fungao caracteristica 1y, : X1V.Xy —
C é continua. Denote p = 7(1y,), observando que p é uma projegao de Q(H). Pela
proposicao 3.1.4, podemos tomar uma projecao P € B(H) tal que p = w(P). Defina
e1: C(Xy1) — C(X1VXy), onde &1(f)|x, = f, e1(f)|x, = 0 para todo f € C(X;), e
da mesma forma defina g5 : C(X5) — C(X;VXy), onde e5(g)|x, = 0, e2(9)|x, = g
para todo g € C(X3). Claramente, €; e g5 sdo *-homomorfismos injetores. Dado
f € C(X1), note que

el(f) = 1x,e1(f)1x,,

e portanto 7(e1(f)) = pr(ei(f))p € pQ(H)p. Da mesma forma, dado g € C(Xy),
temos 7(e2(g)) = (1 —p)7(e2(9))(1 —p) € (1 —p)Q(H)(1 —p). Pela observagao 2.4.13,
podemos definir *-homomorfismos

: C(Xy) — Q(PH),

5 C(Xy) — Q(PYH)
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pOr T{ = Qp 0T 0y, Ty = (y—_p) © T 0 5. Estes *~homomorfismos sao injetores pois sao

composi¢ao de injetores, e sao unitais visto que

mi(l) =apotoe(l) =apoTt(lx,) = ap(p) = lorn),

a prova para 7o sendo analoga. Em outras palavras, 71 e 7 sao extensoes.

Queremos provar agora que, se tivéssemos escolhido uma outra projecao Pe B(H)
tal que ﬂ(f)) = p, a mesma construcao teria produzido extensdes 7| e T4 tais que
T ~ 7], Ty ~ 7). Vejamos como provar isto: tome uma outra projecio P € B(H) tal

que 7(P) = p, e construa como acima extensoes
7 C(X)) — Q(PH),

7 O(Xy) — O(PH)

dadas por 7] = apoToeg;, TH = Q(;_jp) © T © €2} para Provarmos que i ~ Ti, Ty ~ Ty, €
suficiente verificarmos que 71 ~,, 7| € T ~, 75, , pelo teorema 2.2.11.

Denote por t : PH — Hev: PH — H as inclusoes, e defina U : PH — PH
por U = v*.. Afirmamos que m(U*U) = lg(pn), 7(UU”) = 14 p,. De fato, observe
que P(P —1)P € K(H), pois n(P(P — I)P) = p(p — 1)p = 0. Portanto, temos que
*P(P — )P, € K(PH); observando-se que

VP(P—1)Pu= 0w (P — D't = Ippt* (P — Didpy = (P — 1),

provamos que t*(P — I)t € K(PH). De modo completamente andlogo prova-se que
v (P —I)v € K(PH). Agora

UU = v'vve = " Po= 1T+ (P — D)o = Ipy + (P — 1),

UU* =v'uw'v=v'Pv=viv+v(P—-1v=Ip,+v(P -1y,

de onde temos de imediato que 7(U * U) = 7(Ipy) = lopny € m(UU*) = n(Ipy) =
1 Q(PH)’ provando o afirmado.

Defina agora

1: Q(PH) — Q(PH)
n(T) — =#(UTU").

Afirmamos que g é um *-isomorfismo unital. De fato, é imediato verificar que pu é

linear e preserva a involu¢ao. Quanto ao produto, tome arbitrariamente 7(77), 7(75) €
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Q(PH); sabemos que Ipy — U*U € K(PH), logo UTi(Ipn — U*U)T,U* € K(PH).
Entao,
0=UT\(Ipy — U*U)TU* = n(UT\ToU* — UTYU*UTYU*),

de onde n(UT\ToU*) = n(UT1U*UT>U*), e portanto

w(r(T) (1)) = p(r (V1)) mn(UTY T U™) = m(UTYUUTLU™) =
= n(UTLU")w(UTLU") = p(r(Th))pu(m(T2)).

Provamos portanto que g é um *-homomorfismo. Naturalmente g é unital, pois

1(lopry) = m(UlpnU) = m(UU”) = 144y, € p € inversivel pois a aplicagao

¢: Q(PH) — Q(PH)
n(T) — =(U'TU)

¢ claramente uma inversa para p. Fica assim provado que g é um *-isomorfismo unital,
como queriamos.

Vamos provar agora que p o 7p = 7{: tome arbitrariamente f € C'(X;), e denote
ni(f) = 7(T); assim, apoToe (f) = i(f) = 7(T), e entdo 7 o 1 (f) = ap'(n(T)) =
mw(«Te*). Portanto,

T (f) =apoToei(f) = ap(n(T)) =n(v" " Tv'v) =
— 7(UTU*) = p(n(T)) = po (1),

de onde p o7 = 7/, como afirmado. Segue-se que 77 ~, 7{. De maneira andloga
prova-se que Ty ~vy, Ts.

Assim, vemos que as classes [11] € Ext(X;) e [r] € Ext(X,) dependem tao so-
mente da extensdao 7, nao importando a escolha da projegao P tal que 7(P) = p.
Temos deste modo bem definida uma aplicacdo ext(X;VXsy) 2 7 —— ([m],[2]) €
Ext(X7) x Ext(X3). O préximo passo agora é mostrar que esta aplicagao é levada
para o quociente Ext(X;VXs). Suponha entao que 7,7 € Ext(X;VX3) sao tais que
T ~ 7’5 considere um operador unitario U € B(H) de modo que Adrn(U) é tal que
Adn(U) o1 = 7'. Denote p = 7(1x,), p’ = 7'(1x,). Se P € B(H) é uma projegao
com p = w(P), entao P’ = UPU* é uma projecao, visto que P? = UPU*UPU* =
UPU*=UPU* =P, e P* = (UPU*)* = UP*U* = UPU* = P'; além disso,

o = (Ly,) = Adr(U)(7(Ly,)) = Adn(U)(p) = Ad(U)(=(P)) = n(UPU") = n(P).
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Podemos entao definir extensoes 7] : C(X;) — Q(P'H), 75 : C(Xs) — Q(P'*H)
por 7{ = apr o7 01, Th = a_pry © T' 0 €9, como visto anteriormente.

Sejam ¢ : PH — H, v : P"H — H as inclusoes, e defina V : PH — P"H por
V = v*Ut. Observe que 7(VV*) = 1g(piy), visto que

T(VV*) = n(v*Uu*U*v) = n(v*"UPU"v) = ap/(p'n(UPU)p’) =
= ap(p'p'y’) = ap () = Lo,

e da mesma forma m(V*V') = 1g(py). Deste modo, a aplicagao

i:Q(PH) — O(P'H)
n(T) — n(VTVY)

é um *-isomorfismo unital (pela mesma argumentagao utilizada ha pouco na prova de
que g era um *-isomorfismo unital).

Afirmamos que p1 o1 = 71; de fato, tome f € C(X;) arbitrario, e denote 71 (f) =
7(T). Entdo, Toe(f) = ap' o = ap' (7(T)) = 7(«T*); logo,

T(f)=ap ot oe(f) =ap o Adr(U) ot oe(f) = ap o Adn(U)(n(:T*)) =
=ap(n(UTU")) =7n(v*UT U ) =7n(VIV®) = p(n(T)) = pom(f),

de onde i o7 = 7{ como desejado. Segue-se que T ~,, T{, € portanto 7, ~ 7, pelo
teorema 2.2.11. De modo andlogo prova-se que 15 ~ 74; concluimos dai que esta bem

definida uma aplicacao

n:Ext(X1VXy) — Ext(X;) x Ext(Xs)
M — (il D),
onde 7 e Ty sao definidas a partir de 7 como acima.
Vamos provar que = A~'. Para tanto, tome 7 € ext(X;VX,) uma extensao

representando uma classe arbitrdria a € Ext(X;VXs). Seja P € B(H) projecao tal

que m(P) =p = 7(1y,), e considere os *-homomorfismos

Tp: QPH) — Q(H)
7T(T) — W(T@OPL'H)
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Tpr: Q(P*H) — Q(H)
m(T) — w(0py®T).

Em virtude do que foi discutido na observagao 2.4.13 sabemos que Y p(t) = ap'(t)
para todo t € Q(PH), e que também Y p.(t) = a1 (t) para todo t € Q(P+H).

Dado f € C(X;VXy) arbitrario, é ébvio que f = e1(f|x,) + €2(f|x,). Portanto,
se nos lembrarmos de como a soma chapéu de elementos em algebras de Calkin foi

definida, no nosso caso

+:Q(PH) x Q(P*H) — Q(PH®P'H) = Q(H)
(tt) — Tpt)+ Tpru(t),

podemos ver que

VT (f) = 1i(flx)+72(flx.) = Tr(n(flx,)) + Tpr(a(flxy)) =
= ap' (1i(flx))) + apl(a(flx,)) = Toer(fx,) + Toea(fx,) =
=7(e1(flx,) +e2(flx)) = 7(f);

provamos com isto que

a = [1] = [nVn] = A([n], [r]) = Aen([r]) = Aenla),

de onde temos A o 1 = idpxi(x,vxo)-
Por outro lado, seja ([11], [12]) € Ext(X;) x Ext(X3) arbitrdrio. Denote 7 = 71 Vy;

entao, p = 7(1yx,) é tal que

p=(nVn)(lx,) = 1(lx,|x,)+7(1x|x,) = 71(1)+72(0) =

~

)
= lopy+0 = m(1)+m(0) = w(Ix0),

de onde vemos que P = I®0 € B(H®H) é uma projecao tal que n(P) = p, e
logo podemos usa-la para definir n([7]). Seja portanto n([r]) = ([r{],[ms]), onde
T, = QpOoToOEg], Ty = QpL OT Ogy. Vamos provar que 7, = Ty, Ty = To. De fato,
tomando f € C(X;) arbitrario, e denotando 71 (f) = 7(T), temos

Toei(f) = (nvr)(ea(f)) = nle(f)lx)Frla(f)lx) =
= 11(f)4+0 = 7(T)+7(0) = n(T0),
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e assim

n(f) = aporoa(f) = ap(n(Te0) = n(T) = nu(f),

de onde 7] = 7; prova-se de maneira andloga que 75 = 5. Entao,

no Mlml, [r2]) = n([nvr]) = n([r]) = (7], [7]) = ([n], []),

ou seja, 70 A = idpx(x,)xExt(x,)- Assim, A é inversivel e portanto um isomorfismo de

grupos, o que conclui a demonstragao do teorema.

3.2 Funtorialidade de Ext

Nesta secao, X e Y denotam espacos métricos compactos, e f : X — Y denota uma
funcao continua.

Ja sabemos que Ext(X) e Ext(Y) sdo grupos abelianos. Nesta se¢do, veremos
como construir, a partir de uma funcao continua f : X — Y, um homomorfismo de
grupos Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y’), e discutiremos suas propriedades. Na seqiiéncia,
definiremos finalmente o funtor Ext.

Lembremo-nos do *-homomorfismo dual a f mencionado na introducao,

ffoy) — oX)
g — gof.

Assumiremos os fatos de que f* é injetor se, e somente se, f é sobrejetora, e que f* é
sobrejetor se, e somente se, f é injetora. Em particular, f* é um *-isomorfismo se, e
somente se, f é um homeomorfismo.

Dada 7 € ext(X) uma extensdo, vemos que 7o f* : C(Y) — Q(H) é um *-
homomorfismo unital, mas nao necessariamente injetor, pois f pode nao ser sobreje-
tora. Agora, se considerarmos uma extensao trivial 7y € ext(Y), entdo (7o f*)+1y é
uma extensao, pela proposicao 2.3.6; ainda, se 73 € ext(Y') é outra extensao trivial,
entdo 7y ~ T, e portanto (7 o f*)+1y ~ (70 f*)+74, devido & observagao 2.3.9.
Assim, vemos que a classe [(7 o f*)+7y] € Ext(Y) independe da escolha da extensdo

trivial 7y. Fica portanto bem definida uma aplicagao

of rext(X) — Ext(Y)

T — [(To )4yl
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Observacgao 3.2.1. Conforme mencionado acima, se f é sobrejetora, entao f* é in-
jetora, e portanto em particular vemos que 7 o f* é uma extensao; assim, neste caso

podemos escrever

or(r) =[(rof)rv]=lrofl+ vl =[ro ffl+0=[ro [

Noés provaremos futuramente que esta aplica¢do gy passa ao quociente Ext(X), e a
aplicagao resultante é o que chamaremos de Ext( f), mas antes, gostariamos de explorar
algumas propriedades de p;. Comecemos com uma série de proposicoes simples, para

organizar as idéias.

Proposicao 3.2.2. Seja 7 € ext(X) uma extensdo trivial. Entdo, of(7) = 0 €
Ext(Y), ou seja, (1 o f*)+7y € ext(Y) € uma extensio trivial, para toda extensdo
trivial Ty € ext(Y).

Demonstracao. Isto segue da observacao 2.4.6. De fato, escrevendo 7 = wot), 7y = moyp
para *-homomorfismos unitais injetores ¢ : C(X) — B(H), ¢ : C(Y) — B(H), é
imediato ver que (¢ o f*)®y : C(Y) — B(HE&H) é um *-homomorfismo unital injetor
e ainda

(rof)try =(movo f)Hmop)=n((o f)By),

provando com isto que (7 o f*)+7y é trivial, e portanto g;(7) = 0 € Ext(Y), como

queriamos.
[ |

Proposicao 3.2.3. Seja idy : X — X a funcao identidade; entao, para quaisquer
extensio T € ext(X) temos iy (T) = [7]; em outras palavras, (1 oidx™)+7x ~ 7 para

qualquer Tx € ext(X) trivial.
Demonstracao. Obviamente 7 oidx™ = 7, e portanto

0y (1) = [(7 0idx")F7x] = [r+7x] = [1] + [rx] = [7] + 0 = [7],
de onde em particular (7 o idy*)+7x ~ 7, como desejado.

Proposicao 3.2.4. Sejam X,Y,Z espacos métricos compactos, f : X — Y,
g Y — Z fungoes continuas, e 7 € ext(X) extensdo. Se 7 = (1 o f*)+1y com

Ty € ext(Y) trivial, entao o4(7") = 0gor(T).
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Demonstragio. Se 77 € ext(Z) é uma extensdo trivial, entdao (1y o g*)+74 é trivial

pela proposicao 3.2.2; logo, (7y o g*)+7z ~ Tz, e portanto
((ro f)try)og)trz = (Tof og")+((ry 0 g")+72) ~ (To (g0 f))+7z,
de onde segue o resultado.

Observe que em particular a proposicao 3.2.4 nos diz que, para quaisquer extensoes

T €ext(X), v €ext(Y) e 77 € ext(Z) com Ty e T4 triviais, temos

~

(T o f)+rv)og )tz ~(To(go f))+rz.

Proposigcao 3.2.5. Sejam 7,7 € ext(X) e extensoes. Entao, of(T) + o0f(7") =
o5(r477); em particular, (7o §*)4r) H(7' o f)110) ~ (r+77) o f7) b7y para quais-

quer Ty, 1y € ext(Y') triviais.

Demonstracao. Por argumento similar ao utilizado no comentéario que antecede a

observagao 2.3.11, podemos ver que
((ro f)try)+((7" o f)F7y) = (T o f*)Fry+(7 o f*)+7y ~
~ (1o f)H(T o f) vty = ((T47) o f) vy,
e como Ty 7y ~ Ty, temos
(7o f)Fry)+ (7 0 f1)+75) ~ ((r477) o f*)+7v,
e o resultado segue.

Proposicao 3.2.6. Se f : X — Y € uma func¢do constante, entdo para todo T €
ext(X), temos que o;(1) = 0; em outras palavras, (7 o f*)+71y € trivial, para toda

extensdo trivial Ty € ext(Y).

Demonstracao. Seja yo € Y tal que f(z) =y Vo € X. Entdo, considerando o espago
métrico Y’ = {yo}, podemos escrever f =hog,ondeg: X — Y'eh:Y' — Y sao
as fungoes 6bvias, que sao continuas.

Seja 7' € ext(Y’) uma extensao representando a classe p,(7) € Ext(Y”). Sabemos

do exemplo 3.1.2 que Ext(Y’) = 0, logo g4(7) = 0, e portanto 7" é trivial. Segue-se
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entao da proposigao 3.2.2 que g,(7') = 0 € Ext(Y). Logo, da proposigao 3.2.4 temos
que 04(T) = 0nog(7) = on(7") = 0, de onde em particular (7 o f*)+7y é trivial.

Provemos agora que gy passa ao quociente.
Proposigao 3.2.7. Sejam 7,7’ € ext(X) tais que T ~ 7'. Entdo, o¢(7) = 0s(7').

Demonstracao. Seja U € B(H) unitério tal que Adn(U) o7 = 7. Entdo, obviamente
Adn(U) ot o f*=1"0 f*. Observe que UdI € B(H®H) é unitério e que, dada uma

extensao trivial 7y € ext(Y’), temos
Adr(UdI) o ((to f*)+1y) = (Adw(U) o7 o f*)+1y = (7' o f*)+7v,
de onde segue de imediato que (7o f*)+7y ~ (7' 0o f*)+7y, e dai

or(1) = [(To f)+rv] = [(7 0 f*)F7v] = o4 (7'),

como queriamos demonstrar.

Fica portanto bem definida uma aplicacao

Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y)
[Tl — os(7).

Observe que Ext(f) é um homomorfismo de grupos, pois dados [7],[7] € Ext(X)

quaisquer, temos da proposicao 3.2.5 que

Ext(f)([r] + [7']) = Ext(f)([r+7]) = os(r+7") = 05(7) + 04 (7') =
= Ext(f)([7]) + Ext(/)([7'])-

Observacao 3.2.8. Se f : X — Y ¢é uma funcao constante, a proposicao 3.2.6
garante entdo que Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y) é o homomorfismo nulo, visto que,
para um [7| € Ext(X) arbitrario, tem-se que Ext(f)([7]) = os(7) = 0.

Finalmente, considere .# a categoria dos espacos métricos compactos, e Grp a ca-
tegoria dos grupos abelianos; lembremos que em .#Z os objetos sao os espacos métricos

compactos, e os morfismos sao funcoes continuas entre estes espagos. Em Grp, os
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objetos sao os grupos abelianos, e os morfismos sao homomorfismos de grupos entre
estes grupos.

Seja Ext : .# — Grp o par de aplicagoes que faz a correspondéncia X +——
Ext(X) entre os objetos destas categorias, e a correspondéncia f — Ext(f) nos mor-
fismos. Chegamos ao resultado principal da se¢ao. O trabalho para a demonstracao

ja esta todo feito com as proposicoes anteriores.
Teorema 3.2.9. Ext : # — Grp é um funtor covariante.

Demonstragao. Dado X espago métrico compacto, temos que Ext(idx) = idgx(x),

pela proposicao 3.2.3, pois dado a = [7] € Ext(X) arbitrario, temos
Ext(idx)(a) = Ext(idx)([7]) = 0iax (7) = [7] = a = idgx(x)(a).

Também, dados X, Y, Z espagos métricos compactos, e f: X — Y ¢g:Y — 7
fungdes continuas, temos da proposi¢ao 3.2.4 que Ext(g o f) = Ext(g) o Ext(f), pois
dado a = [7] € Ext(X) arbitrdrio e 7/ = (7 o f*)+7y com 7y € ext(Y) trivial, temos
que

Ext(f)(a) = Ext(f)([7]) = os(7) = [7'],

e portanto

Ext(g o f)(a) = Ext(g o f)([7]) = 04 (T) = 04(7') = Ext(g)([7]) =
= Ext(g) o Ext(f)(a),

provando o desejado.
[ |

Por uma questao de simplicidade, de agora em diante denotaremos o homomorfismo
Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y) por f.. Uma propriedade simples porém importante de
funtores é que eles levam isomorfismos em isomorfismos; nés provaremos aqui o que

isto quer dizer, no nosso caso.

Proposicao 3.2.10. Seja f : X — Y um homeomorfismo. Entao, f.: Ext(X) —

Ext(Y') é um isomorfismo de grupos.

Demonstracao. seja f~!' : Y — X a funcao inversa de f, que é continua pois f é

homeomorfismo. Como f~'o f =idx e fo f~! = idy, a funtorialidade de Ext nos d&

(fil)* © f* = (fil © f)* = (idX)* = idExt(X)a
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f* © (f_l)* = (f © f_1>* = (ldY)* = idExt(Y)7

de onde f, ¢é inversivel, e portanto um isomorfismo, como queriamos provar.
[

Em outras palavras, se X e Y sao espagos métricos compactos homeomorfos, entao
os grupos Ext(X) e Ext(Y') s@o isomorfos. Estamos agora em condigoes de calcular o

grupo Ext(X) para mais uma classe particular de espagos métricos compactos.

Exemplo 3.2.11. Suponha que X é um espago métrico compacto homeomorfo a um
subconjunto A de R. Sabemos da proposicdo 1.1.10 que todos os operadores essenci-
almente normais com espectro essencial A sao unitariamente equivalentes maodulo os
compactos. Portanto, da correspondéncia entre operadores essencialmente normais e
extensoes e do teorema 1.1.9, temos em particular que todas as extensoes dos com-
pactos por C(A) sao equivalentes. Logo, hd apenas uma classe em Ext(A), e portanto

Ext(A) =0, o grupo nulo. Seque-se entdo da proposi¢ao 3.2.10 que Ext(X) = 0.

Até agora vimos apenas exemplos triviais de grupos Ext(X), mas gostariamos de
observar que Ext(X) nao é um objeto trivial. Por exemplo, o que foi visto no final
da secao 1.2, se reinterpretado no contexto de extensoes, mostra que ha uma bijecao
entre Ext(S!) e Z. N6s provaremos agora que estes grupos sao na verdade isomorfos,

o que nos dara mais um importante exemplo da teoria.
Teorema 3.2.12. Ext(S") € isomorfo a Z.

Demonstragio. A funcao ¢ € C(S') é inversivel, logo para todo 7 € ext(S!) temos
que 7(¢) é um elemento inversivel de Q(H), e portanto podemos associar a 7(() o
nimero inteiro ind(7(¢)). Ainda, se 7,7" € ext(S') sdo tais que T ~ 7/, entao tomando
U € B(H) unitario tal que Adw(U) o1 = 7/, e denotando 7(¢) = n(T'), vemos que

ind(7'(¢)) = ind(Adn(U) o 7(¢)) = ind(xr(UTU")) =
=ind(U) + ind(T") — ind(U) = ind(T") = ind(7(()).

Fica portanto bem definida uma aplicacao

¢ :Ext(S') — Z
[7] —— ind(7(()).

Observe que ¢ é um homomorfismo de grupos pela observagao 2.3.3, pois dados
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7], [7'] € Ext(S"),

o[l + [7]) = ¢([r+7']) = ind((r+7)(C)) = ind((7(O))+(7'(C))) =
= ind(7(¢)) + ind(7'(¢)) = @([7]) + &([7']).

Afirmamos que ¢ ¢é injetor. De fato, suponha que ¢([7]) = 0. Denotando 7(¢) =
7(T), temos que w(7T) é um elemento unitario de Q(H), e ind(x(T)) = ind(7(¢)) =
©([r]) = 0. Logo, pelo teorema 1.2.7, existe um operador unitario U € B(H) tal que
7(T) = n(U). Observe que o(U) = S!, visto que

' =ran(¢) = 0(¢) = o(7(¢)) = o(n(T)) = o(n(V)) = 0.(U) C o(U) CS".

Usando o célculo funcional continuo de U, podemos definir entao ¢ : C(S') — B(H)
por ¥(f) = f(U) Vf € C(S'), que é um *-homomorfismo unital injetor. Note que

m(p(1)) = m(1) = Lo = 7(1), e que
mo(¢) = n(C(U)) =n(U) =n(T) = 7(¢);

como C(S') = C*(1,(), vemos de imediato que 7(f) = 7 o ¢(f) para toda f € C(S'),
ou seja, T = mo . Segue-se dai que 7 é trivial, e portanto [7] = 0, estabelecendo a
injetividade de ¢, como queriamos.

Vamos provar agora que ¢ é sobrejetor: seja p : C(S') — Q(H?) a extensdo de
Toeplitz definida na segao A.5, ou seja, p(f) = w(1y), onde Ty é o operador de Toeplitz

com simbolo f. Esta extensao é tal que

o([p]) = ind(p(¢)) = ind(Ty) = —wn() = ~1,

e como —1 gera o grupo Z, temos de imediato que ¢ é sobrejetor.
Ficou assim provado que ¢ é um isomorfismo de grupos, e o teorema esta demons-

trado.
[ |

Gostariamos de concluir esta secao retomando momentaneamente a discussao sobre
extensoes triviais, provando o teorema 3.2.14 que d4 uma condicao suficiente para uma
extensao ser trivial. Poderiamos ter feito a demonstracao deste teorema anteriormente,
mas optamos por fazé-la agora, visto que o final da demonstracao fica simplificado com

a interpretacao de Ext como um funtor. Precisamos de um lema.
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Lema 3.2.13. Sejam 2, B C*-dlgebras, com A separdvel, e ¢ : A — B um *
homomorfismo injetor. Suponha que ran(p) C €, onde € é uma sub-C*-dlgebra de B
gerada por uma familia de projecoes. Entao, existe € uma sub-C*-dlgebra de € tal

que € € gerada por uma familia enumerdvel de projecoes, e ran(p) C €.

Demonstracao. Seja {p;}icr C B uma familia de projegoes tal que € = C*({p;}:);
note que ran(y) é separavel, logo podemos tomar um subconjunto enumeravel e denso
{an}nen- C ran(yp).

Observe que, para cada n € N* a, € €, logo hd uma sub-familia enumeravel
{cg)}meN* C {pi}ier envolvida em uma aproximagao de a,, como elemento de €, visto
que a,, € € implica em a,, ser o limite de uma seqiiéncia de combinacoes lineares finitas
de produtos finitos de elementos de {p;}; U {p;}; = {p:i}:.

Tomando entao V = UneN*{cgf)}meN*, vemos que V' é enumeravel, e se definirmos
¢ = C*(V), temos €' C €. Ademais, naturalmente temos a, € ¢ para todo n € N*,

de onde ran(7) = {a,}, C €', e o resultado segue.
|

Teorema 3.2.14. Se 7 € ext(X)

¢ uma extensdo tal que ran(t) C €, onde € é uma
sub-C*-dlgebra comutativa de Q(H) gerada por projecoes, entao T € trivial.

Demonstragdo. Pelo lema 3.2.13, podemos escrever ran(7) C €', onde €' ¢ uma sub-
C*-édlgebra comutativa de Q(H) gerada por uma familia enumerdvel de projecoes, que
tem unidade pois 1o = 7(1) € ran(7).

Logo, pelo coroldrio 2.4.9, existe a € € auto-adjunto tal que € = C*(1,a);
entdo, existe um *-isomorfismo unital ¢ : C(o(a)) — €', dado pelo célculo funci-
onal continuo de a. Entdo, a composicao )1 o7 : C(X) — C(o(a)) é injetora, e
portanto dual a uma sobrejegao continua g : o(a) — X, ou seja, "t o1 = g*; assim,
em particular 7 = v o g*. Portanto, da observacao 3.2.1, e notando que podemos ver
¥ € ext(o(a)), temos

9+([¥]) = W o g = Ir].

Agora, a é auto-adjunto, logo o(a) C R; logo, do exemplo 3.2.11, temos Ext(o(a)) =

0, e portanto )] = 0. Como g, é um homomorfismo, segue-se dai que

7] = 9.([¢¥]) = ¢-(0) = 0,

0 que prova que 7 é trivial, como queriamos.
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Como conseqiiéncia deste fato, podemos calcular o grupo Ext(X) para mais uma
classe de espagos métricos compactos: os espacos métricos compactos totalmente des-

conexos (ver segao E.2). Este serd um importante exemplo que usaremos adiante.

Corolario 3.2.15. Seja X um espago métrico compacto totalmente desconexo. Entao,

Ext(X) =0, o grupo nulo.

Demonstracao. Seja 7 € ext(X) extensdo arbitraria. Em virtude da proposigao
E.2.2) o fato de X ser totalmente desconexo implica em C(X) ser gerado por uma
familia de idempotentes; logo, de imediato temos que ran(7) é gerada por uma familia
de projegoes, e ran(r) é obviamente comutativa, de onde 7 é uma extensao trivial,
pela proposicao 3.2.14. Como 7 foi tomada arbitrariamente, fica assim provado que

Ext(X) = 0, como querfamos.
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Capitulo 4
Propriedades de Ext

O objetivo deste capitulo é desenvolver resultados técnicos sobre o funtor Ext, que sao
necessarios para a teoria que serd vista no capitulo 5. O apéndice E contém resultados

e conceitos de topologia que utilizaremos no decorrer deste capitulo.

4.1 Cisao de elementos de Ext(X)

Comecaremos esta secao motivados pelo teorema 3.1.5: sejam X7, X5 espagos métricos
compactos, e denote X = X1V Xs, que é também um espaco métrico compacto. Ana-

lisando o isomorfismo A : Ext(X;) x Ext(Xs) — Ext(X) dado naquele teorema ve-
mos que, dado qualquer elemento a € Ext()? ), existem elementos a; € Ext(X;) e
ay € Ext(Xy) tais que a = a;Vay (relembrando a notagao, a;Vas denota A(ay, as)). Nos
dizemos entdo que o elemento a € Ext(X) cinde em a; € Ext(X,) e ay € Ext(X,). Em
outras palavras portanto, segue-se do teorema 3.1.5 que todo elemento de Ext(X;V.X5)
cinde em elementos de Ext(X;) e Ext(X5).

O objetivo desta secao é estender, de um certo modo, esta idéia de cisao de ele-
mentos do grupo Ext()? ), para grupos Ext(X) com espagos métricos compactos X
arbitrarios. O primeiro fato que precisamos considerar é que, em geral, nao é possivel
escrever um dado espaco métrico compacto como a reuniao disjunta de dois outros
espagos métricos compactos (nao vazios). Analisemos o exemplo acima mais um pouco:

denotando por 71 : X1 — X e ig 1 Xog — X as inclusoes, observe que
a = (i1>*a1 + (iQ)*ag.

De fato, se a; = [r1], az = [r], sabemos que a = a,Vay = [7Vn]; dado f € C(X)
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arbitrario, temos

(V7)(f) = 11(flx))+72(flxy) = 1u(f o i) +7a(f 0da) = (11 0 47)+ (12 0 13))(f),

provando que T1V7y = (71 0 i})+(72 0 43); portanto, se Tz € ext(X) é uma extensao

trivial,

a = [mVr] = [(nVn)+rs+75] = (1 0i})+(r2 0d3)+75+75] =
= [(noi))FrgtH(rois)trg] = [(1 0 i) Frg] + [(m2 0 i5)F75] =

= ()] + (i2)u[1] = (i1)sar + (i2)xa2.

Nés caracterizamos portanto a cisao do elemento a € Ext()? ) de outra forma:
existem elementos a; € Ext(X1) e as € Ext(X3) tais que a = (i1).a1 + (i2).a2. Esta

sera a versao de cisao que motivara a construcao da observacao 4.1.2.

Observacao 4.1.1. Gostariamos de fixar mais uma notacao: dado S C X um sub-

conjunto fechado, denotaremos por Z(.5) o subconjunto de C'(X) dado por

Z(5) ={f € C(X) : fls = 0}.

E fato que Z(S) é um ideal bilateral fechado de C'(X) para todo S C X fechado; mais
ainda, qualquer ideal bilateral fechado de C'(X) é da forma Z(S), para algum subcon-
junto fechado S C X, e este subconjunto fechado S esta unicamente determinado pelo

ideal. (Ver por exemplo [21], exercicio 3.2.3(5)).

A partir de agora, para toda C*-dlgebra 2 e b € 2, denotaremos por Adb : A — A
a fungao dada por Adb(a) = bab*, Va € 2. Note que nem sempre Adb é um *-
homomorfismo. Quando b é unitdrio, temos b* = b~!, e a funcao Adb é portanto o

*-homomorfismo usual, dado por Adb(a) = bab™!, Va € .

Observagao 4.1.2. Faremos agora uma construcao bastante util: seja 7 € ext(X)
uma extensao, e suponha que exista p € Q(H) uma projegao tal que p comuta com
ran(7r).  Pela proposicao 3.1.4, escolha P € B(H) uma projecao tal que
p = w(P). Podemos entdo definir uma aplicacao 7; : C(X) — Q(PH) por
T1 = ap o Adp o 7 (ver a observagao 2.4.13 para a definigdo de ap), que é um *-
homomorfismo pois p comuta com ran(r), e é claramente unital. Temos entdao uma

aplicacdo 7] induzida por 71 no quociente de C'(X) pelo nicleo de 71,

7 : C(X)/ker(7;) — Q(PH)
f] — 7i(f),
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que é um *-homomorfismo unital injetor. O nicleo de 7; é um ideal bilateral fechado
de C(X); logo, pela observagao 4.1.1, existe um subconjunto fechado X; C X tal que
ker(?l) = I(Xl)

Afirmamos que C'(X)/ker(7;) é *-isomorfo a C'(X;). De fato, considere a aplicagao

p:0X) — COXy)
f — f’XI;

¢ imediato verificar que ¢ é um *-homomorfismo unital, e além disso ¢ é sobrejetora,
pelo teorema de extensao de Tietze (pode ser encontrado em diversos livros de topo-
logia, por exemplo [23], teorema 15.8, ou [21], teorema A.4.24). Obviamente temos

ker(yp) = ker(71); segue-se dai que a aplicagao induzida por ¢ no quociente,

gplzC(X)/ker(ﬂ) I C(X1>
[T — (),

¢ um *-isomorfismo, provando o afirmado.

Se definirmos 7, : C(X,) — Q(PH) por 71 = 7| 0 ¢;', vemos que 7, é um
*-homomorfismo unital injetor, e portanto uma extensao dos compactos por C'(X7).
Vejamos melhor quem é esta extensao: dado f € C(X;) arbitrario, considere fe C(X)

uma extensao continua qualquer de f, pelo teorema de extensao de Tietze. E facil ver

que ¢ '(f) = [f]. Entao,

ni(f) =moer (f) = 7i([f]) = F1(f) = ap o Adp o 7(f).

Se definirmos 75 : C(X) — Q(P+H) como o *-homomorfismo unital dado por
To = aproAd(1l — p)or, e tomando um subconjunto fechado Xy C X tal que ker(75) =
Z(X5), podemos analogamente definir uma extensao 7, : C(Xy) — Q(P*+H) por
7(f) = apr o Ad(1 — p) o 7(f), para todo f € C(Xs), onde f € C(X) é uma extensdo
continua qualquer de f.

Sejam 47 : X1 — X e iy : Xy — X as inclusoes. Queremos provar agora que
7 = (11 04})+(mp0i3). Tome arbitrariamente f € C(X), e denote 7(f) = 7(T). Do fato
que p comuta com ran(7) temos que w(TP) = 7(f)p = p7(f) = n(PT), e portanto
PT = TP + K, para algum operador compacto K. Entdo, K = K(P — Pt) é um
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operador compacto, e

PTP+ P+*TP+ = (TP + K)P + (TP+ -~ K)P* =TP+ TP+ + K(P - P*) =
—T(P+PY)+K=T+K,

de onde temos w(PTP + P+TP+) = n(T) = 7(f).
Sejam ¢+ : PH — H e v : P*H — 'H as inclusdes. Observando que
(*T)@®(*Tv) = PTP + PTTPL, e que f é uma extensao continua de f|x, e f|x,,

temos entao

(o i) F(r20i3))(f) = (moi))(f)F(r2 0 53)(f) = T(f 0 ia)+ma(f 0da) =
= 11(flx)+7(fx,) = (ap o Adp o 7(f))+(apr 0 Ad(1 — p) o 7(f))

= (ap(pr(T)p))+(aps (1 = p)m(T)(1 = p))) = 7("T)+a (v Tv) =
= 1(('T)S(*Tv)) = n(PTP + P*TP+) = n(T) = 7(f),

provando deste modo que 7 = (11 04})+ (73 0 43), como desejado. Segue-se daf que, se
2] €

tomarmos a; = [11] € ext(X}), ay =[] € ext(Xs), temos

7] = (t1)xa1 + (i2).ao.

Observacao 4.1.3. Observe que a construcao da cisao na observacao 4.1.2 foi baseada
na escolha da projegao P € B(H) tal que p = w(P). Queremos provar que, na
verdade, a cisao independe desta escolha: afirmamos que, se tomarmos no lugar de
P uma outra projecio P € B(H) tal que m(P) = p e fizermos a mesma construcio
da observacao 4.1.2, obteremos os mesmos subconjuntos fechados X; e X5 de X, e
extensdes p1 : C(X1) — Q(PH), ps : C(Xy) — Q(]SLH) tais que 7 ~ p1, Ta ~ po:

De fato, seja p, : C(X) — Q(PH) o *-homomorfismo dado por p, = apoAdpor.

Vi P 5 sa -i
Observe que, como ap e ap sao *-isomorfismos, para f € C(X) temos que

feker(p) <= apoAdpor(f)=0 < Adpo7(f) =0 <=

<= apoAdpor(f)=0 <= 71(f) =0 <= [ € ker(11),

de onde ker(p;) = ker(7;) = Z(X;), e portanto X; independe da escolha da projegao
P. Da mesma forma prova-se que X5 independe da escolha da projecao P. Quanto as
extensoes, temos que as extensdes p; : C(X;) — Q(PH), p2 : C(Xs) —> Q(]SLH)
sao dadas por

p()=m(f)=apoAdpor(f) VfeC(X),
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p2(9) = p2(9) = azr o Ad(1 —p) o7(g9) Vg € C(Xs),

onde f,ﬁ € C(X) sao extensoes continuas quaisquer de f e g, respectivamente. A
prova de que 7, ~ p; e T» ~ py ¢ completamente andloga a uma prova utilizada
no teorema 3.1.4: denotando por ¢ : PH — H e v : PH — H as inclusoes, e
definindo U : PH — PH como sendo U = v*i, temos que (U*U) = Lorpn) €

m(UU*) = Lo(pyys isto implica na aplicacao

i: Q(PH) — Q(PH)
m(T) —— =(UTU")

ser um *-isomorfismo unital. Tomando arbitrariamente f € C(X;), e denotando

m1(f) = m(T), temos apoAdpor(f) = 7(f) = 7(T), e entdo Adpor(f) = ap'(7(T)) =
m(JTe*). Portanto,

pi(f) =apoAdpor(f) =ap(n(T")) =" Tiv) =
— R(UTU") = p(n(T)) = pon(f),

de onde p o1y = py, e dai 71 ~y p1, 0 que implica em 71 ~ p;. De maneira andloga
prova-se que T, ~ pg, 0 que verifica a afirmagao; dai segue-se de imediato que a cisao
[7] = (i1)+a1 + (i2)+ao independe da escolha da projecao P € B(H) tal que p = =(T).

Observacgao 4.1.4. Implicito no contetido da observacao 4.1.2 estd mais uma caracte-
rizacdo de cisdo de um elemento a € Ext(X); em um contexto geral, sejam X7, X5 sub-
conjuntos fechados de um espago métrico compacto X, eiy : X1 — X, i5: Xo — X
as inclusoes. Considere p : X;VX, — X a funcao de identificacao canonica, que é

continua, e tome a; € Ext(X;) e ay € Ext(Xs) arbitrarios. Entao,

p*(al\/aQ) = (il)*al + (ig)*GQ.

De fato, se a; = [11], az =[], dado f € C(X) arbitrario temos

(V) o p*(f) = (V7)) (f op) = 71((f o p)|x,)+7((f o p)|x,) =
= 11 (f o) +7a(f 0dz) = (11 0 i7)+ (2 045))(f),

de onde (11 0i})+(mp 0143) = (11 V72) op*, e dai segue que p.(a;Vay) = (i1).a; + (i2).az,
como desejado.

Temos portanto a seguinte definicao.

Definicao 4.1.5. Sejam X espago métrico compacto e X;, X, subconjuntos fechados
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de X. Dizemos que um elemento a € Ext(X) cinde em a; € Ext(X;) e as € Ext(X5)

quando

a = p.(a1Vaz) = (i1).a1 + (i2)«az,

onde i1 : X1 — X, i5 : Xo — X sao as inclusoes, e p : X1VXy — X é a funcao de

identificacao canonica.

Observe que no caso em que X = X;VX,, como no teorema 3.1.5, temos p = idy,
e portanto a = p.(a;Vas) = idexe(x)(a1Vas) = a1Vas, o que nos dé a versao particular

de cisao apresentada no inicio desta se¢ao, e que motivou esta discussao.

Observacgao 4.1.6. Complementando a observacao 4.1.4: dados X, Xy C X fecha-

dos, podemos definir uma aplicacao

B Ext(X;) x Ext(Xy) — Ext(X)

(a1,a2) +—— po(ar1Vag) = (i1).a1 + (iz2).a2,
que é claramente um homomorfismo de grupos.

No caso em que X = X;VX,, a aplicacao  é precisamente o isomorfismo A do
teorema 3.1.5. E natural tentar encontrar outras condicoes suficientes para que (3 seja
ainda um isomorfismo. Daremos mais um exemplo disto com o teorema 4.1.8, mas
precisamos antes do lema 4.1.7, conhecido na literatura como o first splitting lemma.

Gostariamos apenas de lembrar que, dada uma extensao trivial 7 € ext(X), se
escrevermos 7 = 7 o ¢ para ¢ : C(X) — B(H) um *-homomorfismo unital injetor,
entdo ¢ é uma *-representagao de C(X); logo, podemos associar a ¥ uma medida

espectral & agindo nos subconjuntos Borelianos de X, tal que, para todo f € C'(X),

U(f) = /X f ds.

Portanto, dada uma extensao trivial 7 € ext(X), existe uma medida espectral & agindo

nos subconjuntos Borelianos de X tal que, para todo f € C'(X),

T(f)=7TO¢(f)=7T</Xf dg).

Lema 4.1.7. Sejam X,Y espacos métricos compactos, p : X — Y uma funcdo
continua e sobrejetora, e T € ext(X) uma extensdao tal que T o p* € ext(Y) € uma
extensao trivial. Escreva T op* =mo paray : C(Y) — B(H) um *~homomorfismo

unital injetor, e seja & a medida espectral associada a v como acima. Suponha que
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C CY € fechado e tal que OC' € disjunto do conjunto dos pontos em'Y com pré-imagem

maltipla em X por p. Entdo, a projecao p = w(&(C)) comuta com ran(r).

Demonstracao. Seja f € C'(X) arbitrario. Queremos provar que pr(f) = 7(f)p.

Denote A = p~1(9C), U = p~(int(C)), V = p~Y(Y\C). Pela continuidade de p
vemos que A é fechado (e portanto compacto), e U,V sdo abertos.

Em virtude da hipdtese sobre OC, observe que p|4 € injetora; logo, se restringirmos
seu contra-dominio, temos que p|s : A — 9IC' é bijetora; além disto, p|4 é claramente
continua. Como A é compacto e JC' é Hausdorff, segue-se que p|4 é portanto um
homeomorfismo.

Afirmamos que existe g € C(Y) tal que (gop)|a = f|A. De fato, defina g : 0C —
C por g = flao(p|la)~'; entdo, g é continua. Como dC é fechado em Y, pelo teorema
de extensao de Tietze existe g € C(Y) uma extensao de g. Visto que ran(p|4 C 0C),

temos naturalmente

(gop)la=go(pla) = flac (pla)~" o (pla) = fa,

verificando o afirmado.
Considere 15 : B(Y) — B(H) a extensao da *-representagao 1 para as fungoes

Borel-mensuraveis e limitadas de Y, como mencionado na secao A.1. Observe que

d(g) = ¥(g), logo T(gop) = (rop*)(g) = mo(g) = 7o ¥(g); Note ainda que

&(C) =1¢(1¢), e portanto

pr(g0p) = 7% (10)T(P(9)) = 7(¥(1e)d(g)) = 7(d(lo - g)) =

= 7(Y(g - 10)) = 7((9)d(10)) = 7((9)m(¥(1c)) = 7(g o p)p,

provando deste modo que p comuta com 7(g o p).

Agora, f = (f —gop)+ gop; logo, se provarmos que 7((f —gop)) comuta com p,
teremos provado automaticamente que 7(f) comuta com p. Observe que (f—gop)|a =
0. Portanto, para provarmos o lema basta verificarmos que 7(h) comuta com p, para
uma fungao h € C(X) tal que h|4 = 0; mais ainda, em virtude da proposicao E.1.2,
podemos supor sem perda de generalidade que h se anula em uma vizinhanca aberta
A’ de A. Seja portanto h € C'(X) tal que h se anula em uma vizinhanga aberta A" de
A. Defina funcgoes hy : X — C, hy : X — C por

() = h(z) sexelU
= 0 se v € X\U
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hg(x):{ h(z) sexeV

0 se v € X\V.

E imediato verificar que h = h1+ ho. Afirmamos que h; e hy sao funcgoes continuas.

De fato, para isto basta verificarmos que supp(hy) C U, supp(hy) C V.

Como h; se anula fora de U, temos que supp(hy) = {x € U : f(x) # 0}. Note que
Y = int(C) UIC U (Y\C), logo X = UU AUV, de onde (X\U) = (VUA), e
portanto X \(U\A") = (X\U)UA" = (VUA)UA" = VUA, que é um conjunto aberto;
segue-se dai que U\ A’ é um subconjunto fechado de X.

Se x € UN A, entao f(x) = 0; logo, se x € U é tal que f(z) # 0, temos

necessariamente x € U\ A’; concluimos dai que

F={zeU: f(x)#0} CU\A =U\A" CU.

De maneira andloga prova-se que supp(hy) C V. Segue-se que hy, hy € C(X), como
afirmado.

Denote K7 = p(supp(h)), que é um subconjunto compacto de Y. Pelo que vimos
acima, temos K; C p(U) = int(C). Em virtude da proposigao E.1.3, podemos entao
tomar g; € C(Y) tal que g1|x, = 1 e supp(g;) C int(C); logo, a fungao g; é tal que

legr = g1 = g11¢, de onde temos de imediato

p7(g10p) =7(g1 0p) = 7(g1 0 P)P.

Também, a fungao g; é tal que hy = hy - (g1 0p) = (g1 0 p) - hy. Assim,
p7(h1) = p7((g10p) - ) = p7(g1 0 p)T(I1) = T(g1 0 p)T(h1) = T((g1 0 p) - b1) = T (1),

7(h)p = 7(h1 - (grop))p = 7(h1)T(g1 0 p)p = 7(h1)7(91 0p) = 7(h1 - (g1 0 p)) = 7(h1),

de onde temos que p7(hy) = 7(h1)p. Da mesma maneira prova-se que p7(hs) = 7(ha)p.

Como h = hy + hs, segue-se dai que p comuta com 7(h), e isto conclui a demonstragao.
[ |

Teorema 4.1.8. Se A, B C X sao fechados tais que X = AUB ¢ ANB = {xy}, para
algum xo € X, entao [ : Ext(A) x Ext(B) — Ext(X) € um isomorfismo.

Demonstragao. Comegaremos com a sobrejetividade. Seja [7] € Ext(X) arbitrario.
Pela proposicao E.1.4, considere uma fungao continua p : X — [—1, 1] tal que p(zg) =
0,p<0em A\{zo}, e p > 0 em B\{zo}.
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Defina Y = ran(p), que é um espago métrico compacto, e C' =Y N[0, 1], que é
um subconjunto fechado de Y. Restrinja o contra-dominio de p para a sua imagem,
p: X —Y.

Queremos provar que a extensao 7, a funcao p, e o conjunto C satisfazem as
hip6teses do lema 4.1.7. E facil ver que dC = {0} ou C = 0 ¢, em ambos os casos,
0C' é disjunto do conjunto dos pontos em Y com pré-imagem miltipla em X por p.

Em virtude do que foi visto no exemplo 3.2.11 temos que Ext(Y) = 0, visto que
Y C R. Logo, temos [7 o p*| = p.([7]) = 0, e portanto 7 o p* é uma extensao trivial.
Segue-se que todas as hipdteses do lema estao satisfeitas; logo, escrevendo Top* = mwo1)
para ¢ : C(Y) — B(H) um *-homomorfismo unital injetor, e sendo & a medida
espectral associada a 1, concluimos que a projecao p = m(&(C)) comuta com ran(7).
Tome portanto subconjuntos fechados X7, Xo C X e a; € Ext(X;), as € Ext(X3) tais
que

(7] = (i1).a1 + (i2).a2,

onde i, : X1 — X e iy : Xy — X sao0 as inclusoes, como na observacao 4.1.2.
Queremos provar que X; C B, Xo C A. Denote P = &(C); entao, P € B(H)

é uma projegao tal que m(P) = p. Voltando ao conteido da observagao 4.1.2, e

considerando a observagao 4.1.3, note que X; era determinado por ker(7;) = Z(X}),

onde 71 : C(X) — Q(PH) é o *-homomorfismo dado por 71 = ap o Adp o 7.
Considere ¢g : Y — [—1, 1] dada por

g(y):{ y sey€[-1,0NY

0 seyeC=[0,1]NnY,

que é claramente uma fungao continua. Defina f € C'(X) por f := gop, e note que f

¢é dada por

f(:z:):{o ser € B

p(z) sex € A\{xo}.

Observe que, em particular, f < 0 em A\{zg}.
Considere agora ¢ : B(Y) — B(H) a extensio da *-representacio 1 para as

funcoes Borel-mensuraveis e limitadas de Y. Note que 1¢-¢g = 0, por construcao; logo,

pr(f) = m(&(C)(g o p) = 7(¥(1c))7(¥(9)) = m(v(1c)¥(g)) = 7(¥(1c - g)) = 0,

de onde

T1(f) = apoAdpo7(f) = ap(p7(f)p) = ap(0) =0,

e portanto f € ker(7;) = Z(X;). Vemos dai que f|x, = 0. Agora, por construgao a
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fungao f nao se anula em nenhum ponto de A\{zy}, e também f|g = 0; isto implica
de imediato em X; C B. De maneira similar prova-se que X, C A.

Considerando os diagramas comutativos de inclusoes,

Xy X

NN

defina a = (i).a2 € Ext(A), b = (i}).a; € Ext(B). Entao,

[7] = (i1)sa1 + (i2)<a2 = (J 0 4})sar + (i 0y)wag = Ju(i])war + 1x(15) a2 =

= j.b+ i.a =i.a+ j.b = [(a,b),

o que estabelece a sobrejetividade de 3.

Vejamos agora a injetividade: defina fungoes r: X — A e s: X — B por

r(x):{x sere A

r9g sex €B

{xo sex € A
s(z) =
r sex € B.

E claro que r e s sao fungdes continuas (retragoes, inclusive). Defina portanto uma

aplicacao

e Ext(X) — Ext(A) x Ext(B)

a +— (re(a),s«(a)).

Afirmamos que p o f = idgx(ayxext(p)- De fato, tome (a,b) € Ext(A) x Ext(B)
arbitrario. Observe que roj : B — A é a fungao constante igual a xy. Logo, pela
observacao 3.2.8, (roj). : Ext(B) — Ext(A) é o homomorfismo nulo. Ademais,
roi = ida, e assim (r 04), = idgx(a). Denotando ¢ = f(a,b) = i.a + j.b, temos

portanto
r.(c) = ru(iva + jub) = riiva+ 1 gb= (roi)a+ (roj)b=a+0=q;
de maneira analoga prova-se que s.(c) = b, e dai segue-se que p o B(a,b) = p(c) =

(1:(c), 54(c)) = (a,b), provando que p o 3 = idgxs(a)xExt(B), como desejado.

Em outras palavras, foi provado que i é uma inversa a esquerda para (3, o que im-
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plica em (3 ser injetora. Concluimos assim que /3 é bijetora e portanto um isomorfismo,

e o teorema esta provado.

4.2 Ext e Sequéncias Exatas

Nesta secao nds obteremos dois importantes resultados envolvendo o funtor Ext e
seqiiéncias exatas, dados pelos teoremas 4.2.6 e 4.2.7. O teorema 4.2.7 em particular
serd ttil na prova da injetividade da aplicacao vyx, que sera introduzida no capitulo 5.

O primeiro objetivo da secao é provar o teorema 4.2.4, que é o resultado mais ex-

tenso deste trabalho. Precisamos de alguns resultados auxiliares envolvendo projecgoes
de B(H).

Proposicao 4.2.1. Seja {P,}nens € B(H) uma seqiiéncia de projecoes convergindo
para zero fortemente (isto €, na strong operator topology). Entdo, para todo K € KC(H)
temos || P, K| — 0, | K P,|| — 0.

Demonstragao. Consideraremos inicialmente o caso em que K € IC(H) tem posto 1.
Neste caso, existem &,n € H tais que K(w) = (w,{)n Yw € H, e [|K|| = [|&]] - [Inll-

Entao, para um w € H arbitrario,

[P K (@) = 1B, )| = [w, ) Pa(m)| = [w, )] - [Ea(m) | < IEI] - 1 Ea(m) | - [l

o que implica em ||, K| <[]l - [Pa(n)]l. Agora [[€[[[[P(n)] — 0, visto que B,
converge para zero fortemente; segue-se dai que || P, K| — 0.

Como todo operador de posto finito ¢ uma soma de operadores de posto 1, tiramos
de imediato que || P, K| — 0 para todo operador K € IC(H) de posto finito.

Para cada n € N* considere a funcao

fn:K(H) — K(H)
K +— P,K.

Obviamente, esta fungao é continua; também, dados n € N* e K, K’ € KC(H) quaisquer,
1ulK) = Fu (KO = |1 PalK = K| < 1Pl - 1B — K] < |IK — K],

o que implica em a familia {f,}nen € C(K(H),K(H)) ser equicontinua. Agora, o

conjunto D C IC(H) dos operadores de posto finito é denso em K(H), e nés provamos
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acima precisamente que f, — 0 pontualmente em D. Portanto, segue-se da pro-
posicao E.1.6 que f,, — 0 pontualmente para qualquer operador compacto, ou seja,
|P.K| — 0 VK € K(H). Além disso, como |KP,|| = ||[(P.K)*|| = ||P,K]||, ficou
também provado que ||KFP,|| — 0 VK € K(H), e isto completa a demonstracao.

Para o préximo resultado, dada uma projecao P € B(H) e H um subespago de
‘H contendo PH, lembremos que P é dita ser de codimensdo finita em H quando o
subespago de H ortogonal a ran(P) tem dimensao finita. A préxima proposigao utiliza

em particular conceitos e fatos das secoes A.1 e A.2.

Proposicao 4.2.2. Sejam K € K(H) um operador normal, e € > 0. Entao, existe
P € B(H) uma projecao de codimensao finita em H tal que, relativo ¢ H = PHOPH,
K € dado por K = K1®K,, com || K| < e.

Demonstragio. Seja K = 3 > A\, P, a decomposi¢ao espectral de K. Considere
ng € N* tal que n > ng implica em |A\,| < ¢/2, e defina P := }_ . P, Entao, P
¢ uma projecao que comuta com K, de onde temos K = K{®K,, decomposicao esta
relativa & H = PH@®P+H; ademais, como Y o P, = Ij; e cada P, tem posto finito,
é 6bvio que P é uma projecao de codimensao finita em H.

Afirmamos que || K;|| < . De fato, tome ¢ € PH arbitrario e note que

1E1” = 1PEIP = | (Cosn BEN = s I2EN

de onde

3

2 2
MGEI = [ A Pl = g AP PAEI < (5) Lz 12617 = (5) N1,

e portanto || K|l < e/2 < e, como desejado.
[
Coroldrio 4.2.3. Se T € B(H) ¢ da forma T = XN+ K, com A € C e K € K(H)

normal, entao dado € > 0 existe P € B(H) uma projecio de codimensao finita em
H tal que, relativo ¢ H = PH®PYH, T é dado por T = (Mpy + K')®T', onde
K' e K(PH) e ||K'|| < e.

Demonstracao. Aplique a proposicao 4.2.2 para o compacto K, obtendo K = K{® K,
e ||Ki|| < e. Entao, denotando K’ = K; e T" = M piy + K5 temos

T=M+K=Mpyn)®Mpiy) + Ki®Ky = (M py + K1)®Npry + Ks) =
= ()\IPH + K’)@T’,
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provando o corolario.
|

No proximo teorema, usaremos notacoes e resultados discutidos no apéndice E, em

particular as nogoes de conjuntos clopen e espagos quocientes da forma X/A, para

A C X fechado.

Teorema 4.2.4. Seja X um espago métrico compacto, A C X fechado tal que o
espago X /A € totalmente desconezo, e sejai: A — X a inclusao. Entdo, a aplica¢ao

i Ext(A) — Ext(X) € um isomorfismo.

Demonstracao. Em virtude do corolario E.2.5 e da observacao E.2.6, escreva

X = A0 (UpenXa).

onde os conjuntos X,, sao clopen, diam(X,) — 0, e dist(X,,, A) — 0 (o caso finito
é similar, porém mais simples). Para cada n € N*, fixe a,, € A tal que dist(a,, X,) =

dist(0A, X,,). Observe que, para quaisquer n € N*, a € 0A, x € X,, vale
d(an,a) < 2d(z,a) + diam(X,);

de fato, tome um z,, € X tal que d(a,,z,) = dist(a,, X,). Obviamente d(a,,z,) <
d(z,a), e d(z,,r) < diam(X,). Logo,

d(ap,a) < d(an, z,) + d(z,, x) + d(z,a) < 2d(x,a) + diam(X,),

como observado.

Defina uma aplicacao r : X — A por r(x) = x caso z € A, e r(x) = a, caso
r € X,. Afirmamos que r é continua. De fato, a continuidade de r em um ponto
x ¢ 0A é evidente. Verificaremos entdo apenas que r é continua em todo ponto
a € 0A: sejam a € 0A e € > 0 arbitrarios. Tome ny € N* tal que n > ngy implica em
diam(X,,) < /2. O conjunto X' = X; U --- U X,,,_1 é fechado, logo dist(a, X’) > 0.
Tome portanto um ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que X’ N B(a, d) = (J; sem
perda de generalidade, podemos supor § < /4.

Considere agora x € X tal que d(z,a) < §. Entdo, ou x € A, ou x € X,, para

algum m > ng; se x € A temos

d(r(z),r(a)) =d(z,a) <d <e/d<e,

98



e se r € X, para algum m > ng, o observado acima nos da
d(r(z),r(a)) = d(am,a) < 2d(x,a) + diam(X,,) < 2 -

provando deste modo que r é continua no ponto a. Segue-se dai que r é uma funcao
continua, como afirmado.

E claro que a funcao r satisfaz r o7 = id4, logo temos 7, o 7, = idgg(4), OU seja,
r, € uma inversa a esquerda para i,. NOs iremos provar adiante que r, é também
uma inversa a direita para i,, o que implicard em i, ser inversivel e portanto um
isomorfismo; isto, porém, dard algum trabalho.

Fixe arbitrariamente uma extensao 7 : C'(X) — Q(H). Afirmamos que existe
uma familia {E, }nen+ € B(H) de proje¢oes mutuamente ortogonais satisfazendo e,, =
m(E,) = 7(1lx,) tais que, se denotarmos E., = > - E, e Ey = EL as projegoes,

temos que

1. 7: C(A) — Q(EyH) dada por 7" = apg, o Adn(Ep) o 7 or* é uma extensao

2. Denotando [,, = Iy, , para todo n € N*| temos

~

T(gor) =7(9)+n(Br_19(an) ) Vg€ C(A).

A prova desta afirmagao é a parte mais longa do resultado; nds iremos assumi-la
por enquanto, e demonstrar o resto do teorema usando esta afirmacao.

Primeiramente, note que, como espago vetorial, C'(X) = Z(A)®r*C(A) (a notagao
Z(A) foi introduzida com a observagao 4.1.1). Isto é verdade pois, dado f € C(X),
f=(—foior)+ foiorétal que (f — foior) e I(A), foior € rC(A);
além disso, se f € r*C(A) NZ(A), entdao f = g or para algum g € C(A), e f|la = 0.
Ora, mas dado a € A arbitrario, g(a) = g(r(a)) = f(a) =0, de onde g = 0 e portanto
f =0, provando que a soma ¢é de fato direta.

Para cada n € N* denote por ¢, : C(X,) — C(X) a fungdo que estende as
fungoes de C'(X,,) como zero fora de X,,, ou seja, €,(f)|x, = f, €n(f)|x\x,, = 0 para
toda f € C(X,). E claro que £, é um *-homomorfismo injetor, para todo n. Denote
por ¢, : E,H — 'H as inclusdes, e «a,, = ag,. Como ¢, = 7(FE,) = 7(1x, ), vemos que

naturalmente e, comuta com ran(7 o g,), de onde ficam bem definidas extensoes
T, C(X,) — Q(EH)

por 7, = a, 0T og,, para cada n € N* (os detalhes da prova de que as 7,, sdo extensoes

sao andlogos aos apresentados na prova de que 73 é extensao no teorema 3.1.5).
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Para n € N* arbitrario, note que por si s6 o conjunto X,, é um espacgo métrico com-
pacto com a topologia induzida de X, logo temos pelo corolério 3.2.15 que Ext(X,,) =
0, e dal segue-se que a extensdo 7, é triviais. Assim, existe v, : C(X,,) — B(E,H)
um *-homomorfismo unital injetor tal que 7,, = 7o v,,.

Para cada n denote por p, : Z(A) — C(X,) a fungao dada por p,(f) = flx,,
para todo f € Z(A), que é claramente um *-homomorfismo; defina também aplicagdes
¢ T(A) — B(E,H) por ¢, = b, o p,. E claro que as ¢/, sio *-homomorfismos e

portanto *-representagoes de Z(A). Considere entao
1 (A) — B(D,21(EnH)) = B(ExH)

a *-representagao soma direta ¢ = @, ), (ver por exemplo [21], exercicio 3.4.3) tal

que, para cada f € Z(A),

P1(f) = (@) () = Bnti (wn (1) = BnZyvn(flx,)-

Sejam ¢, : £, H — H as inclusdes. Entao, ¢t, = Ig, 1, tnt), = E,. Relativo a
decomposicao H = EyH®EH = EgH&(D,._, EmH), a projegao E, se escreve como

n-ésima

- o~
E,=00E,=000®---®0® g,y ®0®---);

em particular, observe que ¢;(ly,) = E,.

Antes de prosseguirmos, provemos que, para todo f € Z(A), a série Y | [ - 1x,
converge em norma para f: de fato, dado £ > 0, em virtude da continuidade uniforme
de f e do fato que f|4 =0, existe V' C X aberto contendo A tal que |f(z)| < e Vz €
V. Agora, como dist(X,,A) — 0 e também diam(X,) — 0, temos que existe
um ny € N* a partir do qual todos os X, estao contidos em V', o que implica em
|f(z)] < e Vo € X,,,Yn > ng. Assim, para quaisquer [;m € N* com ng < I < m

teremos

sex & X1 U---UX,
S f(2) !—{ " F X

| < e caso contrério,

de onde Hznm:l af1 XnH < g, 0 que prova que a seqiiéncia das somas parciais é de
Cauchy na norma, e portanto converge. Claramente, o limite sera f.

Seja 0p : Z(A) — B(EyH) a *-representacao nula. Queremos provar agora que
T(00®yp1) : Z(A) — Q(EHOELH) = Q(H) ¢ tal que m(00®w1) = T|za). De fato:
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considere inicialmente f € Z(A) tal que f = f - 1x,, para algum k € N*. Entao,
k-ésima
—_——
(00@p1)(f) = 0 &(D,¥n((f - 1x)[x.) =020 &--- &0 ®U(flx,) 0 0D---) =
= Lkwk(f|Xk>LZJ

e portanto, como 04,;1 o oYy = 04;1 oTE = a,;l O OTOEL =T OEg, temos

7(00@p1)(f) = m(uthu(flx)ir) = o (T (Wi(flx,))) = 7o erlflx,) = 7(f - Lx,) = 7(f).

No caso geral, se f € Z(A) é arbitrdria, sabemos que f = >, f- 1y, esta série
convergindo na normal. Obviamente, para cada n a fungao f - 1y, pertence a Z(A)
e satisfaz (f - 1x,) - 1x, = f - lx,. Logo, do caso anterior, e usando a linearidade e

continuidade de 7 e w(0g®¢1) temos

T(00®p1)(f) = T(00Dp1) (X _ny f - 1x,) = 202, m(00D¢1)(f - 1x,) =
=2 7(f1x,) =700 f - 1x,) = 7(f),

de onde fica estabelecido que 7(0g@®y1) = T|z(a), como afirmado.
Observe que, se f € r*C(A), entdo existe uma tnica g € C(A) tal que f =1*(g) =

gor, devido a sobrejetividade de r. Estd bem definida portanto a aplicacao

w2 :17"C(A) — B(ExH)
gor +— @nl19(an)ln.

Defina também

0:C(X) — B(ELH)
f o ou(f—foior)+afoior).

Note que a funcao ¢ é claramente linear e preserva a involucao; nés queremos provar
que ¢ preserva produtos mas, para tanto, verificaremos antes que, para quaisquer
feT(A) e g€ rC(A) temos v1(f - 9) = ¢1(f)ealg) = wa(g)er(f) (o fato de T(A)
ser ideal implica em f-g € Z(A)).

Tome arbitrariamente f € Z(A), g € r*C(A). Devido a linearidade e continuidade
das fungoes em questdao, e ao fato de que f = > >, f -1y, em norma, podemos supor

sem perda de generalidade que f = f-1x, para algum n € N*. Escreva g = hor para
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algum h € C(A); entdo, lembrando que r(z) = a,, para todo = € X,

fg:gf:<ho7a)len:h<an)f1Xn:h(an>fa

e portanto (f - g) = h(an)e1(f). Por outro lado, lembrando que E, = ¢;(ly,)
vemos de imediato que Engol(f) =pi(f) = wl(f)En, logo

01(£)p2(9) = o1 (f)Enpa(hor) = o1()En(@r_ h(an)1n) = o1 (f
= h(an)%(f)ﬁn = h(an>901(f) = 801(h(an)f) = 901(f : g),

~
>
—~
S
3
~—
3
I

provando assim que ¢1(f - g) = @1(f)p2(g). Analogamente prova-se que ¢1(f - g) =
wa(g)p1(f), e isto conclui a afirmagdo. Podemos agora provar que a aplicacao ¢
preserva produtos:

Sejam f,g € C(X) arbitrarios, e escreva f = fi + fa, ¢ = g1 + g2 segundo a
decomposicao C(X) = Z(A)®r*C(A). Observe que fi- g1, fi- 92, f2- g1 € Z(A), e que
f2 g2 € r*C(A), o que implica em ¢(f1 - g1) = p1(f1 - 91), ©(f1-92) = @1(f1 - g2),
o(f2-91) = 01(fo - g91), ©(f2- 92) = w2(f2 - g2). Portanto,

o(f-9) =e((fi+ f2) (91 + 92)) = o(f1- 91) + o(f1 - 92) + ©(f2 - 1) + @(f2 - g2)
=o1(f1-91) +e1(f1-g2) +o1(f2 - 91) + w2(fa - 92)
= o1(f1)e1(g1) + w1(f1)wa2(g2) + @a(f2)e1(g1) + a(f2)p2(g2)

= (p1(f1) + ©2(f2))(p1(g1) + p2(g2)) = ©(f)e(9),

(
(

provando deste modo que ¢ preserva produtos, como desejado. Segue-se dai que ¢ é
um *-homomorfismo.
Finalmente, estamos em condigoes de provar que i, or, = idgy(x): note que o item

2 da afirmagao ainda nao demonstrada diz precisamente que
Tor(g) =7'(g)H(mopa(gor)) = (T'H(mo w2 0r7))(g) Vg€ C(A);

tomando 74 € ext(A) uma extensdo trivial arbitrdria, sabemos que a extensao
(m 0 @9 0 7*)+74 é trivial, pela observacio 2.4.6, e entdo (7 o @y 0 7*)+7T4 ~ Ta.

Também, 7 o r* é uma extensao, devido a sobrejetividade de r. Assim,

rr] =[ror*l=[ror |+ 0= [T"+(ropsor)] + [ra] = [7'+ (70 pr0r*)FT4] =
="t ral =[]+ [ral =[]+ 0= [7].
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Também, para f € C(X) arbitrario temos

(7o) Hmop)(f) =7 (foi)H(mop)(f) =
=7 (foi)(mopi(f—foior)+mopy(foior)) =
=0+H(mop)(f — foior)+7'(foi)t(mops)(foior) =
T(0@p1)(f — foior)+Tor(foi)=

T(f — foior)+7(foior)=1(f),

provando que (7/0i*)+(mop) = 7; como para toda extensao trivial 7x € ext(X) temos

que (7o go)—T-TX é trivial, vemos que
i[r'] = [(7" 0 ")+ (7 o p)F7x] = [T+7x] = [7],

de onde temos de imediato i, o r.[7| = i.[7'] = [7], provando deste modo que i, o1, =
idg(x), como querfamos. Fica estabelecido desta forma que i, é bijetor, e portanto
um isomorfismo de grupos.

Falta-nos portanto apenas provar a afirmacao do inicio, sobre a existéncia das
projecoes E, satisfazendo as condigoes 1 e 2. Reformularemos a afirmacao, para ajusté-
la & ordem em que demonstraremos os fatos. Denote por Cgr(A) o subconjunto de C'(A)
das fungoes reais (isto é, dos elementos auto-adjuntos de C'(A)). Fixe {gm}men+ C
Cgr(A) um subconjunto denso. Afirmamos que existe uma familia {E, },ene € B(H)
de projegoes mutuamente ortogonais satisfazendo e, = m(E,) = 7(1x,) tais que, se
denotarmos por F,, = > - FE, e Ey = EL as projegoes, e por 7' : C(A) — Q(EyH)

a aplicagao dada por 7" = ag, o Adw(Ey) o 7 o r*, entdo

701 (gm) = 7' (gm)+7 (D, 1gm(an),) Ym € N*, (4.1)

e ainda 7’ é uma extensao. Provemos isto:

Observe que Tor*(g,,) é auto-adjunto, logo podemos fixar para cada m um operador
auto-adjunto H,, tal que 7w(H,,) = 7 0 1r*(gm). O préximo passo é construir recursi-
vamente uma familia {F), },en+ C B(H) de projegoes mutuamente ortogonais tais que
w(F,) = 7(lx,), para todo n. Para tanto, pela proposicao 3.1.4 seja F} € B(H)
uma projecao qualquer tal que m(Fy) = 7(ly,), e tome T € B(H) auto-adjunto tal
que m(T) = 7(1x,). Claramente o operador Fi-TFi- é tal que n(F{-TFi) = 7(1y,),
logo p := aps (m(F{TF)) é uma projegao em Q(FiMH). Entao, novamente pela pro-
posicao 3.1.4, existe Fy € B(F{-H) uma projecio tal que 7(Fj) = p. Ora, mas assim
a projecao Iy € B(H) dada por Fy = 0py®F) é ortogonal a F} por construcao e, em
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virtude da observagao 2.4.13, temos
7(Fy) = 7(0pn®F;) = apl (7(F)) = o o ap (n(Fy TF)) = 7(1x,).

Prosseguindo recursivamente deste modo, obtemos a familia { F,,, },, de proje¢oes como
desejado.

Note que, para todo m,n € N*,

T(HpnEy = gm(an) ) = 7((gm 0 7)1x, — gm(an)lx,) =0,

de onde H,,F,, — gm(a,)F, é compacto, e portanto também o operador F,H,,F, —

gm(an)F, é compacto. Ademais, denotando [H,,, F,,| = H,,F,, — F,,H,,, temos
T([Hm, F]) = 7(HpnFo — FoHp) = 7((gm 0 7)1x, — 1x,(gm o 1)) = 0,

seguindo-se dai entdo que também o operador [H,,, F,,] é compacto.

Para simplificar a notagao no que segue, por um momento fixaremos m, n e denota-
remos H = H,,, F = F,,, A\ = g,(a,). Escrevendo o operador H em sua decomposi¢ao
matricial relativa & H = FH®FYH como

Hy, H
- 1 i 7
Hy Hap

[H,F] = ( ;21 _[;12 )

Como o operador [H, F] é compacto, segue-se que Hiy e Hyy sdo operadores compactos.

podemos ver que

Agora, FHF — \F é compacto, logo Hy; — Mgy é compacto, e portanto serd também

compacto o operador H' = H — \F — F-HF", ou seja, o operador

o Hyy — Mpy Hio
Hoyy 0o /)

Fixe agora uma seqiiéncia {F®} o« € B(H) de subprojecdes de F convergindo
fortemente para zero, tal que F*) tem codimensio k em F'H para todo k (tal seqiiéncia
pode ser construida recursivamente, tomando uma base ortonormal {§ }en+ de F'H

e definindo F®) como a projecdo ortogonal sobre span{&; : [ > k}); observando que
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FOpL = pLp®) —0e que FOF = FF® = F®) | temos

H', FP] = F®O(H - \F - F*HFY) — (H = A\F — F*HF)F® =
=FWH - HF® _\F® L \F® _ pOplgpt ¢ prgptp® =
=F®WH - HFt = [H, FW).

Afirmamos que || [H, F(k)] H — 0; de fato, em virtude da proposicao 4.2.1, temos que
|H'F®| — 0, |[F®H'|| — 0, e daf

it F©Y) = i, L = [ — FOR < )+ R o,

provando o afirmado.

Retomando o problema original: fixe n € N* arbitrario, e considere uma seqtiéncia
{Egk)}keN* C B(H) de subprojegoes de F,, convergindo fortemente para zero, tal que
E™ tem codimensdo k em F,’H para todo k . Para cada m < n, o que foi provado

acima mostra que existe um k,,, € N* tal que, para todo k& > k,,, temos H [H,,, FA’“] <

27", Denote kg = max{ky, ..., k,}. Entao, a subprojecao F| = F%) de F, é tal que
[[Hpm, F}]|| < 27" para todo m < n.
Organizando melhor as idéias, acabamos de provar que, para cada n € N*, existe

uma subprojecao F! € B(H) de F,, de codimensao finita em F,,H, tal que
[, FR]l <277 Vm < n.

E 6bvio que as projecoes I sdo todas mutuamente ortogonais, pois as F,, o sao, e
como F! é de codimensao finita em F,,’H, vemos que o operador F,, — F] é de posto
finito, e portanto compacto. Segue-se que 7(F)) = n(F,) = 7(1x, ), para todo n € N*.
Em particular, prova-se que [H,,, F!] é compacto para todo m,n € N* da mesma
forma que provamos que [H,,, F},] é compacto para todo m,n € N*.

Seja F}, = Iyy — > .~ F, e considere a matriz de H,, relativa & decomposicao
H =, F,H. Observe que, para n > k > 0 arbitrrios temos que F;F, = 0, e
portanto

F/[H.,F)|F, = F H,,F, — F,F H,F = F.H,F!,

de onde as entradas desta matriz que estao acima da diagonal sao compactas. Afir-
mamos que o operador R, formado zerando-se todas as entradas diagonais e abaixo
da diagonal da matriz de H,, é um operador compacto. De fato, observe que a matriz
de R possui apenas um numero finito de entradas nao nulas em suas m — 1 primeiras

colunas, e que todas estas entradas sao compactas. Logo, basta provarmos que é com-
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pacto o operador R’ formado zerando-se as m — 1 primeiras colunas de R; nés faremos
isto provando que R’ é o limite, na norma, de operadores compactos.

Para p > m, denote por T, o operador formado zerando-se todas as entradas de
H,,, exceto pelas entradas acima da diagonal, da coluna m (inclusive) até a coluna
p (inclusive). Obviamente o operador T, é compacto, pois sua matriz possui apenas
um numero finito de entradas nao nulas, todas elas compactas. Considere a seqiiéncia
{T},}p>m- Observe que o operador T, — T},_; possui apenas a p-ésima coluna nao nula;

assim,

|7, — Tyl < 02T — Tl = Sosi l (Hui | = S22 || Fr Hi FL|| =
= SV He, ENE| < SPNEF - | [Hes || - || F| =
= S0 |[[Ho, Bl < 021277 = (p— 1)277,

onde aqui naturalmente (7}, — 7T),_1)j, denota a entrada (k, p) da matriz de T, — T, e
assim por diante, e também usamos o fato de que | F || = 1 para todo n (ver por exem-
plo [21], exercicio 4.4.14(5)). Como conseqiiéncia, temos que lim, ,[|7, — T,-1]| = 0,
de onde a seqiiéncia {1}, },>m ¢ de Cauchy, e portanto converge. E ébvio que o limite
desta seqiiéncia é o operador R’; segue-se que R’ é compacto, e portanto R é compacto,
como queriamos provar.

Em outras palavras, a parte de H,, acima da diagonal é compacta; agora, como
H,, é um operador auto-adjunto, temos que também a parte abaixo da diagonal é

compacta. Logo, podemos escrever
Hyy = (@ HY) + Ko, (4.2)

onde HY € B(F!'H) é a n-ésima entrada da diagonal de H,, (ou seja, a entrada
determinada por F!H,,F!), e K/ é o operador compacto formado a partir de H,,,
zerando-se a sua diagonal.

Observe que o operador F! H,, F! — g,,(a,) F!, é compacto para quaisquer m,n € N*,
pela mesma razao que o operador F,H,,F, — gn(a,)F, é compacto, como provado

anteriormente. Portanto, podemos escrever, para quaisquer m,n € N*

szgmmg+ﬁf, (4.3)

m

onde [?7(:) ¢ compacto e I}, = Ipry. Assim, pelo coroldrio 4.2.3, para todo m,n € N*

existe P\™ € B(F!'H) uma projecio de codimensao finita em F'H tal que, relativo &
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F'H = P{™(FIH)®(PY™): (F!H), o operador Ho se escreve como

H® = (g (an) 1™ + KO H,

m

onde I = Ty (- Kt € KB (FH)) e ||K3Y]| < 1/n.
Denotando K = K\ 0(pemy 1 (r4g)> VEOS que KW e K(FI'H), HK,S?)H < 1/n,
e
D = (gl 108, + KL, (4.4)

Denote por E™ € B(H) a projecio determinada por PI™, ou seja,
F™ = Pi™@ 0 relativo & H = F/H®F!*H. Observe que F™ é uma subprojecio
de F que é de codimensao finita em F,’H, visto que Fém) é de codimensao finita em
F/'H e F] é de codimensao finita em F,’H.

Para cada n € N* seja F” € B(H) a projecao ortogonal sobre a interseccao das
imagens de Fél), e a0 Naturalmente, F é subprojecao de F), pois todas as ol
0 sao. Como cada F* ¢ de codimensao finita em F,’H, e a codimensao da intersecgao
de espacos é menor ou igual a soma das codimensoes dos mesmos espagos, temos que
F! também sera de codimensao finita em F,’H.

Momentaneamente, fixe um m > 1 arbitrario. Para cada n com 1 < n < m
(observe que este passo é ignorado caso m = 1), usando que F)’ é subprojegao de F),

e a equacao 4.3, podemos escrever

HE = (gn(an) Ii@gm(an) 1) + K
onde I}) = Ipiyy, e 1"+ é o operador identidade no subespaco de F!’H ortogonal a F""H.
Obviamente, [;{L age em um subespago de H que é ortogonal a F}'H, para todo k # n,
visto que F} L F! e F] é subprojegao de Fj.
Para n > m, observe que F é subprojegao de £ por definicao. Usando que

Bgm)(F,’lH) = F{™H e a equacdo 4.4, podemos entdo escrever
HY = (gmlan) OHY) + K,

onde ]31797 ) = gm(an)Jn@]?[ f:), e aqui J,, denota o operador identidade no subespaco de
FMy ortogonal a F"H. Note que ae age em um subespago de H ortogonal a F}'H,
para todo k # n, pela mesma razao que no caso anterior I,’Z’l foi visto ter a mesma

propriedade.
Defina operadores H! | K/ € B(H) por

Hy = HS)@(GB?:_E (gm(an)lg@gm(an)lrllu_))@(®zo:m<gm(an)lg@ﬁfg)))v
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n)

K, = 0@ Koo (@2, K).

Observe que @, ,# é um operador compacto, visto que hmnaoo||K H

0; como @ZZIIK m) é compacto concluimos que o operador K]/ é compacto. Note
também que G}ZOZOHT(Q) H! + K, pois

D HY = HOe(@r ) H s (@, H) =
= HOS@D" (g () LB gum(an) 1) + Ko
=H, + K.

D& (@ [(gm (@) G HT) + KV]) =

Se reordenarmos os fatores de H/! segundo a decomposicao do espago H dada por
H= (P, FI'H)*a(@",FIH), podemos escrever

H,, = H,, & (D, 1 9m(an) 1),
onde H/, € B(.”,F/H)*) é dado por
H), = HY&(@) gm(a) I )(Br,, HY)

relativamente & decomposicio de (.-, F/"H)* implicita na notagao.
Assim, em virtude da equagao 4.2, denotando K,, = K/ + K, que é um operador

compacto, temos, para todo m € N*,
Hy = (Hy, + K)) + K, = H, (D, 9m(an) L) + K. (4.5)

Finalmente, para cada n € N* seja F,, € B(H) uma subprojegao de F) de codi-
mensao 1 em F/H. E claro entdo que as projecoes [, sao mutuamente ortogonais,
e F, é de codimensao finita em F,’H para todo n, de onde F, — E, é compacto e
portanto 7(E,) = 7(F,) = 7(1x,). Denote E, = >.>° | E,, Ey = EL, ¢q = 7(Ey),
observando que E,H = @, E, H

Dado um m € N* qualquer, escrevemos

gm(an)lg - gm(an)lrf@gm(an)]na

onde I,, = I3, e I:- é o operador identidade no subespaco de F"H ortogonal a E, H
(subespaco este que possui dimensao 1). Substituindo na equagao 4.5 e efetuando uma

nova reordenacao dos termos, segundo a decomposicao H = EyH®EH, escrevemos
Hpy — Ky = ﬁm@(@?:lgmmn)[n)v
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onde
Hp = H,&(D," 1 gm(an) ) = H,,&(diag, (gm(an))),

e aqui usamos que @, gm(a,) ;- = diag, (gm(as)), visto que cada projegao E, é de

codimensao 1 em F"H. Observe entao que, em particular,

(Hp — KBy = Hp® 0 = Eo(H,, — K,,),
e dai temos que

(T © T*)(gm)eo = W(Hm)W<E0) = 71-([{m - Km)ﬂ'(EO) = 7T(EO)W(Hm - Km) =

= eo(7 0 77) (gm);

a densidade em Cgr(A) da familia {g,,}m, 0 fato que todo elemento de C'(A) pode
ser decomposto em suas partes real e imagindria (que sdo fungoes reais), e a line-
aridade e continuidade das aplicacoes envolvidas implicam portanto que eq comuta
com ran(7 or*), de onde temos que a aplicacao 7" : C(A) — Q(EyH) dada por
7' = apg, o Adey o 7 o r* é um *-homomorfismo unital. Provaremos adiante que 7’
¢ injetora e portanto uma extensao, mas antes nos preocuparemos em estabelecer a
outra parte da afirmacao.

Se 1y : EgH — H denota a inclusdo, entao o = Ey, H, = t5(Hp — K)o, €

assim

W(ﬁm) =7(ty(Hm — Km)to) = ag, (m(wy(Hy — Kn)ot")) =
= g, (1(Eo(Hm — Kn)Ey)) = ag,(eon(H,, — Ky )e) =
= g, (eom(Hpm)eo) = T/(gm),

de onde podemos escrever

TO T*(gm) = W(Hm) = 7T<Hm - Km) = W(Hm@(@zozlgm(an)]n)) =
W(ﬁm)q‘ﬂ(@?:lgm(an)ld = T/(gm)‘?_ﬂ(@f:lgm(an)[n)a

demonstrando finalmente uma das partes da afirmacao.
Por linearidade, continuidade e densidade note que, em particular, ficou provado
que
Tor'(g) =7 (9)+n(@rl19(an)la) Vg € C(A),
que é precisamente o que usamos no inicio do teorema para provar que i, era isomor-

fismo.
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Falta-nos agora apenas provar que o *-homomorfismo 7’ é injetor: da decomposicao
H,, = H' &(diag, (gm(an))), podemos ver que o(H,,) = o(H,) U {gm(an)}n, de onde
em particular o(7/(g)) = o(7(Hy)) = 0o(H,,) contém todos os pontos de acumulacao
da seqiiéncia {g,,(a,)}n, pela caracterizacao do espectro essencial de um operador
normal dada pelo teorema B.1.4. Dois destes pontos de acumulagao sao lim inf,, g,,(a,)

e limsup,, gm(a,), logo se denotarmos por 7(7'(gm)) o raio espectral de 7/(g,,), temos
[lim inf g, (an)| < 7(7'(gm)) < [I7(gm) I,

[ im sup g (an)| < (7' (gm)) < |17 (gm),

e portanto

tim sup g, (a,)| = max{|im inf g, (a,)]. | Tmsup gy, (a,)]} < [[7(g00)].

n

de onde por densidade e continuidade concluimos que
limsup [g(a,)| < I7(9)]| Vg € Cr(A).

Tome arbitrariamente g € ker(7’); como entdo também temos Re(g),Im(g) €
ker(7'), sem perda de generalidade podemos supor que g € Cg(A). Pelo observado
acima, limsup, |g(a,)| < ||[7'(¢)|| = 0 < liminf, |g(a,)|, de onde lim,,_|g(a,)| = 0, e
portanto lim,_..g(a,) = 0.

Defina f : X — Rpor [ = > g(a,)lx,. Afirmamos que f ¢é continua: de
fato, dado € > 0 arbitrario, pelo que acabamos de ver podemos tomar ng € N* tal que
n > ng implica em |g(a,)| < €. A funcao fo = Y%, g(a,)lx, é combinagao linear
finita de funcdes continuas, e portanto continua. E facil ver que I|f — fol| <e,logo f
¢ limite uniforme de funcoes continuas, sendo portanto continua, como afirmado.

Assim, também serd continua a fungao h := (gor)— f. Se x € X\ A, entdo = € X,

para algum k, e portanto

h(z) = (gor)(x) — f(z) = glar) — glaxr) = 0,

provando desta forma que h se anula fora de A; por continuidade, h também se anula
em 0A. Ora, mas f se anula em OA por defini¢ao, logo temos que gor = h + f se
anula em 0A. Em particular, g(a,) = (g or)(a,) = 0, para todo n € N*. Segue-se dai
que

Tor(g) = 7'(9)+m(@,L19(an) 1) = 0+0 = 0,
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e da injetividade de 7 or* temos de imediato g = 0, o que estabelece a injetividade de

7', e o teorema estd finalmente demonstrado.
[ |

A primeira aplicacao do teorema 4.2.4 é na prova do seguinte lema, que serd ne-
cessario para a demonstracao do teorema 4.2.6. Neste lema, usaremos em particular o
conceito de espectro de C*-dlgebras e o teorema de Gelfand para C*-algebras comuta-
tivas, algo presente em qualquer literatura classica sobre C*-algebras; ver por exemplo
[21] teorema 3.3.6., [18] teorema 1.1.7, [2] teorema 1.1.1., [9] teorema 1.3.1.

Lema 4.2.5. Sejam X,Y espagos métricos compactos, p: X — Y continua e sobre-
jetora, B C'Y fechado que contém todos os pontos com pré-imagem mailtipla em X
por p, A=pYB),p : A— B arestrigio dep, ei : A — X, j: B—Y as
inclusoes. Entao, ker(p,) C i.(ker(p.)).

Demonstracao. Temos o seguinte diagrama comutativo:

Loy

X
A

<

L/)

Seja [7] € ker(p,) arbitrario. A sobrejetividade de p garante entao que 7 : C(X) —
Q(H) é tal que Top* : C(Y) — Q(H) é uma extensao trivial, e portanto existe
¥ : C(Y) — B(H) um *-homomorfismo unital injetor satisfazendo 7 o p* = 7 o 9.
Seja & a medida espectral associada a *-representacdo ¥, e ¥ : B(Y) — B(H) a
extensao de 1 para as funcgoes limitadas e Borel-mensurdveis, como visto na secao
Al

Note inicialmente que se U C X é tal que UNA = (), entao P(U) N B = ; de fato,
se tivéssemos y € p(B) N B, entdao por um lado y € B, o que implica em p~'(y) C Ae
por outro lado y € p(U), ou seja, y = p(z) para algum x € U, de onde z € p~'(y) C A,
e portanto z € U N A = (), gerando um absurdo. Note que em particular isto prova
que se U C X é tal que UN A =0, entao p~'(p(U)) = U.

Tome {U, },en+ uma base para a topologia de X'\ A induzida da topologia de X,
tal que C,, := U, é disjunto de A para todo n, como segue: visto que X\ A é separavel,
para cada ponto de um subconjunto denso e enumeravel de X'\ A considere um sistema
fundamental de vizinhancas para este ponto, formado por bolas centradas neste ponto
e com raios racionais pequenos o suficiente para que o fecho destas bolas nao intersecte

A, o que é sempre possivel visto que A é fechado e portanto a distancia do ponto até
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A é positiva. A reuniao de tais sistemas fundamentais de vizinhancas é claramente
uma base de X\ A como desejado. Em particular, os conjuntos C,, sao fechados em
X, e portanto compactos. Ademais, o que provamos acima mostra que p(C,) N B = 0
para todo n € N*.

Para cada n € N* o conjunto p(C,,) é compacto e portanto mensuravel, logo pode-
mos definir ¢, := (& (p(C,))) = W(J(lp(cn))), que é uma projecao em Q(H), e note
que todas as projegoes ¢, comutam entre si por definicao. Seja 9 = C*(ran(7), {e,}n),
que ¢ uma sub-C*-dlgebra com unidade de Q(H).

Observe que dp(C,,) C p(C,), visto que p(C,,) é compacto e portanto fechado, de
onde concluimos que dp(C,) N B C p(C,) N B = (. Em outras palavras, dp(C,,) é
disjunto do conjunto dos pontos em Y com pré-imagem multipla em X por p. Assim,
pelo lema 4.1.7, todas as projegoes ¢, comutam com ran(7), de onde podemos concluir
de imediato que 9 é uma C*-dlgebra comutativa.

Em virtude do teorema de Gelfand, a transformada de Gelfand I' : 9 — C (ﬁ)
é um *-isomorfismo. Como ran(7) C 9, vemos que o *~homomorfismo dado pela

composicao I'o7 : C(X) — C(IM) estd bem definido e é injetor, sendo portanto

dual a uma sobrejecao continua u : 9 — X, ou seja, I' o 7 = u*. Logo, para todo

fel(X),

—

7(f)=Tor(f)=u"(f) = fou,
e portanto para todo ¢ € M tem-se

—_—

p(T(f) = 7(N)p) = (f o u)(w);

em particular, para todo g € C(Y), temos p*(g) = gop € C(Y), e assim

—

p(Top™(g9)) =w(r(gop)) =7(gop)(p) = (gopou)(p).

Ademais, note que se 1, s € M sio tais que u(p1) = u(p2), entao Qilan(r) =

©a|ran(r) PoOis, para f € C(X) qualquer temos

pu(T(f) = fuler)) = f(ulp2)) = @2(7(f)).

Afirmamos que se ¢ € M é tal que u(yp) ¢ C,, para algum n, entao p(e,) = 0. De
fato, se u(yp) ¢ C,, entao p(u(y)) ¢ p(C,), visto que cada ponto de p(C,,) possui apenas
uma pré-imagem, que estd portanto necessariamente em C),. Pelo lema de Urysohn,
tome entio g € C(Y) com g(p(u())) = 1 © gly(c,)o. Obviamente, g+ Iyc,) = 0
assim,

T(goplen = m(Y(9))7(V (1)) = 7(¥(g - 1pc,))) =0,
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e dai

0=(0)=w(r(gop)e.) = (1(gop))p(en) = (gopou)(p) - plen) =1 p(en) = p(en),

o que verifica o afirmado.

Queremos provar agora que u’' : u '(A) — A dada pela restri¢io de u é um
homeomorfismo: claramente ' é continua. Como u~*(A) e compacto e A é Hausdorff,
para provarmos que v’ é homeomorfismo basta verificarmos que v’ é bijetora. A funcao
u’ é sobrejetora por definicao, falta apenas ver a injetividade. Suponha que @1, s €
u™(A) sdo tais que u'(p1) = u'(p2). Entao, em particular u(p) = u(ps), e daf
vem que @1 |ran(r) = P2|ran(r), conforme mostrado anteriormente. Além disso, u'(¢1) =
' (p2) € A, e como ANC, = () para todo n, concluimos do que foi visto acima que
¢1(e,) = pa(e,) = 0, para todo n. Provamos deste modo que ¢; e ¢y coincidem
nos geradores da C*-algebra 9, o que implica entdo em p; = o, estabelecendo a
injetividade de ', como desejado. Segue-se que u' é homeomorfismo.

Afirmamos agora que p(U,,) é aberto em Y, para todo n: como X é compactoe Y é
Hausdorff, a continuidade de p implica em p ser uma aplicagao fechada; segue-se disto
e da sobrejetividade de p que a topologia em Y é a topologia quociente da aplicagao
p (para a prova deste fato ver por exemplo [23], teorema 9.2). Logo, p(U,) é aberto
em Y se, e somente se, p~(p(U,)) é aberto em X. Ora, mas U, N A = (), e ja& vimos
que neste caso p~1(p(U,)) = U,; o conjunto U, é aberto em X\A, e portanto aberto
em X, visto que X\ A é aberto em X. Fica assim provado que p(U,,) é aberto em Y,
para todo n, como queriamos.

Vamos provar que, se @ € M ¢ tal que u(p) € U,, para algum n, entao p(e,) = 1:
naturalmente, u(yp) € U, implica em p(u(y)) € p(U,). Como acabamos de ver, o
conjunto p(U,) é aberto em Y, logo Y\p(U,,) é fechado em Y; pelo lema de Urysohn,
existe entao uma funcao g € C(Y) tal que g(p(u(¢))) = 0 e g|y\pw,) = 1. Observando
que p(U,) C p(Cy), é facil verificar que Iy \yc,) = 9 Iy\p(c,). Agora,

Loy — en = 7(¥(1 — Lyc,))) = T(V(1y\pc,)))s
logo
(yypien))) = (T (89 - Iypon))) =
@9y yien)) = e(r(gop))p(l — e,) =
= g(p(u(p))) - (1 —ey) =0- (1 —¢,) =0,
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de onde segue que

L=(lom) = @len + (1 =) = plen) + (1 —¢n) = w(en) + 0 = @(en),

como queriamos provar.

O préximo passo é provar que S/D\T\u_l(A) é totalmente desconexo. Para tanto, con-
sidere o espaco quociente M = 53\?/ u"!(A), que é compacto pois é imagem continua
da aplicagao quociente q : M — M. Observe que basta provarmos que M é total-
mente desconexo, visto que o espaco E/D\T\u_l(A) ¢ homeomorfo a um subespaco de M,
e subespacos de espacos totalmente desconexos sao totalmente desconexos.

Denote por a € M o ponto a = q(u"'(A)). Para cada n, se ¢1, s € u=*(A), entao
j4 vimos que (1) = 0 = &, (g2); como &, € C(M), ela induz portanto uma funcio
no quociente, f, € C(M), dada por f,([¢]) = ¢,(¢) para todo [p] € M. Note que,
por definigao, f,(a) = 0.

Afirmamos que C(M) = C*(1,{f.}n); de fato, por Stone-Weierstrass é suficiente
provar que C*(1,{f,}») separa pontos de M. Para tanto, sejam ay,ay € M distintos
tomados arbitrariamente. Temos dois casos possiveis:

No primeiro caso, aj,as € M\{a}; entao, estas classes possuem apenas um ele-
mento cada, que denotaremos respectivamente por ¢ e @s. Aqui, temos duas pos-
sibilidades: caso u(y1) # u(p2), tome um Cj, tal que u(p;) € Uy e u(pz) ¢ Ck (que
certamente existe visto que u(p1), u(p2) € X\A, d(u(pr),u(ps)) > 0 e {U,}, é uma
base de X\ A). Entao, para este k correspondente, ¢,(¢1) = 1, ex(¢2) = 0, e portanto
fr(a1) =1 # 0 = fr(ag), de onde fy separa os pontos aj,as. Agora, se tivéssemos
u(p1) = u(p2), entdo sabemos que ; e o coincidem em ran(7); como ran(7), os e,
geram M, e 01 # 9, necessariamente existe um k € N* tal que ex(p1) # ex(p2), e
aqui o fr correspondente separa entao os pontos a; e as.

No segundo caso, a; # a, as = a; entao, a classe a; possui apenas um elemento, que
denotaremos por 1, e observe que p; € ﬁ\u’l(/l), de onde temos que u(yp1) € X\ A.
Tome portanto k € N* tal que u(p;) € Ug. Vimos anteriormente que neste caso temos
er(p1) =1, e como CyNA = (), sabemos também que ¢;,(¢) = 0, para todo ¢ € u=1(A).
Segue-se dai que fr(a;) =1 e fr(as) = fr(a) = 0, provando que f; separa os pontos
ap, as.

Fica provado deste modo que C(M) = C*(1,{f.}»), como afirmado; ora, mas note
que C'(M) é gerado por uma familia de idempotentes, logo M é totalmente desconexo,
pela proposi¢ao E.2.2, de onde temos pelo que foi observado anteriormente que o espaco
S/D\T\u_l(A) é totalmente desconexo.

Considere agora a C*-dlgebra M = C*(ran(7 o p*),{e,}n) . Observe que N C M
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e que 1oy € M, logo 91 é uma sub-C*-dlgebra comutativa com unidade de Q(H).

~ ~

Denote por IV : M — C(NM) o *-isomorfismo de Gelfand, e seja n : C(N) — C(ﬁ) 0

*-homomorfismo dado por = T'o(I”)~!.Temos entao o seguinte diagrama comutativo:

p* T J
Top*

c(Y) ran(7 o p*)S

B—>3)

Sabemos que I'o 7 = u*, e similarmente a injetividade de n e de I'" o 7 o p* implica em
haver sobrejecoes continuas p : M—Newv: N — Y tais quen =p*, Morop* = v*.
A comutatividade do diagrama implica entdo em (pou)* = u* op* = p" ov* = (vop)*,
de onde concluimos que pou = v o p.

Similarmente ao que vimos com a aplicacao u, prova-se na mesma linha de ra-
ciocinio que a aplicagao v’ : v™1(B) — B dada pela restricao de v ¢ um homeomor-
fismo, e que o espago ‘fl\v*l(B ) € totalmente desconexo.

Podemos entao definir aplicagoes r : A — Mes: B — N por r = u~ ! o4,

s=uv"t

07, ja que u~! estd bem definida em ran(i) = A C X, e também v~! estd bem
definida em ran(j) = B C Y; estas aplicagoes sao claramente continuas.

Observe que, se denotarmos por 7 : u '(A) — M a inclusao, temos que
(utoi)(z) = ((i') o (v')7!)(x) para todo z € A, de onde podemos alternativamente
definir a funcao r como r = (i') o (/)1 Agora, a aplicacao (v'), é um isomorfirmo,
visto que v’ é um homeomorfismo, e além disso também (7'), é um isomorfismo, pelo te-

—

orema 4.2.4; vemos dai que 7, : Ext(A) — Ext(9%) é um isomorfismo. Analogamente

~

prova-se que s, : Ext(B) — Ext(9) é um isomorfismo.

Obtivemos um diagrama comutativo

—~ P A~
E)jt T
T’XLYS
/AN
A B

Observe que I'! : C(ﬁ) — M C Q(H) é em particular uma extensao; ainda,

como I'o 7 = u*, temos 7 = I' ! o u*; denotando 7 = '}, vemos portanto que

7] = w7l
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Agora, [T] € Ext(9), e como r* é isomorfismo, existe [7'] € Ext(A) tal que r,[7'] = [T].

Observe entao que
7] = wf] = w07 = (wor).lr] = i[r].
Provaremos agora que [7'] € ker(p!,): de fato, note do diagrama acima que

/ — . / _ . _ ~
sop=vtojop =vlojouor=vltovopor=

~ ~ -1

o _ . _1 .
=por=pou o01="v opou,

e assim, visto que s, é um isomorfismo, e p,[7] = 0,
plrl=stoscoplfr] = st o(sop )Tl =s o (v opoi)r] =
=s. o (T )opoilr] =5

=5, 0 (v7).(0) =0,

o (v opulr] = 570 (v o pulr] =

de onde [7'] € ker(p.,), como afirmado.
Lembrando que [7] € ker(p,) havia sido tomado arbitrariamente, verificamos que

ker(ps) C i.(ker(p.)) como desejado, e o lema estd provado.
|

Note que, em particular, o lema 4.2.5 prova que ker(p,) C ran(i,). Estamos fi-
nalmente em condicoes de provar os resultados principais da secao. Em particular, a

demonstracao do teorema 4.2.6 é agora imediata.

Teorema 4.2.6. Se A C X € fechado, entdo a seqiiéncia
Ext(A) 5 Ext(X) 25 Ext(X/A)

¢ exata, onde 1 : A — X € a inclusio e p: X — X/A € a aplica¢ao quociente.

Demonstracao. Denotando B = p(A), sabemos do lema 4.2.5 que ker(p,) C i.(ker(p))) C
ran(i,), logo basta provarmos que ran(i,) C ker(p.).

Naturalmente, a aplicagdo poi : A — X/A é uma fungao constante, logo pela
observagao 3.2.8 vemos que p, 0 i, = (poi), = 0, o homomorfismo nulo. Dai segue de

imediato que ran(i,) C ker(p,), como queriamos provar.
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A sequéncia exata do préximo teorema é uma seqiiéncia rudimentar de Mayer-
Vietoris, introduzida por Brown, Douglas e Fillmore em [6]. Tempos mais tarde, foi
verificado que esta construcao da de fato origem a uma seqiiéncia exata longa natural
de Mayer-Vietoris para Ext utilizando-se suspensoes dos espacos métricos compactos;
nos nao discutiremos aqui esta teoria, o leitor interessado pode encontrar os detalhes

em [9] teorema IX.10.5, ou em [7] teorema 2.21.

Teorema 4.2.7. Sejam B,C C X fechados com X = BUC, ei, : BNC — B,
is: BNC — C, j1: B— X, jo : C — X as inclusoes. Considere os homomor-

fismos

a:Ext(BNC) — Ext(B) x Ext(C)
a — ((ir).(a), (i2)«(=a))

B Ext(B) x Ext(C) — Ext(X)
(b;c) = (J1)«(b) + (42)«(c).

Entao, a segiiéncia
Ext(B N C) - Ext(B) x Ext(C) -2 Ext(X)
é exala.
Demonstracdo. Denote A = BN C. Temos um diagrama comutativo de inclusoes,

J1 X

B
2'1T J2
A2

HC

Claramente temos ran(«) C ker((), pois dado a € Ext(A) arbitrario, em virtude

do diagrama acima,

Bla(a)) = B((i1)«(a), (iz)«(—a)) = (j1)« © (i1)«(a) + (j2)« © (i2)«(—a) =
= (J10i1)«(a) + (J2 0 d2)«(—a) = (j1 0 i1)«(a) + (j1 0 41)«(—a) =
= (j1oi1)«(a —a) = (j1 0i1).(0) = 0.

Falta-nos apenas provar que ker(/3) C ran(«). Tome arbitrariamente (b, ¢) € ker (3.

Entao, se denotarmos por p : BVC' — X a aplicacao de identificacao canonica, que
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¢é continua e neste caso sobrejetora, temos da observacao 4.1.6 que

0= 5(b,c) = p.(bVe).

Em outras palavras, bVe € Ext(BVC) ¢ tal que bVc € ker(p.).

Denote por p' : AVA — X a restricao de p. Observe que A= BNC C X é um
fechado que contém todos os pontos de X com pré-imagem miltipla em BVC' por p,
e AVA=p!(A). Sei: AVA — BVC é a inclusdo, entao do lema 4.2.5 temos que
ker(p.) C i.(ker(p,)). Assim, existe um d € Ext(AVA) tal que p,(d) = 0 e i.(d) = bVe.
Agora, do isomorfismo A : Ext(A) x Ext(A) — Ext(AVA) dado pelo teorema 3.1.5,
vemos que existe (a1, as) € Ext(A) x Ext(A) tal que d = a;Va.

Para evitar confusoes no que segue, denotaremos o primeiro A de AVA por Ay, e o
segundo por A,. Entao, a; € Ext(A;), as € Ext(As). Sejam 71 € ext(A;), 7o € ext(Az)

extensoes tais que a1 = [71], a2 = [2]. Dado f € C(A) arbitrario,

~

(V7)o () (f) = (nVvr)(f o) = Ta((f 0 p)|a) +72((f 0 )]ar) = T (f)+72(f),
logo (11V7s) o (p')* = 71+79, e daf
0 =pL(d) = p(aVaz) = [(nV7) o (p)'] = [n+7] = [1] + [R] = a1 + as,
de onde podemos concluir que as = —a;. Ademais, para f € C(BVC) arbitrario,

(V) 0¥ (f) = mu((f 0 0)]a,)F72((f 09)|ay) = Ta((f 0 i1)[a,)F72((f 0 i2)|a,) =
= (11 00})(fla))+(m2 085)(fla,) = ((11 0 47) V(72 0 i3))(f),

provando que (11V7y) 0i* = (13 0 i})V(72 043), e dai

is(ar1Vas) = (i1).(a1)V(i2).(a2).

Se considerarmos agora o isomorfismo A : Ext(B) x Ext(C) — Ext(BVC') dado pelo

teorema 3.1.5, temos entao

A(b,¢) = bVe =i.(d) = i.(a1Vag) = (i1)«(a1)V(i2)«(az2) = A((i1)«(a1), (i2)«(az2)),

e como A ¢é isomorfismo concluimos que (b, ¢) = ((i1)«(a1), (i2)«(az)). Dai,

alar) = ((i1)«(a1), (i2)«(—a1)) = ((i1)+(ar), (i2)«(a2)) = (b, c),
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de onde (b, ¢) € ran(«), provando que ker(8) C ran(«), como desejado. Segue-se que

a seqiiéncia do enunciado é exata, o que completa a demonstracao.
[ |

Gostariamos de concluir esta secao com mais dois resultados sobre o homomor-
fismo [, introduzido na observacao 4.1.6 e mencionado no teorema anterior. Aqui,
veremos condicoes que garantem a sobrejetividade de 3, em casos particulares que nos
serao uteis no capitulo 5. Para o que segue, lembremos que um subespago A de um
espago topoldgico X é dito ser um retrato de X quando existe uma funcao continua e

sobrejetora r : X — A tal que 1|4 = id4; uma tal fungao é chamada de uma retracao
de X.

Proposicao 4.2.8. Sejam X um espaco métrico compacto, e B,C' C X fechados tais
que X = BUC e BNC é um retrato de C.  Entao, o homomorfismo
B : Ext(B) x Ext(C') — Ext(X) € sobrejetor.

Demonstracao. Seja rg: C' — BN C uma retracao de C'. Defina r : X — B por

r(x):{x sex € B

ro(z) sex e C.

Claramente, a fungao r esta bem definida e é continua. Sejami: B — X, j: (C — X
as inclusoes, e ¢ : X — X/C a aplicacao quociente. E facil ver que gotor = q; além
disso, sabemos do teorema 4.2.6 que ker(q.) = ran(j,).

Tome a € Ext(X) arbitrario. Pelo observado acima temos g, o i, o r.(a) = ¢.(a), e
portanto ¢.(a — i, o ry(a)) = 0, ou seja, a — i, o r.(a) € ker(q,) = ran(j.); logo, existe
c € Ext(C) tal que j.(c) = a — i, o re(a). Entao, (r.(a),c) € Ext(B) x Ext(C) é tal
que

B(re(a),c) = iu(ri(a)) + ju(c) = ix(re(a)) + a — iy o ri(a) = a,

de onde temos que 3 é sobrejetora, como queriamos demonstrar.
[ |

Proposicao 4.2.9. Sejam X C C compacto, L C C uma reta dividindo C em dois
semi-planos fechados C~ e Ct, X~ = XNC™, Xt = XNC", e J C L um seg-
mento de reta compacto que contenha a projecao ortogonal de X+ sobre L. Entao, o
homomorfismo [ : Ext(X~ U J) x Ext(XT U J) — Ext(X U J) € sobrejetor.

119



Demonstragdo. Temos uma retracao r+ : C* — L dada pela projecao ortogonal.
Note que (X U J) = J; portanto, restringindo o dominio e o contra-dominio de r+
obtemos uma retracao r : Xt U J — J.

Observe que X, X e J sao subconjuntos fechados de X U J. De fato, estes
conjuntos sao fechadosem C, e X~ = X N(XUJ), XT = XTN(XUJ), J = JN(XUJ).
Naturalmente, X UJ = (X~ UJ)U(XTUJ), e (X~ UJ)N(XTUJ)=J; denotando
B=(X"UJ),C = (X1TUJ), em outras palavras temos que X UJ = BUC, e BNC =
J é um retrato de C'. Segue-se portanto da proposicao 4.2.8 que o homomorfismo
G Ext(X~UJ) x Ext(X* UJ) — Ext(X UJ) é sobrejetor, provando o resultado.

4.3 Ext e Limites Projetivos

Nesta secao nés discutiremos como o funtor Ext se comporta com relagao a limites
projetivos de espacos métricos compactos e grupos abelianos. Comegaremos com uma
breve exposicao do conceito de limites projetivos. Poderiamos ter adotado uma postura
mais geral e abstrata nesta exposicao, mas optamos por uma abordagem mais direta,
baseada em [9].

Um sistema projetivo de espacos métricos compactos consiste em uma seqiiéncia
{ Xk }ren+ de espagos métricos compactos, todos nao vazios, e {px }ren+ uma seqiiéncia
de funcoes continuas, pr : Xpi1 — Xj; denotaremos tal sistema projetivo por
(Xk,pr)- O limite projetivo de (Xj, py) é o subespaco do espago [ [, .- X (com a topo-
logia produto), formado pelas seqiiéncias (xy)x que satisfazem a relacao py(xg41) = x,
para todo k& € N*. Denotamos o limite projetivo de (X, px) por @(Xk,pk), ou sim-
plesmente por h&le, quando nao houver possibilidade de confusao sobre as funcoes
Dk-

Note que existem aplicagoes g, : lin(X ks Pr) — X, dadas pelas fungoes coorde-

nadas, que sao naturalmente continuas, e elas satisfazem
*
Pn © gnt+1 = Qn, Vn € N7,

Observe que as fungoes coordenadas ¢, nao sao necessariamente sobrejetoras, pois a
priori nada nos garante que qualquer z € X,, faca parte de alguma seqiiéncia que se
constitui em um elemento de @(Xk,pk); agora, € facil ver que se todas as pp sao
sobrejetoras, entao também todas as ¢, serao sobrejetoras.

O espaco @(X k, D) satisfaz a propriedade universal que, se Y é um outro espago

métrico compacto e {fx}ren+ ¢ uma seqiiéncia de fungdes continuas, fi : Y — X,
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tais que p, o f,+1 = [, para todo n € N* entao existe uma tunica aplicagao
[Y — liLH(lepk)

tal que g, o f = f,, para todo n € N*; em outras palavras, podemos dizer que uma tal
seqiiéncia de aplicagoes { fx}x se fatora pelo limite projetivo via f, isto é, o seguinte

diagrama comuta para todo n € N*:

y I x.

| L

Z

Todo limite projetivo de uma seqiiéncia de espacos métricos compactos nao vazios
é um espaco métrico compacto nao vazio; para uma prova deste fato, ver por exemplo
23], teorema 29.11.

Exemplo 4.3.1. Suponha que o sistema projetivo (X, px) € tal que X1 D Xo D ++ -,
e pr : Xkr1 — Xk € a inclusao, para todo k € N*. Neste caso, note que, se (zy)y €
@(Xk,pk), entao xp = pp(Trr1) = Trr1 para todo k, visto que as py sdo inclusoes.

Isto implica portanto em

(X, i) = {(z,2,2,...) 1 2 € Npen: Xi},

de onde vemos que, neste caso, liLn(Xk,pk) ¢ (homeomorfo a) o espago (\en- Xk-

Similarmente, define-se o limite projetivo na categoria dos grupos, trocando os
espagos e subespacos acima por grupos e subgrupos, e as fungoes continuas por homo-
morfismos de grupos.

Tendo feito esta breve exposi¢cao no conceito de limites projetivos, vejamos como
Ext interage com limites projetivos: tome uma seqiiéncia { Xy }xen+ de espagos métricos
compactos, todos nao vazios, e seja {pi}ren+ uma seqiiéncia de fungoes continuas,
pr : Xpy1 — Xi. Denote X = @(Xk,pk), e sejam ¢, : X — X, as funcoes
coordenadas, que satisfazem p, o ¢,11 = qn-

Temos entao também uma seqiiéncia de grupos {Ext(X}) }ren+, € uma seqiiéncia de
homomorfismos de grupos, (pi)s« : Ext(Xgy1) — Ext(X}), de onde podemos conside-
rar o grupo lim Ext(Xy) = lim(Ext(Xy), (pr)«). Denote por g, : lim Ext(X;) —
Ext(X,) as fungdes coordenadas, que sdo homomorfismos de grupos e satisfazem
(Pn)« © Gnyr = G, Para todo n.

Observe agora que, para todo n, (¢,)s : Ext(X) — Ext(X,) é um homomorfismo

de grupos tal que (pn)«°(gn+1)« = (Pno@ni1) = (gn)«. Logo, pela propriedade universal
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do limite projetivo de grupos, existe um tinico homomorfismo de grupos
vy Ext(X) — @Ext(Xk)

satisfazendo ¢, o ¥x = (gn). para todo n, ou seja, ¥x(a) = ((qx)«a)r para todo
a € Ext(X).
O nosso objetivo nesta se¢ao é provar que o homomorfismo 1 x é sempre sobrejetor;

faremos isto primeiro em um caso particular, com o préximo lema.

Lema 4.3.2. Na notagao acima, se as fungoes py : Xpi1 — Xi sao sobrejetoras para
todo k € N*, entdo 1x : Ext(X) — lim Ext(Xy) € sobrejetor.

Demonstragdo. Sejam (ay)y, € lim Ext(X}) arbitrdrio, e 71 € ext(X1) tal que a; = [r1].
Tome arbitrariamente 75 € ext(X3) tal que ay = [15]. Observe que 7 o pj é uma
extensao, visto que p; é sobrejetora; entao, como (p1)«[m2] = (p1)«(a2) = a1 = [n1],
vemos que 75 o pi ~ 71, e portanto existe um operador unitario U € B(H) tal que
Adn(U) o 75 0 pi = 11. Definindo 15 := Adn(U) o 75, vemos que 7, é uma extensao tal
que Ty o pj = 71; Ademais, 75 ~ 74 por defini¢ao, e portanto [13] = as.

Prosseguindo recursivamente deste modo, obtemos uma seqiiéncia de extensoes
{7k} com ay = [1%] € Tpy1 0 p} = 7%, para todo k € N*.

E facil ver que U, = {foq, : f € C(X))} é uma sub-C*-dlgebra com unidade
de C(X). Além disso, A, C Ag,; para todo k, pois para f € C(Xj) qualquer,
foqe=foproqei, e fopr € C(Xgs1). Assim, A = Upen=2x é uma *-sub-algebra
com unidade de C'(X).

Afirmamos que 2 separa pontos de X: de fato, tome dois elementos distintos de
X, digamos, © = (zg)r ¢ ¢’ = (v},)r. Como x # 2/, existe um m € N* tal que
T # 0., Ou seja, ¢n(x) # gn(x’). Agora, xp,,x., € X,,, logo existe f € C(Xy,)
tal que f(z,) # f(x.,), ou em outras palavras, f o g,(z) # f o gn(2’). Visto que
fogn € A, C A segue-se que A separa pontos de X, como afirmado; dai, por

Stone-Weierstrass concluimos que 2 é densa em C'(X). Defina

7:A — Q(H)
foa, — m(f).

Precisamos verificar que 7 esta bem definida: se m < ne f,, € C(X,,), fn € C(X,)

sao tais que f,, © ¢m = fn © g, entao

anQH:meQm:fmopmoqm+1:fmopmopm+IOQm+2:"'

"':fmopmopm+lo"'opn—IOQnu
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ou seja, a fungdo g = frn o pm O Pmr1 0 op,_1 € C(X,) é tal que f, 0q, = goqy; foi
observado acima que as aplicacoes ¢, sao sobrejetoras no caso em que todas as fungoes

Pr Sa0 sobrejetoras, logo temos de imediato f,, = ¢g. Assim,

Tn(fn) - Tn(g) - Tn(fm OPm O Pm+10 """ Opn—l) =Tn opZ—l(fm OPm©O - Opn—2) =
" =Tpop,_ 19 0P, (fm) =Ta10Pp 00 0P (fn) = = Tiulfin),

provando deste modo que 7 esta bem definida.

E facil verificar que 7 é um *-homomorfismo unital; observe agora que 7l|g, ¢
injetor para cada k, e portanto isométrico, visto que %A é uma C*-dlgebra. Logo, 7
é isométrico, e portanto continuo, e portanto pela densidade de 2 em C(X) podemos
estender 7 por continuidade a um *-homomorfismo unital 7 : C(X) — Q(H), que
serd também isométrico, e portanto injetor; ou seja, provamos que 7 é uma extensao.

A extensao T satisfaz T o ¢¢ = 7, para todo n por construcao visto que, para todo
fel(Xn),

70, (f) =T(foan) =7(f o qn) = Tu(f)-

Assim, (g,)«[7] = [,] = an, para todo n, de onde temos

Ux([7]) = ((qr)«[T)r = (ar)s,

e portanto 1 x é de fato sobrejetor, concluindo a prova do lema.
[ |

O proximo teorema é a extensao do resultado do lema 4.3.2 para o caso geral em
que nao é necessario supor que todas as py sejam sobrejetoras. isto serd feito de uma
maneira bastante engenhosa, envolvendo o conjunto de Cantor.

E fato que todo espago métrico compacto é imagem continua do conjunto de Cantor,
ou seja, dado um espago métrico compacto X, existe uma funcao continua e sobrejetora
do conjunto de Cantor sobre X. Para uma prova deste fato ver por exemplo [23],

teorema 30.7.

Teorema 4.3.3. Sejam { X }ren uma seqiéncia de espagos métricos compactos nao
vazios, {pk}rent uma seqiéncia de fungoes continuas, py : Xgr1 — Xk, e denote
X = lim(Xy, pr). Entdo, o homomorfismo induzido 1x : Ext(X) — lim Ext(X}) ¢

sobrejetor.

Demonstracao. Denote o conjunto de Cantor por C. Para cada n € N*, defina

Y, = X, VC, que é um espago métrico compacto, e tome g, : C' — Y,, uma sobrejegao
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continua. Defina p/, : Y11 — Y, por p,|x,.. = Dn, Phlc = gn. Assim, p;, é continua
e sobrejetora por defini¢ao.

Seja Y = liLn(Yk,p;), e sejam ¢, : Y — Y, as fungoes coordenadas, que sao
continuas e satisfazem p, o ¢;, ., = ¢, para todo n.

Para cada n denote por j, : X;, — Y,, ainclusao. Naturalmente, p/,0j,11 = 7,0Pn;

portanto, as funcgoes j, o q, : X — Y,, sao tais que

p;z © (jn-i-l o Qn+1> = ]n O PnCl4ny1 = ]n O Pn,

e entao, pela propriedade universal do limite projetivo de espagos métricos compactos,
existe uma tnica func¢do continua j : X — Y tal que ¢}, o j = j, © ¢,, para todo
n € N*.

Afirmamos que j ¢ injetora: de fato, suponha que z = (zx)r € @' = (x})r sdo

elementos de X tais que j(z) = j(2'). Entdo, para cada n € N*,
jn(xn) =Jn O QH(x) = Q;L © ]<I> = Q;L © j(.I/) =Jno Qn(x/) = ]n(x%)v

de onde z,, = 2}, pela injetividade de j,, e portanto & = 2/, estabelecendo a injetivi-
dade de j, como haviamos afirmado.

Para cada n temos p/, (jn11(Xnt1)) C jn(X,), logo estard bem definida uma aplicagao

Do Yoy1/dns1(Xnp1) — Ya/in(X0)
[z] — [pL(2)].

Se hy, : Y, — Y, /j.(X,) é a aplicacao quociente, entao p, o h,.1 = h, o p,, 0 que
implica de imediato em p ser continua.

Note que ¢, (j(X)) C jn(q.(X)) C jn(X,), logo também estara definida uma fungao

Tn:Y/j(X) - Yn/Jn(Xn)

Wyl — g,

que é também continua pois, se h : Y — Y/j(X) é a aplicagdo quociente, entao

rn 0 h = h, oq,, que é continua. Observe que
— — / / / /
pnorn+1oh:pnohn+1OQn+l :hnopnOQn+l :hnOQn:Tnoha

e da sobrejetividade de h temos entao p,,or,+1 = r,, para todo n. Logo, da propriedade
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universal dos limites projetivos, existe uma tinica fungao continua
r:Y/j(X) — Um(Ye/ju(Xe), Pr)

satisfazendo p,, o r = r,, para todo n.

Afirmamos que y € j(X) se, e somente se, ¢, (y) € jn(X,) Vn € N*. De fato, se
y € j(X), como ¢,(j(X)) C j.(X,) para todo n, é ébvio que ¢, (y) € jn(X,) Vn € N*;
por outro lado, suponha que ¢, (y) € j.(X,) Vn € N*. Note que, se escrevermos, para

todo k € N*, q;.(v) = je(z), com x € X}, entao

Jn © Pn(Tng1) = p'no Jn1(Tpg1) = p;z © q;H(y) = q;(y) = Jn(Zn),

de onde p,(x,11) = x,, visto que j, é injetora. Como n era arbitrdrio, vemos que

x = (vg)r, € X = lim(Xy, py), e note que z satisfaz, para todo n,

@ 0 J() = Jn 0 qu(2) = juln) = ¢, (y);

a sobrejetividade de ¢/, garante portanto que j(x) = ¢, (y), provando que y € j(X),
concluindo a afirmagao.

Note também que, se ¢,,(y) = jn(x,) para algum n > 1, entao

G (y) =11 04, (Y) = Dy _1 © Jn(Tn) = Jno1 0 Pu1(2n),

de onde ¢, 1(y) € jn-1(X,-1); aplicando este raciocinio recursivamente, isto prova
que se ¢, (y) € jn(X,) para algum n > 1, entdo ¢,,(y) € jm(X,) para todo m com
1 <m < n. Em particular, isto mostra que se existe um n € N* tal que ¢},(y) ¢ jn(Xn),
entdo ¢,,(y) ¢ jm(Xm) para todo m > n.

Queremos provar agora que a fungao r : V/j(X) — lim(Yy/jk(Xy),D,) definida
acima ¢ injetora: suponha que [y], [¢'] € Y/j(X) sao tais que r([y]) = r([¢/]). Entéao,
para. todo n, 7 ([y]) = B, 0 (4]}, 0 ([y]) = ra([y']), ou sefa, [, (y)] = ¢, (3')]

Provaremos que [y] = [¢/] em dois casos: no primeiro, suponha que ¢,(y) € 7,(X,)
para todo n. Como [¢,(y)] = [¢,(v)] Vn € N*, teremos também que ¢, (y') € jn(X,)
para todo n, e portanto, pela que foi provado acima, temos que y,y" € j(X), de onde
ly] = ly]-

No segundo caso, suponha que exista um m € N* tal que ¢/,(y) ¢ jm(Xn). Entao,
a classe [¢),,(y)] € Y /jm(Xm) possui apenas o elemento ¢/, (y). Logo, como [¢.,(y)] =
4, (y)], vemos que ¢, (y') = q;,,(y); note entao que

U1 (Y) = D1 0 @ (Y) = D1 © G (¥) = Gur (y),
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e prosseguindo recursivamente prova-se que ¢, (y') = ¢, (y) para todo n < m. Além
disso, em virtude do que foi observado acima sabemos que ¢/, (y) ¢ jn(X,) para todo
n > m, e portanto para todo n > m vemos que a classe [¢),(y)] possui apenas o
elemento ¢, (y); segue-se entao de [¢/,(v")] = [¢.(y)] que ¢,(v') = ¢,(y). Ficou assim
provado que ¢,(y') = ¢,(y) para todo n € N* de onde temos y = ¥/, e portanto
ly] =[], e a injetividade de r estd provada.

Em, virtude do fato de Y//j(X) ser compacto e lim(Y}/jx(X),P;) ser Hausdorff,
vemos que r é portanto um homeomorfismo entre Y/j(X) e ran(r), que é um subespaco
de lim(Y}/jr(Xx), Py,); este, por sua vez, é um subespago de [ ;o Yi/Jjr(Xk)-

Agora, note que cada Y} /jx(Xk) é a reuniao disjunta do conjunto de Cantor com um
ponto, e portanto totalmente desconexo. Segue-se que [, .+ Yi/jk(Xk) é totalmente
desconexo, de onde temos que ran(r) também o é, e portanto Y/j(X) é totalmente
desconexo.

Segue-se portanto do teorema 4.2.4 que os homomorfismos j. : Ext(X) — Ext(Y)
e (Jn)« : Ext(X,) — Ext(Y,,), para todo n € N*, sdo na verdade isomorfismos.

Para cadan € N*, denote por ¢, : lim Ext(X;) — Ext(X,,) o respectivo homomor-

fismo dado pela funcao coordenada do limite projetivo, e considere o homomorfismo
(Jn)x©q, : liLnExt(Xk) — Ext(Y,);

entao,

(p;z)* O (Jny1)x © Q~n+1 = (p;z O Jnt1)x © §n+1 = (Jn © Pn)s© §n+1 =

= (]n)* © (pﬂ)* © an+1 = (]n)* o arm

e da propriedade universal dos limites projetivos temos que existe um 1inico homomor-
fismo de grupos

7+ im Ext(Xy) — lim Ext(Y})
tal que @, on = (Ju)« © ¢, para todo n, onde aqui @, : h;nExt(Y,J — Ext(X,)

¢ o homomorfismo dado pela funcao coordenada. Em outras palavras, para todo

(ar)x € lim Ext(Xg), n((ar)r) = ((r)«(ar))x-
Afirmamos que 7 é um isomorfismo; de fato, para tanto basta verificarmos que 7 é

inversivel, e isto é o que faremos, apontando explicitamente a sua inversa: considere a
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funcao

s:limExt(Y;) — ] Ext(Xx)
keN*

k) — ()" (0r))i

Como para todo 7 temos , 0 jacy = jn © P €150 ()71 0 () = (D) © (ns1)7 1, €

portanto, dado (by)y, € lim Ext(Y},) arbitrdrio,

(pn)*«jn—&-l);l(bn-l—l)) = (]n)*_l © (p;m)*(bn—i-l) = (jn)»jl(bn)a

de onde vemos que s((by)) € lim Ext(Xj), e portanto ran(s) C lim Ext(X}). Restrin-
gindo o contra-dominio de s, é facil verificar agora que s é uma inversa para 7; logo,
1 € um isomorfismo, como afirmado.

Considere agora o diagrama

Ext(X) ox lim Ext(Xy)

-

Ext(Y) ——2— lim Ext(Y;)

Lembremos que g, © x = (¢n)«, Gn © ¥y = (¢,)s, para todo n € N*. Afirmamos

que o diagrama acima é comutativo. De fato, para a € Ext(X) e n € N* arbitrérios,

Gn © Yy 0 ju(a) = (q;z)* 0 ju(@a) = (Jn)x © (qn)+(a) = (jn)« 0 ¢, 0 ¥x(a) = Gn om0 Px(a),

de onde ¥y o j, = n o1y, como afirmado.
Ora, mas 7 é um isomorfismo, logo podemos escrever 1)x = 1n~! o ¢y o j,; observe
que o homomorfismo 1)y é sobrejetor, pelo lema 4.3.2; assim, visto que também j, é

um isomorfismo, segue-se que x € sobrejetor, como queriamos provar.

127



Capitulo 5
O Homomorfismo vy

Neste capitulo, nés concluiremos a exposicao sobre os conceitos da teoria de Brown-
Douglas-Fillmore necessarios para a resolucao do problema de classificacao de opera-

dores essencialmente normais, resultado este que serd provado na secao 5.3.

5.1 Definicao e Naturalidade de vy

Usaremos no que segue algumas propriedades elementares da teoria de homotopia;
para exposi¢oes mais cuidadosas sobre teoria de homotopia, ver por exemplo [23], ou
[14].

Dada uma C*-4lgebra 2, denotaremos por 2A~' o subconjunto de A formado pe-
los seus elementos inversiveis. Dizemos que elementos inversiveis a;,a; € 2 sao
homotopicos por inversiveis, e denotaremos a; ~j ag, quando existir uma curva
continua de elementos inversiveis de 2 ligando a; a as, ou seja, uma funcao continua
H :[0,1] — A" tal que H(0) = a;, H(1) = ay.

Dado X um espago métrico compacto, denotaremos por 7! (X) o conjunto formado
pelas classes de homotopia por inversiveis de elementos de C'(X)~!. Este conjunto tem
naturalmente uma estrutura de grupo, dada por [f] - [g] = [f - g]. Na verdade, 7'(X)

¢é o chamado primeiro grupo de cohomotopia de X.

Exemplo 5.1.1. Se X C C ¢ compacto, entdo o grupo m(X) € precisamente o grupo
livre abeliano gerado por {[¢ — A\,1] : n € A}, onde {\,}nen € C € um conjunto com
exatamente um ponto A\, em cada componente conexa limitada de C\X; para uma

prova deste fato, ver por exemplo [9], teorema 1X.7.1.

Voltando ao assunto principal: nés vimos com o teorema 3.2.12 que o grupo Ext(S!)
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¢é isomorfo a Z; relembrando, o isomorfismo era dado pela aplicacao

¢ :Ext(S') — Z
[7] +— ind(7(()).

Na verdade, ha um conceito mais profundo por detrds deste isomorfismo, que pode
ser aplicado para qualquer espaco métrico compacto X. Vejamos a seguir como isto é
feito.

Dado um espa¢o métrico compacto X, e uma extensao qualquer 7 € ext(X),
observe que para todo f € C(X) inversivel, temos que 7(f) é inversivel, e portanto
podemos falar do indice ind(7(f)); este indice independe do representante da classe
[7] € Ext(X): de fato, para qualquer f € C(X) inversivel, se 7,7 € ext(X) sao tais
que 7 ~ 7', entdo tomando U € B(H) unitario tal que Adn(U) o 7 = 7/, e denotando

7(f) = n(T), vemos que

ind(7'(f)) = ind(Adw(U) o 7(f)) = ind(n(UTU*)) =
= ind(U) + ind(7T") — ind(U) = ind(T") = ind(7(f)).

Observe agora que, como ind é uma fungao continua com valores nos inteiros, vemos
que o indice de Fredholm é invariante por homotopia; em particular vemos, passando
ao quociente na algebra de Calkin, que se t,ts € Q(H) sao inversiveis e homotopicos,
entdo ind(t;) = ind(ty).

Assim, note que se f, f/ € C(X)™! sdo homotdpicos, entao 7(f) e 7(f") sdao ho-
motopicos, e o que foi visto acima implica em ind(7(f)) = ind(7(f’)); isto mostra que,

fixado [7] € Ext(X) arbitrariamente, temos bem definida uma aplicacao

QO[T]iTrl(X) — Z
[/} = ind(7(f))-

Afirmamos que ¢, ¢ um homomorfismo de grupos: de fato, dados [f],[g] € 7' (X)

arbitrarios,

o ([f] - 1g]) = e ([f - g]) = ind(7(f - 9)) = ¢ (7(f)7(9)) = ind(7(f)7(g)) =
= ind(7(f)) +ind(7(g)) = w1([f]) + ¢ (l9]),
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o que prova o afirmado. Logo, podemos definir uma aplicagao

vx  Ext(X) — Hom(r'(X),Z)
[Tl — b
Esta aplicagao é um homomorfismo de grupos, pois se [7], [7'] € Ext(X) e [f] € #'(X)

sao arbitrarios,

wx (] + [FDAS) = vx [+ D(If]) = ind((r+7)(f)) = ind(7(f)+7'(f)) =
= ind(r(f)) + ind(7'(f)) = (vx([7]

+
2
<
A,
=

de onde yx ([7] + [7']) = vx([7]) + yx ([7]).

Este homomorfismo vx é a chave para resolver o problema de classificacao dos ope-
radores essencialmente normais; nés deduziremos a seguir uma propriedade importante
de vy, mas, antes, facamos algumas consideracoes sobre Hom(w!(X), Z):

Dados espacgos métricos compactos X,Y e uma funcao continua h : X — Y,
sabemos que h é dual a um *-homomorfismo h* : C(Y) — C(X), dado por h*(g) =
goh, paratodo g € C(Y). Este *-homomorfismo é unital, e portanto manda elementos
inversiveis em elementos inversiveis; ademais, é imediato ver que, se g, go € C(Y') sdo
homotdpicos, entao também h*(g;) e h*(g2) sdo homotdpicos. Portanto, h* induz um

homomorfismo de grupos

ﬁ:ﬂl(Y) — 7H(X)
l9] — lgohl

Ora, mas um homomorfismo de grupos entre 7'(Y") e 7' (X) induz um homomorfismo

de grupos entre Hom(7!(X),Z) e Hom(7'(Y'), Z) pela composicao; denote por
hy : Hom(n'(X),Z) — Hom(7'(Y), Z)

o homomorfismo induzido por h, isto é, hy(p) = @oh, para todo ¢ € Hom(r!(X),Z).
Dado [f] € 7*(X), vemos entao que

he (D) ([f]) = @ o h([f]) = ([ © h))-

E rotina verificar que, se tivermos X, Y, Z espagos métricos compactose f: X —
Y,g9:Y — Z, entao (go f)y = g4 o fx, e também que (idx)4 = idgom(r(x),z)- Em

outras palavras, o que isto diz é que o par de aplicacoes F : .# — Grp que faz a
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correspondéncia X —— Hom(7'(X),Z) nos objetos, e f — f4 nos morfismos, é um
funtor covariante. O funtor F' é comumente denotado por Hom(7'(—),Z).
Retornando brevemente a teoria de categorias: Dadas categorias A, €, e funtores
covariantes F' : Z — €, G : B — €, dizemos que uma transformac¢ao natural
entre os funtores F' e G é uma regra denotada por ¥ : F' — (G, que associa a cada
objeto b de 4 um morfismo V¥, : F'(b) — G(b), de modo que, para quaisquer objetos

b,b de A e morfismo h : b — V', o diagrama abaixo comute:

Uy,

F(b) —=G(b)
F(h) G(h)
F(V) - G(I)

Nés queremos provar agora que a regra 7 : Ext — Hom(7w!(—),Z) determinada
por X — 7yx ¢ uma transformagiao natural entre os funtores Ext e Hom(7'(—), Z);
em outra palavras afirmamos que, para quaisquer espacos métricos compactos X,Y e

funcao continua h : X — Y| o diagrama abaixo comuta:

Ext(X) > Hom(r'(X), Z)

| |1

Ext(Y) —> Hom(x!(Y), Z)

De fato, se tomarmos arbitrariamente [7] € Ext(X), [f] € 7'(Y), e 7v € ext(Y) uma

extensao trivial, temos

(v o hu([TD)([f]) = w ([(7 0 K +rv])(f) = ind(((7 0 h*)+7v)(f)) =
ind(7 o h*(f))+ind(ry (f)) = ind(7(f © h))+0 = yx ([7])([foh]) = (hyoyx ([T))([f]),

de onde segue que vy o h, = hy o vx, como desejado.

Exemplo 5.1.2. Gostariamos agora de ilustrar esta exposicio com um exemplo im-
portante: no caso em que X =S, o homomorfismo g : Ext(S') — Hom(7'(S'), Z)
¢ injetor. De fato, isto seque do isomorfismo ¢ : Ext(S') — Z obtido no teorema
8.2.12 pois, se [1] € ker(vg1), entdo ind(7(f)) = 0 para qualquer f € C(SY); em parti-
cular, ind(7(C)) = 0, e portanto ¢([7]) = 0, de onde temos pela injetividade de ¢ que

[7] = 0, provando a injetividade de vs1, como queriamos.

Observacao 5.1.3. Um outro caso onde o homomorfismo ~, é injetor é o caso trivial

em que Ext(X) = 0; nds usaremos isto adiante.
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5.2 Bijetividade de vx para X CC

Esta secao ¢é destinada a estudar o caso importante dos espagos métricos compactos
que sao subconjuntos de C; como visto na se¢ao 1.1, 0 nosso interesse nestes espagos
¢ justificado pelo fato de que o espectro de elementos de uma dada C*-algebra é um
subconjunto compacto e nao vazio de C. Como veremos com o corolario 5.2.9, o
homomorfismo vx é sempre um isomorfismo, para X C C compacto; isto nos permi-
tird provar o teorema de Brown-Douglas-Fillmore sobre a classificacao de operadores
essencialmente normais, na préxima segao.

O primeiro objetivo aqui serd provar a injetividade de yx para X C C compacto,
com o teorema 5.2.6, mas, para isto, precisamos de resultados auxiliares; inicialmente
estudaremos o comportamento do homomorfismo vx em outro caso, dado pelo teorema

a seguir.

Teorema 5.2.1. Sejam J = [a,b] um intervalo fechado de R, A C J fechado, e

X = J/A. Entao, o homomorfismo vx € injetor.

Demonstracdo. Precisamos escrever X de uma maneira adequada, faremos isto como
segue: o conjunto J\A é aberto, logo podemos escrever J\A = UneAIn, onde os I,, sao
intervalos abertos, e A é um conjunto de indices finito, ou A = N*. Consideraremos
apenas o caso A = N*, visto que o caso finito é similar, porém mais facil, visto que os
argumentos nao precisam ser levados ao limite.

Denotaremos por ¢ : J — J/A a aplicagao quociente, e xg = q(A). Para n € N*,
escreva I, = (an,b,). Queremos ver o que acontece com I, no quociente, e temos
essencialmente dois casos possiveis:

No primeiro caso, temos a,,b, € A; neste caso, note que os extremos de I, sao
identificados no quociente, tornando-se o ponto zg, ou seja, ¢(I,) serd uma curva
fechada simples, e portanto homeomorfa a S*.

No segundo caso, apenas um dos extremos de I,, estd em A; neste caso, ndo havers
identificacdo das pontas no quociente, de onde vemos que ¢(I,) é uma curva aberta
simples, e portanto homeomorfa a um intervalo fechado de R.

Para todo n € N*, denote X,, = ¢(I,,). Naturalmente zy € X,,, e X,,\{zo} = q(I,,),
de onde vemos que X, \{xo} é aberto, visto que a topologia em J/A é a topologia
quociente da aplica¢ao ¢; observe ainda que X,, = q(I,,) U {z0}.

Como os intervalos I, sao todos disjuntos, vemos que, se k # m, entao
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q(I) Nq(1,) = 0, e portanto X N X,,, = {zo}. Ademais,
X = J/A=q(\A) U {zo} = aUpere In) U {0} = Unen-a(In)) U {0} =
= Unen (¢(1n) U{z0}) = Upen-Xn-

Outro detalhe importante é que, como J é compacto, e J\A = U I,,, necessa-

neN*

riamente diam(/,) = diam(/,) — 0. Em virtude da proposicao E.1.5, temos entao
que diam(X,) — 0 (observe que este detalhe é particular do caso infinito A = N*
que estamos considerando).

Concluimos dai que X ¢é a reunido de uma seqiiéncia {X, }nen+ de subconjuntos
fechados cujos diametros tendem para zero, cada X,, é homeomorfo a S! ou a um
intervalo de R, e X}, N X, = {xo} sempre que k # m.

Feita esta caracterizagao de X, voltemos ao problema: seja [7] € ker(yx) arbitrério.
Queremos provar que [7] = 0, ou seja, que a extensao 7 € ext(X) é trivial.

Para cada n € N* defina Y,, € X por Y,, := J,.,, Xk, que é fechado pois

X\, = (Xi\{zo}) U - U (Xa\{zo}),

que é aberto. Também para cada n € N* sejam i, : X,, — X e j, : YV, — X as
inclusoes.

Observando que Y,,_; = X, UY,, para todo n > 2, podemos definir também para
tais n inclusoes r, : X,, — Y,_1 e s, : Y, — Y, 1, e também ¢, : X,VY, —
Y, 1 a funcao de identificacdo padrao. Finalmente, para cada n € N*, seja p, :
XivXoV - VX, VY, — X a funcao de identificagao padrao.

O que faremos a seguir é uma construcao recursiva: observe que X = X; UY], e
X1NY: = {x0}; logo, em virtude do teorema 4.1.8, existem d; € Ext(X), d] € Ext(Y}),
tais que

[7] = (i1)«(dr) + (G1)«(d1) = (p1)«(drVdY).
Portanto, se d; = 1], d} = [1{], para 71 : C(X;) — Q(Hi) e 71 : C(Y1) — Q(H))

extensoes, temos 7 ~ (1V71{)p; = (1108})+(7{0j}), e portanto existe um *-isomorfismo
w1 QH1®H,) — Q(H) induzido por um operador unitdrio Uy : Hi&H; — H, tal
que

7= m((r o) F({ 0 j})). (5-1)

Agora, note que Y] = Xo UYs, e Xo NY, = {x0}, de onde novamente pelo teorema
4.1.8, existem dy € Ext(X3), d, € Ext(Y3) tais que

[71] = (r2)«(d2) + (52)+(d3) = (g2)+(d2Vdly).
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Portanto, se dy = [1], dy = [15], para 7o : C(Xs) — Q(Hs) e 15 : C(Yy) — Q(H,)
extensoes, temos 7] ~ (T2V74)q5 = (12073 )+(75083), e portanto existe um *-isomorfismo
pe : Q(Ha®H,) — Q(H;) induzido por um operador unitério Us : Ho@®Hy — HY,
tal que

71 = pi2((12 0 73)+(73 0 53)). (5.2)

Observando que r3 o ji = (j1ore)* = i3, e s5 0 j7 = (j1 0 $2)* = j5, e substituindo a

equagao 5.2 na equacao 5.1, temos

7= ((ry 047)+ (71 0 57)) = pa (11 0 0})+((p2((2 0 75) (75 0 83))) 0 j})) =
= p((my 0 8})Fpa((r2 075 0 ) +(150 550 47))) = pa (11 045)Fpa((12 045)+(75 0 43))).

Prosseguindo recursivamente deste modo vemos que existem, para todo n € N*,
extensoes 7, : C(X,) — Q(H,), 7, : C(Y,) — Q(H.), e um *-isomorfismo p,, :
Q(H,®H,|,) — Q(H.,_,) induzido por um operador unitario U, : H,®H,, — H.,_1,
tal que

7= pua((r1 0 89)Fpa((72 0 85)+ (- - Hpn((7 0 07)+ (77, 0 37))))).

Queremos provar agora que, para todo n € N* [7,] € ker(yx,). De fato, fixe

n € N* arbitrariamente, e tome g € C(X,,)"! qualquer. Defina f : X — C por

(o) :{ g(x) sexe X,

g(xg) sex e X\X,.

Obviamente f esta bem definida, é continua, e é inversivel. Além disso, f é constante

igual a g(z¢) fora de X,,; portanto, se m # n, observe que Tm(f Xm) = 9(20)Lo,), €

assim ind(7,,(f|x,,)) = 0; da mesma forma, ind(7(f|y,)) =

Lembrando-se que [7] € ker(yx) por hipdtese, segue-se dai que

yx ([PD([f]) = ind((f)) =
= ind(pa ((r1 047)Fp2((72 0 83)+ (- - Hpta (7 0 17)H(77, 0. 37))))(f)) =
ind((71 0 i7)Fp2((r2 0.33)+( - (7 0 87) +(7, 0 () =
= ind(ri(f|x,)) + ind(pa((72 0 3)F(- - - Fpa (7 0.47,) F(7, 0. 47))))) =
= ind(p2((72 0 83)+( -+ (7 0 85)+ (75, 0. 57))))) =
ind((72 0 i3)+( - Fpa (70 0.47,) F(7, 0. 47)))) =
= ind(n(f]x,)) + ind(ps((75 0 i5)+ (- - Fpn((7 047,) (75, 0 7)) =
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= ind(pz((73 0 83)+ (- - - F (70 0 33)H (77,0 57))))) = -
- = ind(((ry 0 i) +(75, 0 30))(f)) =

= ind(7a(f|x,)) + ind(7,(fyz)) =

= ind(7a(9)) = v, ([m])([9]),

ou seja, vx, ([7.])([g]) = 0, o que prova que [7,,] € ker(vx, ), como desejado.

Agora, sabemos do exemplo 5.1.2 que g1 é injetora, e da observacao 5.1.3 que 7z
¢ injetora para todo Z C R compacto; mas os conjuntos X, sao homeomorfos a St
ou a um subconjunto compacto de R, logo podemos concluir que 7yx, € injetora, para
todo n € N*. Como [7,,] € ker(vx, ), isto implica de imediato em [7,,] = 0, e dai 7,
é trivial, para todo n € N*. Fixe portanto ¢, : C(X,,) — B(H,) *-homomorfismos
unitais injetores tais que 7, = T 0 ©,,.

Afirmamos agora que diam(Y,) — 0. De fato, dado § > 0 qualquer, escolha
nog € N* tal que n > ngy implica em diam(X,,) < §/4. Agora, paran > ng, se z,2’ € Yy,
entdo d(z,z') < d(x,xo)+d(zo,2") < 6/4+6/4 = /2, e portanto diam(Y,) < §/2 < 4.
Em outras palavras, diam(Y,,) < 0 para todo n > ng, e isto prova o afirmado.

Para cada n € N*, defina 2, := {f € C(X) : f constante em Y, }. E imediato
verificar que os 2, sdo sub-C*-dlgebras de C'(X), e que A, C A, 1; assim, vemos que
A = Upen-2, é uma *-sub-édlgebra de C'(X). Observe que 2 é densa em C(X): de
fato, se tomarmos f € C(X) e € > 0 arbitrariamente, seja § > 0 da continuidade
uniforme de f, para o € dado. Escolha ny € N* tal que diam(Y,,,) < 0. Defina f" € A
por f'ly,, = f(xo), e f' = f em X\Y,,. Naturalmente, ||f — f'|| < &, provando o
observado.

Iremos finalmente provar que 7 é trivial. Se f € C'(X) é constante em algum Y,,,

defina ™ (f) € B(H) por

P (f) = AdUL (01 0 7) (/) @AAU((2 0 i3) (f)B(- - - BAAUL (0 © 07) (f) @ f (w0) g ))) ).

Afirmamos que "V (f) = ™ (f): para simplificar a notacdo, vamos supor que
f é constante em Y7, e provar que o (f) = oM (f); o leitor podera observar que a
demonstracao é exatamente a mesma para inteiros maiores.

Como X, C Y7, temos que f é constante igual a f(xy) em Xy; ainda, observando
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que Ly = AdUs(Iy,em,),

@ (f) = AdUL((¢¢1 0 i) (/) BAAU((p2 0 i3) (f)Bf (x0) I3ey)) =
= AdUL((¢1 0 17) (/) BAAUs(p2(f|x,) B f (w0) I3gy)) =
= AdU((¢p1 0 47) (/) @AAU(f (20) I, D f (z0) 34y)) =
= AdU((p1 0 47)(f)® f(20) AdUs (In, B 1yy)) =
= AdUL((p1 0 i}) ()& (mo) Iry) = oM (f),

e isto prova o afirmado.

Em virtude do que acabamos de provar, segue-se que se m € N* é o menor natural
tal que f é constante em Y,, entdo ™ = ¢ para todo n > m; podemos entdo
associar a cada f € 2 um operador ¢(f) € B(H) dado por ¢(f) = ¢™(f), onde
n € N* é qualquer natural tal que f seja constante em Y,,. Em outras palavras, esta

bem definida uma aplicagao

p: A — B(H)
o elf)

E facil verificar que ¢ é um *-homomorfismo unital; mais ainda, observe que ¢lg,
¢ injetor para todo n € N*. Provaremos isto para n = 1 para simplificar a notagao, os
outros casos sao idénticos:

Se f € Ay ¢é tal que (f) = 0, entdo AdU((¢1 0 i7)(f)@f(w0)I3) = 0, 0 que
implica em (1 0 47)(f)®f(20) I3, = 0. Assim, p1(f[x,) = 0, e da injetividade de ¢,
segue-se que f|x, = 0; em particular, f(zo) = 0, e como f ¢ constante igual a f(x)
em Y7, concluimos de X = X; UY] que f =0, e portanto ¢|y, ¢é injetor.

Agora, 2, é uma C*-dlgebra, logo ¢lg, ser injetor implica em ¢|g, ser isométrico;
logo, temos que ¢ é isométrico.

Considere ¢ : C(X) — B(H) a extensao continua de ¢ para C(X). Entao, ¢ é
um *-homomorfismo unital; em virtude do observado acima, vemos que @ é isométrico,
e portanto injetor.

Afirmamos que 7(f) = mo ¢(f) para todo f € ;: de fato, observe que neste caso
) = o), e que (7 0 () = (flv) = T(F(@o) - 1) = F(w0)lorepy; portanto,
lembrando que 7 = 7o ¢y,

mo@(f) = m(AdUL((¢1 0 i) () (20) Irgy)) = pa(w (1 0 i) (/)OS (w0) Irgy)) =
pa(m (1 037)(f)+Hf (@o)m (D)) = pa((m1 0 87)(f)+(71 0 37)(f)) = 7(f),
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de onde 7(f) = mo @(f), como afirmado.

De maneira idéntica prova-se que 7(f) = mop(f) para todo f € 2, para qualquer
n > 2; em outras palavras, vemos assim que 7(f) = 7o ¢(f) para todo f € ; logo,
por continuidade e densidade, segue-se que 7 = w o @, e portanto 7 é trivial, como
queriamos demonstrar.

Em virtude disto, temos ker(yx) = 0, de onde yx é injetora, e o teorema esta

provado.
[ |

Proposicao 5.2.2. Sejam X,Y espacos métricos compactos, e f : X — Y continua.
Entao, f.(ker(yx)) C ker(yy).

Demonstragdo. Tome [7] € ker(vx) e [g] € 7' (V) arbitrarios. Entao, pela naturalidade

de 7,
Yy (fT))([g]) = (fz o vx ([7))([9]) = (f(0))([9]) = 0,

de onde f.[7] € ker(vyy), e portanto f.(ker(yx)) C ker(vyy), como querfamos provar.
[

Na préxima proposi¢do, o homomorfismo § : Ext(B) x Ext(C) — Ext(X) ¢é

conforme definido na observagao 4.1.6.

Proposicao 5.2.3. Sejam X C C compacto, L C C wma reta dividindo C em dois
semi-planos fechados C~ e CT, B=XNC™, e C = XNC". Entdo, o homomorfismo
B : Ext(B) x Ext(C) — Ext(X) € tal que

ker(vx o 3) C ker(yg) X ker(y¢).

Demonstragao. Seja ([11],[m]) € Ext(B) x Ext(C) tal que S([m],[m2]) € ker(yx).
Precisamos provar que 1] € ker(vg), [12] € ker(ye).
Denote por i; : B — X, i : €' — X as inclusdes. Agora, para [f] € 7'(X)

arbitrario, e tomando 7, € ext(X) trivial qualquer,

0= (vx o B([r], [7=2))([f]) = ind(((71 © i})+(72 0 i5)+7x)(f)) =
= ind(71(f])+72(flo)+7x (f)) = ind(1(f]p)) + ind(72(fle)) + ind(7x (f)) =
= ind(7(f[p)) + ind(m2(f|c))-

1

Tome arbitrariamente g € C(B)™'. O conjunto B N L é fechado em L, logo

o seu complementar em L é uma reuniao disjunta de intervalos abertos, digamos,

INBAL) =, I

neA n:
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Queremos encontrar uma extensao continua inversivel de g para B U L. Como
BUL = B U L\(BN L), basta definirmos a extensao ¢’ em L\(BN L), e portanto em
cada intervalo aberto I,, como acima.

Digamos que, para cada n € A, I, = [an,b,]. Os pontos ay,b, estdo em BN L,
logo g(ay) e g(by) estdo definidos. Parametrizando I,, linearmente, via a, (1 —t) + byt,

t € [0,1], podemos definir g'[7- por
g (an(1 —1t) 4+ but) := g(a,)(1 —t) + g(by)t, Vit e [0,1],

ou eventualmente usando uma outra curva continua ligando g(a,) a g(b,), ndo pas-
sando pelo zero, pois precisamos que ¢’ seja inversivel.

Fazendo o procedimento acima para todo n € A, é imediato que a ¢’ |m obtida
assim é continua; dai, segue-se que a funcao ¢’ : BU L — C dada por ¢'|p = ¢, e
q ’W como acima é continua, e ela é inversivel por construcao.

Sejap: X — BUL, onde p|g = id, e p|c é a projegao ortogonal de C sobre L; a
funcao p ¢ continua, logo f := ¢’ o p é continua e inversivel, ou seja, f € C(X)™'.

Observe agora que L é um espaco contratil, logo a funcao id; é homotopica a
uma funcao constante, e podemos supor que esta funcao constante é inversivel; agora,
como p|¢c = idy o p|co, temos que também a funcao p|C' é homotépica a uma funcao
constante inversivel, e dai segue-se que a fungao f|c = ¢’ o p|c é homotépica a uma
funcdo constante e inversivel. Portanto, ind(72(f|c)) = 0 e assim, pelo que vimos

acima, observando-se que f|p = g,

0 =ind(r(f[p)) + ind(72(flc)) = ind(71(f]5)) = ind(71(g)),

ou seja, va([m1])([g]) = 0; segue-se dai que [11] € ker(yp), e da mesma forma prova-se

que [12] € ker(yo).

Proposicao 5.2.4. Sejam X C C compacto, L C C uma reta dividindo C em dois
semi-planos fechados C~ e Ct, X~ =XNC™, e XT = XNC". Sea € Ext(X) € tal
que a € ker(vx), entao a cinde em b € Ext(X ™) e c € Ext(X ™) tais que a € ker(yx-),
b € ker(vyx+).

Demonstracao. Seja J C L um segmento de reta compacto que contenha a projecao
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ortogonal de X sobre L, e considere o seguinte diagrama de inclusoes:

J

]'si
Z'/

X-UJ2=XUJ<2Xx+uJ

1

X~ X Xt

N

Como a € ker(yx), sabemos da proposiciao 5.2.2 que j.(a) € ker(yxus)

Ext(X U J). Sabemos também da proposigao 4.2.9 que o homomorfismo
B:Ext(X~UJ) x Ext(XTUJ) — Ext(X UJ)

é sobrejetor, e portanto existe (b, ¢") € Ext(X~ U J) x Ext(XT U J) tal que j.(a) =
B, ). Ademais, observando-se que (X UJ)NC™ = X~ UJ, (XUJ)NCr = XTUJ,

temos da proposicao 5.2.3 que

ker('Y(XuJ) of3) C ker('V(X—UJ)) X ker(%xmﬂ);

e portanto b" € ker(yx-uy)), ¢ € ker(yx+ur)-

Denote A~ = (X~ UJ)/X, At =(XTUJ)/XT,eporp: X" UJ — A7, q:
XtUJ — At as aplicagoes quocientes. Entao, novamente da proposicao proposicao
5.2.2 vemos que p,(b') € ker(ya-), ¢.(c') € ker(ya+).

Afirmamos que os homomorfismos y4- e 74+ sao injetores: de fato, note que
X" NXt=XNL C J,ouseja, X~ N X" é um subconjunto fechado de J, e as-
sim, se denotarmos A = J/(X~ N X™), temos pelo teorema 5.2.1 que o homomorfismo
Y4 € injetor.

Observe que X~ UJ =X~ U (J\X"),eque X" NXT =.JnNX"; logo,

J=JNXHUJ\X)=X nX")UJ\X),
e dai segue-se que A~ é homeomorfo a A, visto que

AT =(XTUXTNXT) U (N\XT))/XT = (X7 U (X)X~ (J\X),

A= ((XTNXT) U (N\XT)/(XTNXT) ~ (J\X7).

Se f: A~ — A é um homeomorfismo, entao podemos ver pela proposicao 5.2.2 que
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fe(ker(va-)) C ker(va), e assim ker(ya-) C (f);'(ker(y4)). Ora, mas y4 é injetor,
logo temos (f);*(ker(v4)) = {0}, e portanto ker(y)A~) = {0}, de onde fica provado
que v4- € injetor. Analogamente prova-se que y4+ ¢é injetor.

Assim, temos p.(b') = 0, q.(¢') = 0, ou seja, ' € ker(p,), ¢ € ker(q.). Agora,
sabemos do teorema 4.2.6 que ker(p.) = ran((j1)«), ker(g.) = ran((j2)+), logo existem
b e Ext(X7)eceExt(XT) tais que b’ = (j1)+(b), ¢ = (Ja)«(c).

Considere a seqiiéncia de Mayer-Vietoris do teorema 4.2.7,
Ext(X NJ) — Ext(X) x BExt(J) - Ext(X U J),

ou seja, esta é uma seqiiéncia exata e ¢ é dada por p(z,y) = j.(x) + (j3)«(y). Observe
que Ext(X N J) = 0, visto que X NJ estd contido em um segmento de reta e é portanto
homeomorfo a um subconjunto de R; logo, isto implica em ¢ ser injetor.

Suponha agora que = € Ext(X) é tal que j.(z) = 0. Entéo,
e(2,0) = ju(z) + (j3)«(0) =0+ 0 =0,

e da injetividade de ¢ vem que (z,0) = (0,0), de onde obtemos x = 0, provando deste
modo que j, € injetor.

Usando a comutatividade dos quadrados do diagrama acima, vemos que

Je(a) = BV, ) = B((41)«(D), (j2)+(c)) = (i1)« © (J1)«(b) + (i5)s © (Ji2)«(c) =
= J« 0 (1)«(0) + ju 0 (i2)4(c) = Ju((i1)«(D) + (i2)«(c)),

e a injetividade de j, nos da entao

a = (i1)«(b) + (i2)«(c),

ou seja, concluimos que a cinde em b e c.

Se denotarmos por ' : Ext(X ") x Ext(XT) — Ext(X) o homomorfismo da
observagao 4.1.6, vemos entao que a = [#'(b,¢). Agora, sabemos da proposigao 5.2.3
que

ker(yx o 8') C ker(yx-) x ker(yx+);

como a € ker(gx), de imediato temos b € ker(yx-), ¢ € ker(vyx+), e a proposicao esta

provada.
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Proposicao 5.2.5. Sejam X,Y espagos métricos compactos, b € ker(vx), ¢ € ker(yy).
Entao, bVc € ker(yxvy))-

Demonstragao. Denote b = [7], ¢ = [7/]. Tomando arbitrariamente f € C(XVY)™!,
claramente temos f|x € C(X)™, fly € C(Y)™!, e assim

Yeow) (BVe)([f]) = ind((rv7')(f)) = ind(r(f]x)+7'(flv)) =
= ind(7(f]x)) + ind(7'(fIy)) = vx (O)([f|x]) + w ()([fIy]) =0+ 0 =0,

de onde bVce € ker(y(xvy)), como desejado.
[ |

Estamos finalmente em condi¢oes de provar a injetividade de yx para X C C

arbitrario.

Teorema 5.2.6. Se X C C € compacto, entio vx : Ext(X) — Hom(r'(X),Z) ¢

imjetor.

Demonstracao. O primeiro passo é determinar um sistema projetivo de espagos métricos
compactos adequado aos nossos futuros propdsitos. Isto sera feito da seguinte forma:

Considere um quadrado S C C grande o suficiente, de modo que X C S.

Para cada k € N, divida S em 2 retangulos iguais, utilizando retas paralelas aos
lados do quadrado .S, de modo que o diametro dos retangulos tenda para zero quando k
tende ao infinito, e defina X} como sendo o espago métrico dado pela reuniao disjunta
das interseccoes de X com cada um dos 2* retangulos; denote por py, : Xpy1 — Xj a
aplicacao natural de identificacao de pontos, que é continua e claramente sobrejetora.
Observe que Xy = X.

Isto define um sistema projetivo (X, py); denotaremos Y = @(Xk,pk), e por
g, - Y — X, as fungoes coordenadas, que sao sobrejetoras neste caso pois todas as
Pr Sa0 sobrejetoras.

Tome arbitrariamente a € Ext(X) tal que a € ker(yx). Queremos provar que
a = 0. Inicialmente, afirmamos que existe (ax);, € im(Ext(Xy), (px).) tal que ap = a,
e a € ker(yx,) para todo k € N. Estes a; serdo construidos recursivamente, como
segue:

Seja ag = a. Considere X; = X~ VX, obtido ao cortar-se X com uma linha reta;
logo, sabemos da proposigao 5.2.4 que existem b € ker(yx-), C' € ker(vyx+) tais que
a cinde em b e ¢, ou seja, a = (pg)«(bVe), onde py : X VXT — X é a fungao de

identificacao definida acima.
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Defina a; = bVe. Logo, (po) * (a1) = ap, e ainda a; € ker(vx,), pela proposigao
5.2.5.

Ao passarmos para X,, os conjuntos X~ e X' sdo possivelmente ambos divi-
didos em dois pedagos cada um; escreveremos Xo = X VX TVXT VX*T onde
X77VX ™" define a divisao de X, e X~V X' define a divisao de X .

Aplicando a proposicao 5.2.4 separadamente para b e ¢, obtemos uma cisao de
bem b~ € ker(yx--) e b" € ker(yx-+), e uma cisao de ¢ em ¢~ € ker(yx+-) e
ct e ker(’yX++).

Defina ay = b~ VbtVe Vet € Ext(X3). Entdo, por aplicagoes repetidas da pro-
posicao 5.2.5, vemos que as € ker(7yy,).

Queremos provar agora que (p1)«(az) = ag, ou seja, (p1).(b-VbTVe Vet) = bV,
para tanto, precisamos ter uma visao mais precisa dos espacos que estamos traba-
lhando, algo que é dado com o seguinte diagrama comutativo de inclusoes, mais a

aplicacao de identificacao py:

X+t

Tendo em vista o diagrama acima, vemos que
Ve = u(b) + vu(c), b= (ro)u(b7) + (ri)e(b7), = (s-)u(c7) + (s4)u(cT),
e também que
bVbTVer Ve = (in)o(b7) + (i4)+(07) + (=)« (e7) + (o))
Portanto,

(P1)«(bVOTVETVET) = (p1)((1-)2(07) + (1)« (D7) + (G- )ulcT) + (4 )a(cT)) =
= (p1)s 0 (12 )u(b7) 4 (p1)s © (1) (D7) + (p1)w 0 (G- )ulc) + (p1)s 0 (4 )u(cT) =
= (p1oi_)u(b7) 4 (p1oip).(b7) + (proj_)ulc™) + (p1ojy)u(ch) =
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= (L)(07) + () (b7) + (FL)ale7) + (F)u(cT) =
(wor_)(b7) + (uory)(b7) + (vos_)cT) + (vosi)ch) =
= w0 (r-)u(b7) + s 0 (1) (b7) + veo (52)u(c7) +va 0 (s4)u(c”) =
= w((r-)o(b7) 4 ()2 (67)) + vul(5-)i(c7) + (s4):(cT)) =

= u,(b) + v.(c) = bV,

de onde temos (p1).(az) = a1, como desejado.

Os ay, € Ext(X}) tais que (pg—1)«(ar) = ax—1 € a € ker(yx,) para k > 3 s@o cons-
truidos recursivamente de maneira completamente andloga, utilizando a proposicao
5.2.4 em cada um dos fatores obtidos no passo anterior, e usando a proposi¢ao 5.2.5
repetidas vezes.

Segue-se daif portanto que (ay)y € Um(Ext(Xy), (px)«), € ele é tal que ap = a, e
ay € ker(vyx, ) para todo k € N, provando o afirmado.

Agora, ¢ sabido do teorema 4.3.3 que 0 homomorfismo ¥y : Ext(Y") — lim Ext(Xy)
é sobrejetor; relembrando, este homomorfismo era dado por ¥y (d) = ((qx)«(d) )k, para
todo d € Ext(Y).

Logo, existe d € Ext(Y) tal que ¢y (d) = (ag)k, ou seja, ((qx)«(d))r = (ag)x; em
particular, vemos que (q)«(d) = ag = a.

Observe que o diametro das componentes conexas dos espagos X tendem para
zero quando k — 00, por construgao; assim, da observacao E.2.7 vemos que o espaco
Y é totalmente desconexo, e entdo Ext(Y) = 0, de onde temos de imediato d = 0, e

portanto

a = ag = (qo)+(d) = (40).(0) = 0,

provando que a = 0. Como a € ker(vx) havia sido tomado arbitrariamente, concluimos

que ker(yx) = {0}, ou seja, vx ¢é injetor, como queriamos provar.
[

O préximo passo € estabelecer a sobrejetividade de vx para todo X C C compacto.
Aqui, também provaremos este resultado primeiro em um caso particular, e depois
faremos o caso geral, recorrendo novamente a um argumento via limites projetivos.
Precisamos de mais um conceito:

Tome X C C compacto, e I' C C uma curva fechada simples, suave por partes e
com orientagao positiva, isto é, a parametrizacao de I' é tal que a componente limitada

de C que ¢ limitada por I fica a “esquerda” de I'; a grosso modo, a curva ' ¢ desenhada
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no sentido anti-horario. Considere f € C(X) tal que f|r € C(I') é inversivel. Entao,
tomando um homeomorfismo g : S' — I'' que preserva orientacao, podemos definir o

indice de f com rela¢ao a curva I', denotado indr(f), como sendo o inteiro

indp(f) = wn(f o g).

Aqui, wn(f o g) denota o winding number da fungao f o g, como visto na segao A.5. O
inteiro indr(f) independe do homeomorfismo g : S' — T' que preserva orientacao. Se
I' consiste em uma reuniao disjunta de curvas I'y,...,I", fechadas simples, orientadas

e suaves por partes, podemos também definir indp(f) como sendo

Hldr(f) = Z?:lgi : indfi (f)7

onde £; = 1 caso I'; tenha orientacao positiva, e ¢, = —1 caso ['; tenha orientacao

negativa.

Proposigao 5.2.7. Seja X C C compacto cuja fronteira 0X consiste em uma quan-
tidade finita de curvas fechadas simples, suaves por partes, e disjuntas. Entao, o

homomorfismo vx : Ext(X) — Hom(n!(X),Z) € sobrejetor.

Demonstracdo. A hipdtese sobre a fronteira de X implica em haver apenas uma
quantidade finita de componentes limitadas em C\ X; denotaremos tais componentes
por O, k=1,...,m.

Para cada k = 1,...,m, fixe A\, € Oy arbitrariamente. Entao, sabemos do exemplo
5.1.1 que 7' (X)) é o grupo livre abeliano gerado por {[( —\;1] : k =1,...,m}. Logo, o
grupo Hom(7!(X),Z) é gerado pelos homomorfismos h; : 7*(X) — Z, j =1,...,m,
tais que

hi([¢ = Mel]) = 6k,

ou seja, h;([¢ — Agl]) =1 caso j =k, e hj([¢ — A\x1]) = 0 caso contrario.

Como para obtermos a sobrejetividade de vx basta encontrarmos elementos de
Ext(X) que atinjam os geradores de Hom(w!(X),Z) acima explicitados (pois yx é
um homomorfismo), serd suficiente construir extensoes 7; : C(X) — Q(H;) para

j=1,...,m tais que ind(7;(¢ — A\¢1)) = d,x para todo k = 1,...,m, visto que, dai,
x ([HDC = Ael]) = ind(75(C — Ael)) = 650 = h;([¢ — Arl]),

e potanto yx([7;]) = h;. Isto é o que faremos.
Fixe um j = 1,..., m arbitrariamente. A fronteira de O; consiste em algumas das

curvas que constituem a fronteira de X'; mais precisamente, O, possui uma fronteira
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exterior, que separa O; da componente nao limitada de C\O;, e possivelmente alguns
buracos. Denotaremos por I'y a curva que determina a fronteira exterior de O, e
por I'y, ..., I'y, as curvas que determinam as fronteiras dos possiveis p buracos de O;.
Queremos considerar a orientagao positiva padrao em 0Q;; isto ¢ feito considerando-
se I'g como estando orientada positivamente, e as curvas I'y,...,I',, estando contidas
na regiao limitada do plano limitada pela curva I'y, possuem orientacao contraria a

orientacao da curva I'y. Dado A € C\0Q;, teremos portanto que

1 seAe€O;

indgp.(C — A1) = ind —AD) =S" indp. (¢ = X1) = _
indgo, (¢ ) = indp, (¢ ) ©_yindp, (¢ ) {O s A€ C\D,.

Em particular, para k = 1,...,m temos indgo, ({ — Axl) = d;4.
Tome agora gy : S' — Ty um homeomorfismo que inverte a orientacao, e
g; + S* — T'; um homeomorfismo que preserva a orientacao, para cada i = 1,...,p.
Estes g; podem ser vistos como elementos de C(S'), logo podemos considerar os

operadores de Toeplitz T, ,T, ., T,,. Pela exposicao da segao A.5, estes operadores

go»—~giy - -
sdo essencialmente normais, e ainda o.(7y,) = ran(g;) = I';, i = 0,1,...,p. Ademais,
para todo k = 1,...,m, o ponto \; € O nao estd em I'y = ran(go), e assim a fungao

go — Akl € inversivel. Portanto, o operador Ty, — Al = Ty — Ny = Tigy—»,1) € de
Fredholm, e

ind(Ty, — A\ed) = ind(T(go—r,1)) = —wn(go — Axl) =
= —wn((¢ — Ael) 0 go) = indr, (¢ — Axl),

onde houve a troca de sinal na tultima igualdade devido ao fato que gq inverte a
orientacao. Do mesmo modo, prova-se que, paratodot=1,...,petodok =1,...,m,
o operador T, — A1 é de Fredholm, e ind(7}, — A\xI) = —indr,((—Ax1) (note a diferenca
de sinal ocasionada pelo fato de g; preservar a orientacio).

Pela proposigao B.1.5, seja N € B(H) um operador normal tal que o(N) =
0.(N) = X. Para todo k = 1,...,m, observando que \; ¢ X, denotando f =
(¢ — \l) € C(X), temos que f é inversivel; como

o(m(N = Ad)) = o(x(f(N))) = o(f(m(N))) = flo(x(N))) = f(X) = ran(f),
vemos que 0 ¢ o(m(N — AI)), o que implica em 7(N — Apl) ser inversivel, e daf

concluimos que o operador N — A\xI é de Fredholm. Como este operador é normal,

temos ind(N — A\gI) = 0.
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Defina um operador T} por
Tj = (69?:07-'91)@]\7'

Note que T} é essencialmente normal por definicao, e também o.(7};) =X, visto que
I'; C0X C X para todo i, e assim

0e(T) = (Ui 0e(Ty,)) Uoe(N) = (UZg 1) UX = X.
Além disso, para k =1,...,m, o operador T — A\;I é de Fredholm, pois
Tj — Nl = (®€:O(Tgi - Ak]))@(N - Ak])v

e cada uma das componentes desta soma direta é sabida ser um operador de Fredholm.

Calculando o indice de Fredholm do operador T; — A,/ temos

ind (T — M) = ind((&2_o(T,, — MI)SN — MI)) =
= jind(Ty, — \eI) + ind(N — A\ I) =
= indr, (¢ — A1) — > 5 indp, (¢ — A1) +0 =
= indao, (¢ — A1) = Gy
Seja H; o espago de Hilbert onde T age. Observando agora que o(n(7})) =
o.(T;) = X, e que 7(T}) é normal, pois T é essencialmente normal, podemos definir

uma extensao 7; : C(X) — Q(H,) através do célculo funcional continuo de 7(7}),
isto é, 7;(f) = f(n(1;)),Vf € C(X). Em virtude do que acabamos de ver acima,

ind(r(¢ — A1) = ind((¢ — M) (w(T}))) = ind(w(T}) — Ailogy) =
= lnd(ﬂ'(]} - )\kl)) = 1nd(T] - )\kI) = 05 k-

Como j e k haviam sido tomados arbitrariamente, segue-se do que havia sido
observado no inicio que o homomorfismo vx é sobrejetor, e o resultado esta portanto

provado.

Facamos agora a prova da sobrejetividade no caso geral.

Teorema 5.2.8. Se X C C € compacto, entdo o homomorfismo vx : Ext(X) —
Hom(7!(X),Z) é sobrejetor.
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Demonstracao. Novamente, precisamos de um sistema projetivo de espagos métricos
compactos adequado: para cada k € N* considere um numero finito n; de bolas
fechadas BY, . . ., Bﬁk de raio 1/k, que formam uma cobertura de X, e tais que BFNX #
(), para todo i =1,...,n;. Seja Yy = BFU---U ijk, e defina

E facil ver que, por construcao, o conjunto X é compacto, e a fronteira de X}, consiste
em uma quantidade finita de curvas fechadas simples, suaves por partes, e disjuntas,
pois Xy é determinado por uma quantidade finita de operagoes (isto é, reuniao e
intersecgdo) em uma quantidade finita de bolas fechadas.

Também por construcao obtemos X; O Xy O X3 O ---. Dado k € N* como
BN X # () para todo i = 1,...,ny, e os raios das bolas BF sdo iguais a 1/k, vemos
que diam(Yy) < diam(X) + 4/k, e portanto diam(X}) < diam(X) + 4/k. Logo, um
elemento € X; ndo pode distar de X mais do que 4/k. Agora, se x € (), o X,
entdo = nao pode distar de X mais do que 4/k, para todo k € N*, o que implica em
dist(z, X) = 0, e portanto z € X, ou seja, (e X € X. Como temos também
obviamente X C (1), oy Xk, segue-se que [\, Xk = X.

Para cada k € N*, seja pp : Xpi1 — Xk a inclusao. Obtemos desta forma
um sistema projetivo (X, px), € sabemos do exemplo 4.3.1 que, neste caso, o limite
projetivo @(Xk,pk) ¢ (homeomorfo a) o espago (J,cy Xx = X. Para simplificar a
notacao, sem perda de generalidade suporemos portanto que liin(Xk, pr) = X. Assim,
em particular as fungoes coordenadas ¢, : X — X,, do limite projetivo ficam sendo
simplesmente as inclusoes.

Seja h € Hom(7w!(X),Z) arbitrdrio. Queremos provar que existe a € Ext(X) tal
que vx(a) = h. Faremos isto como segue:

Considere, para cada k € N*, hy, = (qx)%(h) € Hom(7'(X}),Z), e note que

(Pr) 4 (Pr1) = (Pr)# © (@rr1) % (R) = (Pr © Ghy1)#(h) = (ar) ¢ (h) = g

Sabemos da proposic¢ao 5.2.7 que o homomorfismo vx, : Ext(X;) — Hom(7!(X}), Z)
é sobrejetor, logo existe a; € Ext(Xy) tal que hy = vx, (ax). Observe que, pela natu-

ralidade de ,

Y, ((Pr)+ (ar11)) = (Pr)% © Vs (@r41) = (Do) (Pit1) = hie = yx, (),

de onde a injetividade de 7y, , assegurada pelo teorema 5.2.6, nos da (px)s(ar+1) = ax.

Em outras palavras, vemos que (ay); € lim Ext(Xj).
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Agora, é sabido do teorema 4.3.3 que 0 homomorfismo 1x : Ext(X) — lim Ext(X})
é sobrejetor (relembrando, ¥x(x) = ((qx)«(x))r Yo € Ext(X)). Assim, existe a €
Ext(X) tal que ¥x(a) = (ax)g, ou seja, tal que (gx).(a) = ag, para todo k € N*,

Afirmamos que yx(a) = h. De fato, tome arbitrariamente f € C(X)~!. Seja
D C C uma bola fechada contendo X;. Assim, X C D, e pelo teorema de extensao
de Tietze podemos considerar F' € C'(D) uma extensao de f. Agora, F|x = f nao se
anula em nenhum ponto de X, logo pela continuidade uniforme de F' vemos que existe
uma vizinhanca aberta A de X tal que F' nao se anula em nenhum ponto de A. Tome
um n € N* suficientemente grande, de forma que X,, C A. Assim, vemos que a fungao
fn := Flx, ¢ inversivel, ou seja, f, € C(X,)~!. Observando que f = f, o g,, temos

novamente da naturalidade de v que

1x (@) ([f1) = x (@) ([fn 0 anl) = (@n) 4 (7x(@))([fn]) = 7x,0 © (gn)(@)([fn])
= 7, () ([fn]) = hn([fn]) = (@)% (R)([fn]) = P([fr © gn])

h([f1),

e a arbitrariedade de f implica portanto em yx(a) = h, verificando o afirmado.
Segue-se que o homomorfismo 7y : Ext(X) — Hom(7!(X),Z) é sobrejetor, como

queriamos provar.
|

Por referéncia, agrupamos os resultados obtidos nesta secao com o seguinte co-

rolério.

Corolario 5.2.9. Se X C C € compacto, entio vx : Ext(X) — Hom(7'(X),Z) €

um 1somorfismo.
Demonstracao. Conseqiiéncia imediata dos teoremas 5.2.6 e 5.2.8.

|

Uma prova do corolario 5.2.9 que envolva apenas técnicas de teoria de operadores

foi encontrada sé quase vinte anos mais tarde, e publicada em 1991 com o artigo [4],
de I. D. Berg e K. R. Davidson.

5.3 Aplicacoes a Teoria de Operadores

Apo6s todos os aspectos da teoria de Brown-Douglas-Fillmore estudados nas segoes e

capitulos anteriores, estamos finalmente em uma posicao onde podemos atacar, com
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sucesso, o problema de classificacao de operadores essencialmente normais, via equi-
valéncia unitaria médulo os compactos. Utilizaremos em particular a injetividade do

homomorfismo 7y, obtida na se¢ao anterior.

Teorema (Brown-Douglas-Fillmore). Sejam Ty € B(Hy) e Ty € B(Hs) operadores

essencialmente normais. Entdo, Ty ~x Ty se, e somente se, o.(11) = o.(13) e
ind(T1 — )\]) = lIld<T2 — )\I) VA e (C\0'6<T1).

Demonstracao. (=) Se Ty ~x Ty, entao existe U : Hy — Hy unitario e K € K(Hs)
tais que To = UT1U* + K. Assim,

0(Ty) = o(n(13)) = o(n(UTHU* + K)) = o(n(UTYU")) = o(n(T1)) = 0.(T1),
e para todo A € C\o.(T}) temos

ind(Tg - )‘]Hg) = 1nd(UT1U* + K — /\]Hg) = 1nd(U(T1 - /\]'H1)U* + K) =
=ind(U(T7y — M3, )U*) = ind(U) + ind(T} — My,) — ind(U) = ind(T} — My,).

(<) Denote X = 0.(T1) = 0.(T2). Os elementos 7(T1) € Q(H,) e n(Tz) €
Q(H>) sdo normais, e o(n(11)) = o(n(Tz)) = X, logo eles determinam extensoes
7 2 C(X) — Q(H1), 72 : C(X) — Q(H2) via céalculo funcional continuo, ou seja,
n(f) = f(7(Th)), na(f) = f(7(T2)), para todo f € C(X).

Considere {\,; },ea € C um conjunto com exatamente um ponto A, em cada com-
ponente limitada de C\X. Sabemos entao do exemplo 5.1.1 que grupo 7 (X) é o
grupo livre abeliano gerado por {[( — A,1] : n € A}. Agora, para todo n € A temos
A ¢ X, logo ind(Ty — A\, I) = ind(T3 — A\, 1) por hipdtese, e entao

x([MD([C = Anl]) = ind(71(¢ = Anl1)) = ind((¢ = A1) (7(T1))) =
= ind(7(Th) — Mlomy)) = ind(n(Ty — A1) =
= ind(T) — M) = ind(Tp — M) =
= ind(7(Th — M\ 1)) = ind(7(T2) — Nplom)) =

= ind((¢ = Au1)(7(13))) = ind(72(¢ — An1)) =

= x([r))([C = Anl]),

ou seja, vx([11]) e vx([11]) coincidem nos geradores de 7' (X)), de onde temos yx ([r1]) =
vx([12]). A injetividade do homomorfismo vx implica entao em [1] = [3], de onde te-

mos que as extensoes 71 e T sao equivalentes, e portanto que 77 e T sao unitariamente
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equivalentes médulo os compactos, em virtude da observacao 2.2.8.
[ |

Encerra-se aqui portanto o objetivo principal deste trabalho. Para concluir, veja-
mos dois corolérios deste teorema; aparentemente, o corolario 5.3.2, até os dias de hoje,
ainda nao possui uma prova direta que envolva apenas conceitos da teoria classica de

operadores.

Corolario 5.3.1. Um operador T € B(H) € da forma T = N + K para N € B(H)
normal e K € K(H) se, e somente se, T é essencialmente normal e ind(T — A\I) =0
para todo X\ & o.(T).

Demonstracao. (=) Se T'= N + K para N € B(H) normal e K € K(H), entao T é

claramente essencialmente normal; ainda, para todo A\ ¢ o.(7T),
ind(T — AI) = ind(N + K — AI) = ind(N — AI) = 0,

pois todo operador normal de Fredholm possui indice zero.

(<) Pela proposicao B.1.5, seja N € B(H) um operador normal tal que o(N) =
0o(N) = 0.(T). E ébvio que ind(N — M) = 0 para todo A ¢ o.(N), logo o teorema de
Brown-Douglas-Fillmore implica em T ~ N. Se um operador unitério U e K € K(H)
sao tais que T' = UNU*+K, entdo N = UNU* é um operador normal, e T'= N 4+ K.

Corolério 5.3.2. O subconjunto de B(H) formado pelos operadores da forma N + K,
com N € B(H) normal e K € K(H), € fechado na topologia da norma.

Demonstracao. Suponha que {T}}ren+ é uma seqiiéncia de operadores que sao per-
turbacoes compactas de operadores normais, e tais que T, — T na topologia da
norma, para algum 7' € B(H). Queremos provar que 7' também é perturbagdo com-
pacta de um operador normal.

Os operadores T}, sao essencialmente normais, logo 11y — 131} é compacto para
todo k € N*; ademais, como

lim T;T, — T Ty = T°T — TT",

k—o00

vemos que também T*T — T'T* é compacto, ou seja, T ¢é essencialmente normal.
Se A & 0.(T), entao T — A é de Fredholm; como T}, — AI converge para T — I,

do fato de o subconjunto de B(H) formado pelos operadores de Fredholm ser aberto,
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vemos que existe um ky € N* tal que Ty, — I é de Fredholm para todo k& > ky. Portanto,
em particular A ¢ o.(T}) para todo k > kg, e o corolario 5.3.1 nos diz portanto que
ind(7, — AI) = 0 para todo k > ky.

Agora, o indice de Fredholm é uma funcao continua, logo
ind(7"— \) = ind(klim (T, = A\)) = klim ind(7}, — A\I) =0,

de onde vemos, aplicando novamente o corolario 5.3.1, que o operador 1" é perturbagao

compacta de um operador normal, como queriamos demonstrar.
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Apeéendice A

Teorema Espectral, Operadores

Especiais

A.1 Medidas Espectrais e o Teorema Espectral

Esta secao contém um minimo de informacgoes sobre os conceitos de medida espectral,
integrais espectrais e o Teorema Espectral para operadores normais, bem como a
relacao entre medidas espectrais e *-representacoes, que serao assumidos e utilizados
no texto principal. Maiores informagoes sobre este assunto e demonstragoes podem ser
encontradas por exemplo em [10] ou [21]. Para estudar esta teoria é indispensavel o
conhecimento de nogoes da teoria geral da medida; os conceitos e resultados necessarios
sobre teoria da medida estao expostos nas referéncias acima citadas, e também em [16].

Denotaremos por P(H) o subconjunto de B(H) formado pelas proje¢oes. Dado um
espago topoldgico X, denotaremos por Bx a o-dlgebra de Borel de X.

Uma medida espectral sobre o espago mensuravel (X, Bx) é uma aplicagdo
&:B X — P(H)
que satisfaz os seguintes axiomas:

1. &£0)=0,8(X) =1,

2. Se {X,}, é uma colegao enumeravel de subconjuntos borelianos de X disjuntos
dois a dois tal que Y = (J, X, entdo &(Y) = > &(X,), onde esta soma é

interpretada na topologia pontual forte de operadores (strong operator topology).

Na definicao acima, podemos equivalentemente interpretar a soma do item 2 na

topologia pontual fraca de operadores (weak operator topology), ou poderfamos ter
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substituido o item 2 por outro equivalente, requerendo que, para {X,}, como acima,
as projegoes &(X,,) sao ortogonais duas a duas, e a imagem de &(Y) é a soma direta
das imagens dos &(X,,); para mais detalhes sobre isto, ver por exemplo [21], proposi¢ao
2.5.4 e definigao 3.5.11.

Considere X um espago métrico compacto. Denotaremos por B(X) a C*-dlgebra
das fungoes f : X — C limitadas e Borel-mensurdveis (com a norma do supremo).
Seja & uma medida espectral sobre (X, Bx). Dada f € B(X), é possivel associar a f,

utilizando &, um operador ¢(f) € B(H) de modo que a correspondéncia

define uma *-representacao de B(X). O operador ¢(f) é a chamada integral espectral

de f com respeito a medida espectral &, também denotado por

o(f) = /X f ds.

Uma propriedade da integral espectral que estaremos utilizando é que, para todo
Y € By,

b's
onde 1y : X — C denota a funcao caracteristica do subconjunto Y de X. Em

particular, dados Y, Z € By, vemos que &(Y) comuta com &(Z), pois

EY)E(Z) = o(ly)p(lz) = v(lylz) = p(lynz) =
= o(1znv) = e(1z1y) = e(12)¢(ly) = E(Z)E(Y).

Para X um espaco métrico compacto, dada agora uma *-representacao
v C(X) — B(H), é fato que existe uma medida espectral & sobre (X,By) tal
que, para todo f € C(X), ¢(f) = [y [ d&; esta medida é dita ser a medida es-
pectral associada a p. Diremos que a extensao da *-representacio ¢ para B(X) é a
*-representagao ¢ de B(X) dada por

¢:B(X) — B(H)
f — / fdé&.
X

Esta representagao é tal que, para qualquer f € C(X), o(f) = ¢(f).

Por referéncia, enunciaremos aqui a versao do teorema espectral para operadores
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normais de B(H) que estaremos utilizando:

Teorema (Teorema Espectral). Seja X C C compacto. Entdo, existe uma cor-
respondéncia 1-1 entre operadores normais T € B(H) com o(T) C X, e medidas

espectrais & : Bx — P(H); esta correspondéncia € dada por

(T n) = /X C(x) dpen(x) WE, 7 € H,

onde a medida ¢, € definida por e, (Y) = (E(Y)E,n).

A proposicao A.1.2 é técnica e serd necessaria para a prova do teorema 2.4.4. No
préximo lema, estaremos usando o fato de que, se 2, B sao C*-dlgebras e € é uma
sub-C*-dlgebra de 2, entdao dado um *-homomorfismo ¢ : A — B temos que ¢(€) é
uma sub-C*-dlgebra de 9B; para uma prova deste fato ver por exemplo [5], proposi¢ao
2.3.1.

Lema A.1.1. Se A,B sio C*-dlgebras e ¢ : A — B € um *~homomorfismo, entdao
dado um subconjunto D C 2 temos p(C*(D)) = C*(¢(D)).

Demonstragao. Pelo observado acima, ¢(C*(D)) é uma sub-C*-algebra de B; como
D C C*(D), temos (D) C p(C*(D)), de onde segue C*(p(D)) C ¢(C*(D)).

Por outro lado, dado um elemento de C*(D) da forma
> i L dig,
onde d;; € (DU D*) Vi, j, temos
o> 11 diy) = 3211, o(dij) € C*(p(D));

a densidade de elementos em C*(D) desta forma e a continuidade de ¢ nos dao
©(C*(D)) C C*(¢(D)), o que estabelece a igualdade desejada.

Para a proposicao seguinte, utilizaremos o fato de que todo espaco métrico com-

pacto possui uma base enumeravel de abertos.

Proposicao A.1.2. Sejam X um espago métrico compacto, ¢ : C(X) — B(H) uma
*representacio de C(X), {Uy, }nens uma base de abertos de X, e & a medida espectral
associada a . Entao, ran(p) C C*(I,{&(U,)}n).
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Demonstracao. Seja ¢ a extensao de ¢ para B(X), e lembremos que &(U,,) = ¢(1y,).
Entao, se provarmos que C(X) C C*(1, {1y, }») teremos pelo lema A.1.1 que

ran(p) = ¢(C(X)) = ¢(C(X)) € @(C*(1, {1v, }n)) =
= (L, o({1v, 1n)) = C* (L, {E(Un) }n)-

Basta portanto provarmos que C(X) C C*(1, {1y, }»); para tanto, sejam f € C(X) e
e > 0 arbitrarios. A compacidade de X implica na continuidade uniforme de f, logo

para cada z € X podemos tomar V,, € {U,}, tal que x € V, e

[f(y) — f2)] <&/2, Vy € Vi,

Obviamente X = U,ecxV,, logo podemos tomar uma subcobertura finita de aber-
tos Viyy..o,
{Va, 321 \{Vz,} ndo cobre X; por simplicidade denotaremos B; = V,,. Defina agora
g: X —C,

que é minimal no sentido que, para todo j € {1,...,m}, a familia

Tm

g = f(o1)lp, + f(22)1p\B, + f(23)1B\(B1UBy) + - - -
oo+ f(20) 1B, \(BiU-UBp1)-

E facil ver que, para todo je{l,...,m},
lBj\(BlU'“Uijﬂ = 1Bj ’ (1 - 131) ’ (1 - 132) e (1 - ]‘Bj—l)7

e dal concluimos que g € C*(1,{1y, }»). Finalmente, dado x € X arbitrério, existe
um j € {1,...,m} tal que z € B;\(B,U---UB,_1); temos entao g(z) = f(x;), e como

B; =V,,, segue-se que

[f(2) = g(@)| = [f(x) = flz;)] < /2.

Como z foi tomado arbitrariamente, temos que ||f — g|| < €/2 < €, e o fato de
C*(1,{1y, }n) ser fechado implica entao em f € C*(1,{1ly,}n), de onde C(X) C

C*(1,{1y, }n), concluindo a demonstragao.
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A.2 Operadores Compactos

A teoria de operadores compactos pode ser feita para espagos normados sobre C ar-
bitrarios, mas nos restringiremos nesta discussao a teoria de operadores compactos
em espacos de Hilbert. As demonstragoes da maioria dos resultados aqui expostos
podem ser encontradas por exemplo em [21] ou [17]. Assumiremos que o leitor estd
acostumado com a teoria exposta na secao A.1.

Existem varias formas, todas equivalentes, de se definir um operador compacto;
vejamos algumas delas. Um operador linear T' : 'H; — Ho é dito ser compacto se

satisfaz a uma das seguintes condigoes equivalentes (e portanto a todas):

1. Para todo subconjunto limitado B C Hy, T'(B) é totalmente limitado em Ha;

2. Para todo subconjunto limitado B C H;, T'(B) ¢ relativamente compacto em

Hs (ou seja, T'(B) possui fecho compacto);
3. T(B1(H1)) € relativamente compacto;

4. Para toda seqiiéncia limitada {§,}, C Hi, a seqiiéncia {T'(§,)}, possui uma

subseqiiéncia convergente na topologia da norma.

O conjunto dos operadores compactos de H; em Hy é denotado por K(Hi, Has).
Todo operador compacto é limitado; na verdade, IC(H1, Hs) é um subespago vetorial
de B(H;,Hs), fechado na topologia da norma em B(Hi, Hs).

Dados operadores T' € B(H1,Hs) e S € B(Hz, Hs), se T ou S é compacto entao o
operador ST € B(H1,Hs) é compacto. Em particular, no caso H; = Hy = H3z = H,
conclui-se dai que K(H) := K(H,H) é um ideal bilateral fechado de B(H).

Outro fato importante é que um operador T € B(H;,Hs2) é compacto se, e so-
mente se, o operador |T| := (T*T)Y? € B(H;) é compacto; isto é conseqiiéncia da
decomposicao polar. Em particular, T' é compacto se, e somente se, T* € B(Hz, H1) é
compacto.

Lembremos que um operador T' € B(H;1, Hsy) é dito ter posto finito quando sua
imagem possui dimensao finita; neste caso, a dimensao da imagem ¢é o chamado posto
do operador. Um teorema importante na teoria de operadores compactos diz que
T € B(H1,H2) é um operador compacto se, e somente se, é o limite na norma de uma
seqliéncia de operadores de posto finito. Em outras palavras, K(H;, Hz) é o fecho na
norma do subconjunto de B(H;, Hz) dos operadores de posto finito.

Finalmente, um operador T € B(H1, H2) ¢ compacto se, e somente se, ran(7") ndo

contém nenhum subespaco fechado de dimensao infinita de Hs.
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No que segue consideraremos apenas o ideal K(H) dos operadores compactos no
espaco de Hilbert H.

A teoria espectral de operadores compactos normais é bastante elegante e ttil.
Dado T' € K(H) normal, entdao ¢(7') é um conjunto enumeravel, e seu tinico possivel
ponto de acumulagao é o zero. Todo elemento de o(7)\{0} ¢ um autovalor de 7" com
multiplicidade finita. Além disso, se F é a medida espectral associada ao operador T'

pelo teorema espectral, entao podemos escrever

T= ) XE({A}),

A€o (T)

onde esta soma, lembramos, deve ser interpretada na topologia pontual forte de ope-
radores em H (strong operator topology), ou, equivalentemente, na topologia pontual
fraca de operadores em H (weak operator topology). As projegoes E({\}) que apa-
recem na soma sao as chamadas projecoes espectrais do operador T. Em particular,
> seorry EUAY) = Ine.

A teoria de *-representagoes do ideal dos operadores compactos K(H) é bastante
tratavel; uma exposicao detalhada do assunto pode ser encontrada em [2], por exemplo.
Gostariamos de citar abaixo os dois resultados desta teoria que utilizaremos no texto
principal, cujas demonstragoes podem ser encontradas na referéncia citada; a defini¢ao

de uma representacao nao degenerada é dada na discussao que segue a definicao 2.1.4.

e Seja ¢ : K(H) — B(H) uma *-representagao nao degenerada; entdo, existe
uma decomposicao ‘H = @BreaHy, € operadores unitarios U, : H — Hy, tais

que ¥ = @ AdU}, com relagao a decomposicao de ‘H dada.

e Seja ¥ 1 K(Hy) — K(Hz) um *-isomorfismo. Entao, existe um operador

unitario U : H; — Hs tal que ¢ = AdU.

A.3 Operadores de Fredholm e Indice de Fredholm

Operadores de Fredholm podem ser definidos e estudados em espacos de Banach em
geral, mas estaremos interessados apenas na teoria de operadores de Fredholm em
espagos de Hilbert. Uma boa parte das demonstracoes dos fatos aqui descritos podem
ser encontradas por exemplo em [21].

Assim como no caso dos operadores compactos, existem vérias maneiras, todas
equivalentes, de se definir um operador de Fredholm. Um operador T' € B(Hy, Hs) é
dito um operador de Fredholm se ele satisfaz a qualquer uma das seguintes condi¢oes

equivalentes seguintes:
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1. Existem operadores Si, Sy € B(Hs, H1) e operadores compactos Ky € K(H;),
Ky € K(Hz), tais que

SlT = [Hl + Kl e TSQ = IHz + KQ;

2. ran(T") é fechado, e os espagos ker(7") e ker(T™) tém dimensao finita;

3. Existem S € B(H,,H1) e subespagos de dimensao finita N; C H;, i = 1,2, tais
que
ST = Iy, — Py, e TS = Iy, — Py,

onde Py,, i = 1,2 denota a projec¢ao ortogonal no subespago N;.

O Teorema que demonstra a equivaléncia destas condig¢oes é conhecido como te-
orema de Atkinson ([21], proposi¢do 4.4.4). Naturalmente, um operador 7' ¢é de
Fredholm se, e somente se, T* é de Fredholm. Também, se o operador T possui
decomposicao polar T' = U|T|, entao T é de Fredholm se, e somente se, U e |T| sdo de
Fredholm.

E conseqiiéncia da definicdo de operador de Fredholm (mais visivelmente, das
condigbes 1 e 3 acima) que um operador 7" € B(H) é de Fredholm se, e somente
se, m(T) € Q(H) é um elemento inversivel da dlgebra de Calkin.

Conforme mencionado acima, se T' é um operador de Fredholm, entao os espacos

ker(T") e ker(7*) tém dimensao finita; podemos entao associar a 7" um nimero inteiro,
ind(7T") = dim ker(7") — dim ker(7™),

chamado de indice de Fredholm do operador T', ou, simplesmente, o indice de T
Todo operador normal de Fredholm possui indice de Fredholm zero.
Denote por F(H) o subconjunto de B(H) dos operadores de Fredholm. Podemos

entao definir uma funcao

ind: F(H) — C
T — ind(T).

Um teorema importante desta teoria é que F(H) ¢ um subconjunto aberto de B(H),
e que a funcao ind definida acima é localmente constante, e portanto em particular
continua. Um outro resultado de grande importancia diz que, se T € B(H) é de
Fredholm e K € B(H) é compacto, entao T+ K é de Fredholm, e ind(7" + K') = ind(T).

Como conseqiiéncia deste resultado, podemos associar a cada elemento inversivel t =
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7(T) € Q(H) um indice, ind(t) = ind(7"), que independe do representante 7.

A funcao ind definida acima para os operadores de Fredholm satisfaz algumas
propriedades uteis: naturalmente, se 7" € B(H) é de Fredholm, entdo ind(7%) =
—ind(T"), pela propria defini¢ao do indice. Se T',S € B(H) sao de Fredholm, entéo é

fato que o operador T'S é também de Fredholm, e
ind(7°S) = ind(T) + ind(S).

Por fim, dados operadores T' € B(H1) e S € B(Hs), entdo T, S sdo de Fredholm se, e
somente se, o operador T®S € B(H1@&Hs) é de Fredholm; neste caso, temos

ind(T&S) = ind(T) + ind(S).

A.4 Operadores de Shift

Um operador T' € B(H) é dito ser um operador de shift unilateral quando existir uma

base ortonormal {&,},en+ € B(H) tal que T' é o operador determinado por
T(ﬁ”) = £n+1; Vn € N*.

Gostariamos de fixar um operador de shift unilateral em particular, e referirmo-nos
a ele como o operador de shift unilateral S. Para nés, o operador de shift unilateral
serd o operador § € B(H) = B(¢2(N*)) determinado por {e, },en+, & base candnica de
05(N*), isto é,
S(e,) = ent1, Vn € N*.

Evidentemente, todos os operadores de shift unilateral sao unitariamente equiva-
lentes; como estamos interessados apenas em propriedades destes operadores que sao
invariantes por equivaléncia unitaria, como espectro, espectro essencial e indice de
Fredholm, tudo o que fizermos a seguir para o shift S valera para qualquer shift uni-
lateral. Estes operadores sao de Fredholm com indice de Fredholm —1 (pois S o é). E
facil verificar diretamente que 7(S) é um elemento unitério da algebra de Calkin.

E fato que o 0(S) = D, onde D denota o disco unitario. Para ver isto, devido
a simetria do disco, basta provar que o(S*) = D: naturalmente, ||S*|| = 1, logo
o(S8*) € D. Obviamente, 0 € o(S*). Agora, se A € C é tal que 0 < || < 1, entao é
Ae,, de onde

temos A € 0(S8¥), ou seja, int(D) C ¢(S*) C D; como o espectro é fechado, temos de

facil ver que A é autovalor de §*, com autovetor associado v = ) .

imediato o desejado.
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Vejamos agora que 0.(S) = S': 7(8) é um elemento unitdrio da dlgebra de Calkin,
logo 0.(S) C S'. Agora, dado A € S' arbitrério, o operador Uy € B(H) dado por Uy =
diag,,cy-(A\") é um operador unitério tal que ASUy = U,S, ou seja, AS = U,SU;*.

Assim, temos que
Ao(7(8)) = o(An(S)) = a(m(Un)7(S)m(Ux) ) = o(m(8));

segue-se daf que 0.(S) = o(7(S)) é um subconjunto de S' que ¢ invariante por rotagoes
arbitrarias, o que implica automaticamente c.(S) = S!, como querfamos.
Um operador T' € B(H) é dito ser um operador de shift bilateral quando existir

uma base ortonormal {&,},cz tal que T' é o operador determinado por
T(&) = &ny1, Yn € Z.

Os operadores de shift bilateral sao inversiveis, e portanto de Fredholm com indice
zero. Com argumentos analogos aos utilizados no caso dos shifts unilaterais, prova-se

que os shifts bilaterais possuem como espectro essencial o circulo S*.

A.5 Operadores de Toeplitz

A teoria de operadores de Toeplitz é vasta, estaremos aqui interessados apenas nos
resultados mais elementares da teoria, envolvendo em particular operadores de Toeplitz
com simbolo continuo. Uma boa referéncia adequada para estes propésitos é [17], que
contém as demonstragoes de tudo o que discutimos aqui.

Considere o espago L*(S'), a medida subjacente sendo a medida de Haar norma-
lizada do S'. Sabemos que L%*(S') é espaco de Hilbert com o produto interno dado

por

()= [ F-gan vige s
Para cada n € Z, defina
en:St — St
e — e

E fato que o conjunto {€n}nez constitui uma base ortonormal para o espago L*(S').
Considere H*> = span{e, }nen. Bste subespaco de L2(S') é chamado de espaco de
Hardy.

Lembremos que, dado ¢ € L*(S'), podemos definir M, € B(L*(S')), o opera-
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dor de multiplicagio por o, dado por M,(f) = ¢ - f, para todo f € L*(S'). Seja
L H? — L*(S') a inclusdo. Entdo, 1t = L2, e * = P, onde P € B(L?*(S!)) ¢

a projecao ortogonal sobre o espaco H?. Podemos entdo definir T, v € B(HQ) como

T, = t*M,t. O operador T, assim definido ¢ o chamado operador de Toeplitz com
stmbolo .

E trivial verificar que, para o, € L>(S") e X € C, temos que
Tapiyp =N, +T, eque (T,) =15

Em geral nao é verdade que T,Ty = Ty, mas dados ¢ € C(S') e ¢p € L>(S'), os
operadores T, T, — T,y e TyT, — Ty, sao sempre compactos. Em particular, dado
p € C(Sh), isto implica em o operador T,, ser essencialmente normal.

Outra propriedade importante dos operadores de Toeplitz é que T, ¢ um operador

compacto se, e somente se, ¢ = 0. Se definirmos entao

7:C(SYH — QH?
fo— 7(Ty),

vemos das propriedades acima citadas que 7 é um *-homomorfismo, que é obviamente
unital; ademais, 7 é injetor, visto que se 7(7y) = 0, entdo T é compacto, e portanto
f = 0. Usando a terminologia do texto principal, 7 é uma extensao dos compactos por
C(S') (mais precisamente, o invariante de Busby de uma extensao dos compactos por
C(Sh)); esta extensao é a chamada extensdo de Toeplitz.

Dado f € C(S"), é evidente da definigao do operador T} que || T¢|| < ||f]|. Também,
do fato da extensao de Toeplitz ser injetora, e portanto isométrica, temos ||f| =
I (Il = =TIl < 171l de onde [Ty = |I£]l. E possivel provar que [T, = ||
para toda ¢ € L*®(S') (ver por exemplo [17], teorema 3.5.7), mas nao precisaremos

disto aqui. Uma outra conseqiiéncia que podemos tirar da extensao de Toeplitz é que,
para toda f € C(S'),

0e(Ty) = o(n(Ty)) = o(7(f)) = o(f) = ran(/).

Finalmente, vejamos a relagao entre operadores de Toeplitz e operadores de Fredholm:
dada uma fungao continua f € C(S'), temos que Ty é um operador de Fredholm se, e
somente se, f é inversivel.

Logo, quando f ¢ inversivel, podemos associar a Ty um indice de Fredholm; para
vermos explicitamente quem ¢ o indice de Fredholm de 7%, precisamos do seguinte

fato: se f € C'(S') é inversivel, entao existe um tnico inteiro n € Z tal que f = £,€9,
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para alguma g € C(S'). Tal inteiro n é o chamado winding number da funcao f, e
denotado por wn(f). A grosso modo, geometricamente falando, ran(f) é uma curva
fechada no plano complexo, que nao passa pela origem. Considerando ran(f) como
uma curva com orientacao usual dada pelo sentido crescente do parametro da funcao,
o winding number de f indica o nimero de voltas que a curva ran(f) d4 em torno da
origem; a sinal do indice depende da orientacao da curva, algo que é mais complicado
de se definir precisamente para uma funcao continua f arbitraria. Em outras palavras,
o winding number de f é simplesmente o indice da curva ran(f) em relacao a origem
do plano complexo.

Um teorema célebre da teoria de operadores de Toeplitz estabelece entao que, se
f € C(S) é inversivel,

ind(Ty) = —wn(f).
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Apeéendice B

Operadores Normais

B.1 O Espectro Essencial de um Operador Normal

O objetivo principal desta segao é provar o teorema B.1.4. Comecaremos com trés

lemas.

Lema B.1.1. Sejam N € B(H) um operador normal, e A € o(N) isolado. Entao, A

¢ um autovalor de N.

Demonstragio. O ponto A € o(N) é isolado, logo a fungao caracteristica 1pyy :
o(N) — C é uma fungao continua e idempotente, pelo lema E.2.1. Pelo célculo
funcional continuo de N, como 1y # 0, temos que P = 1y (N) € B(H) ¢ uma
projegao nao nula, e portanto ran(P) # {0}.

Naturalmente, P comuta com N, logo ran(P) é N-invariante. Note que ¢ - 1{x} —
Ay =0, logo NP — AP = 0. Assim, dado £ € ran(P)\{0}, temos

(N=X)=(N—-XN)PE= (NP —-AP)=0£=0,
ou seja, N& = X, provando que A é autovalor de N como desejado.
[ |

Lema B.1.2. Sejam N € B(H) normal, e F' C o(N) fechado. FEntdo, denotando
P=1p(N), 1 : PH — H a inclusdo, e N' = 1*Ni € B(PH), temos que o(N') C F.

Demonstragao. Observe que t*t = Ipy, e w* = P. Vamos provar que p ¢ F implica

em pulpy — N’ ser inversivel.
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Seja portanto u ¢ F. O conjunto F é fechado, logo dist(u, F') > 0 e assim a fungao
¢ :0(N) — C dada por

%x sex € F
plr) =9 1
0 sex¢F

¢ limitada e mensuravel. Note que ¢lp = 1pp = . Usando o cédlculo funcional
mensuravel de N, seja S = t*¢p(N)t € B(PH). Como

(1lr = Qlpe = 1p,
temos que (uP — N)Pp(N) = P, e portanto
Ipy=1"Pr=1"(uP — N)Po(N). = 1*Pv= 1" (uP — N)u*o(N)t = (ulpy — N')S,
de onde pulpy — N’ é inversivel. O resultado segue.
|

Lema B.1.3. Sejam N € B(H) normal, A € o(N) um ponto de acumulagao de o(N),
V C o(N) um aberto tal que A\ € V, P = 1y(N), v : PH — H a inclusao, e
N' = 1*Nv € B(PH). Entdo, V C o(N').

Demonstragao. Seja u € V, e suponha por absurdo que p ¢ o(N’), ou seja, que
wlpy — N' é inversivel.

Denote F' = o(N)\V, que é fechado em o(N), e observe que P+ = — P = 1p(N).
Se j: PAH — Héainclusioe N = j*Nj € B(P+H), entao do lema B.1.2, visto que
¢ F temos que pulpiy — N é inversivel. Note que P comuta com N, logo podemos
escrever N = (*Nu)&(j*Nj) = N'®N relativo & H = PH&PLH. Ora, mas entao

serd inversivel o operador
(1Ipy — N')B(Ipiy — N) = ply — N'ON = pl — N,
de onde temos p ¢ o(N), absurdo.
|

Teorema B.1.4. Seja N € B(H) normal. Entao, o espectro essencial de N, o.(N),
¢ precisamente o conjunto formado pela reuniao dos pontos de acumulagio de o(N)

com 0s autovalores isolados de N com multiplicidade infinita.
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Demonstracdo. Denote por A o conjunto formado pela reuniao dos pontos de acu-
mulagao de o(N) com os autovalores isolados de N com multiplicidade infinita.

Provemos que 0.(N) C A: seja A € 0.(N) arbitrério, e suponha por absurdo que
A ¢ A; assim, A é um ponto isolado de o(N) e, em virtude do lema B.1.1, A é um
autovalor isolado de N; ademais, A ¢ A implica portanto em particular que A é um
autovalor de N com multiplicidade finita.

Denote Hy = ker(N — AI). Entdo, relativo & decomposicio H = H ®H; podemos
escrever N = AI®N;. Note que A ¢ o(Ny), pois caso contrario A seria ponto isolado
de o(Ny), logo um autovalor de Ny, e assim haveria um & € H3y nao nulo com Ny& =
A; ora, mas isto implicaria em NE = (AIGN1)(0 + &) = N1& = A, ou seja, € €
ker(N — AI) = H,, absurdo.

Como dim(H)) < oo, se tomarmos um p € o(N;) qualquer, entao pI@N; € B(H)

serd perturbacao compacta de N, e assim
A€ 0e(N) = 0e(pIBNy) = oe(pl) Uoe(N1) € o(ul) Ua(N1) = {p} Ua(N1) = o(N),

gerando um absurdo. Ficou assim provado que o.(N) C A.

Fagamos a outra inclusao: seja A € A arbitrario. Queremos provar que A € g.(N),
ou seja, que N — Al nao é operador de Fredholm.

Se A é um autovalor isolado de N com multiplicidade infinita, entao teremos que
dim(ker(N — AI)) = oo, de modo que N — Al néo é de Fredholm. Logo, basta consi-
derarmos o caso em que A é um ponto de acumulagao de o (V).

Queremos provar agora que, para todo r > 0, existe um subespaco de Hilbert H,
de H tal que H é (N — AI)-invariante, dim(H,) = oo, e [|[(N — X])|n.|| < 7.

De fato, tome r > 0 arbitrario, seja V,, = B(\,r) C o(N), e denote P, = 1y, (N) €
B(H). Note que a projegao P, tem posto infinito. De fato, A é um ponto de acumulagao
de o(N), logo V,. é um conjunto infinito. Seja ¢ : P,H — H a inclusdo, e N’ = t*nt.
Sabemos entdo pelo lema B.1.3 que V;, C o(N’), e portanto em particular o(N') é
um conjunto infinito; logo, de imediato temos dim(P,H) = oo, ou seja, P, tem posto
infinito, pois caso contrario terfamos que o(N') seria finito.

Seja H, = P./H. Entdo, H, tem dimensdo infinita; também, H, é (N — \)-
invariante, visto que P, comuta com N.

Agora, é facil ver que sup, (v [C - 1y, — Aly,| < 7, logo [|[(N — AI) P[] < r. Entao,

tomando £ € H, com norma 1 arbitrariamente, temos
NN =AD&l = [[(N = ADPEN < [N = ADE| - [[E]] <y
e isto prova que H, é como desejado.
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Suponha por absurdo que N — A é um operador de Fredholm. Denote H' =
(ker(N — XI))*, e defina Ny : H' — ran(N — M) por Ny = (N — M )|py. Natu-
ralmente, N; é inversivel, logo existe uma constante ¢ > 0 tal que ||N:&|| > ¢|€]l,
VE e H.

Tome r com 0 < r < ¢. Pelo que provamos anteriormente, existe um subespago de
Hilbert H, de H tal que H é (N — AI)-invariante, dim(H,.) = oo, e |[(N — A])|x,. || <
r. Como H = H'@ker(N — ) e dim(ker(N — \I)) < oo (pois este operador é de
Fredholm pela hipétese de absurdo), vemos que H, N'H' # {0}. Considere entao
¢ € H, N'H' nao nulo. Logo, por um lado temos, como ¢ € H,.,

(N =AD& < rlI€l] < <€,
e por outro lado, como £ € ‘H', temos
(N = A = [N = eli&ll

gerando um absurdo. Segue-se que N — Al nao é de Fredholm.

Fica assim provado que o.(N) = A, como queriamos.

Uma demonstragao alternativa do teorema B.1.4 pode ser encontrada em [11].

Para concluir a secao, um resultado simples, porém bastante tutil.

Proposicao B.1.5. Seja X C C compacto. FEntao, existe um operador normal
N € B(H) tal que 0(N) = 0.(N) = X.

Demonstracao. Seja {x, }nen € X uma seqiiéncia densa em X tal que cada elemento
da seqiiéncia figura na seqiiéncia infinitas vezes, e defina N € B(H) por N = diag,, (=),
relativo a base canonica de H. Por construcao, o operador N é normal, e o(N) =

o.(N) = X, pois todos os seus autovalores possuem multiplicidade infinita.

B.2 O Teorema de Weyl-von Neumann-Berg

O objetivo desta se¢ao é provar um resultado que é conhecido como teorema de Weyl-
von Neumann-Berg, dado pelo teorema B.2.6. Este é o resultado que da a classificacao,

via equivaléncia unitaria modulo os compactos, dos operadores normais.
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E importante ressaltar que existe um outro resultado na literatura que é também
conhecido como teorema de Weyl-von Neumann-Berg, dado por uma versao mais forte
do coroléario B.2.2, e garantindo que todo operador normal N pode ser escrito como
D + K, para D diagonal e K compacto com norma tao pequena quanto quisermos;
mais ainda, esta decomposi¢ao pode ser feita simultaneamente, em um certo sentido,
para qualquer familia finita de operadores auto adjuntos que comutam entre si. Para
uma prova deste resultado, ver por exemplo [9], coroldrio I1.4.2. N&ao precisaremos
dele aqui.

Para o proximo teorema precisaremos do fato que, dada 24 uma sub-C*-dlgebra
comutativa de B(H), existe uma familia { £, },en € B(H) de projegoes que comutam
duas a duas, tais que 2 C C*({E, },). Para uma prova deste fato ver por exemplo [9],

lema 11.2.8.

Teorema B.2.1. Seja 2 uma sub-C*-dlgebra comutativa de B(H). Entao, existe uma
base ortonormal {& bren de H tal que A estd contida em D+IK, onde ® é a C*-dlgebra

de operadores diagonais com respeito a esta base.

Demonstracao. Pelo que foi observado acima, existe uma familia {E,},ene € B(H)
de projecoes que comutam duas a duas, tais que A C € = C*({E,}n)-

Fixe {1, }nen-uma base ortonormal de H; para cada i € N*, denote Ei(_l) =FEl e
Ei(l) = E;. Para todo k € N*, defina

Ly = span{HleEl-(ai)nj 1< j <k ==l1}

Claramente os espagos L5 tém dimensao finita, e ainda £, C L. Também, observe
que para todo k € N*, temos ny,...,m € L;: de fato, seja k € N*, e fixe j com

1 < j < k. Entao, estao em L os vetores
E\Esy--- EkflEij, E\Ey--- EkflE]i_nj;
se efetuarmos a soma, vemos que
E\Ey- By (Ex + Eif)n; = E\Ey -+ Ej_1n; € Ly

Aplicando este raciocinio recursivamente podemos concluir que E1n; € Ly, e da mesma
forma Ein; € Ly, de onde temos n; € Ly, como desejado.

Segue-se destas observacoes que £ = oy £ ¢ um subespago vetorial denso em
H; denotando por F € B(H) a projegao ortogonal sobre o espago Ly, vemos entao

que a seqiiéncia {Fy }ren+ converge fortemente para a identidade I. Como cada Fj, é
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de posto finito, temos que {Fi}, C K(H). Observe agora que, se n < k, entao Ly é
E,-invariante, e assim F) comuta com F,, para todo n < k.

Denote D,, = E,F+ para n € N*. Note que D,, é uma projecao para todo n, pois
E, comuta com F}, e portanto com F+. Observe que, para todo n € N*, D,, comuta
com Fy para todo k € N*; isto segue do fato que F,.Fy = F,F, = Fiings}, € do que foi
observado acima sobre as projecoes pertinentes. Também, as projecoes D),, comutam
todas entre si.

Seja @ = C*({ D, }nen+). Vemos entao que D’ é uma sub-C*-dlgebra comutativa
de B(H). Além disso,

ACECD +K(H),

pois {E,}, € D'+ K(H): de fato, para todo n € N* temos que D,, = E,F implica
em K, =D, + E,F,, e o operador E,F, é compacto visto que F,, ¢ compacto.

Queremos agora mostrar que a C*-dlgebra ®’ é diagonalizdvel, ou seja, que existe
uma base ortonormal {&, },en+ € 'H tal que todos os elementos de @' sejam operadores
diagonais com relagao a esta base. Isto segue do teorema espectral para espacos de
dimensao finita: sabemos que Fj, comuta com todos os elementos de ®’, para todo
k € N*, logo os espacos Hy = L1 e Hy, = L,0L;,_1 para k > 1 sao todos ®’-invariantes.
Observe que todos estes espacos sao de dimensao finita; para cada k, e lembrando que
D' 6 uma C*-4lgebra comutativa, vemos que a restricao dos elementos de ®’ ao espaco
‘H;. constitui uma familia de operadores normais de H; que comutam dois a dois,
e esta familia é conjuntamente diagonalizavel, pelo teorema espectral em dimensao
finita. Escolha portanto uma base ortonormal para Hj que efetua esta diagonalizacao.
Lembrando-se que a reuniao destes espacos é densa em H, ao juntarmos as bases
dos espacos Hp, para todo k, obtemos uma base ortonormal para H, denotada por
{&, }nen+, que claramente diagonaliza @', ou seja, D'é diagonalizdvel.

Como @’ esté portanto obviamente contida na sub-C*-4lgebra de H formada por

todos os operadores diagonais com respeito a base {£, }nen+ de H, obtemos de imediato
ACECD +K(H) CD+K(H),

e o teorema esta provado.
[ |

Corolario B.2.2. Seja N € B(H) um operador normal. Entdo, podemos escrever
N =D+ K, com D € B(H) um operador diagonal e K € K(H).

Demonstragao. Obviamente C*({N}) é uma sub-C*-dlgebra comutativa de B(H),
logo pelo teorema B.2.1, C*({N}) € © + K, com relagao a alguma base de H; como
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N € C*({N}), temos em particular que N = D + K para algum operador diagonal D

e algum operador compacto K.
[ |

A prova original do coroldrio B.2.2 pode ser encontrada no artigo [3], publicado
por I. D. Berg em 1971. Uma outra prova pode ser encontrada em [12], usando o
fato de que todo espago métrico compacto ¢ imagem continua do conjunto de Cantor,
resultados sobre a existéncia de secoes de certas fungoes continuas, teoria da medida

e o teorema espectral.

Corolario B.2.3. Seja N € B(H) um operador normal. Entdo, podemos escrever
N =D+ K com D diagonal, K compacto e o(D) = g.(D) = 0.(N).

Demonstracao. Pelo coroldario B.2.2, escreva N = D' + K’, onde D’ é diagonal e
K’ é compacto, observando que o.(D’) = 0.(N). Pela compacidade de o(D’) e a
continuidade da métrica em o(D’) induzida da métrica padrao em C, para cada x €
o(D")\o.(D') fixe 2’ € 0.(D') tal que |z — 2’| = dist(x, 0.(D’)). Defina uma fungao
r:o(D") — o.(D") por

o sexea(D)
r(@) = { ¥ sex € a(D)\oe(D).

Afirmamos que a funcdo r é continua; de fato, é evidente que r é continua em
qualquer ponto no interior de o.(D’). Também, pelo teorema B.1.4, qualquer ele-
mento em o(D’)\o.(D’) é isolado, logo r é também continua em qualquer elemento
de o(D")\o.(D'). Basta entao verificarmos a continuidade de r nos elementos de
9(oe(D")).

Tome portanto = € 9(c.(D')) arbitrario, e considere uma seqiiéncia {xy}ren €
o(D’) tal que z, — x. Agora, o.(D’) é compacto, e em particular fechado, logo

x € 0.(D’), e portanto r(x) = x. Naturalmente, temos dist(zy, o.(D’)) — 0; assim,
() = r(zp)| < [r(e) — el + |z, r(zn)| = |z — 2| + dist(zg, 0e (D)) — 0,

de onde r(xy) — r(x), o que prova a continuidade de r em z, como queriamos.
Usando o cédlculo funcional continuo de D’ podemos entao definir D := r(D’).

Observe que D é um operador diagonal, pois se com relacao a uma dada base de 'H

temos D' = diagy,(\;), entao D = diag,(r(A\x)), pela observacao 2.4.10. Além disto,

pelo teorema do mapeamento espectral, temos



Afirmamos que dist(\g, 0.(D’)) — 0. De fato: note que a seqiiéncia { A }ren- é a
seqiiéncia de autovalores (a diagonal) de D’; como todos os autovalores de D’ estao em
oe(D’), com excegao dos autovalores isolados de D’ com multiplicidade finita, basta
o.(D'")) — 0, onde {\;

formada pelos autovalores isolados de D’ com multiplicidade finita (ignoraremos aqui

provarmos que dist( A tm € a subseqiiéncia de {Ag }ren+

m ) m

o caso em que hd apenas uma quantidade finita de autovalores isolados de D’ com
multiplicidade finita, visto que este caso é trivial).

Para provarmos isto, dado € > 0 arbitrario, considere o conjunto
H. ={\ € C:dist(\,0.(D")) < e};

o conjunto H. é claramente aberto, logo G. = o(D’) N H. é aberto em o(D'); se

F. = o(D")\Ge, entao F. é fechado em o(D’), e portanto compacto; é facil ver que
F.={\, : dist(\,,,0.(D")) > e};

como F; é discreto, visto que todos os elementos de F; sao isolados, temos entao neces-
sariamente que F. é finito. Segue-se dai que dist(\,,, 0.(D")) — 0, como desejado.

Como conseqiiéncia do fato de que dist(Ag, o.(D’)) — 0, temos que
(r(Ak) = Ak) — 0,

o que implica de imediato em K = D — D’ = diag,(r(\s) — Ax) ser compacto, e
em particular o,(D) = o.(D') = 6.(N). Denotando K = K' — K, vemos que K ¢

compacto e

N=D+K =D-D+D'+K =D-K+K =D+K;

além disso, provamos acima que o(D) = o.(D') = 0.(N) = 0.(D), o que conclui a

prova do corolario.
[ |

Corolario B.2.4. Seja N € B(H) um operador normal. Entdo, podemos escrever
N =D+ K com D diagonal, K compacto e (D) = o(N).

Demonstracao. Pelo corolario B.2.3 escreva N = D' + K’ com D’ diagonal, K’ com-
pacto e o(D') = 0.(D") = 0.(N). Denote D' = diag,(\;) relativo a uma base {&.}xen-
de ‘H. Para simplificar a notacao, seja {fin},., Uma enumeracao dos autovalores iso-
lados de multiplicidade finita de N.
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Sabemos que {\;}x = o(D’) = o.(D’), logo para cada n € A existe um k,, € N* tal
que | A, — tn| < 2-dist(p,, 0.(D')). Defina D como sendo o operador diagonal com
relagao a base {}ren de H dado por

D(&) = D'(&) sek #k,VneA
g wnék, se k =k, para algum n € A.

Afirmamos que o operador diagonal D — D’ é tal que sua seqiiéncia diagonal con-
verge para zero: de fato, isto é 6bvio caso D' possua apenas uma quantidade finita
de autovalores isolados com multiplicidade finita; caso contrario, vimos na demons-
tracao do coroldrio B.2.3 que dist(py, 0.(D’)) — 0, de onde temos |\, — n| — 0;
como todas as outras entradas de D — D’ sao zero, o afirmado segue. Dai, concluimos
que D — D' é um operador compacto, e em particular o.(D) = o.(D’). Segue-se dai
também que N = D + K, onde K = D' — D + K’ é um operador compacto. Agora,
todos os fp, figuram na diagonal de D, logo {u,}, C o(D), e portanto, do teorema
B.1.4, temos

o(N) = 0.(N) U {tin}, = 0(D') U{pia}, = 0.(D) U {jin}, € o(D).

Por outro lado, sendo H; = span{, }nen, podemos escrever D = D& Dy, D' =
D@D}, relativamente a decomposicio H = H;®H;, observando que D; = diag, (i)

e Dy = D). Entao, temos

(D) =0c(Dy)Uc(Ds) =0(Dy)Uc(Dy) Co(Dy)Uc(D") = {pntnUce(N)=0c(N),
provando desta forma que o(D) = o(N), e o corolario estd demonstrado.
|

Lema B.2.5. Seja X um espago métrico compacto, com métrica d, e sejam {x, }nen+,
{Yn}nen= seqiiéncias densas em X tais que cada termo isolado da seqiéncia {x,},
figura nela infinitas vezes, e também cada termo isolado da seqiéncia {yn}n figura

nela infinitas vezes. Entao, existe uma permutacao o : N* — N* tal que

lim d(2n, Yam)) = 0.

n—oo

Demonstracao. Construiremos « indutivamente. Por densidade, escolha m; € N* tal
que d(Z1, Ym,) < 1, e ny € N* tal que d(zn,,y1) < 1/2. Denote My = {my, ma}, Ny =

{ni1,n2}, onde my = 1, ny = 1. Estes conjuntos sdo portanto tais que d(Zy,, Ym;) <
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1/i, para i = 1,2, e 1 € M; N N;. Podemos adicionalmente supor, sem perda de
generalidade, que 2 ¢ M;, 2 ¢ Nj.

Por hipétese de inducao, suponha que tenham sido encontrados My, N, C N¥,
My = {my,ma,...,mar}, Np = {n1,na,...,no}, tais que d(z,,,ym,) < 1/i para
i=1,2,...,2k, tais que 1,2,...,2k € My N Ny, e tais que k + 1 ¢ M U Ny.

Denote N = {zn}n, M = {ym}m. Observe que o conjunto M\{Ym,,- - Ymy
ainda é denso em X, em virtude da hipdtese sobre os termos isolados. Logo, existe
Maok1 € N\ My, tal que d(@p11, Ymo,,) < 1/(2k + 1). Analogamente, existe ngpyo €
N\ Ny, tal que d(n,, ., Yk+1) < 1/(2k+2). Podemos tomar sem perda de generalidade
Mogi1 7 Kk + 2, Nopyo # Kk + 2.

Denote M1 = My, U {maops1, Mapta}, N1 = Ni U {nokq1, nokro}, onde mop o =
kE+ 1, noy1 = k+ 1. Entao, é imediato que os conjuntos My e Ny, satisfazem o
desejado.

Portanto, podemos definir permutacoes 3 : N* — N* e v : N* — N* por

B(l) = ny, v(l) = my, VI € N*, e elas serao portanto por construcao tais que

lim d(2g(n), Yn)) = 0.

n—oo

Defina uma permutacao « : N* — N* por o = v o 7!, Entao, observando-se que

B~ (n) — oo se, e somente se, n — 00, vemos que

lim d(25(-1(n)) Ynop-1(n)) =

n—oo

lim d(xm ya(n)) = n,ll—{{olod(xn’ y'yoﬁ—l(n))

n—oo

= im d@psm): thosrw) = 1 d(@sm), 4y =0,

e o lema esta provado.
[ |

Teorema B.2.6. Sejam Ny € B(H;) e Ny € B(Hs) operadores normais Entao,
= 0'6<N2>.

Ny ~x Ny se, e somente se, o.(Ny)

Demonstragio. (=) Obvio.

(<) Pelo corolario B.2.3, escreva, para i = 1,2, N; = D; + K;, com D, diagonal,
K; compacto e o(D;) = 0.(N;). Denote por {&}ren uma base ortonormal de H na
qual D; é diagonal, e por {nx}ren+ uma base ortonormal de H na qual D, é diagonal.
Seja V' € B(H) o operador unitario tal que V(n;) = & Yk € N*. Nas respectivas bases
fixadas, denote D; = diag,(A\x), Do = diag,(ux). Todos os autovalores isolados de

Dy e D, possuem multiplicidade infinita, visto que D; e D, sao operadores normais,
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o(Dq) = 0.(Ny) = 0.(Dy), e similarmente o(Ds) = 0.(D2). Isto implica em todos os
termos da seqiiéncia { A }ren+ figurarem infinitas vezes nesta seqiiéncia, e em todos os
termos da seqiiéncia {py }ren+ figurarem infinitas vezes nesta seqiiéncia. Além disso,
da hipétese o.(N1) = g.(N2),

{Mihe = 0(D1) = 0e(D1) = 0e(N1) = 0e(N2) = 0(D) = 0(Da) = {jucbi;

segue-se portanto do lema B.2.5 que existe uma permutacao o : N* — N* tal que
|/\a(k) — /Lk| — 0

Seja U’ € B(H) o unitario determinado por U’(nx) = nam) Yk € N*, e denote U =
VU’'. Entao, o operador U é unitario e U(ny) = VU (M) = Vaw) = o) Yk € N¥.

Assim, para todo k € N* tem-se

(Dy — UDyU Ny = Dibairy — UD2 (M) = AayCate) — Hratky = Nagr) — 1) Eak)s
provando que o operador D; — UD,U~! é diagonal e sua diagonal converge para zero;

logo, D1 —UD,U~! é compacto, de onde Dy ~x D, e portanto de imediato Ny ~x No,

0 que prova o teorema.
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Apeéendice C

o A [ ]

Sequéncias de Operadores

C.1 O Joint Spectrum

Definigao C.1.1. Seja 2 uma C*-dlgebra comutativa com unidade. Dada uma familia
{ar}ren € A, onde A é um conjunto finito ou A = N*, definimos o joint spectrum desta

familia como sendo o conjunto

Jspecy(ar) = {(¢(ar))rer : ¢ € ﬁ}

~

Lembrando-se que a(A) = o(a) para todo a € A (ver por exemplo [21], lema
3.2.8(b)), podemos ver que Jspecy(ax) C [],cp 0(ar). Em particular, caso A seja um
conjunto unitario, ou seja, se tivermos uma familia formada por apenas um elemento
a € A, entao Jspec(a) = o(a).

Com o exemplo a seguir, veremos que o joint spectrum Jspec,(ax) pode ser um

subconjunto préprio de ], ., o(ax).

Exemplo C.1.2. Seja X = [0,27], A = C(X), e f,g € C(X) as fungdes seno e
cosseno, respectivamente. Entio, o(f) = olg) = [—1,1]. Além disso, A neste caso
¢ homeomorfo a X, homeomorfismo este dado por r : X — ﬁ[, onde r(z) € tal que
r(z)(h) = h(x), para todo h € C(X). Assim, vemos que

Jspec(f, g) = {(f(z),g9(x)) : v € X} = {(sin(z), cos(z)) : € [0,27]} = S*.

Observe que, a rigor, a definigdo do joint spectrum Jspec,(ay) depende da C*-
dlgebra ambiente 2; por enquanto, denotaremos esta dependéncia por Jspeci(ay). O
que queremos provar agora ¢ que o joint spectrum independe da C*-dlgebra comutativa

com unidade que contém a familia {a},. Precisamos de um lema.
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Lema C.1.3. Sejam A, B C*-dlgebras comutativas com unidade, tais que A C B e
1o = 1. Entdo, dado ¢ € 551, existe Y € B tal que Y|y = .
Demonstracao. Seja i : A — B a inclusdao, e denote por I'y : A — C(ﬁ),
Iy : B — C(B) as transformadas de Gelfand. Entdo, o *-homomorfismo de C(%)
em C’(%) dado por 'y 00 I'y' é injetor, e portanto dual a uma sobrejecio continua
u: B —>QAI, isto é, F%oiofil =u*.

Assim, dado ¢ € é\l, existe 1 € B tal que u(y) = ¢. Afirmamos que ¥|y = ¢: de
fato, dado a € 2 arbitrario,

p(a) = Ta(a)(p) = Ta(a)(u(¥)) = v (Tu(a))(¥) = Tp 00 Ty (Tu(a))(¥)) =
=Py oi(a)(y) = I's(a)(¥) = ¢(a),

provando o afirmado.
[ |

A préxima proposicao mostra que o joint spectrum independe da C*-dlgebra am-

biente.

Proposicao C.1.4. Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade, {ay}ren, onde
A € um conjunto finito ou A = N*, e Ay = C*(1y, {ar}x). Entdo, Jspecy(ay) =
Jspeci®(ay).

Demonstracio. Que Jspecy(ag) C Jspeci®(ag) é bvio, e a outra inclusdo segue do
lema C.1.3.

Em particular, vemos que 2 é uma C*-dlgebra com unidade e {a;}r C 2 é tal que
aj ¢ normal para todo k, e a;a; = a;ai para todo i, j, entao podemos falar no joint
spectrum Jspecy,(ax), mesmo que 2 ndo seja comutativa, visto que C*(1, {ay}r) serd
comutativa, e podemos portanto usa-la para definir o joint spectrum.

A préxima proposigao serd tutil na se¢ao seguinte. Se a € 2, denotamos Re(a) =
(a+a*)/2, Im(a) = (a — a*)/(2i).

Proposicao C.1.5. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade, e {ay}r C A tal que ay, €

normal para todo k, e a;a; = ajai para todo i,j. Entao,

(5(31 + iyl,LEQ —+ iyz, . ) c Jspeck(ak) o

< (21,41, 22,2, ..) € Jspec(Re(a1),Im(a;), Re(ag), Im(ay), . . .).
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Demonstragao. Observe inicialmente que C*(1, {ax}x) = C*(1, {Re(ak) }, {Im(ax) }x)-
Denote Ay = C*(1,{ax}tr). Seja (x1 + iy1, x2 + iy, ...) € Jspecy(ag). Entao existe
¢ € Ao tal que 24 + iy = ¢(ay), para todo k, ou seja, z; = Re(p(ax)) = ¢(Re(ay)),
yr = Im(p(ax)) = p(Im(ay)), para todo k. Segue-se dai de imediato que

(1,91, %2, Y2, . . .) € Jspec(Re(ay),Im(a;), Re(ag), Im(ay),...).

O argumento acima claramente pode ser revertido, verificando a implicagao contraria,

e isto conclui a prova.
[ |

Observagao C.1.6. A proposi¢ao anterior garante em particular que se a € 2 é

normal, entdo x + iy € o(a) se, e somente se, (z,y) € Jspec(Re(a),Im(a)).

C.2 Diagonalizacao Parcial Simultanea Mdédulo os

Compactos

Temos como objetivo nesta secao provar o teorema C.2.3, que é essencialmente um
teorema sobre diagonalizacao parcial simultanea de operadores modulo os operadores
compactos. Este teorema é utilizado varias vezes no texto principal.

Faremos antes alguns resultados preparatorios. Para o préoximo lema, precisaremos
do teorema de Fuglede ([17], exercicio 2.8): seja A uma C*-dlgebra, e a,b € 2 tais que

a € normal, e ba = ab; entao, também temos b*a = ab*.

Lema C.2.1. Seja {Ti}tren € B(H) tal que T;T; — T;17 € K(H)Vi,j. Entao,
C*(1,{m(Ty) }x) € uma sub-C*-dlgebra comutativa de Q(H), com unidade.

Demonstragao. Obviamente da hipdtese, m(7T)) é normal para todo k € N*. Também
da hipdtese, para todo 4,5 temos w(T;)*n(T;) = w(T;)n(T;)*, logo pelo teorema de
Fuglede vemos que w(7T;)m(1;) = w(1;)n(1;). O resultado segue.

Como conseqiiéncia do lema, podemos entao falar do joint spectrum Jspecy, (7 (7})).

Lema C.2.2. Nas condigoes do lema C.2.1, tome (A;)r € Jspec,(m(T})). Entao,
existe {ny }nen C H ortonormal tal que lim,, || (Tx — A I)n,|| = 0 VEk.
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Demonstracao. Para todo k tal que Ty # A\xI, note que

H (Ty — ANeD)*(Ty — A1) H 1

2Ty, — M| 2K
e assim vemos que a série
(T — N D)*(Ty, — M
g Z k k k k )7
Pt 2k T}, — )\kIH

converge absolutamente, e portanto converge (visto que B(H) é de Banach). Portanto,
esta série define um operador S € B(H). E facil ver que S* = S, e portanto em
particular S é um operador normal.

Denote 24y = C*(1,{m(T%)}r). Por hipétese, sabemos que existe ¢ € Ay tal que
o(m(Ty)) = Mg, para todo k. Observe entdo que, por continuidade e linearidade,

o ((@(T) = M) (= () = MDY
PN =2 *0< 2T — Ml |P ) -0

de onde concluimos que 0 € o(7(S)) = 0.(S5) C o(5).
Afirmamos que existe {1, }nen € H ortonormal tal que lim, . |Sn,|| = 0. De
fato, considere & a medida espectral associada ao operador S, pelo teorema espectral,

e para cada n € N* defina
A, ={z€C:1/(n+1) <|z] <1/n}Na(S),

que ¢ claramente um subconjunto Boreliano de o(S) (pode ser vazio), e ainda A;,NA; =
() caso i # j.

Temos dois casos possiveis:

No primeiro caso, &(A,) # 0 para uma quantidade infinita de A,’s. Neste caso,
descartando os Ay, para os quais & (Ay) = 0 e renumerando, podemos supor sem perda
de generalidade que &(A,,) # 0 para todo n € N*.

Para cada ¢ € N* tome n; € ran(&(4;)) tal que ||n;]] = 1. Como A; N A; = caso
i # j, temos que ran(&(4;)) L ran(&(4;)), e portanto a seqiiéncia {n, }nen € H
assim obtida é ortonormal.

Note que [(¢-14,)(2)] < 1/n para todo z € a(5), logo || - 14, || < 1/n e portanto,
pelo célculo funcional mensurédvel de S, ||S&(A,)|| < 1/n. Em particular, isto nos da,

para todo n,
[15mll = 15 (An)mll < (ISE (A lmll = [1S€(An)[| < 1/n,
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de onde podemos concluir que lim,, . ||S1,|| = 0, como desejado.

No segundo caso, &(A,) # 0 apenas para uma quantidade finita de A,’s. Neste
caso, existe um ny € N* tal que &(A,) = 0 para todo n > ny. Lembrando que
A;NA; =0 caso i # j, vemos que é"(UnZnoAn) =D sy € (an) = 0. Como o(S) é o
suporte da medida espectral &, temos que (UnznoAn) Nao(S) = 0.

Agora, UnZnoAn = (Br(0,1/n9)\{0}) N o(S). Provamos acima que 0 € o(95);
logo, vemos dai que 0 é um ponto isolado de o(S), e portanto um autovalor isolado
de S; mais ainda, como provamos que 0 € 0.(S5), vemos que na verdade 0 é um
autovalor de S com multiplicidade infinita, pelo teorema B.1.4. Entao, dim(ker(S)) =
00, de onde podemos tomar uma seqiiéncia ortonormal {7, }, C ker(S). Obviamente,
limy, o0 || ST || = 0.

Isto verifica o afirmado. Defina agora, para todo k € N*,

T — M1

P=——"7"_
C T — M|

Entao, S =Y 7, (P;P)/2%, e portanto P} P, < 2*S, para todo k € N*.
Finalmente, queremos provar que lim, ..o ||(7x — A\el)nn|| = 0 Yk. De fato, para
um k € N* fixado,

1 Perta|* = (Pinis Pinn) = (P Pattn, ) < (285m0, mp) <
< 28|15, [[[ma| < 25(1Smnl] — 0,

e como Ty — A\ = ||Tx — A1 || Py, o resultado segue.
[ |

No teorema a seguir, usaremos o conceito de operador de Hilbert-Schmidt. Para

definigoes e resultados sobre estes operadores, ver por exemplo [21], segao 4.3.

Teorema C.2.3. Seja {1} }ren+ € B(H) tal que T} T, —T,T; € K(H)Vi,j. Tome, para
cada v € N*, \") = (/\,(:))k € Jspec,(m(Ty)). Entdo, existe {& }rene € H ortonormal
tal que

T, = (Dy®Ry) + Ly Yk > 1,

decomposi¢io em soma direta esta relativa a H = H1®H1, onde Hy = spani&, },, L

¢ compacto, e Dy, = diagr()\g)) com relagao a base {&.}, de H;.

Demonstracao. Provaremos primeiro o resultado no caso em que os operadores T}, sao

todos auto-adjuntos.
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Vamos mostrar inicialmente que existe {, },en+ C H ortonormal tal que, para todo
re N* [|(T — )\,(:)I)@.H < 1/2", Yk < r, usando indugao sobre .

r = 1: queremos provar que existe £ € H de norma 1 tal que
(T =AD& < 172

Note que )\gl) € o(T}) C R, pois T} é auto-adjunto. Tomando ¢ > 0 suficientemente
pequeno, considere pelo lema de Urysohn uma fungao continua h : o(7y) — [0, 1]
tal que A(AMY) = 1, b se anula em o(T)\AY = 8,20 + 6, e ||(¢ = A1) - )| <
1. Pelo célculo fumcional continuo de T3, denotando S = h(7}), temos portanto
(T = AODS]) < 1.

Obviamente ||h]] = 1, logo ||S|| = 1; tome entao w € H tal que |w|] = 1 e
||Sw|| > 1/2. Definindo & = (Sw)/||Sw||, temos assim que ||&]| = 1, e ainda

1 1 1

T - AVDg || = —=— (|1 = AV D Sw]] < ——|[(Ty = AP1)S]| - [Jw]| < =.

(T = A D& ||5w||||( 1= A )Sw|| < ||Sw||||( 1= AUDS - lwll < 5
Como hipotese de inducgao, suponha que existam &;,...&_; € H ortonormais tais

que ||(Tx — )\,(;)I)frH < 1/2",¥r < s, Yk < r. Vamos encontrar {; € H unitério tal que
& 6 ortogonal a &, para todo r < s, e ||(T} — )\,(f)[)sz < 1/2%, para todo k < s.
Usando o lema C.2.1 para o elemento ()\,(:))k € Jspecy(m(Tk)), temos que existe
{na}n € H ortonormal tal que lim, _o||(Ty — A\ 1)n,|| = 0 VE.
A seqiiéncia {n,}, é ortonormal, logo converge fracamente para zero. Defina
M = maxg< {1 + || T}/ + |)\,(€8)|}, e tome § > 0 com § < 1/(M2° + 2). Entao, existe
ng € N* tal que

0
| (Mo &) | < p— vr<s, ||[(Tk — A,(qs))nnoH <0 Vk < s.

Denote 1 = 1, defina £ =n — Zi;} (n, &)&r, e faca & = £/]|€]|. Obviamente por

construgao, ||&|| =1, e & é ortogonal a &, Vr < s.
Note que [In|| = [ln =&+ &l < [ln — <[ + [[€]] implica em (€[] = |[n]] — {ln —£].
Ora, mas

In— €&l < 3202ilm 601 < 32206/ (s — 1) = 6,

e portanto —||n —&|| > —4. Ainda, ||n|] = 1, logo podemos escrever [|n|| > 1 — 0.
Juntando,
€Il = {lnll =lln =&l >1=0—-0=1-24
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de onde temos

—_

1
el = 126

Observando-se que 1 —2§ > (M2571)/(M25~! +1), vemos entao que, para todo k < s,

(T = M D& | = ||€|| (T = A0 DE]| <
< iz - A1 NTe = A9 7| -
‘Hfll I( >n||+zr i, & 1T = A TN] - I& 1| <
)
(s)
< g [0+ ST+ D] = g 1T D <
0 1 (M2t +1) 1
B 2M2—1 1)  M2s! M=

como queriamos. A seqiiéncia {&, }.en+ € H ortonormal assim obtida é portanto tal
que, para todo r € N* ||(T} — /\,(:)])@ | <1/2", Vk <.
De acordo com a decomposicao ‘H = Hl@Hf, onde ‘H; = span{{,},, podemos

escrever cada T}, matricialmente como

X Y7
T/c = g g )
Yi Ry
visto que os T}, sao auto-adjuntos.
Seja Dy, € B(H;) o operador D; = dlagr()\( )) relativo a base {¢,}, de H;. Entéo,

podemos escrever
X,— D, Y
T, — D,OR, = L
Y, 0

Dado r > 1, temos
(T — De®Ro)&EN? = (X5, — Di)ér + Yi&e|l? = 1(Xi — D)&lI” + 1V 1%,

e por outro lado

' 1 2
(T = De@RO&N” = 1Tk = Dagell* = [1(T = M)&l 2 < (2_) |

de onde vemos que

2 2
06 - D0s < (5) 6l < (5)
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e assim

St Xk = Di)&|l* < oo, 3202 Vil < oo,

provando deste modo que os operadores (X — Dy) e Y sao operadores de Hilbert-
Schmidt. Assim, Ly := Ty — (D@ Ry) é um operador de Hilbert-Schmidt (pois cada
componente da matriz de L; dada acima é de Hilbert-Schmidt), e portanto em par-
ticular compacto. O resultado para o caso de operadores auto-adjuntos fica entao
provado.

Faremos agora o caso geral, reduzindo ao caso auto-adjunto que acabamos de
provar.

Note que Re(Ty) e Im(Ty) sao auto-adjuntos, para todo k. Denotando /\,(:) =
xg) —i—iy,(:), e observando que Re(7(Ty)) = m(Re(Ty)), Im(7(Ty)) = 7(Im(Ty)), vemos
da proposicao C.1.5 que

pA- (@7, 2yl ) € Jspec(m(Re(Th)), w(Im(Ty)), m(Re(Ts)), . . .).

Entao, pelo caso auto-adjunto ja estabelecido, aplicado a seqiiéncia de operadores
{T"y}x dada por T3, ; = Re(Ty), Ta, = Im(Ty), e aos X(T) acima definidos, existe
{&-} € H ortonormal tal que

relativo a decomposicao 'H = Hl@Hf, onde H; = span{¢,},, os operadores My e
M sao compactos, e Ej, = diagk(xg;)_l) = diag, («\"), B, = diagk(xg) = diag, (y\")
relativos a base {&,.}, de H;.

Denotando Dy = Ejy, +iE}, Ry = S, + 1S}, e Ly = My, + iM,,, vemos que

Dy, = diagy () + iyy) = diag, (\),
os operadores L; sao compactos,
Ty = Re(Tx) + iIm(Ty) = (Ex + iE,)®(Sy, +iS,) + (My, + iM}) = (D@ Ry) + Ly,
e o teorema esta portanto provado.

Observagao C.2.4. E possivel refinar ainda mais a decomposicao dada pelo teorema

C.2.3, de forma que o.(Ry) = 0.(T}) para todo k, mas ndo precisaremos deste fato.
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Um caso particular do teorema C.2.3 de relevancia para nés é o caso em que a
familia de operadores {T}}; é na verdade uma familia unitdria, isto é, ela consiste em
um tnico operador T. E facil ver que Jspec(n(T)) = o(n(T)) = o.(T). Portanto,

neste caso particular temos o corolario seguinte.

Corolario C.2.5. Seja T € B(H) essencialmente normal. Tome, para cada r € N*,
A7) € o (T). Entdo, existe {&, }ren+ C H ortonormal tal que

T = (D®R) + L,

decomposicdo em soma direta esta relativa a H = Hi®H7, onde H, = span{&, },, L

¢ compacto, e D = diag,(A\")) com relacdo a base {&,}, de H;.

Demonstracao. Obvio do teorema C.2.3.
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Apeéendice D
Aplicacoes Positivas

No decorrer de todo este apéndice, 2 ¢ B denotam C*-algebras comutativas com
unidade, £ um ideal bilateral fechado de 2, e J um ideal bilateral fechado de B. As
aplicacoes de projegdo nos quocientes, A — A/L e B — B/J, serdo denotadas
simplesmente por 7. O conjunto dos elementos positivos de 2 serda denotado por 2, .

Esta discussao é baseada no texto contido em [9] sobre aplicagoes positivas.

D.1 O Teorema de Stinespring

Definicao D.1.1. Uma aplicacao linear ¢ : 2 — B é dita ser positiva quando
p(a) > 0 Va € A,. O conjunto das aplicagoes positivas de A em B serd denotado
por P(,B), e o subonjunto destas aplicagoes tais que ¢(1) = 1 serd denotado por
PI(Q(7 %)

Dada uma aplicacdo linear ¢ : A — B e n € N*, defina o™ : M, () — M, (B)
por

™ ([aijlig) = [0(aig)li;  Viailiy € M (20),

que ¢é claramente linear, e unital se ¢ o for.
Definicao D.1.2. Dado n € N*, dizemos que uma aplicagao linear ¢ : A — B ¢
n-positiva quando cp(") é positiva. Diremos que ¢ é completamente positiva se p é
n-positiva para todo n € N*.

Um importante resultado é dado pela proposicao D.1.10. Nos faremos alguns lemas

antes.
Lema D.1.3. Seac . e0<a<c-1, para algum c € R, entao ||a| < c.
Demonstracao. Usando o teorema do mapeamento espectral, e o fato que aec-1—a

sdo positivos, vemos que {c— A : A € o(a)} C R, e assim de imediato ||a|| = r(a) < c.
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Lema D.1.4. Se a € 2 € auto-adjunto, entao podemos escrever a = a, — a_, onde

ap,a_ €A, Ademais, se ||a|| <1, entdao podemos tomar a, <1, a_ < 1.

Demonstragao. Ver por exemplo [21], proposi¢ao 3.3.11(f).

Lema D.1.5. Seja ¢ € P(A,B). Entdo, ||| < 4| 6(1)].

Demonstragao. Tome a € A auto-adjunto com |la|| < 1 arbitrariamente. Escreva
a=a; —a_comag,a_ €Ay eay <1,a_ <1, pelolema D.1.4. A positividade de
© implica entao em
0 <pla-) < (1) < eI -1,

e da mesma forma 0 < p(ay) < [[¢(1)]] - 1. Em virtude do lema D.1.3, vem que
le(a )l < lle@; llelan)ll < lle)]l

Se tomarmos agora um a € A com ||a|| < 1 arbitrério, escrevendo a em suas partes
real e imaginaria, usando a linearidade de ¢ e a desigualdade triangular, teremos

llo(a)|l < 4|le(1)], e o resultado segue.
|

Se g : A — A é um *-automorfismo unital, entdo sabemos que o(a) = o(p(a)),

para todo a € 2. Esta observacao nos permite enunciar o lema seguinte.

Lema D.1.6. Seja o : A — A um *-automorfismo unital. Entao, o cdlculo funci-

onal continuo comuta com o, isto €, f(o(a)) = o(f(a)), para todo a € A normal e

f € Cla(a)) = Cla(e(a))).

Demonstragao. Tome a € 2 normal arbitrério. As aplicagoes 1, : C(o(o(a))) — A
en : Clo(a)) — A dadas respectivamente por n,(f) = o(f(a)) Vf € C(o(a)) e
ne(f) = f(o(a)) Vf € C(o(o(a))) sdo obviamente *-homomorfismos (7, é ¢ composta
com o célculo funcional continuo de a, e 7y é o cdlculo funcional continuo de a). Agora,
note que, para 1,¢ € C(o(a)) = C(o(p(a))), temos

m2(1) = 1(o(a)) = 1o = o(la) = o(1(a)) = m(1),

Em outras palavras, n; e 1y coincidem nos geradores de C(o(a)) = C(o(o(a))), de

onde 11 = 12, e o resultado segue de imediato.
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Observagao D.1.7. Se ¢ : A — 9B ¢é simplesmente um *-homomorfismo unital,
lembremos que g contrai espectro, ou seja, o(o(a)) C o(a), Va € 2A. Assim, dado
f € C(o(a)), podemos considerar f como um elemento de C(o(p(a))), fazendo a

restricao. Nestes termos, nota-se que o lema D.1.6 generaliza-se de imediato, e temos
que f(o(a)) = o(f(a)), para todo a € A normal e f € C(o(a)).

Lema D.1.8. Sejam X C C compacto. FEntdo, para quaisquer f € C(X) ee > 0

existe um 6 > 0 tal que, para quaisquer a,b € A normais com o(a) Uo(b) C X e
lla — b|| <0, tenhamos || f(a) — f(b)|| <e.

Demonstragao. Considere F C C(X) o conjunto formado por todos elementos f €
C'(X) que satisfazem a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe um § > 0 tal
que, para quaisquer a,b € 2 normais com o(a) Uo(b) C X e |la —b|| < J, tenhamos

[/ (a) = FO)] <e.

Nés iremos mostrar que F = C(X). Provemos que F é uma *-sub-algebra de
C(X):

Sejam f,g € F e a € C\{0} arbitrdrios. Dado € > 0, tome d; > 0 associado
a f com ¢ = ¢/(2|al), e 6, > 0 associado a g com ¢’ = ¢/2, pela propriedade
acima mencionada. Entdo, tomando 6 = min{ds,J,}, para a,b € A normais com
o(a)Ua(b) C X e |la—b| <0 teremos

I(f + g)(a) = (af + 9) D) < |al-If (@) = FO)I+]Ig(a) — g®)| < |af-c'+&" =,

provando deste modo que af + g € F.
Observe agora que, para todo h € C(X), e para todo ¢ € 2 normal com o(c) C X

temos
[R() | = 12l c(o(eyy = sup |R(E)] < sup|A(t)] = [|Allcx)-
t ) tex

€o(c

Entao, para quaisquer f,g € C(X) e € > 0, tome 0y associado a f com ¢’ = ¢/(2 -
19llc(x)): € tome 4 associado a g com ” = /(2 || fll¢(x)); faca & = min{dy,d,}.

Entao, para a,b € 2 normais com o(a) Uc(b) C X e ||a — b|| < ¢ teremos

I(f - 9)(a) = (f - 9) O < [[f(a)g(a) = fa)g(®)]| + [/ (a)g(b) — F(b)g(b)]| <
< Nf @I llgla) —g®) + [1f (@) = FON - g < [ Fllex - € + gl - € =&

provando que f-g € F.
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Finalmente, dado f € F e ¢ > 0, para § > 0 associado a f e o € dado, vemos que
para para a,b € 2 normais com o(a) Uo(b) C X e ||a — b|| < ¢ temos

[f(a) = FO) = I(f (@) = (FO) I = I(f(a) = F©)*I| = lf(a) = fFO)] <e,

de onde segue que f € F, e portanto F é uma *-sub-algebra de C'(X), como afirmado.
Como para quaisquer a,b € 2 normais temos 1(a) = 1(b) = 1g, é ébvio que F
contém a funcdo 1 € C'(X), e portanto também as fungdes constantes.
Afirmamos agora que ¢ € F. De fato, dado € > 0 tome ¢ = ¢; entao, para a,b € 2

normais com o(a) Uo(b) C X e |la —b|| < ¢ temos

1€(a) = CO) = lla—bl| <0 =,

e assim ( € F, verificando o afirmado.

Em particular, isto mostra que a *-sub-algebra F separa pontos de X. Assim, por
Stone-Weierstrass, concluimos que F é densa em C(X).

Agora, tome f € C(X) e e > 0 arbitrariamente. Por densidade, seja f € F com
Ilf —gHC(X) < ¢/3, e seja 6 > 0 associado a g com ¢ = /3. Entao, para a,b € A

normais com o(a) Uo(b) C X e |la —b|| < ¢ temos

1f(a) = O < [f(a) = g(a)ll + llg(a) = g + llg(b) = F(B)|| <

£ 9 S 9
< = gllopn + 5+ lg = fllop < S+ +5 =2,

e isto implica em f € F, de onde C(X) = F, e o lema estd provado.

Lema D.1.9. Seja X um espacgo topoldogico compacto e Hausdorff. Entao,

Demonstragio. Tome F € C(X, M, (C)),. arbitrario. Entao, existe F € C(X, M,(C))
tal que F = I F, e assim vemos que F(z) = F*(x)F( ) > 0 Vz € X, de onde temos
de imediato que C(X, M,,(C)); C C(X, M,(C),).

Por outro lado, tome F' € C(X, M,(C),;) arbitrario. Para cada z € X, temos

F(z) > 0; podemos definir portanto uma aplicagao

F:X — M, (C)
v — (F(z))Y2
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Se A € o(F(x)), entdo F(x) — Al é ndo inversivel, e portanto a fungdo F' — Al néo
é inversivel; em outras palavras, o(F(x)) C o(F), para todo z € X. Segue-se entao
do lema D.1.8 que F é uma funcao continua: de fato, sejam x € X e € > 0 arbitrarios.
Considere um ¢ > 0 associado a fungao f : X — C dada pela raiz quadrada, e ao
¢ dado, como no lema D.1.8. Pela continuidade de F', seja V' C X uma vizinhanga
aberta de X tal que y € V implica em ||F(y) — F(z)|| < 6. Assim, usando o fato
provado acima que o(F(z)) C o(F), o(F(y)) C o(F), temos de imediato pelo lema
D.1.8 que

|Fw) = F@)|| = [(Fw)2 = (@) 2| = 1 (Fw)) - FF@)] <=,

estabelecendo a continuidade de F em z. Como z foi tomado arbitrariamente, isto
mostra que Fé continua, como desejado.

Assim, vemos que F € C(X, M,(C)) é tal que F(z) = F (2)F(z) >0V € X, de
onde temos que F = FF > 0, ou seja, F' € C(X, M,(C)),;. Fica assim provado que
C(X,M,(C)y) =C(X, M,(C));, como queriamos.

Na proposicao seguinte, sera utilizado o conceito de particao da unidade. Para uma

exposigao rigorosa e adequada sobre este conceito, ver por exemplo [22].

Proposicao D.1.10. Seja X um espaco topologico compacto e Hausdorff, e seja

v : C(X) — B uma aplicag¢ao positiva. Entdo, ¢ é completamente positiva.

Demonstragao. Note inicialmente que, para todo n € N*, M,,(C(X)) é obviamente *-
isomorfo a C'(X, M, (C)). Sem perda de generalidade faremos uma identificagao entre
estas duas algebras, portanto.

Suponha que F' € M, (C(X)) éda forma FF = f-T,com f € C(X)eT € M,(C),.
Se T' = [ti;lij, entdao f-T = [f - t;;], e assim

P(F) = ([ - tyliy) = [o(f - tig)lig = [o(f) - tiglig = o(F)tizlis = o(f) - T.

Em particular, se f > 0 entdo ¢(f) > 0 e portanto o™ (F) > 0: de fato, se escrevermos
T = M*M, com M = [a;j|;j, para a;; € C, e o(f) = b*b para algum b € B, entao

M* = [ay];, e

p(F) = o(f) - T = b"blazi)ijlaili; = b*b[Yy@wiarliy = (D0 bariar;)i; =
= D (@rd*) (ar;b)]i; = [a;ib™ijlai;0li; = ([aiblij)"[aibli; > 0,
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como afirmado.

Agora, tome € > 0 e I' € M,(C(X)); = C(X,M,(C));y = C(X,M,(C)1). A
funcao ¢™ é continua, logo em particular continua em F; tome um ¢ > 0 associado
por tal continuidade ao ¢ dado. Para cada x € X tome V, C X uma vizinhanga
aberta de = tal que y € V, implica em ||F(z) — F(y)|| < 0/2. Note que {V,}, é
uma cobertura de abertos de X, logo podemos selecionar uma sub-cobertura finita
Ui, ...Us. Usando desigualdade triangular vemos que, para todo i =1,...k, se y,y €
U;, entao ||F(y) — F(y)|| < ¢.

Para cada i = 1,...,k, fixe z; € U;, e denote T; = F(x;). Tome {p;}}_, uma
particao da unidade subordinada a cobertura {U;}%_,. Entao, definindo G € M,,(C(X))
por G = Zlepi - T;, e observando que p;(z) > 0 implica em x € U;, e portanto

1F(z) = Tl = |[F(z) = F(:)]| <9,

vemos que, para todo z € X,

IF(@) = G@)ll = | F@) -1 - G| = | F@)Zipi(e) - Spi(e) - T

- [SLim@F@ - 1) < SLp@IFE) - T <o

e assim ||[F — G|| < 6. Segue-se por continuidade que ||¢™ (F) — o™(G)|| < e.
Observe agora que ¢™(G) = Zle ©(p;) - T; é positivo, visto que é soma de po-
sitivos. Provamos portanto que o™ (F) é limite de positivos, e portanto positivo, de
onde temos que ¢ é uma aplicacao n-positiva; como o n € N* havia sido tomado
arbitrariamente, fica estabelecido que ¢ é completamente positiva, como queriamos

provar.
|

O teorema D.1.11, provado por Stinespring em [20], é conhecido como teorema
de Stinespring. Este teorema, juntamente com a proposicao D.1.10, sao usados na
prova de que Ext(X) é um grupo abeliano. Enfatizamos que, assim como no resto do

trabalho, H é um espago de Hilbert de dimensao infinita separdvel.

Teorema D.1.11. Seja ¢ : A — B(H) uma aplicacao unital e completamente po-
sitiva. Entdo, existem H um espaco de Hilbert com H C ﬂ, e : A — B(?T() uma
*_representacao tais que ¢ = 1t*oor, onder: H — H € a inclusio. Se A é separdvel,

entio H pode ser tomado separdvel.

Demonstracao. Considere o espaco vetorial sobre C dado pelo produto tensorial

algébrico ARH. E facil verificar, usando a propriedade universal do produto tensorial,
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que a aplicacao T : (AQH) x (A®H) — C dada por

T(Z;Lai@gi? Z?:1bj®77j> = Z?;Z}ll <90<b;ai)fi, nj)

estd bem definida e é uma forma sesquilinear (linear na primeira e anti-linear na
segunda entradas). N6s queremos provar que esta forma T é semidefinida positiva: de
fato, dado )" | a;®¢; € ARH arbitrario, denote £ = (&1,...,&,) € H" e observe que

*
ay [N an, ay PN an,

*

@)y, = - 0 N P T > 0.
nxn ' ’ "/ nxn

Como ¢ é completamente positiva, temos ¢™([afa;];;) > 0, e assim

T(D25o1a;®85, D i ai®&;) = > 1D i (plafa;)E;, &) =
=3 (O e(aa)E, &) = (o™ ([a7as)i)E, €) > 0,

de onde vemos que T' é semidefinida positiva, como desejado.

Denote NV = {v € AQH : T(v,v) = 0}. Usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (que é vélida para qualquer forma sesquilinear semidefinida positiva - ver [21],
observacao 2.1.5(1)), é facil verificar que N’ = {v € AQH : T'(v,u) = 0 Yu € ARKH},
de onde vemos que A é um subespaco vetorial de ARQH.

E padrio entdo que T induz um produto interno (,) (ndo degenerado) no espago

(AH) /N, dado por
(9] []) =T(g.h) Vig],[h] € (ASH)/N.

Seja H o completamento de (2A®H) /N na norma induzida pelo produto interno
dado acima. Entao, H é um espaco de Hilbert.

Nés iremos agora construir a *-representacao 1) como no enunciado. Fixado a €
2, e novamente utilizando a propriedade universal do produto tensorial, verifica-se

facilmente que esta bem definida uma aplicagao linear F, : A®H — A®H dada por

Fo(3o10i®8) = >0 abi®&;.

E facil ver que T, T, = Ty, para quaisquer a,b € 2. Observe que T(F,(v),w) =
T(v, Fy«(w)), para quaisquer a € A e v,w € ARH. De fato, tomando arbitrariamente
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a € ev,we AN, se denotarmos v = Y 7| b;®&;, w =Y 1" c;@n;, entdo
T(Fo(v),w) =T 5_1abj@&;, > m ci@n;) = 00 D5 (plciab)Ey,mi) =

=i g le((a’e) b)), mi) = T (325 1b;95, > (a"ei)@n;) = T'(v, Fys (w)),

como desejado.

Afirmamos que para quaisquer a € 2 e v € ARXH temos
T(Fo(v), Fa(v)) < [|al*T (v, ).

De fato, escrevendo v = Z;”Zl b;®¢;, denotando & = (&1,...&,) € H", e C = ¢4,

onde ¢;; = bja*ab;, temos, pelo que acabamos de provar, que

T(Fu(v), Fu(v)) = T(Fo(Fu(v)),v) = T(Fasa(v),v) =
= T(Z?zla*abjébéj, > i bi®g) = Z?:1<Z?:1W(b:a*abj)€jafi> = (p"™(0)¢,€).

Seja A € M, () a matriz diagonal cujas entradas diagonais sao todas iguais a a*a;

entao, obviamente temos

bT bl bn
C = 0 - A 0
by,
Ademais, como ||A|| = ||a*al| = ||a||®, temos 0 < A < ||a||* - I, e portanto
bl by - by
0<O<| t o0 oo |llal®- o] e 0 e [ = lal (o]
b S

Segue-se entéo da positividade de ™ que 0 < p™/(C) < ||a|*¢™ ([b:b,];;), e portanto

T(Fo(v), Fo(v)) = (¢"(0)€,€) < [lal* ("™ ([07b]i5)¢. €) =
= [lall*>2i (70 (60:)5, &) = llal*T (v, v),

provando o afirmado.

Note que isto prova em particular que N é um subespaco F,-invariante, para todo
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a € 2, visto que, para a € A e v € N arbitrarios,
2 2
T(Fu(v), Fa(v)) < [lal["T(v,v) = [[a]|”- 0 =0,

o que implica em F,(v) € N. Naturalmente, fica portanto bem definida uma aplicacao
¢ : A — L(H), onde para todo a € A, ¥(a) é dada por ¥(a)([v]) = [Fa(v)], V][] € H.

Observe agora que t(a) é um operador limitado, pois para [v] € H arbitrdrio temos
[ (@)[o]lI* = |[Fa()]* = T(Fu(v), Fa(v)) < [lal*T (v, v) = [lal* - I[o]]1%,

e portanto |[¢(a)[v]|| < |lall - ||[v]||; em outras palavras, podemos restringir o contra-
dominio de ¢ e considerar ¢ : A — B (7A:l) Usando as propriedades acima verificadas
de F,, é imediato provar que ¢ é uma *-representacao de 2l sobre H.

Provemos que existe uma copia isométrica de H dentro de H: defina

t:H — H
¢ — [ledl.

E 6bvio que ¢ é linear; mais ainda, ¢ é isometria, pois

1)1 = ([1®¢], 1&€]) = T(IRE, 1R€) = (p(171)€,€) = (1€,€) = ||€]1*.

Observe agora que, para a € A e £, € H arbitrérios,

= ([a®¢], [1en]) = (p(1"a), n) = (p(a),n),

provando com isto que ¢ = Ade o .

Falta-nos apenas provar que, se 2 é separavel, entao H pode ser tomado separavel.
Para tanto, tome F' = {a;}ien+ denso em A, e G = {¢;};en+ denso em H. Considere
o subconjunto £ C H dado por somas finitas de elementos da forma [a;®¢;], para
quaisquer i, j € N*. Nos provaremos que E é denso em H.

Primeiro observe que, para qualquer elemento de H da forma [a®¢&], o fato de

a*a < ||a|” - 1 implica em

([a®g], [a®€]) = T(a®€,a®) = (p(a*a)é, zi) < |lal*(p(1)E, &) = [|al® - [|€].

Tome agora € > 0 qualquer, e um elemento de H da forma [b®n]. Por densidade,
tome &; € G tal que |[|[n—§&;|| <e/(2-|b]]), e a; € F tal que ||b—a;|| < /(2 |-
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Entao, temos [a;®¢;] € E e, em virtude do que acabamos de observar acima,

Ib&n] — [a:@&]l| = [[b&(n — & + &)] — [a:@&][| = [[[b&(n — )] — [(0 — a;))@g]|| <
< [[be(n = &I+ 0 = a) @& < 1Bl - lIn = &l + I - 110 — ail| <.

Em outras palavras, provamos que um elemento de H da forma [b®n] pode ser
aproximado arbitrariamente por elementos de E. O caso para um elemento arbitrario
> i i) € H é agora uma conseqiiéncia direta da desigualdade triangular. O

teorema fica assim provado.

D.2 Levantamento de Aplicacoes Positivas

Esta secao contém uma série de resultados importantes sobre que sao utilizados no
texto principal. Dado um espago topolégico compacto Hausdorff X, e ¢ : C(X) —
B/J uma aplicacao linear, unital e positiva, entdo uma aplicagdo linear, unital e
positiva 1 : C'(X) — B tal que p = w o) é dita ser um levantamento unital positivo
de . O nosso objetivo principal nesta segao é provar, com o teorema D.2.14, que se X
¢ um espago métrico, entao toda aplicagao linear, unital e positiva ¢ : C'(X) — B/J
possui um levantamente unital positivo. Este teorema serd em particular usado na

prova de que Ext(X) é um grupo abeliano.

Proposicao D.2.1. Sejam a € A coma >0, ey € A/L tais que yy* < w(a). Entao,
existe y € A tal que m(y) =9 e yy* < a.

Demonstracao. Seja w € A tal que m(w) = y. Denote b = ww* + |a — ww*|. Natural-
mente, ww* < b. Como a — ww* < |a — ww*|, temos também a = ww* + (a — ww*) <

ww* + |a — ww*| = b. Ainda,

m(b) = vy" + |7 (a) — 90| = 99" + 7(a) —yy* = 7(a).
Considere a seqiiéncia {y, fnen+ € 2, onde y,, é dado por

1
yn =P+~ 17w,

Afirmamos que esta seqiiéncia é de Cauchy; de fato, para m,n € N* com m < n,

denote . .
Ay = (b+—-1)"Y2 — (b+ —

. 1)—1/2‘
n m
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Entao,
(yn - ym)(yn - ym>* = a1/2dnmww*dnma1/2 < al/zdnmbdnma1/2a

pois ww* < b. Assim, pelo lema D.1.3, e observando que d,,, comuta com b, vemos
que

”yn - ym”2 = ||(yn - ym)(yn - ym)*” S Hal/zdnmbdnma1/2” =
_ H(bl/anmal/Q)*(bl/anmal/Q)H _ H(bl/Zdnmal/Q)(bl/anmal/Z)*
= ||b"*dpmadumb'? || < |[0"2dnmbdnmb?|| = ||b*d20n]] = 1| Fam (D),

onde f, € C(a(b)) é a fungao dada por

2

Frnl@) =2 (@ + ) — @+ )2 V€ ofh).

Agora, observe que, para x € o(b) arbitrério,

x_xﬂ@+$ﬁﬂ—m+%yﬂ2_
Frn() = e -
oAl + 2 = @+ DY [+ Y2+ @+ 21

(4 D+ ) [+ 5+ (4 )T
(z

2

_ 2 [(z+53) — (@ —3)] _

(@ + 2@+ L[z + 1)V + (@ + 1)172)?

1 1)2

L -3 <

(4 Y@+ L)@+ L)V 4 (z + 1)1/2)°
< z? m =

(+ )@+ D)@+ D)V + (@ + L]

x z1/? 2 2 1
= < —,

(@) L@+ )2+ @+ ) 2] (2 +5) ~ dm
visto que ﬁ <1, que
21/2 21/2 1

< -
I I = 12 4 p1)2 )
(x4 D)2+ (x+ D)V2 = aV2 4 gV/2 2

(caso x # 0; a relagdo é trivialmente satisfeita caso x = 0), e também

m2 m 1 1

(x+ L) m?(mx+1) m(mz+1) “m
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visto que a(b) C R,.

Segue-se que || fum| < 1/(4m), e portanto || fnm(b)|| < 1/(4m), de onde temos
de imediato ||y, — ym||* < 1/(4m), provando deste modo que a seqiiéncia {y,}, é de
Cauchy, como afirmado.

Seja y € A o limite desta seqtiéncia. Note que para todo n € N* temos

1 1 1/2 1 1/2
b§b+—-1:(b+—-1) <b+—-1> ,
n n n

logo

~1/2 1 ~1/2
-1) ww*(b—i——-l) a'’? <
n

—1/2 1 —1/2
Sal/Q(b—i— -1) b<b+—-1> al’? <
n

1 —-1/2 1 1/2 1 1/2 1 —-1/2
§a1/2(b+—-1> (b+—-1) <b+—-1> (b+—-1) al/? =
n n n n

— G122 — a,

yny; = a1/2 (b +

S|~ 3|+

e isto implica portanto em yy* < a.

Finalmente, visto que 7(a)/?(w(a) + 1/n)"2 — 1, e que 7(b) = 7(a), temos

() = 7@ (@) + 1) ) — mw) =,

n

e da unicidade do limite vem que 7(y) = v, provando a proposi¢ao.
|

Coroldrio D.2.2. Sejam a € A coma >0, e b € A/ L tais que 0 < b < 7(a). Entdo,
existe b € A tal que b =7(b) e 0 <b < a.

Demonstracao. Tome 1y = b2 e aplique a proposi¢ao D.2.1.
|

Corolario D.2.3. Seja X um conjunto finito discreto, e seja ¢ : C(X) — A/L uma
aplicacao linear, unital e positiva. Entao, existe uma aplicacao linear, unital e positiva
Y C(X) — A tal que p =T oY,

Demonstragao. Seja X = {x1,...,x,}; para i = 1,...,n, denote por §; € C(X) a

funcéo caracteristica do conjunto {z;}. E fdcil ver que todo elemento de C(X) se
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escreve como combinagdo linear das d;, e que f € C(X), se, e somente se, f-0; €
C(X)4, para todo 1.

Denote a; = ¢(d;). Como ¢ é unital, temos

D@ = 0(0) = o(X,0) = (1) = 1.

Faremos agora um argumento recursivo: temos 0 < a; < 7(1) = 1; logo, pelo
corolario D.2.2; existe a; € A tal que w(a;) = a; e 0 < a; < 1. Agora, lembrando que
1= Zzlzlaia

0<a<1l-—a =7(1-ay),

e assim novamente pelo corolario D.2.2; existe ay € A tal que m(as) = as, e também
0<as <1—aqa.

Prosseguindo desta forma, no k-ésimo estagio encontraremos ap € 2 tal que
m(ag) = ag, e 0 < ap <1-— Zf:_ll a;. Para o ultimo termo, tome a,, = 1 — Z;:ll a;.
Obviamente, 7(a,) =1 — 17" a; = a,.

Definindo entao

Yp:CX) — A
Jo— Z?:lf(xi)aia

temos de imediato que ¢ é uma aplicacao linear unital positiva tal que ¢ = 7 o 1),

provando o desejado.
|

Proposicao D.2.4. Seja X um espago métrico compacto. Entdo, idc(x)y € o limite
pontual de uma seqiéncia de aplicagées apo [y : C(X) — C(X), onde
B : C(X) — C(Yy) € um *-homomorfismo sobrejetor, Yy, é um espago finito dis-

creto, e ay : C(Yy) — C(X) € uma aplicagao linear unital e positiva.

Demonstracao. Fixe k € N* arbitrariamente. Seja Y = yf e X:1<i<n, CX tal
que as bolas abertas com centro nos y¥ e raio 1/k cobrem X. Seja 3, : C'(X) — C(Y%)
o *-homomorfismo dado pela restricao, que é obviamente sobrejetor, pelo teorema de
extensao de Tietze.

Tome {fF}*, uma partigao da unidade subordinada & cobertura das bolas centra-
das nos y¥ e de raio 1/k. Defina entao ay : C(Y;) — C(X) por

ar(g) = Sk 9(uf) - [ Vg € C(Ya),
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que é claramente uma aplicacao linear, unital e positiva.
Vamos provar que oy o (3, converge para idg(x) pontualmente: Sejam € > 0 e
h € C(X) arbitrarios. A continuidade uniforme de h implica em existir um k£ € N* tal
que, para quaisquer z,y € X com d(x,y) < 1/k, tenhamos |h(x) — h(y)| < ¢/2.
Agora, note quese x € X ei € {1,...,n;} sdo tais que f¥(z) > 0, entdo d(x,yF) <
1/k, e portanto |h(z) — h(y¥)| < /2. Assim, para um z € X arbitrario temos

[h(x) = a0 Bu(a)| = [h(x) = 3235 h(yr) - ()] < 320 (@) = hly;)] - £ (@) < g

de onde ||h — ay, 0 Bk|| < €/2 < ¢, e o resultado segue.

Proposicao D.2.5. Suponha que 2 é separdvel. Entao, P1(A,B), com a topologia

da convergéncia pontual na norma, € completo e metrizdvel.

Demonstragao. Que P1(2A,B) com a topologia da convergéncia pontual na norma é
completo segue-se facilmente do fato de que 8 é completo. Denote por By a bola fe-
chada unitéria de 2, e tome {ay, }ren+ € By denso. Definad : P (2, B) x P1(A,B) —

R por .
(@, ¥) = Xnz15, lo(an) = ¥lan)ll,

observando que esta série é obviamente somavel pois ||a,|| < 1 Vn € N*, e assim

l(an) = lan)ll < llelan)ll + [[¢(an)ll < (el + ¥ lanll < (il + [21)-

Obviamente, d(p,p) = 0 Yo € P1(A,B). Se p, ¢ € P1(A,B) forem tais que
d(e,v¢) = 0, entdo ||¢(an) — ¥ (an)|| = 0 Vn € N*, o que implica em ¢(a,) = ¥ (ay,)
para todo n, e por densidade e linearidade temos p = .

A simetria e desigualdade triangular para d sao obviamente satisfeitas, logo vemos
que d é uma métrica sobre P (2, B).

Defina, para cada n € N*, o espaco métrico M,, = {¢(a,) : ¢ € P1(A,B)}, com
a métrica d,, determinada por d,(¢(a,),¥(a,)) = ||l¢(a,) —¥(a,)|. Claramente, a
convergéncia em M,, na métrica d,, é equivalente a convergéncia em M,, na métrica d,
determinada por d,(¢(a,), ¥ (a,)) = min{1, d,(¢(a,), ¥ (a,))}

Observe que a métrica d em P1(2,B) pode ser escrita como

A, 6) = Szl (n), (an))
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Defina agora uma métrica d’ em P;(2,B) determinada por

2(p,0) = Xz plan), v(an).

E fcil ver que a convergéncia em d implica na convergéncia em d.

Afirmamos que se uma net {py}r € P1(A,B) é tal que ) — ¢ pontualmente,
para algum ¢ € Pi(2,B), entdo vy — ¢ na métrica d: de fato, em virtude do
observado acima, basta provarmos que ¢, — ¢ na métrica d'.

Seja € > 0 arbitrario, e tome N € N* tal que > . ;27" < /2. A convergéncia
pontual implica em particular que ¢,(a,) — ¢(a,) na norma para todo n € N*, e
portanto ¢ (a,) — ¢(a,) no espago (M, d.,), para todo n. Assim, paran =1,..., N,
existe A, tal que A > \, implica em d, (¢(a,),¥(a,)) < e/N.

Tome Ag tal que \g > \,,, Vn € {1,..., N}. Assim, para A > )\,

d(0,02) = 35127l (0(an), palan)) = Y027, ((an), x(an))+
oy 4 £ .
+ anN-HQ dn(‘P(an)» @A(an)) < 25:12 1N + anN—i-lQ <ég,

provando deste modo que ¢, — ¢ na métrica d’, e portanto vy — ¢ na métrica d,
como afirmado.

Observe agora que P1(2,B) C C(A,B) é equicontinuo, pois para quaisquer a,b €
AepePi(ADB), temos

lp(a) = o) < llell - lla = bl] < 4llpD)]| - lla = bl = 4[[1]] - la = b,

em virtude do lema D.1.5. Assim, pela proposicao E.1.6, temos que a topologia sobre
P1(2,%8) da convergéncia pontual é equivalente & topologia sobre P;(2(,B) da con-
vergéncia pontual no subconjunto D = {a - a, : a« € C,n € N*} C 2, que é denso em
2.

Finalmente, suponha que uma net {p)}, € P1(2A,B) e p € P1(2A,B) sdo tais que
Yx —  na métrica d. Afirmamos que ¢, — ¢ pontualmente em 2:

De fato, se v, — ¢ na métrica d, entdo obviamente ¢,(a,) — ¢(a,), Vn € N*.

Dados a € C e n € N* quaisquer, como

Il an) = @ala-an)ll = laf - [l(an) = alan)l],

vemos que ¢y (a-a,) — p(a-a,), de onde py — ¢ pontualmente em D, e portanto

wx — @ pontualmente em 2, pelo observado acima, provando o afirmado.
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Fica assim provado que a topologia sobre P;(2,B) da convergéncia pontual é

equivalente a topologia sobre Py (2, B) dada pela métrica d. O resultado segue.
[ |

Antes de prosseguirmos, gostariamos de fazer mais um resultado técnico sobre

decomposicao de elementos positivos de C*-dlgebras.

Lema D.2.6. Seja a € Ay com ||a|| < 1. Entao, a pode ser escrito como combinagao

linear de dois elementos unitdrios de 2.

Demonstragao. A hip6tese garante que o(a) C [0, 1]. Note que, para qualquer ¢t € [0, 1],

vale a igualdade

t:% (t+ivV1—12)+ (t —iv1—t2)].

Naturalmente, tomando as fungoes f1, fo € C(c(a)) determinadas por
fl(t):t—l-’i\/l—tZ, fg(t):t—i\/l—tZ,

vemos que ||fil| = ||foll = 1, ff = fo, fi-fi = f- [T = 1. Segue-se pelo célculo
funcional continuo de a que os elementos f1(a), f2(a) € A sdo unitérios, e ainda

0= 3 1hi(0) + fola)],
provando o lema.
[ |

Observacao D.2.7. Como todo elemento auto-adjunto de 2 pode ser escrito como
combinagao linear de dois positivos, e qualquer elemento de 2 é combinacao linear de
dois auto-adjuntos, escalonando quando necessario temos pelo lema D.2.6 que todo

elemento de 2 pode ser escrito como combinagcao linear de oito elementos unitarios de

2.

Para o resultado seguinte, lembremos que uma identidade aproximada para uma
C*-élgebra 2 é uma net {ey}rea € A tal que 0 > e, |lex]| < 1 para todo A, tal que

A < p implica em ey < e, e tal que

limeya =limaey =a Va € .
XEA XEA

Toda C*-dlgebra possui uma identidade aproximada; a prova deste fato pode ser en-

contrada em diversos livros cldssicos da teoria de C*-algebras, como [18], [17], [9].
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Lembremos também que uma identidade aproximada quase-central para um ideal
bilateral fechado £ de uma C*-algebra 2, é uma identidade aproximada {ey}, para £

que satisfaz adicionalmente
liin llexa —aex|| =0 Va € 2.

Todo ideal £ de 2 possui uma identidade aproximada quase-central; para uma prova
deste fato, ver por exemplo [9], teorema 1.9.16.

A observacao seguinte sera tutil.

Observagao D.2.8. Seja {e)}, uma identidade aproximada quase-central para £.
Denotando por f € C([0,1]) a fungdo raiz quadrada, e observando que o fato de e, e
1 — ey serem positivos, e [[ey|| < 1 e |1 —ey| < 1, implicam em o(ey) Ua(l —ey) C
0, 1], temos que

1/2
ey 21l = 1 £ el = 1fllcwey < 1,

1/2

e da mesma forma ||(1 — e))'/?|| < 1. Em particular, dado j € £ arbitrario, podemos

ver que

11— )25 (1 = ex)2[]P = [I(1 = ex)V2i(1 = ex) V2(1 = ex) V257 (1 — ex)V?|| <
<1 = e) 2P - 15 = el - 171 < 17 - 1151 = ex)l] — 0,

1/2H 0.

e portanto ||(1 — ex)"/2j(1 —ey)

Lema D.2.9. Sejam {e)} uma identidade aproximada quase-central para £, e a € 2.

1/2 1/2 1/2

Entao, ||e}\/2a —ae) || — 0, e também ||(1 —ex)"?a —a(l —ey)"/?|| — 0.

Demonstracao. Em virtude da observacao D.2.7, basta considerarmos o caso em que
a ¢ unitario. Neste caso, é fato que Ad(a) : A — 2A é um *-automorfismo unital, e
que [[a*b|| = ||b|| Vb € A. Seja f € C(R,) a funcao raiz quadrada. Portanto, do lema

D.1.6 temos em particular que

llex*a — aey*|| = [[a* (¢y*a — ae}/*)[| = [|Ad(a) (f(ex)) = f(ex)l] =
[1f(Ad(a)(er)) = fle)l] = lI(f(aexa)) = fler)]]-
Tome € > 0 arbitrério. Os elementos a e a*eya = Ad(a)ey s@o positivos, logo sao
normais, e em particular o(e)) = o(a*eya) C R; assim, pelo lema D.1.8, existe um

d > 0 tal que para quaisquer ¢,d € 2 normais com o(c) Uo(d) C Ry e |[c—d| < 6,
temos [|(c) — £(d)] < <.
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Usando que {e)}, é uma identidade aproximada quase-central para £, existe Ag

tal que A > Ay implica em
|la*exa — ey|| = |lexa — aey|| < 9.

ra, vim ima que a e a*eya sao normais e o(ey) = o(a*eya) C R; portan
Agora, os acima que a e a* sao normais e * C R; portanto,

temos de imediato que, para todo A > A,

ley*a — aey?|| = [|(f(a*era)) — flen)]] <&,

e a primeira parte do lema esta provada.

Para o segundo limite, observe que a definicao de identidade aproximada nos diz
que (1 — ey) é positivo para todo A, logo a*(1 — ey)a também o é, e em particular
sdo todos normais, com o(1 —ey) = o(a*(1 —ey)a) € R. Assim, também para todo

A > \g, teremos

la*(1 —ex)a— (1 —ey)l| = [la*(ex = Da + (1 — eyl =

= |la*exa — a*a+ 1 —ey|| = ||a"era — e, <9,

e portanto

11 = )20 = a(1 = )2l = fla"(1 - ex)"2a = (1 - )2 =
— 1@ (1 = ex)a) = F(1 = en)l| < =

e o lema estda demonstrado.

Facamos agora um lema simples envolvendo limites inferiores de nets em R.

Lema D.2.10. Sejam {ay}x, {bx}x € R nets, com ay — 0. Entao,
lim)\inf(a,\ + b)) < lim)\inf(bA).

Demonstracao. Dado € > 0 arbitrario, tome g tal que A > A\g implica em a) < €.
Assim, para A > \g temos ay + by < € + by, e como para efeitos de calculo do limite

inferior nao interessa o que acontece para A < \g, vemos que

limkinf(a,\ +by) < lim/\inf(s +b\) =¢c+ limkinf(bA).
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Como ¢ foi tomado arbitrariamente, o resultado segue.
[ |

Para os proximos resultados, lembremos da notacao fixada no inicio deste apéndice:
2 e B denotam C*-dlgebras comutativas com unidade, £ é um ideal bilateral fechado
de 2, e J é um ideal bilateral fechado de 2. As aplicacoes de projecao nos quocientes,

A— A/L e B — B/J, sdo ambas denotadas por .
Lema D.2.11. Dado b € B/3J, existe b € B tal que m(b) = b e ||b]| = ||b]].

Demonstragao. Como b*b = b*(b™)* < ||b|\2~1%/3 — 7(]|6]|*- 1), temos pela proposicao
D.2.1 que existe b € B tal que (V') = b*, e ¥/(V')* < ||b]]* - 1s. Fazendo b = (V)*,

teremos entdo que m(b) = b, e ainda b*b < ||b||* - 14, de onde
2 * 2 2
151" = 1[6=6l] < [[I]]” - L]} = [l6]%,
ou seja, o] < [/b]].
A outra desigualdade é ébvia, pois m é contrativo, e o resultado segue.
[ |

Na préxima proposigao, visto que 2 serd tomado separavel, os espagos P1(2,B) e
P1(A,B/J) serao metrizaveis, pela proposicao D.2.5. As métricas sobre estes espacos

serao denotadas por d e d’, respectivamente.
Proposicao D.2.12. Suponha que 2 é separdvel, e sejam ¢,v € P1(2A,B). Entao,
mTop,moh € Pi(A,B/J), e

d(mop,mot)) = mwilxifmw d(p, ).

Demonstracdo. E ébvio que o, mo1) € P1(A,B/3). Além disso, se ¢ € P1(2A,B)

é tal que o' = 7o), entao

d(mop,mot) =322 Im(p(an)) — m(¥(an))] <
< 212 "lle(an) — ¥ (an)|l = dle, ¥),

visto que 7 é contrativo.
Seja {ex}rea € J identidade aproximada quase-central para J. Para cada A defina

Py A — B por

Ua(a) = e p(a)ey” + (1 — e2)/*P(a) (1 — ex)? Va €.
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E imediato verificar que ¢, é uma aplicagao linear, unital e positiva, visto que ¢ e ¥

o sao. Também, visto que m(ey) = 0 pois e, € J, vemos que, para todo a € 2,

m(va(a)) = m(ex)*r(p(a))m(en)V? + (w(1 — ex)m(v(a)m((1 = ex))? = (v (a)),

o que implica portanto em 7 o ¥, = m o 1.
Dado b € B arbitrario, defina nets {bx}xea, {0} }ren € B por

by = ei/Qbel/2 + (1 —exn)?b(1 — e))¥?,

by = (1 —ex)?b(1 — ey)Y2

Afirmamos que by — b. De fato, isto segue da observacao D.2.8 e do lema D.2.9,

visto que

16— ball = [lb(ex + 1 — €x) — e)/?bey® — (1 — e3)/?b(1 — ey)/?|| =
= [1(e5/*b = bey/*)ey* — (1 = ex)Y2b — b(1 — ex)?)(1 — ex) 2] <
< eI - 11ex2b = bey 2|+ [1(1 = ex) 2] - [|(1 = ex)Y2b — b(1 — ex)?]| <

< [lex*b — bey*[] + [1(1 — ex)/2b — b(1 — ex)V?|| — 0,

provando que by — b, como afirmado.

Para cada A defina ¢, : )l — B por
oa(a) = ey *p(a)ey” + (1 — en)2p(a)(1 — ex)/? Va € 2,

observando que ¢, € P1(,B). Entao, em virtude do que acabamos de provar acima,
vemos que @, — ¢, na topologia sobre P1(2,B) da convergéncia pontual, que é
equivalente a convergéncia na métrica d, pela proposicao D.2.5. Em outras palavras,

a net {d(p,px)}r C R é tal que d(¢p, pr) — 0. Agora, como

d(p, ) < d(p, ox) + d(pa; ¥a),

podemos concluir pelo lema D.2.10 que

igf d(p,¥n) < limAiIlf d(p,¥n) < hInAinf(d(% ©x) + d(pa, ¥a)) < lim)\inf d(px, Py).

Afirmamos agora que lim, ||V} || = [|7(b)||. De fato, pelo lema D.2.11, tome ¢ € B

tal que m(c) = w(b) e ||c|| = ||7(b)||. Escreva b = ¢+ j, para algum j € J, e considere
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a net {jx}rea dada por
= (1 — 6)\)1/2j(1 — 6/\)1/2.

Sabemos da observacao D.2.8 que j, — 0; logo,

511 = 111 = )2 (e + 7)1 = ex)*[] < [1(1 = ex)2e(1 — ) 2]| + [ljall <
<1 =) 217 - flell + Iaall < Nell + aall — liell = = @)1

e portanto
fin sup 15 < tim sup({fef] + flall) = tim(llefl + [ljall) = flell = ll= (@)l

Por outro lado, usando a observacao D.1.7 para o *-homomorfismo 7 : B8 — 9B/37,

e que m(1 —ey) = 1, temos
511> [l ()] = 1(m(1 = ex)) 2 a(b)(m(1 = ex)) || = | ()]
logo 7m(b) < liminf), ||V}, e portanto

limsup || || < 7 (b) < hm}\infﬂ(b’)\),
A

de onde segue de imediato que 7(b) = lim, ||b} ||, estabelecendo o afirmado.

Seja € > 0 arbitrario. Tome N € N* tal que

1 €
2 o < Wl ST D

n>N

Para cada n tal que 1 < n < N, usando a afirmacao que acabamos de provar para
b, = ¢(a,) —1(a,), podemos tomar um \g tal que, para qualquer A > \gel <n < N

tenhamos

1(1 = ex)2(p(an) = ¥(an))(L = ) ?|| < |7 (p(an) = (@) + 55 2N

Assim, para A > )¢ teremos

d(px,92) = 225127 " lealan) = Ualan)| =

= 212 "l (elan) = plan))ey™ + (1 = ex)*(lan) = dlan)) (1 = en) || =
= 212"l = en)' 2 (@lan) = t(an))(1 = ex) 2] =

= 1271 — )2 ((an) — ¥(@n)) (1 — ex) 2|+
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+ w2 (1 = )P (p(an) = (an))(1 = )] <
< 327"l = ea) 2 (l@n) = W(an)) (1 — ex)?|+
+ w2 "I = )21 [l (p(an) = d(an))l] <

€

< L2 (r(plan) — Y@l + 5a) + S "l + 161) <

< EL2 (o) — vla)l+ § + (gl + ) <

3
lell + {1l + 1)

<d’(7T090,7r01/J)+§

Portanto,

iI}\lf d(p,y) < lim/\inf d(ox, hy) < lim/\inf(d’(w o, o)+ g) =

€
:d/(ﬂ'ogo,wow)—i—i <d(mop,mor))+e.
Assim, vemos que existe X' tal que ¢’ := 1y é tal que

d(p, ") <d'(mop,mo))+e,

e como 7o' = o1, segue-se de imediato que

d(mopmoy)=_ inf dpy),

como queriamos provar.

Corolario D.2.13. Suponha que A € separdvel. Entao, o subconjunto de P1(2A,B/J)
formado pelas aplicacoes que possuem levantamento unital positivo, é fechado na to-

pologia da convergéncia pontual.

Demonstragao. Sabemos que P1(2,B/J) com a topologia da convergéncia pontual é
metrizavel (denotemos a métrica padrao deste espaco por d', como de costume), logo
esta topologia pode ser descrita usando apenas seqiiéncias. Suponha que {@x }ren+ C
P1(A,B/3) é uma seqiiéncia de aplicagdes que possuem levantamento unital positivo,
e que convergem pontualmente para algum ¢ € P (A, B/J).

Tomando uma subseqiiéncia se necessario, podemos supor sem perda de generali-
dade que d'(pr, pri1) < 27F, para todo k € N*. Seja 1, € P1(,B) um levantamento
de ¢, isto é, o1 = m o). Entao, pela proposicao D.2.12,

d,((ﬂ27 901) == 1nf d(wla ¢,)7

mo =pa
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e portanto existe 1, € P1(A,B) tal que mo 1y = py e d(1)y1,109) < 271, Prosseguindo
recursivamente desta forma, obtemos uma seqiiéncia {¢yren € P1(A,B) tal que
To, = o e d(tby, Ypy1) < 27F, para todo k € N*. Em particular, vemos que esta
seqliéncia {1y} é de Cauchy, e portanto possui um limite ¢ € P1(2,B) na métrica d
(lembrando que (P1(2,B),d) é completo, pela proposigao D.2.5).

Considere a aplicacao n : (P1(2(,B),d) — (P1(A,B/J),d") dada por n(p) = moyp;
como d'(mop1,m009) < d(01,02) Vo1, 02 € P1(2,B), vemos que a fungao n é continua,
e portanto

mo =) = nlimyy) = limn(dy) = lim @, = ¢,

de onde ¢ possui um levantamento unital positivo, e o resultado segue.

Finalmente, o resultado principal da secao.

Teorema D.2.14. Seja X um espaco métrico compacto, e J um ideal bilateral fechado
de B. Se p : C(X) — B/J € uma aplicagio unital positiva, entdo ¢ possui um

levantamento unital positivo.

Demonstra¢ao. Como X é métrico, temos que C(X) é separdvel. Tome arbitra-
riamente ¢ € P1(C(X),B/J). Considere as aplicagoes ¢ : C(X) — B/J da-
das por ¢, = ¢ o ay o B, onde o e [ sao como na proposicao D.2.4. Entao, é
claro que ¢, — ¢ pontualmente, pois oy, o B, — id¢(x) pontualmente. Ademais,
poag € P1(C(Yy),B/J), para todo k. Entao, pelo corolario D.2.3, para todo k existe
Y € P1(C(Yy),B) tal que p o oy, = 7 0 1.

Ora, mas (3 é um *-homomorfismo unital, e portanto em particular positivo; logo,

Wy o B, € P1(C(X),B). Observe ainda que

mo(Yrofy) = (moty)ofr=¢poaof =y

de onde vemos que @, possui levantamento unital positivo. Temos agora de imediato
do corolério D.2.13 que ¢ também terd levantamento unital positivo, e o teorema esta

demonstrado.
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Apeéndice E

Topologia (zeral

E.1 Resultados Auxiliares

Nesta secao, X denota um espaco métrico compacto, a menos que dito em contrario.
No texto principal, em alguns momentos precisamos de resultados tteis de topologia
geral, e em particular sobre espagos métricos compactos. Por completeza, incluimos

alguns deles aqui.

Proposicao E.1.1. Sejam A,V C X, com V aberto e A C V. Entao, exviste U C X
aberto contendo A e tal que U C V.

Demonstracdo. Para cada z € A, tome V, C X um aberto tal que z € V, e V, cV,
como por exemplo uma bola aberta com centro em x e raio suficientemente pequeno.
A familia {V,}, forma uma cobertura de abertos de A, e podemos portanto extrair
uma subcobertura finita V4,...,V,. Entao, U =V, U---UV, é aberto, A C U, e ainda

provando o desejado.

Proposicao E.1.2. Sejam A C X fechado, e f € C(X) tal que fla = 0. Entao, f é

um limite uniforme de funcoes que se anulam em vizinhancas abertas de A.

Demonstragao. Sejae > 0 arbitrario. Pela continuidade uniforme de f (X é compacto),
existe um aberto V' C X tal que A C V, e |f(z)| < e, Yo € V. Da proposi¢ao E.1.1,
tome U C X aberto contendo A e tal que U C V. Pelo lema de Urysohn, tome
h € C(X) tal que ran(h) C [0,1], hly =0, e h|x\y = 1.
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Defina g := hf, e observe que g se anula em uma vizinhanca aberta U de A. Dado

x € X, temos 2 casos para analisar: se z € X\V, entao

[f(x) = g(@)| = [f(2)] - [1 = h(x)] = [f(x)] - [1 = 1] = 0;

no outro caso, se x € V, entao |f(z)| < ¢, e portanto

[f(x) = g(@)] = [f(@)] - [1 = h(x)| = [f(2)] - [1 = 0] <e.
Segue-se dai que ||f — g|| < ¢, o que prova o desejado.
|

Proposicao E.1.3. Sejam A,V C X, com V aberto e A C V. Entao, eziste f € C(X)
tal que fla =1 esupp(f) C V.

Demonstracdo. Em virtude da proposicao E.1.1, tome U C X aberto contendo A e
tal que U C V. Pelo lema de Urysohn, existe uma funcio f € C(X) tal que f|4 = 1
e flx\v = 0. Portanto, supp(f) C U C V, de onde f é como querfamos.

Para a préxima proposicao, precisamos do conceito de espaco topoldgico perfei-
tamente normal: dado X um espaco topoldgico 17, dizemos que X é perfeitamente
normal quando para cada par de subconjuntos A, B C X, existe uma funcao continua
f:X —[0,1] tal que A= f71(0) e B= f(-1).

E fato que todo espago métrico é perfeitamente normal; ver por exemplo [23],

exercicio 15C.2.

Proposicao E.1.4. Sejam A, B C X fechados tal que X = AU B, e AN B = {x},
para algum xo € X. Entdo, existe uma fun¢do continua p : X — [—1,1] tal que

p(zo) =0, p <0 em A\{zo}, e p >0 em B\{zo}.

Demonstracao. O conjunto B, com a topologia induzida de X, é um espago métrico
compacto, e portanto perfeitamente normal. Tome um r > 0. Entao, existe uma
funcio continua py, : B — [0,1] tal que {zo} = p;'(0), B\B(zo,7) = py'(1). Em
particular, py > 0 em B\{zo}, e pa(xo) = 0.

Similarmente, existe p, : A — [0, 1] continua tal que {zo} = p; (1), A\B(zo,7) =
p11(0); definindo p; : A — [—1,0] por p; := P, — 1, temos entdo que py(z¢) = 0 e
p1 < 0em A\{zo}.
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Temos X = AU B, as fungoes py, ps sdo continuas, e p1(ANB) = p1(xg) = pa(zo) =
p2(A N B); logo, estard bem definida e serd continua a fungao p : X — [—1,1] dada
por

pi(xr) sex e A
p(r) = )
po(x) sex € B.
Por construgao, p é tal que p(xg) = 0, p < 0 em A\{zo}, e p > 0 em B\{zp}, e a

proposicao esta provada.
[ |

Dado X um espago topoldgico, e A C X fechado, denotaremos por X/A o espago
quociente obtido ao colapsarmos A em um ponto a. Em outras palavras, X/A =

(X\A) U {a} com a topologia quociente da aplicagdo p : X — X /A dada por

p(x):{x sex € X\A

a sexcA.

Proposicao E.1.5. Seja X espagco métrico compacto com métrica d, e A C X fechado.

Entao, X/A € um espago métrico compacto, com a métrica d' dada por

d(z,y) sex,y € X\A
d([z], [y]) = { dist(z,A) seye A
dist(A,y) sex € A.

Demonstracao. E facil verificar que d’ como acima estd bem definida e satisfaz os
axiomas de métrica. Queremos provar que a topologia sobre X/A induzida por d' é
equivalente a topologia quociente da aplicagao p : X — X /A mencionada acima.

Tome {V)}rean uma base de abertos de X/A na topologia quociente. Dado V)
arbitrario, afirmamos que V) contém uma bola aberta da topologia induzida por d'.
De fato, temos dois casos para analisar: caso a ¢ V), entao V) é homeomorfo (via
p) a um aberto V{ € X\A. Considere B = B(x,r) C X uma bola aberta contida
em V); entdo, é imediato ver que p(B) = By /([z],r), e ainda p(B) C V), verificando
o afirmado neste caso. Concluimos dai que a topologia da métrica é mais fina que a
topologia quociente.

Caso a € Vi, entdo p~1(Vy) C X é um aberto tal que A C p~1(V}). Logo, existe um
r > 0 tal que o conjunto W = {x € X : dist(z, A) < r} satisfaz W € p~1(V}). E claro
que p(W) = {[z] € X/A: d'([z],a) < r} = Ba(a,r), e também p(W) C p(p~'(11)) C

V), de onde segue o afirmado.
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Por outro lado, tome arbitrariamente [z] € X/A com [z] # a, e 0 < r < dist(z, A).
Entao, By ([z],7) = {[y] € X/A : d'([y],[z]) < r} é tal que p~'(By([z],7)) = Ba(z,r),
e de onde By ([z],r) é aberto na topologia quociente. Também, para todo r > 0
temos que p~'(Bg(a,r)) = {y € X : dist(y, A) < r}, que é um conjunto aberto de
X, e portanto Bg(a,r) é aberto na topologia quociente. Como a colegao de todas
estas bolas consideradas constitui-se em uma base de abertos para o espago métrico
(X/A,d), vemos que a topologia quociente é mais fina que a topologia da métrica.

Fica assim provado que as topologias sao equivalentes, como queriamos. Além

disso, é 6bvio que X/A é compacto, visto que é imagem continua de um compacto.
[ |

Lembremos que dados X um espaco topolégico Hausdorff e Y um espacgo métrico,
dizemos que um subconjunto F C C(X,Y) é equicontinuo quando para quaisquer
e>0ex € X existe um aberto V C X com z € V, tal que d(g(y), g(z)) < ¢, para
todoyeVegeF.

Proposicao E.1.6. Sejam X um espacgo topolégico Hausdorff, Y um espaco métrico,
D C X denso em X, e F C C(X,Y) equicontinuo. Entdo, a topologia sobre F da

convergéncia pontual coincide com a topologia da convergéncia pontual em D.

Demonstragao. Se {fa}x € F e f € F sao tais que f, — [ pontualmente, entao
obviamente fy, — f pontualmente em D, ou seja, fi(d) — f(d) Vd € D.

Por outro lado, suponha que {fi}» C F e f € F sao tais que f, — [ pontu-
almente em D. Dado z € X e ¢ > 0 arbitrarios, tome V C X aberto com x € V
resultante da equicontinuidade de F para ¢’ = ¢/3. Por densidade, tome d € V N D.
Da equicontinuidade temos portanto d(f(d), f(x)) < /3. A convergéncia pontual em
D nos garante a existéncia de um Ay tal que A > Xy implica em d(fx\(d), f(d)) < /3.
Entao, para todo A > A,

d(fa(x), f(x)) < (fa(@), [(d) + d(fx(d), (d) + d(f(d), f(x)) <e/3+e/3+¢/3 =¢,

e o resultado segue.

E.2 Espacos Topoldgicos Totalmente Desconexos

Os fundamentos da teoria de espagos topolédgicos totalmente desconexos sao discutidos

com mais detalhes por exemplo em [23]; nés faremos aqui um apanhado dos resultados
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sobre estes espacos, nos restringindo apenas aos espagos métricos compactos que sao
totalmente desconexos. Para estes espacos, existe uma grande quantidade de maneiras,
todas equivalentes, de se definir um espaco totalmente desconexo.
Dado um espaco topolégico X, dizemos que um subconjunto A C X é clopen
quando A é um conjunto que é simultaneamente aberto e fechado na topologia de X.
Um espaco métrico compacto X é dito ser totalmente desconexo se ele satisfaz a

qualquer uma das condigoes equivalentes:

e Os unicos subconjuntos conexos e nao vazios de X sao os conjuntos formados

por um unico ponto;
e Cada ponto de X possui um sistema fundamental de vizinhangas clopen;
e X possui uma base enumeravel de conjuntos clopen;

e Para cada A C X fechado e x € X\A, existe B C X clopen tal que z € B e
AN B =0;

e Para quaisquer x,y € X distintos, existe A C X clopen tal que A contém z e

nao y;

E fato que subespacos de espacos topologicos totalmente desconexos sao também
totalmente desconexos, e que produtos de espacos topolégicos totalmente desconexos
sao também totalmente desconexos. Exemplos de espagos totalmente desconexos in-
cluem qualquer espaco discreto, o conjunto de Cantor, e o conjunto Q dos racionais

(estes dois ultimos com as topologias induzidas de R).

Lema E.2.1. Seja X um espago métrico compacto. Entao, os idempotentes de C'(X)

sao precisamente as fungoes caracteristicas de subconjuntos clopen de X.

Demonstragdo. Seja f € C(X) um idempotente. Entao, f = 1;-1(51}). Obviamente
f71({1}) é fechado, pois ¢ imagem inversa de um fechado por uma fungiao continua,
e ¢ aberto pois é o complementar de f~! ({0}), que ¢ fechado pela mesma razao de
S~ ({1}) ser fechado.

Por outro lado, se U é um subconjunto clopen de X, afirmamos que 1y é continua:
de fato, seja V um aberto de C. Se 1 € V entdo (1)~ (V) = U, que é aberto, e se
1 ¢V entdo (1) (V) = U®, que também é aberto. Desta forma, fica provado que

1y é um idempotente de C'(X), e o resultado segue.
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Proposicao E.2.2. Seja X um espaco métrico compacto. FEntao, X € totalmente

desconero se, e somente se, C(X) é gerado por uma familia de idempotentes.

Demonstracao. (=) Seja 2 a sub-C*-dlgebra de C'(X) gerada por todos os seus idem-
potentes. Queremos mostrar que 2 = C(X). De fato, 2 contém a identidade da
algebra C'(X), visto que é um idempotente; conseqiientemente, 2 contém as fungoes
constantes. Provaremos agora que 2 separa pontos de X: sejam x,y € X distintos.
Como X é totalmente desconexo por hipdtese, existe uma vizinhanca clopen V de x
que nao contém y. Pelo lema E.2.1, a funcao caracteristica de V' é um idempotente
de C'(X), que evidentemente separa os pontos = e y. Segue-se que A = C(X), por
Stone-Weierstrass.

(<) Denote por P a familia de idempotentes que gera C'(X). Entao, P separa
pontos de X, pois caso contrario C'(X) = C*(P) nao separaria pontos de X. Dados
xr,y € X distintos, existe portanto um idempotente f € P separando z e y. Como
f = 1y para algum subconjunto clopen U de X, vemos que existe um subconjunto
clopen de X que contém x e nao contém y, de onde concluimos que X é totalmente

desconexo.
[ |

Lema E.2.3. Sejam X wum espaco métrico compacto totalmente desconexo, e
e > 0. FEntao, exriste uma cobertura disjunta e finita de X por subconjuntos clopen

com diametros menores que .

Demonstracao. Pela compacidade e o fato de X ser totalmente desconexo, tome

Uy, ...,U, uma cobertura finita de X por subconjuntos clopen com diametros me-
nores que €. Definindo conjuntos Vy,...,V, por Vi = Uy, e V, = U\(U; U --- U U;_4),
para i = 2,...,n, é trivial verificar que Vi, ..., V, é uma cobertura como desejado.

[ |

Proposicao E.2.4. Sejam X um espaco métrico compacto totalmente desconexo, e
a € X. Entao, podemos escrever X\{a} ou como a reuniao disjunta de uma familia
finita de subconjuntos clopen de X, ou como a reuniao disjunta de uma familia enu-

merdvel de subconjuntos clopen de X, cujos diametros tendem para zero.

Demonstracao. Pelo lema E.2.3 seja Vl(l), ey Vn(ll) uma cobertura disjunta para X de
subconjuntos clopen cujos diametros sao menores que 1/(diam(X)+1), e suponha sem
perda de generalidade que a € Vn(l1 ). No caso em que {a} = Vn(l1 ) nao h4 mais nada

o que fazer, visto que existe portanto uma familia finita como no enunciado. Caso
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contrario, observe que Vn(11 )¢ por si s6 um espago métrico compacto com a topologia
induzida, que é totalmente desconexo; logo, podemos repetir o argumento para Vn(ll )
eac Véf), e tomar V1(2)7 ceey V,g) uma cobertura disjunta para Vn(ll) de subconjuntos

. o .
clopen de Vn(l) cujos diametros sao menores que

1 1
min < — | 0 ,
2 diam (Vi) + 1

ea € Vn(f). Prosseguindo desta forma, pode ou nao existir um r € N* tal que
{a} = Vn(:); caso ele exista o resultado estda automaticamente demonstrado, conforme
visto no caso r = 1. Assumamos portanto que o argumento acima seja realizado
para cada k € N* tomando Vl(k), . .,Vn(,’f) uma cobertura disjunta para Véffll) de

: k—1) . o .
subconjuntos clopen de Vyf,cfl ) cujos diametros sao menores que

. 1 1
min , — :
{Qk_l diam(Vn(f_ll)) +1 }

eac V,S,]: ). Isto nos dard uma familia de subconjuntos clopen de X, disjuntos dois a

dois, cujos diametros tendem para zero,

vl v v v v®

ni—1» na—17

que denotaremos por {V, }men+, a enumeragao dada como acima. Observe que
X = (Un¥in) 0 (AN (Uatr)) = (Ua¥in) 0 (PV7):

Por construcao, o conjunto V = ﬂkeN*Vé,’:) ¢ nao vazio, visto que a € Vn(,]f)
para todo k. Na verdade, observando que os diametros dos conjuntos Vn(,l:) ten-
dem para zero, temos que diam(V) = 0, e portanto V = {a}. Segue-se dai que
X = (Ume) U (N, Vn(,]f)) = (Ume) U {a}, e a proposic¢ao estd demonstrada.

Corolario E.2.5. Sejam X um espaco métrico compacto totalmente desconexo, e
A C X fechado. Entdo, podemos escrever X\ A ou como a reunidao disjunta de uma
familia finita de subconjuntos clopen de X, ou como a reunido disjunta de uma familia

enumerdvel de subconjuntos clopen de X, cujos diametros tendem para zero.

Demonstracao. Vejamos apenas o caso infinito; o caso finito segue da mesma maneira,

porém sem as complicagoes adicionais envolvendo diametros tendendo para zero.
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Pela proposigao E.1.5 o espaco X/A é métrico e compacto, e também ¢ totalmente
desconexo pois é o quociente de um espagco totalmente desconexo. Denote a = p(A), e
aplique a proposi¢ao E.2.4 para o espago X/A e o ponto a. Logo, (X/A)\{a} = X\A
é escrito como a reunido disjunta de subconjuntos clopen de X/A cujos diametros
tendem para zero, que denotaremos por X, Xs,.... Observe que X; ¢é clopen em X
para todo i, visto que p~!(X;) = X; e pela definicio da topologia quociente em X /A.
O requerimento dos diametros dos conjuntos clopen tenderem para zero é conseqiiéncia

da definigao da métrica em X /A, dada na proposigao E.1.5.

Observacgao E.2.6. Observe que esta implicito na demonstragao do caso infinito da
proposigao E.2.4 que a familia {X;}; de subconjuntos clopen de X satisfaz
dist(X;,a) — 0, e portanto também no caso infinito do coroldrio E.2.5 temos
dist(X;, A) — 0.

Observacao E.2.7. Complementando a discussao da secao 4.3, é um fato da teoria de
limites projetivos de espagos métricos compactos que, se o diametro das componentes
conexas dos espacos X tendem para zero quando k — 00, entao as componentes
conexas do limite projetivo @(Xk,pk) tem diametro zero, e portanto neste caso o

espaco lln(X k, Pr) € totalmente desconexo.
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