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Resumo

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade de solugoes fortes de um
modelo de ondas com efeitos térmicos em um dominio limitado do R™, na presenca
de uma dissipagao localizada em uma vizinhanca da fronteira do dominio. Também
provamos a estabilizacao da energia total do sistema com taxas de decaimento ex-
ponencial. Para obtencao da existéncia de solugoes usamos o método de Galerkin
enquanto que a estabilizacao ou decaimento da energia é obtida via Lema de Nakao
considerando-se o Método de Multiplicadores associado com adequadas estimativas

de energia e um argumento de continuacao unica (Teorema de Holmgreen).



Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of strong solutions for a
model of waves with termal efects in a bounded domain of R™ and with a localized
linear dissipative term. Also we prove the exponential stabilization of the total en-
ergy of the system. To prove the existence of solutions we use the Galerkin method.
The stabilization of the energy is obtained via Nakao’s method and the multiplier
method associated with special energy estimates and the unique continuation prin-

ciple (Holmgreen’s theorem).
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Introducao

O seguinte problema de valor inicial para a equagao unidimensional da onda
acoplada de modo linear com a equacao unidimensional do calor é chamado na
literatura como sistema termoeldstico. Este problema modela vibragoes de uma
barra muito fina, homogénea, formada por material condutor de calor sujeita a

efeitos térmicos.

(

Upy — Ugy + bl =0, O<z<L, 0<t<T,
0y — Opp + Bugy =0, O<z<L, 0<t<T,
u(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(z) e 0(x,0)=0(x), 0<x<L,
\ u(0,t) = u(L,t) = 0(0,t) = 0(L,t) =0, 0<t<T.

Aqui v = u(z,t) é a fungdo deslocamento, § = 0(x,t) é a temperatura da barra, «
e [ sao nimeros reais positivos que descrevem o acoplamento.

Um importante trabalho sobre este sistema é o trabalho de C. Dafermos [2],
onde prova-se a existéncia, unicidade, regularidade da solu¢ao do sistema (1) e o
comportamento assintotico da solucao quando ¢ — oo. De fato, este trabalho é
o precursor no que se refere ao estudo de sistemas termoeldsticos. Em Dassios e
Grillakis [8], estudou-se o decaimento da energia para um modelo isotrépico em R3,
a qual os autores dividiram em trés partes: energia cinética, energia de deformacao
e energia térmica. Eles concluiram que quando os dados iniciais sao regulares com
suporte compacto, as trés partes da energia decaem para zero, quando ¢ — 0o na
razao t_(m+%), sendo m um numero real positivo adequado que depende dos dados

niciais.



No caso especial do sistema termoeldstico em um meio isotrépico, nao ho-

mogéneo, limitado, em dimensao n:

( p(z)uy — B*Au — (a® — 0*)V(divu) + auy +
+q(x)u + VO = 0, reQ, t>0
p(x)0y — kA + Bdivu, = 0, reQ, t>0 @)
u(z,0) = ug(x), w(x,0) =u(z), x €}
0(z,0) = 6bp(x), z €
u(z,t) =0=6(z,t), xed, t>0,

com uma forca de restauracao proporcional a velocidade do vetor deslocamento, D.
Carvalho e G.P Menzala [3] provaram que a energia total do sistema decai para zero
de modo exponencial.

Em J. E. M. Rivera [10], prova-se que a energia do sistema (1) decai para zero
exponencialmente quando t — +o0co. De fato, esse trabalho foi surpreendente pois
C. Dafermos [2] ndo obteve taxas uniformes em seu trabalho.

Posteriormente D. Henry, O. Lopes e Perisinotto [4], mostraram que as trés
partes da energia decaem exponencialmente para zero no caso unidimensional, mas
nao quando n > 1. Os autores provaram o decaimento assintotico, estudando o
espectro essencial de semigrupos associados ao sistema termoelastico.

Além destes trabalhos, podemos citar outros trabalhos relacionados a termoe-
lasticidade como W. Scott Hansen [28] ¢ J. E. M. Rivera [11], [12] e [13].

Em E. Bisognin, V. Bisognin, R. Coimbra Charao [5] e [6] estudaram a esta-
bilizacao do sistema de elasticidade linear com dissipacao localizada. Observamos
que nos trabalhos sobre sistemas termoelasticos acima mencionados a dissipacao é
considerada efetiva sobre todo o dominio.

Neste trabalho estudamos um problema que generaliza o sistema (1) e o tra-

balho de D. Carvalho e G.P Menzala [3]. O problema de valor inicial e de fronteira



que consideramos ¢é o seguinte:

(

uy — Au + VO + a(x)u, = 0, re, t>0

0, — AO + divu; = 0, re, t>0

uw(z,0) = ug(x), ux,0)=ui(x), z€ (3)
6(z,0) = by(x), zr €

u(z,t) =0=0(z,1), redd, t>0

sendo u = u(z,t) = (u'(x,t),u?(x,t),...,u"(x,t)), 6 =0(x,t), 2 C R" um con-
junto aberto limitado regular do R™, n > 1, (ug,uq,0y) as condigbes iniciais e
a:Q — RT uma func¢ao de L>°(£2) que é efetiva apenas em uma parte do dominio
Q, isto é, a(z) > ap > 0 apenas em uma vizinhanca da fronteira de 2. Assim, a
dissipacao que consideramos neste trabalho é localizada e, portanto, mais fraca que
a dissipacao considerada no trabalho de D. Carvalho e G.P Menzala [3]. Notamos
que quando p(z) =1, a=b=F=k=1, q(r) =0 e a(x) = a, entdo o sistema (2)
¢ exatamente o sistema (3).

Portanto, neste trabalho estudamos no capitulo 2 a existéncia e unicidade de
solugbes para o sistema (3). No capitulo 3, estudamos a estabilizacao da energia
total do sistema (3) e obtemos taxas de decaimento exponencial.

Para obtencao de existéncia de solugoes, usamos o método de Galerkin, en-
quanto que a estabilizacao ou decaimento da energia é obtido via Lema de Nakao,
considerando-se o Método de Multiplicadores associado com adequadas estimativas

de energia e um argumento de continuagao unica.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados bésicos os quais
serao utilizados nos capitulos posteriores. As demonstragées sdo omitidas por se
tratarem de resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados,
junto com suas demonstragoes, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo {2 representara um subconjunto aberto e

limitado do R™.

1.1 Notacoes

1. K indica o corpo R ou C.

2. lal = a1 + ag + -+, para a = (aq, -+ ,a,) € N*, neN,

olel
3. Dau:—u, a = (a1, - ,a,), a; € N.

4. Se f: Q) C R" — R é diferenciavel, entao o gradiente de f, que sera denotado

por Vf ,é definido como o vetor de R™ dado por Vf = (%, e %).

5. Se F(x) = (fi(x),..., fo(x)) é um campo vetorial de classe C, definimos o
divergente de F(x), denotado por divF como divF =V -F = E (9f , onde
T
i=1
V é o operador definido como V = <aixlv 8%2, ce %).



n_ o2
6. O Laplaciano de uma funcao f é definido como div(Vf) =V -V f = g %
14
i=1 i

e é denotado por Af.

Identidades Uteis

Se f, g sdo funcgoes escalares de classe C1(2), © C R™ aberto, ¢ uma constante
real ¢ F e G sao campos vetoriais também de classe C'(f2), entao as seguintes

relacoes podem ser facilmente provadas.
1. V(f+g9)=Vf+Vyg
2. V(cf)=cVf

3. V(fg)=fVg+gVf
4. div(F+ G) =divF +divG

5. div(fF) = fdivF + F -V

1.2 Topologias Fraca e Fraca-x

Um espago métrico é dito completo quando toda sucessao de Cauchy nesse
espaco for convergente. Um espaco vetorial normado que é completo, relativamente
a métrica induzida pela norma, chama-se espago de Banach.

Um espaco vetorial com produto interno V' denomina-se um espago de Hilbert
V,se V é um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Um espago métrico E é dito separavel se existe um subconjunto D C F, tal
que D é enumeravel e denso em E. Seja F um espaco de Banach e seja f € F’
designamos por Ty : E — K a aplicagao dada por T¢(z) = (f, ), onde a notacao
(f,z) indica o funcional f calculado em x. A qui E' é o dual de E dado por
E® :{f :E— K; f linear e continua}.

A topologia fraca o(FE, E') sobre E é a topologia menos fina sobre E que torna
continua todas as aplicagoes () rep.

Se E é espago normado, diz-se que x,, — x forte em E se ||z, — z||g — 0.



Dada uma sucessao x,, em E espaco normado, a notagao de convergeéncia fraca

¢ indicada por:
z, =z o(E,E') ousimplesmente x, — z fraco em o(E,E’).
Proposicao 1.1 Seja x,, uma sucessao em E. Entdo:
(1) x, =z o(E,E") se e somente se (f,z,) — (f,z), Vf€FE;
(i1) x, — x forte em E, entdo x, — x fraco em E.

Demonstragao em Brézis [9].

Seja E' o dual de £ munido da norma || f|| = supjz<i|f(x)| e E” o bidual
munido da norma ||§|| = supser, <1 [{€; f)|- A topologia fraca-+ denotada por
o(E',E) é a topologia menos fina sobre £’ que torna continua todas as aplicagdes
(Ty)eep, onde T, : B — K, (T,,,f), Vf€FE.

Dada uma sucessao f, em E’ a notacio de convergéncia fraca-x pode ser f, = x

o(E', E) ou simplesmente z,, — x fraco-x o(F', F).
Proposicao 1.2 Seja E um espago de Banach e seja f, uma sucessio de E' entao:
(i) fn > f o(E' E) se e somente se (fn,x) — (f,x), Vo€ E;
(i) fn, — f, entao f, — f o(E',E").
(iii) fn, — f o(E',E"), entdio f, > f o(E', E);
(iv) Se f, = f o(E',E), entdo || fu| ¢ limitada e || f| < lim inf|fall;
(v) Se f = f o(E' E) e x, — x fonte em E, entio (f,,x,) — (f,z).

Demonstragao em Brézis [9].

1.3 Distribuicoes

Seja f : 2 — K uma funcao. O suporte de f, que denotaremos por supp f, é

o fecho em €2 do seguinte conjunto:

{z € % f(x) # 0},



Definicao 1.1 Representamos por C§°(2) o conjunto das fungoes u : Q — K,
cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte € um con-

Junto compacto de Q2. Os elementos de C§°(§2) sdo chamados de fungdes testes.

Naturalmente, C§°(€2) é um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais

de soma de fungoes e de multiplicacao por escalar.

Nocgao de convergéncia em C§°(12)

Definicao 1.2 Sejam (¢r) uma sequéncia em C3°(Q2) e ¢ € C§(R2). Dizemos que

P — @ se:
i) 3K C Q, K compacto, tal que Supp pr C K, para todo k € N;

it) Para cada o € N", D* p(x) — D*¢(x) wuniformemente em x € ).

Defini¢ao 1.3 O espago vetorial C§°(2) com a nogdo de convergéncia definida

acima € denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungoes testes.

Defini¢ao 1.4 Uma distribuicao sobre Q é um funcional linear definido em D(QQ)
e continuo em rela¢ao a nogdo de convergéncia definida em D(Q2). O conjunto de

todas as distribuicoes sobre 2 é denotado por D'(9).

Desse modo,

/

D () = {T:D(Q) — K; T é linear e continuo}.

Observamos que D'(Q) é um espago vetorial sobre K.
SeT € D'(Q) e € D(Q) denotaremos por (T, ) o valor de T aplicado

ao elemento .

Nocdo de convergéncia em D'(Q)

Definigdo 1.5 Dizemos que Ty — T em D' (Q) se (Ty, ©) — (T, ¢), para toda
v € D).



1.4 Espagos LF(QQ)

Neste trabalho as integrais realizadas sobre 2 sao no sentido de Lebesgue,

assim como a mensurabilidade das funcoes envolvidas.

Definicao 1.6 Sejam 2 um conjunto mensurdavel e 1 < p < oo. Indicamos por

LP(2) o conjunto das fungoes mensurdveis f: Q2 — R tais que || f|, < oo onde:

3=

[fllp=| [ [f@)PdE| , sel<p<oo
/

e
| flloe = supessica|f(t)| =inf{C € Rt |/ med{t € Q / |f(t)| >C} =0}
=inf{C; |f|<C gq.s}.
Observagao: As funcoes ||.||, : LP(2) — R*, 1 <p < oo, sao normas.

Na verdade LP(€2) deve ser entendido como um conjunto de classes de fungoes
onde duas fungoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em ).
Os espagos LP(Q) , 1 < p < oo, sdo espacos de Banach, sendo L?*()) um

espago de Hilbert com o produto interno usual da integral.
Teorema 1.1 C§°(2) € denso em LP(R2), 1<p < 4o0.

Teorema 1.2 (Interpolacao dos Espagos LP(Q2)) Sejam 1 < p < q < oo0. Se
feLP(Q)NLIQ) entao f €1"(Q2) para todo r € (p,q). Além disso,

£l < IFlIZe @) 1F117a0

1 1 1
para todo o € [0,1] tal que — = a—+ (1 — a)—.
r p q

Espacgos LI ()

loc

Defini¢ao 1.7 Sejam Q um aberto do R™ e 1 < p < co. Indicamos por L (Q) o

loc

conjunto das fung¢oes mensurdveis f: QQ — R tais que fxx € LP(Q), para todo K

compacto de ), onde xx € a fungao caracteristica do compacto K.



1

Le(£2) é chamado o espago das fungoes localmente integraveis.

Observacao: L

Para v € L}, (Q) o funcional T =T, : D(Q) — K dado por

loc

<T,o>=<T,, ¢p>= / u(z) p(z) dz,
Q

define uma distribuicao sobre (2.

Lema 1.1 (Du Bois Reymond) Seja v € L} (). Entio T, = 0 se e somente

loc

seu=0 qs. em €.

Obeservemos que a aplicacao

Ll

loc

Q) — D(Q)
u — T,

é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.1 ). Em decorréncia disso é comum

1

L. Nesse sentido tem-se que L} . C

identificar a distribui¢ao 7T, com a funcao v € L e

D' (). Como LP(Q) C L}, temos que toda funcao de LP(§) define uma distribuicao

loc

sobre €, isto é, toda fungao de LP()) pode ser vista como uma distribuicao.

Definigao 1.8 Sejam T € D'(Q) ea € N". A derivada de ordem o de T, denotada

por DT, é a distribuicao definida por
< DT, ¢ >= (1)l < T, D% >, para toda ¢ € D(Q).

Com esta defini¢io tem-se que se u € C*(Q) entdao DT, = Tpa,,, para todo |a| < k,
onde D% indica a derivada classica de u. Assim, se T' € D' (Q) entdao DT € D'(Q)

para todo o € N,

1.5 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secao podem ser vistos nas referéncias Adams

[25], Brezis [9], Kesavan [27] e Medeiros [21], [22].

Definigao 1.9 Sejamm € N e 1 < p < co. Indicaremos por W™P(§) o conjunto

de todas as fungoes u de LP(QY) tais que para todo |a| < m, D*u pertence a LP(),

9



sendo D*u a derivada distribucional de u. W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev
de ordem m relativo ao espago LP(£2).

Resumidamente,

WmP(Q) ={u e LP(Q); Du € LP(Q), |af < m}

Norma em W™P(Q)

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

P

iy = | S 10l | = [ X [10m@Pac) . 1<p<n

lo|<m || <m
ou

[ullmoe = D 11D ull (@), p=00

lal<m

define uma norma sobre W2 ((2).

Observacoes

L (WmP(Q), || - ||myp) ¢ um espaco de Banach.

2. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™?2(Q)) torna-se um espago de Hilbert

com produto interno dado por

(u,v) = Z (D%u, D*)12(0) u, v € W™2(Q).

la<m

3. Denota-se W™2(Q) por H™(Q).

O Espago W,""(Q2)

Definigao 1.10 Definimos o espago Wy'?(2) como sendo o fecho de C§°(€2) em
WmP(Q).

Observacoes

1. Quando p = 2, escreve-se H"(2) em lugar de W;""(Q).

10



2. Se Wy"P(Q) = W™P(Q) entdo a medida de R™ \ Q é nula.

3. Vale que Wi"?(R™) = W™PF(R").

O Espago W"4(Q2)

Definicao 1.11 Suponha 1 < p < oo e q > 1 tal que % + % = 1. Representa-se por
W="4(Q) o dual topoldgico de Wy ().

O dual topolégico de HJ*(€2) representa-se por H " (12).

Os espagos H*(R"), s € R
Proposicao 1.3 O espago H™(R™), m € N coincide com o conjunto
{u € L*(R™); J,,u € L*(R™)}

m

onde J,, € a fungio dada por J,(zr) = (1+ ||z||*)2, z € R". Aqui, 4 indica a
Transformada de Fourier da fung¢ao u.
Além disso, a fungdo |||.|||m : H™(R") — R* definida por |||u|||m = ||Jm|z2@n)

€ uma norma equivalente a norma de Sobolev.

A partir dessa proposicao definimos:

Definicao 1.12 Para s € R", indicaremos por H*(R™) o conjunto
{u € L*(R"); Jya € L*(R™)}

onde Js(z) = (1 + ||z|?)2, = € R™.

Observacoes

1. Em H*(R"™) define-se o seguinte produto interno:

() oy = (ol Jy) oy = / (1+ [|e]]?) @) () de.

n

2. H*(R"),s € Rt é um espaco de Hilbert.

Definigao 1.13 Seja s € RT. Representa-se por H™5(R"™) o dual topoldgico de
H*(R™).

11



Os espagos H*(f2), s € R

Definicao 1.14 Um aberto €2 do R™ é dito ser bem regular se a fronteira de ) ¢é

uma variedade C* de dimensao n — 1.

Definicao 1.15 Sejam s > 0 e Q um conjunto aberto limitado bem regular. O

espago de Sobolev H*(2) € definido por:
H*(Q) = {rqu;u € H*(R™")}
onde rqou indica a restricao de u ao aberto €).

Para cada u € H*({2) tem-se que

lull s = inf{||v]| gs@ny; v € H*(R") e rou = u}

define uma norma em H*(2).

Observacoes
1. HY(Q) = L*(Q).
2. H*(Q2), s > 0, é um espago de Hilbert.

3. H*(2) coincide com o espago usual de Sobolev H™(2), definido anteriormente,
se s =m € N e se 00 for regular (ver Adams [25], Kesavan [27] e Medeiros
[21]).

4. H{(€2) ¢ definido como sendo o fecho de C§°(€2) em H*(€2).

5. H=*(Q) é definido como sendo o dual de H§(2), s > 0.

Os espagos H*(I'), s € R
Seja 2 um aberto limitado bem regular do R™.

Definigao 1.16 Seja Q o fecho de Q em R™. Denotaremos por D(Q) o seguinte

conjunto:

D(Q) = {¢la; ¢ € D(R™)}.

12



Observacao: D(f2) é denso em H*(Q2), s > 0.
Defini¢ao 1.17 Denotaremos por D(I') o sequinte conjunto:

D) ={u:T — K; u e C®() e tem suporte compacto em I'}
onde I' denota a fronteira de €, isto é, I' = 02.

Seja u : Q — K uma funcdo. Entdo you = u|r estd bem definida como uma

funcdo de I" em K. Com isto tem-se que se u € D(£2) entao yu € D(I).
Definigao 1.18 Um sistema de cartas locais para Q € uma familia {p;, U;}ier tal
que:
i) para todo i € I:
i Ui — Q=10,1]"" x [-1,1]

¢ um difeomorfismo de classe C* tal que

e pi(UinQ) C[0,1]" = Q7
o (pz(Uz N 89) C [0, 1]71—1 X {O} = FO
i) 00 c U = JUi;
iel
wi) Se Uy NU; # 0 e se W, = Uy NU;) e W, = ¢;(U; NU;) entio
%’(‘P;l) Wi — Wj e %‘(tﬂ;l) : W; — W, sao de classe C*°.

Agora, sejam (¢1,U;), -, (¥, Ux) um sistema de cartas locais e o1, -+ ,on
N

funcoes testes do R™ tais que Z oi(z) = 1 para todo x € I' = 99 e sppo; C U; (tais
i=1

fungoes existem pois €2 é um aberto limitado bem regular).
Para uma fun¢io w definida em I' = 9Q sejam w; : R — K, j =
1,2,---, N funcoes definidas por:
, (ajw)(z/Jj_l(a:', 0), se 2’ € Qy=(0,1)"!
wi(z) = ,
0, se z € R""N\Q,
Definicao 1.19 Denotaremos por H*(I') o conjunto das fung¢ées w : I' — K tal

que w; € H*(R"™), j=1,--- N, onde w; sao definidas acima. Isto é,

H() ={w:T —K; wj € HSR"™), j=1,--- ,N}.
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Observacgoes

1. Para u,v € H*(I'), a fungao

N

(u, U)Hs(l") = Z(Uj, /Uj)Hs(Rnfl)

J=1

define um produto interno sobre H*(I').
2. H*(I") é um espago de Hilbert.
3. D(I') é denso em H*(I).
Proposicao 1.4 A aplicacio
Yo : D(Q) — H=(T)

definida por you = ulp, € continua na topologia de H(SY), isto é, eriste uma cons-
tante positiva C tal que

loull 3y < Cllwlla @)

Como D() é denso em H*(2), em particular em H'(f2), segue da proposi¢ao
acima que existe uma aplicacdo, que continuaremos denotando por v, de H'(Q)
em H %(F) linear e continua que estende 7y, isto é, tal que you = u|r para toda
u € D(Q). Esta aplicagao vo : H'(Q) — Hz(T') é chamada de funcio trago e seu

valor em um dado u € H*(2) é chamado o trago de u sobre T

Teorema 1.3 (Teorema do Trago) Seja 2 um conjunto aberto limitado bem re-

gular do R™ . A func¢ado traco
%0 HY(Q) — HE(T)
¢ sobrejetiva e Ker(yy) = Hy ()

Observagao: Quando dizemos que u € Hj({2) anula na fronteira de 2, isto ¢, que

u = 0 sobre I' = 02, na verdade significa que you = 0 sobre T'.
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Imersoes de Sobolev

Teorema 1.4 (Teorema de Sobolev) Sejam m >1 el <p < oco. Entao

i) se % — ™ >0 entao W™P(Q2) C LI(92),

303

1 1
q p ’

1

it) se y —

33

=0 entao W™P(Q) C L), ¢ € [p,0),

iii) se % — 2 <0 entdo W™P(2) C L®(Q)

33

sendo as itmersoes acima continuas.

1.6 Desigualdades Importantes

Desigualdade de Holder

Sejam f € LP(Q)egeli(Q)coml<pLoe-++r=1(g=1lsep=occe

Q=

1
p

q=o0sep=1). Entao fg € L'(Q) e

/Q ol < 1 oo

Desigualdade de Young

Sea}Oeb}Oel<p,q<oocom%+%:1entéoab<%ap—k%bq.
Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes L*((Q)

Sejam f: Q+— Ke g:Q+— K duas funcoes de quadrado integravel, entao

[ it < | [ |f(rc)|2dxr I |g<ac>|2d4é — 1l gl

Desigualdade de Poincaré

(f:9)r2| =

Seja 2 é um aberto limitado do R”. Entao existe uma constante C' (dependendo

de Q) tal que
ullz2@) < C||Vullr2@) para toda u € Hg (). (1.1)
A constante C' = C(Q2) citada no teorema acima é chamada de constante de

Poincaré para €. A desigualdade (1.1) também é vélida se 2 for limitado em apenas

uma direcao.
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Observacgoes

1. A desigualdade de Poincaré também ¢ vélida se u € H'(Q) e o traco de u

sobre I' = 0N anular sobre apenas uma parte de I' (ver Brezis [9]).

2. A desigualdade de Poincaré (1.1) continua vélida em W, ().

Consequéncias da Desigualdade de Poincaré

1. A norma de Sobolev |.||1.q em H}(2) é equivalente a norma do gradiente
em L?(2). De fato, a desigualdade de Poicaré diz que existe ¢ > 0 tal que
ullgr) < ¢|Vullrz@) para toda u € Hj(2). Além disso, naturalmente,

tem-se que ||Vullr2) < |Jullmiq), Yu € HY(Q).

2. A norma de Sobolev ||.||g2() ¢ equivalente & norma do Laplaciano em L?(€)
para fungoes em HG(Q), isto é, existe ¢ > 0 tal que [Jullgz) < cf|Aul|r2@)
para toda u € HZ(Q). Isso segue do fato que se u € HZ()) entao % € Hj(2)

e ainda da desigualdade de Poincaré.

1.7 Teorema da Divergéncia e Formulas de Green

Valem as seguintes féormulas

/(div F)(z) dex = / F(z)-n(z)dl, Fe[H'(Q)]"
Q

Gle!
ii.

/vAudx:—/Vv-Vudx, v e Hy(Q), ue H*(Q)
Q Q

iii.

/UAuda: = /(Av)udx, u, v € Hy(Q) N H*(Q).
Q Q

onde 2 é um aberto limitado do R™ com fronteira de classe C? e n(z) denota a
normal exterior unitdria no ponto x € 9. A funcao F(z) integrada sobre 02 é no

sentido da funcao trago, isto é, / F(x) - n(x) dl significa / (voF)(x) - n(x) dl’
o9

o0
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1.8 Teoremas de Compacidade

Teorema 1.5 (Banach - Alaoglu - Bourbaki) Seja E um espaco de Banach re-

flexivo. Entao
By ={feE :|fl<1}

¢ compacto na topologia fraca*, onde E' € o dual topoldgico de E.

A demonstracao do teorema acima pode ser vista em Brezis [9].

Definicao 1.20 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N da forma
L= Cu(x)D*u, z€Q
la|<m
¢ chamado de operador eliptico se existe uma constante C' > 0 tal que
Z C 5204 > C’g‘Zm
la|<m

para todo & € R™ e para todo x € €.

Teorema 1.6 (Teorema de Regularidade Eliptica) Sejam L um operador di-
ferencial eliptico de ordem 2m, m € N, definido em um aberto Q do R, u € D' ()
e u solucio de Lu = f, no sentido das distribuicoes, com f € L*(Q). FEntao
u € H*™(Q).

Demonstracao em Agmon-Douglis-Nirenberg [26] ( e também Perla Menzala

3])-

Definigao 1.21 Seja X um espago de Banach. Denotaremos por LP(0,T;X) o

conjunto das classes de fungoes f :[0,T] — X mensurdveis tais que

1

oo = ([ IF0Rar) < o0, se 159 <o

Se p = 00, entdo LP(0,T;X) € constituido das funcoes f :[0,T] — X tais que

[fllzeeorix) = sup ess|f(t)]lx < oo.
te(0,T)
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Observacgoes
1. L?(0,7; X) é um espago de Banach para 1 < p < oo (veja Boubarki [24]).
2. LP(0,T;L*(Q2)) = LP(Q), onde Q = (0,T) x .

3. L*(0,T; L*(Q)) é o dual de L'(0,T; L*(2)) (ver Yosida [20]).

Vamos enunciar outro resultado conhecido como Teorema Rellich sobre compacidade

que pode ser encontrado em L. A. Medeiros, P. H. Rivera, [21].

Teorema 1.7 (Teorema Rellich) Seja Q aberto limitado do R™. Entdo HJ'™ ()
estd imerso compactamente em H™ (), m € N. Além disso, se Q for aberto
limitado com a propriedade do m-prolongamento, entio a imersao de H™(Q2) em

H™(Q) é compacta.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de

Solucoes Fortes

2.1 Introducao

Usando o método de Faedo-Galerkin, mostraremos neste capitulo a existéncia
e unicidade de solugoes fortes do problema abaixo, que se refere a um Sistema

Acoplado Equacao da Onda x Equagao do Calor, dado por

(

uy — Au+ VO + a(x)uy =0 reQ, t>0

0, — A+ divu, =0 reQ, t>0

w(z,0) = ug(x), w(x,0)=u(x) z€Q (2.1)
0(x,0) = by(x) x €}

u(z,t) =0=6(z,t) red, t>0

sendo u = u(w,t) = (u'(x,t),u?(x,t),...,u"(x,t)) e 0 =0(x,t), QCR" n>1um
conjunto aberto limitado regular do R", (ug, u1,00) as condigoes iniciais e a : 2 —
R*  uma funcao de L>(Q).

De fato, o sistema de equagdes em (2.1) é um caso particular do sistema ter-

moeléstico:

uy — pAu — (A + p)V(divu) + a(x)uy + V=0 2€Q, t>0
0, — A0+ divu, =0 reQ, t>0

(2.2)
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quando p=1le A+ pu=0.
Todos os resultados obtidos neste trabalho para o sistema (2.1) s@o facilmente
estendidos para o sistema termoeldstico (2.2). De fato, o termo (A + p)V(div u) nao

acarreta grandes dificuldades técnicas.

2.2 Formulacao Variacional

Suponhamos que (u(zx,t),0(x,t)) seja uma solugao regular de (2.1) em algum
intervalo [0,7]. Entao, fazendo o produto interno em R", que indicaremos por
“7 da equagdo uy — Au+ VO + a(x)u; = 0 com w € [HY(Q)]" e integrando em

relacao a x € (), tem-se

/utt~wdx—/w'Audx—l-/qu@dx—i-/a(x)ut'wdx:O.
Q Q Q Q

Uma vez que w € [H}(Q)]", segue da Férmula de Green que:

—/w-Audx:/Vu-dex,
Q Q

onde / Vu-Vwdr = Z/ Vu'-Vw' dx, sendo u' e w' as i-ésimas componentes de
Q — Ja
u=u(z,t) = (u(z,t),u?(z,t),...,u"(x,t)) e w = (w!,...,w"). Também escreve-

mos a notac¢ao que HVUH[QLQ(Q)],L = Z HVuiH%Q(Q) onde u' é a i-ésima componente
i=1

do vetor u = (u',u?,...,u") e ||Vui||%2(m = /Q|Vui(x)|2dx. No entanto, neste
trabalhos vamos denotar HVuH%Q(Q) como sendo HVuH[QLQ(Q)]n também denotaremos
HUH%Q(Q) como sendo HUH[QLQ(Q)]"'
Logo,
/utt ~wdx + / Vu - dex+/w -VOdx + / a(x)u, - wdr = 0,Yw € [Hy ()™
Q Q Q Q

Com isso obtemos,
(Utt, U))L2(Q)+<VU, VU))LZ(Q)‘F(VQ, w)Lz(Q)—i—(aut, U))LQ(Q) = 0, Yw € [H& (Q)]n (23)

Multiplicando a equagao 6; — Af + divu; = 0 por v € Hi(€) e integrando em

(), obtemos

/v@tdx—/UA9d$+/vdivutdx:O,VvEHg(Q).
Q Q Q
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Novamente usando a Férmula de Green tem-se, para v € Hy (£2):

—/vAde:/VO-Vvdx
Q Q
/vdivutdx:—/ut~Vvdx.
Q Q

Assim obtemos que
(Qt, U)L2(Q) + (V@, VU)L2(Q) — (ut, VU)L?(Q) = O,VU c H& (Q) (24)

Concluimos entao, por (2.3) e (2.4), que (u,f) devem satisfazer o seguinte

problema variacional associado ao problema (2.1):

(e, w) 20y + (Vu, Vw) 20y + (VO,w) 20y + (a(x)uy, w) r2(0) =

(2.5)
(Ht, ’U)LQ(Q) + (VG, VU)L2(Q) — (ut, V’U)L2(Q) =0

para toda w € [Hy(2)]", para toda v € Hj(2) e para todo t € [0, T].

E claro que se o par (u,0) ¢ solucdo classica de (2.1), entdo o par (u,6) é
solugao de (2.5). Reciprocamente se o par (u, ) é solugdo de (2.5) na classe
uw € L0, T; [HLH Q) N HX(Q)]),
up € L(0, T [Hy (Q)]"),
uy € L0, T [L*(Q)]"),
0 e L*0,T; HY(Q) N H*(Q)),
0, € L>(0,T; L*(2)),

entao o par (u, ) é chamado de solugao forte da equagao (2.1) em [0, 7.

Teorema 2.1 Seja a € L>(Q) com a(x) > 0 g.s. em Q e (ug, uy, 6p) € [Hy(2) N
H2()]™ x [HF ()] x H}(Q) N H*(Q). Entao, existe um tnico par (u,0) solugdo
forte de (2.1).

A demonstracao desse Teorema serd feita em varias etapas e usaremos para

isto o Método de Faedo-Galerkin.
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2.3 Existéncia

2.3.1 Problema Aproximado

Sabemos que os espagos de Sobolev H™(£2) sao espacos de Hilbert separaveis e

Hi(Q) =D@)" @

. Logo, podemos tomar uma base Hilbertiana (w,),ey em W =
[H3 ()N H?*(Q)]". As componentes desta base podem ser formadas por autofungoes
(vy)en do Laplaciano.

De fato, pois —A : HJ ()N H?*(Q) C L*(Q) — L*(Q) & autoadjunto e
positivo definido, pois (—Awu, u) > cl|ull g1 ), Yu € Hg(Q)NH?*(Q), ¢ > 0. Também
notamos * que H}(Q2) tem imersao compacta em L*(Q), pois 2 ¢ limitado. Entao,
pela Teoria Espectral, W = [HJ(2) N H?(Q)]" possui base Hilbertiana formada por
autofuncoes de —A.

Seja W, = [wy, wa, ..., wy], onde w;, i = 1,--+ ,m s@o os m primeiros elemen-
tos da base de W e V,,, = [v1, Vg, ..., 0], onde v;,4 = 1,--+ ;m s@o os m primeiros
elementos da base de V' = H}(Q) N H*(Q). Claro que W,, e V,, tem dimensao
m e sao subespacos fechados de W e V, respectivamente.

Procuramos solugao aproximadas, do problema (2.1), u™ em W,, e 8™ em V,,
na forma .

u™ =" gim(t)w;

ot (2.6)

0" = hjm(t)v;
j=1

com gjm(t) € hjm(t), 1 =5 < m, funcodes reais definidas em algum intervalo [0,77] e
satisfazendo adequadas condigoes iniciais em ¢t = 0. De fato, podemos tomar T" > 0
arbitrario por causa da linearidade do problema.

Claro que u™ e #™ nao podem satisfazer os dados iniciais de (2.1), pois, u™ e
0™ estao em subespacos de dimensao finita.

Como (w,)yen ¢ completa em [Hg (Q)NH?(2)]" e (v,),en ¢ completa em H}(2)

tem-se que
[e.e] [e.e] o0
Ug = E C;wj, Uy = E dj w; € 90 = E €V (27)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

*Teorema Rellich; cap.1; secao 1.8
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com c¢j, d; e e; constantes reais, j =1,2,....
Entao, consideramos o seguinte problema aproximado associado ao problema
(2.1).

(

(Ug, U))LQ(Q) —f- (Vum, VU})L2(Q) + (V&m, w)L2(Q) ‘I— (a(:p)u;”, w)LQ(Q) = O
(9{”, U)LQ(Q) + (V@m, VU)Lz(Q) — (’LL?L, V’U)LQ(Q) = O

u™(0) = uyt = Z Ccj W; .

7=1
u(0) = u = djw
j=1

9m<0) = 9m = Z 6]' ’Uj
j=1

\
comw € W,, ev €V,

Vamos mostrar que para cada m € N fixo, existem fungoes u™ : [0, 00) — W,
e 0™ :[0,00) — V},,, da forma (2.6), que satisfazem o problema (2.8). O problema

se reduz a achar as funcoes g, (t) € hjn(t).

A ideia é provar que existem funcoes u e 6 em algum espaco tais que

" =3 gty — ut)

Jj=1
0" = hjm(t)v; — 6(1)
j=1

em algum sentido e que o par (u,#) seja solugao de (2.1).
Entao, devemos ter que

m

> cjw; = um™(0) = Zgjm(o)wj,

J=1

> djwy = u(0) = g, (0)w;
p= =1

Z@j v; = em(o) = Zh]m(O)U]

j=1 j=1
Como (wj) e (v;) sdo L.I., devemos impor que g;m(0) = ¢;, ¢5,,(0) = dj, hjm(0) = ¢;
para 1 <7 < m.

Como W, = [wy,wa, -+ ,wy] e Vi, = [v1,09,- -+ ,vy], pela linearidade do

produto interno, é suficiente satisfazer (2.8) com w; e v; em lugar de w € W,
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ev €V, para cada 1 < ¢ < m. Também, substituindo u™ = Zgjm(t)wj e

0 = Z h;m(t)v; no problema aproximado, obtemos que (2.8) fica equivalente ao
j=1
seguinte sistema de EDO’S para as fungoes ¢;,,(t) e hjn(1):

(Z g;-lm(t)wj,wi) + (Z gjm(t)wj,wi> + (Z hjm(t)vvj,wi) +
+ (Z a(w)g;m(t)wj,wi> =

gjm(o)zcj7 1§] =m
th(O):eja 1_J_m

\
para 1 <i < m.

Usando a linearidade do produto interno de L*(€2) em (2.9) temos:

Zg]m (wj, w;) +Zgjm (Vw;, Vw;) + Zhjm( )(Vvj,wi) +

j=1 j=1

Zg;m(t)(a(ﬂf)wj’ w;) =0

j=1

> B (O v) + Y hm () (VU Vo) =Y gi () (wy, Vo) =0 (2.10)
j=1 Jj=1 J=1

gim(0) = ¢;, 1<j<m

95m(0) = d;, <js<m

him(0) = €5, <j<m

\
para l <7< m.
Vamos chamar (w;, w;)r2q) = Aji,  (a(x)wj, w;)r2) = By,

(Vw;, Vw;) 2 = Cjis (Vvj,wi)r2) = Dji, (W, Vg) 2 = Eji,  (v,05)12(0) =
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Fii e (Vv;, V)2 = Gji. Logo, o sistema (2.10) é equivalente ao sistema

linear:

Z Ajig;'/m(t) + Z Cjigim(t) + Z Djihjm(t) + Z Bjig;'m(t) =0
Z F}'thm Z szh']m Z Zg]m

(2.11)
gjm(()):Cj? 1§]§m
him(0) = €;, 1<j<m

\
para 1 <i < m.
Esse é um sistema linear de 2m EDO 'S de 12 e 22 ordens com condicoes iniciais

para as fungoes (gjm)7e; € (hjm)7e;. Um sistema desse tipo pode ser colocado na

j=1-

forma:
Y = AY
YO =%

! !
comY = (glm:"' s Gmms J1my " 7 :gmmahlma"' 7hmm)eyz]: (Cla"' 7Cm7d17"' 7dm7

e1, -, em). Aqui A= M M,, onde

I 0 0 0 I 0
M, = 0 A 0 e My=| -C -B -D |,
0 0 F 0 F -G

sendo A a matriz (A;;), B a matriz (B;;), C' a matriz (Cy;), D a matriz (D;;), E a
matriz (E;;), F' a matriz (F};) e G a matriz (Gy;).

Observamos que A é uma matriz de ordem 3m x 3m e suas entradas sao
constantes. Logo, a solucio do sistema linear (2.12) é dada por Y (t) = e*4Y;, t > 0.

Assim (2.12) possui solugao global. Portanto, se

Y(t) = (yl(t)v o 7ym(t)7 merl(t)? T >y2m(t>7 y2m+1<t)7 T 7y3m(t))> t > 07

entdo os coeficientes g;n,(t) e hjn,(t) sdo dados, respectivamente, por g, (t) = y;(t),
Jg=1,2,--- ,me hjn(t) =yam;(t), 7=1,2,--- ,m, onde estao definidas para todo
t > 0.
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Portanto as fungoes u™ : [0,00) — W, e 6™ : [0,00) — V}, dadas por

u™ = Zgjm(t)wj e " = Z hjm(t)v; sdo solugdes do problema aproximado (2.8)
P =1
no intervalo [0, c0).

2.3.2 Estimativas para as Solucoes Aproximadas

Nesta secao faremos algumas estimativas, com o objetivo de obtermos limitacoes
das normas de ™, wu}*, wuy, 0™ e 6" Essas estimativas serao usadas para
passagem ao limite no problema aproximado e alguns resultados desses serao usados
posteriormente para andlise das condigoes iniciais.

m m
m __ m 5 3
Sabemos que u™ = E gim(t)w; e 0" = E hjm(t)v; estdo definidas para
J=1 Jj=1
todo t > 0 e satisfazem:

(u?;, w)L2(Q) + (Vum, Vw)L2(Q) + (V@m, w)L2(Q) + (a(a:)ui”, w)L2(Q) =0 (2~13)

(9{”, U)LQ(Q) + (V@m, VU)LQ(Q) — (U;n, V’U)L2(Q) = 0, (214)

para todo w € W, e v € V,,,. Agora, tomando w = u}* e v = 6™ obtemos que:
(uif, w2y = (uff, ui") 2o = QuZZ ~uyt dx =
1d, .. . 1d m
= /Q 5 gplu w'ldr = oo /Q(Ut ) de = (2.15)

2
2 di |t HLQ(Q)a

(Vu™, Vw)r2y = (Vu™, divu) 2 = /Vumdivu;”dx =
0

= —/VQum-qux = —/Aumu;"dx =
. £
= Vu™ - Vude = /—— (Vu™)*dr = (2.16)
2, o 2dt
1 2
5 Q(Vu )* dx
1d 2
= EEIIVU ||L2(Q)a
(V@m, w)LQ(Q) = (V@m, UT)LQ(Q), (2.17)
(a(x)u, w)r) = (a(@)u, u) 2@ :/ a(x)u - utde =

(2.18)

= [ Walbuyde = IVa e,
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(9:”, ’U)LQ(Q) = (9:”, Hm)Lz Q) = 9? 9’” d%‘ =

Q
1d 1d 9
prm— = - m = 2.19
/2dt(9)dx 5 Q(G)da: (2.19)
= 2dt || mHL2 ()
(VO™ V)2 = (VO™ VO™ o) = ||vem||i2(m, (2.20)
(UT, VU)L2(Q) = (U;n, Vﬁm)Lz(Q) = (V@m, UT)L2(Q) (221)

Substituindo (2.15), (2.16), (2.17) e (2.18) em (2.13) e substituindo (2.19),
(2.20) e (2.21) em (2.14) e ainda somando (2.13) com (2.14) resulta que:

1d m||2 ld m m ,.m m|2
S & Ju | z2() + S Vu HLQ(Q (VO™ wi)r20) + [[Val() uf®| 2 ) +
1 d m m m m
+§d_t 16 ||L2 + |V ||L2 — (VO™ uj )LQ(Q) =0
Assim, obtemos que

d1 2
= { 22y + IV 220y + 167320 } + IVa() w2 +

+|’V9m”L2(Q) = 0.
Agora definimos a energia do problema aproximado por:

1

En(®) = 5 { 1"y + 1907 oy + 107 1 }

Com isso, obtemos da identidade anterior que

d 2
%Em(t) + IVal) uil o) + V6™ 72y = O

Integrando em [0, ¢], 0 < t < oo temos,

t 9 t
+/0 IV a() ui" || 20y ds +/0 IV0™ 220y ds = Ein(0). (2.22)

Logo,
En(t) < B,(0), Vt.

Mas

{1 120 + 196" Ol 20y + 17O 20}
{220y + 1908 a0y + ||931||L2m>}-
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Pela escolha de 0", uf e uf* em (2.8) temos, que 85" — 6, forte em Hy(Q2)NH?(Q),
uf® — wuy forte em [L*(Q)]" e Vul' — Vug forte em [H}(Q)]" quando
m — oo. Notamos que a ultima convergéncia é devido ao fato que uj® — ug forte
em [H}(Q) N H?(Q)]". Entao {67} ¢ uma seqiiéncia limitada em W, {u]"} é uma
seqiiéncia limitada em [H}(Q)]" e {VuJ'} é uma seqiiéncia limitada em [L?*(2)]".

Logo, existe C' = C(0y, up,u1) uma constante positiva independente de m,
tal que E,(0) < C, Vm € N. Como E,(t) < E,(0), Vt, concluimos que
E,(t) < C, YmeNeVt>0,com C >0 independente de m e t. Isto é

m||2 m2 m2
SthO){HUt ||L2(Q) + [Vu ||L2(Q) + 1|6 ||L2(Q)} < 20, VmeN.

Essa estimativa diz que as seqiiéncias {u}"}, {u™} e {6™} s@o tais que

{u} limitada em L>(0,o00; [L*(Q)]")
{u™} limitada em L>(0, o00; [Hj(2)]")
{6™} limitada em L>(0, 00; L*(€2)).

Mas, pela estimativa (2.22), temos que [[V0™(| 2, (o)) € limitada por alguma
constante que independe de m. Como [[VO™| 5, é equivalente a ||9m||H3(Q) segue
que também

{u*} limitada em L>(0,o00; [L*(Q)]")

{u™} limitada em L°°(0, 00; [HJ(2)]")

{6™} limitada em L*>(0,00; L*(Q))

{0} limitada em L%*(0,00; H}(2)).
Agora, vamos estimar a norma de u}}(0) e 6/"(0) em [L?(Q)]" e L*({2), respectiva-

mente. Consideramos w = u}}(t) e v = 6*(t). Substituindo em (2.8) segue que

(uzi (£), i (1) + (Vu™(t), Vuii () + (VO™ (1), uiy (1) + (a(z)ui" (1), uiy (1)) = 0,

(
(07 (1), 07" (1)) + (VO™ (1), VO (1) — (ui (), VO (¢)) = 0
para t € [0, 00).
Isso diz que
lut (D12 + (Vu™(£), Vuii (£)) + (VO™ (), uf (1)) + (alx)uy” (8), uif (t)) = 0,
167 (11 + (VO™ (), VO (1)) — (w(t), VO (1)) = 0
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Calculando em ¢ = 0 e usando a segunda Formula de Green e Teorema da Di-
vergéncia, ja que u™(t) € [Hy(Q) N H2(Q)]" e 0™(t) € HY(Q) N H?(Q), resulta

que:

[uz (0)I72(q) — (Au™(0),uiF(0)) + (VO™ (0), uff (0)) + (a(a)uy"(0), uit (0)) = 0,
167 (0)][ 720y — (A0™(0),61(0)) +  (divuy"(0),6;°(0)) = 0.
Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L?(2), segue que

u

g (0)172() < {lAW™(0)]]22(0) + VO™ (0)l| 20 + llal.
167 (0) 120 < {NAI™(0)l| 220y + lldivey™(0)[[ 2oy } (167"

) (0) (e § gy (0) 22
ONlz2()-

(2.23)
Se ||lug (0 )||L2(Q 0 e ||67°(0))|lz2() = 0 entao [luif(0)|| e [|67*(0))|| s@o limitadas.

Caso contrario, tem-se de (2.23) que
[ui; O o) < [Au™(0)|[L2(@) + IV (0)]lL2() + [lal-)ui(0)]]
10" (0) | 220y < 1A6™(0)[| L2(@) + [|divey (0) ]
De (2.24) e do fato que v™(0) = u'® — wug forte em [HJ(2) N H2(Q)]", u*(0) =
u® — wuy forte em [HL(Q)]" e 0™(0) = 0 — 6 forte em H(Q) N H?() segue

(2.24)

que
[uz (0)172() < Ci(uo) + Ci(6o) + Ci(wr) = Ch
107(0) || L2(0) < Ca(00) + Ca(ur) = Cs

onde (' e (5 sao constantes positivas independentes de m.

(2.25)

Concluimos, entao, que u}}(0) e 6;*(0) sao seqiiéncias limitadas, respectiva-
mente, em [L?(Q)]" e L*(2), respectivamente.
Agora, derivando (2.11) em ¢, obtém-se que as fungdes gj, e h;m devem ser

solucoes do sistema

Z A]zg;,;n + Z C]zg;m + Z D]zh]m Z zg]m
j=1

(

=1 j=1

9im(0) = ¢;, 1<j<m (2.26)
9im(0) = dj, 1<ji<m

Gim(0) =, 1<j<m

hjm(0) = e;, 1<j<m

h;m(O):ﬁj, 1<j<m
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para 1 < i < m, sendo a; e [3; os coeficientes de uj;(0) e 6;*(0), respectivamente,

isto é,
m m m
m - " m ! -
Ui (0) = gim(0 E :%wg e 07(0) = (0)v; = > Bju;.
j=1 j=1 7=1

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para EDO’S, o problema (2.26)
tem unicas solugoes gjm, € hjn, definidas em [0, 00). Isto é, o sistema de EDO’s possui
unica funcoes, g;», e h;m definida para todo ¢ > 0, onde essas fungoes sao trés vezes

diferenciaveis e duas vezes diferenciaveis, respectivamente. Portanto,

(@, t) ZQW

O (2,1) = ) hy(D)v;(2)
j=1
existem em [0, oo)
Segue que u™ Zgjm w; e 0" (t) = Z hjm(t)v; satisfazem em [0, 00) o
7j=1

seguinte problema:

(ufp, w) 2y + (Vui, Vw) o) + (V07 w) 20,1 + (al@)uf}, w) 2y = 0
(05, v) 2 + (VO , Vo) p20) — (uif, Vu)p2q) = 0

para toda w € W, e v € V,,,. Fazendo w = uy}, v = 0]" e somando as duas equagao,

resulta que:

2
um _Qm em
e e R v n R M\

para cada ¢t > 0.As normas acima sao em L?(2). Agora, integrando em (0,¢), 0 <

t < oo, tem-se que

t 9 t
gz ()1 + |V (8)])* + He;n(t)|\2+2/0 [V a()ug (t)]] d8+2/0 IV (t)||*ds =
= (a2 (0)[]* + [[Vui(0)]|* + [|6(0)]1*.
Assim

g @)1 + IV @1 + 167 @) < N ()1 + [V O)]° + 1167 (0)1"

(2.27)
= a1 + [IVupl* + (167 (0)]1”
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onde C' = C(ug,u1,0p,) é uma constante positiva independente de m e ¢, devido a

(2.25) e ao fato que uy,, — u; forte em [H(Q2)]". Entao concluimos que
||U?;(t)||iz(9) + ||Vu;”(t)||iz(m + ||92n(t)||i2(9) < C, VmeN, Vit >0,

com C' > 0 independente de m e t. Logo

/oo V072 d < C, ¥ 2 0 ¢

0

Suptzo{HU:nHi?(Q) + ||Vum||i2(9) + ||‘9m||i2(9)} < 2C,VmeN.

Isso diz que as seqiiéncias {uy;}, {uy*} e {0]"} séo tais que
{Vu"} limitada em L*>(0,00;[L*(2)]")

{u} limitada em L>(0,00; [L*(Q)]™)
{6m} limitada em L>(0, 00; L*(£2)).

Mas, como [|[Vu"||r2(q) ¢ equivalente a |[u}"[|g1(q), segue que u;* é uma seqiiéncia

limitada em L°°(0, oo; [HJ(2)]"). Entéao, temos que

{u"} limitada em L°(0, 00; [Hj(2)]")
{up} limitada em L°°(0, 00; [L*(2)]")
{6} limitada em L>(0, 00; L*(€2)).

Portanto, as seqiiéncias {uf}}, {u*}, {u™}, {0"} e {6™} sdo tais que

{u™} limitada em L>(0,00; [Ha(Q)]")
{ui*} limitada em L*(0, 00; [Hy(2)]")
{u’} limitada em L*(0,00;[L*(2)]") (2.28)
{6™} limitada em L>°(0, 00; L*(12))
{6™} limitada em L?(0,00; H($))
)

{6"} limitada em L*>(0,00; L?(Q)).

Agora, de (2.28) segue T que existe fungoes u € L*°(0,00; [HL(Q)]") e 6 €
L>=(0, 00; L2(2)) N L2(0, 00; HY (), com wu; € L>(0, 00; [HE ()],

fTeorema Banach-Aloglu-Boubarki; cap.1; secao 1.7
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uy € L=(0,00; [L*(Q)]") e 6, € L™=(0,00; L*(Q)), tais que

u™ — u, fraco-x em L*(0,00; [H}(2)]")
u® — wy, fraco-x em L>(0, 00; [Hj(Q)]™)
Ut — uyy, fraco-x em L*°(0, 00; [L*(2)]")
6™ — 6, fraco-x em L>(0,00; L*(Q))

6™ — 0, fraco em L*(0,00; H3(Q))

0" — 0;, fraco-x em L>®(0,00; L*(Q)).

(2.29)

2.3.3 Passagem ao Limite

Agora, queremos passar o limite, quando m — 00, no problema aproximado
(2.8).

Como podemos identificar L>®(0, co; [L?(2)]") com o dual de
LY0, T; [L*()]"), o fato que ul® — u;, fracox em L>(0,00; [HJ()]") C
L>(0, 00; [L*(2)]™), conforme (2.29), significa que para toda w € L*(0, co; [L*(Q2)]™)
tem-se que

(ufs w) — (ur, w),

ou seja,

/Ooo/ﬂuf‘(x,t).w(x,t) dxdt — /Ooo/ﬂut(x,t)-w(x,t) dxdt (2.30)

para toda w € L'(0, T,; [L*(Q)]").
Seja w = @1 com p(t) € L'(0,00) e ¢ € [HH(Q)]" C [L*(Q)]". Entao, de
(2.30) tem-se

/0 (), ) ey () dt — / T wnlt), ) oy (1) dt (2.31)

para toda ¢ € L'(0,00) e para toda ¢ € [H}(Q)]". Em particular tomando ¢ €
D(0,00) C L'(0,00). Podemos concluir de (2.31) que

(ug", @D)L?(Q) — (uy, ?/1)L2(Q)

em D\(0, 00), para cada ¢ € [H}(Q)]". Portanto, para toda ¢ € [H}(Q2)]" vale que

d d
(g ) = o (u", 9) — = (s, 0) = (s, ) (2.32)
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em D'(0, 00).

Também, de (2.29) temos a convergéncia
u™ — u, fraco-x em L>(0,00;[Hy(2)]").
Entao,
Vu™ — Vu, fraco-x em L(0,00; [L*(Q)]") = (L*(0, 00; [L*(2)]™))".

Mas o fato de Vu™ — Vu, fraco-x em (L'(0,00;[L*(Q)]"))", significa que para
toda w € L'(0, 00; [L?(2)]") tem-se que

(Vu™, w) — (Vu, w), (2.33)

onde usamos a notagao que <Vum, w> = Z?:1<Vuzm, w> sendo u; a i-ésima compo-
nente do vetor w.

Seja p(t) € L1(0,00) e ¥(z) € [HIQ)]". Seja v = o € L1000 [HH(Q)").
Portanto w = Vv = ¢ Vi € L(0, 00; [L*(Q)]").

Entao de (2.33) tem-se que

(Vu™, o Vi) — (Vu, o Vip), VYo € L'(0,00), Vo € [Hy(Q)]".
Entdo,
/ /vu (z,t) o(t) Vip(x dxdt—>/ /Vuxt t) V() dadt
para ¢ € L'(0,00) e ¢ € [H}(2)]". Ou seja,
| 0. V0 e w0 de — [T (Tult), Vi) ol
para ¢ € L'(0,00), ¥ € [H}(Q)]". Portanto temos que
(Vu™, Vi) r29) — (Vu, Vi) 2o (2.34)

em D'(0,00), para cada 1 € [H}(Q)]".

Agora, usando a convergéncia (conforme (2.29)),

VO™ — V0, fraco em (L*(0,00; L*(Q)))' = L*(0, 00; L*(Q2)) (2.35)
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De (2.35), para toda w € L*(0, 00; [L*(2)]") tem-se que
(VO™ w) — (V8 w).

Assim,

/OOO/QVQm(-’B,t) cw(z,t) dedt — /OOO/Qve(x,t).w(%t) dedt

para toda w € L?( 0, T; [L*(Q)]").
Seja w = p1 com @(t) € L*(0,00) e ¥(z) € [Hi(Q)]™ C [L*(Q)]". Entdo,
tem-se

/ (VO™(t), 1)) 2(0) (t) dt —>/ (VO(t), V)20 @(t) dt

0

para toda ¢ € L?*(0,00) e para toda ¢ € [H}(2)]". Tomando ¢ € D(0,00) C
L?(0,00), tem-se que

(VO™ ) 12) — (VO, ¥) 120 (2.36)

em D'(0,00), para cada 1 € [H}(Q)]".

Agora da convergéncia (conforme (2.29)) wu* — wu; fraco-x em
L>(0, 00; [HE()]™) € L>=(0,00;[L*()]") e do fato que a : @ — RT ¢ uma
fungao de L*°(Q;R™) temos que

a()u™ — a(.)u, fraco-+ em L*(0,00; [L*(Q)]")

Identificando L*°(0, T'; [L*(2)]") com o dual do L'(0, T; [L*(Q2)]™), temos
para toda w € L*(0, 00; [L*(Q2)]™) que

<a( ut,w> <a uyt, w >

Assim,

/OOO/Qa(.)u;" (x,t)-w(x,t)dxdtﬁ/om/sza(')u? (1) - w(z, t) dedt

para toda w € L'(0, T, [L*(Q)]"). Seja w = ¢ 1 com p(t) € D(0,00) C L'(0,00) e
Y(x) € [Ho(Q))" € [L*(€)]". Entdo,

/Ooo(a(.) uy" (1), V) 200 ©(t) dt — /Ooo(a(.) uy(t), ) L2(q) p(t) dt
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para toda ¢ € D(0,00) e para toda ¥ € [H(Q)]". Assim temos que

(a() ui"s ¥)r2@) — (al.) u, V) 2@ (2.37)

em D'(0, 00), para cada ¢ € [H}(Q)]".

Usando a convergéncia de (2.29) a qual diz que 0" — 6, fraco- em
L>®(0,00; L*(©2)) e também o fato que podemos identificar L>°(0, 00; L3(£2))
com o dual do L'(0, 00; L?(2)), teremos que para toda v € L'(0, c0; L%(Q))

<9;”, v> — <0t, v>.
Ou seja,
/ / 07 (z,t) v(z,t) dedt — / /Ht(:c,t)v(x,t) drdt (2.38)
0 Q 0 Q
para toda v € L'( 0, co; L*(9)). Seja v = @ com ¢(t) € L'(0,00) e v € HY(Q) C

L?(2). Entao, de (2.38) tem-se

/0 07 (), 0) e o) dt — / 0, 0) 120y 0 (2) dt (2.39)

para toda ¢ € L'(0,00) e para toda 1 € Hj ().

Tomemos ¢ € D(0,00) C L'(0,00). Entao, concluimos que

(0;", ¢)L2(Q) — (b, 1/1)L2(Q) (2.40)

em D'(0,00), para cada 1 € H}(Q).

Do fato que VO™ — V0, fraco em L*(0, oo; [L*(2)]") (conforme 2.35) e como
podemos identificar L*( 0, 00; [L*(2)]") com o dual de L?*(0, oo; [L*(2)]"), entao
para toda v € L?(0, 00; [L%*(Q2)]") tem-se que

<V0m, v> — <V0, v>.
Assim,
/ / VO™ (z,t)v(x,t) dedt — / / Vo(z,t)v(x,t) dedt
o Jo 0o Jo
para toda v € L?(0, oo, [L2(2)]"). Seja w = ¢ com ¢(t) € D(0,00) C L*(0,00)
e Y(x) € HY(Q), assim v = Vw = V¢ € L?(0,00; [L*(Q)]"). Entao temos

que
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para cada ¥ € Hj(2) e cada ¢ € D(0, ).

Entao

//V@mxt t) Vip(x dwdt—>/ /vem Vi (z) dadt

para ¢ € D(0,00) e ¢ € Hi(Q)). Isto é:
| 0@ Vo el e — [ (900, T)rae ot
para ¢ € D(0,00), ¥ € H}(Q). Portanto temos que
(VO™ V) 120) — (VO, Vi) 120 (2.41)

em D'(0, 00), para cada ¢ € H}(Q).

Por fim vamos mostrar que (u, Vi) 20y — (us, Vib)2(q) em D'(0,00),
para cada 1 € H}(€). De fato isso ocorre, pois, de (2.29) u* — wu; fraco-x em
L>=(0, 00; [H}(2)]™) € L>(0, 00; [L2(2)]"). Entao identificando L*°( 0, oo; [L2(Q)]™)
com o dual de L'(0, oo; [L*(Q)]"), temos que

/0 ) /Q W, 1) o, £) dadt — /0 N /Q w(e, ) ole, ) dedt (2.42)

para toda v € L*(0, oo, [L*(2)]").
Seja p € D(0,00) C L'(0,00) et € Hi (). Assimw = ot € L'(0, T; H}(Q))
e, portanto, v = Vw = ¢ V¢ € LY(0,00;[L*(Q2)]"). Entao, de (2.42), tem-se que

//ut:vt t) Vip(z da:dt—>/ /utxt V() ddt

para ¢ € D(0,00) e para ¢ € H}(Q). Entao,

/0 " (1), Vo) 1oy o (2) dt — / T (nt), Vi) ey o)

para toda ¢ € D(0,00) e para toda v € Hj (). Portanto, temos que

(uf"s V)20 — (ur, V) r2(q) (2.43)

em D'(0, 00), para cada ¢ € H}(Q).
Como u™ e 0™ satisfazem o Problema Aproximado (2.8) para cada w € W, e

v € V,,, entao como as combinacoes lineares finitas de W,,, e V,,,, m € N, sao densos
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em W e V, respectivamente, segue que o Problema Aproximado vale para w € W e
velV.

Portanto de (2.32), (2.34), (2.36), (2.37), (2.40), (2.41) e (2.43), tomando limite
com m — 00, resulta que as fungoes u e 6 dadas em (2.29) satisfazem o problema
variacional

(ug, w) 200y + (Vu, Vw) 2y + (VO,w) 120y + (a(.) ug, w)2q) = 0
(01, v) 20 + (VO, V) 12(0) — (ug, V) 12(0) = 0
para toda w € [H} (Q)]" e v € HE(Q), no sentido de D' (0, 00). Em particular, tem-se

que
uy — Au~+ a(x)u, + VO =0
9t — Af + di?}ut =0

(2.44)

no sentido de D’'((0,00) x Q).

2.3.4 Regularidade

Seja (u,d) a solu¢do de (2.1) obtida na se¢ao anterior. Usando o fato wuy,
a(z)ug, VO € [LA(Q)|", 0, divuy € L*(Q) e que
Au(t) = uy(t) + alx)u(t) + VO(t)
AG(t) = 0:(t) + divuy(t)

(2.45)

no sentido de D'(R), para cada ¢ € [0, oc], segue entdo do Teorema de Regularidade

Eliptica * aplicando ao operador de Laplace que
u(t) € [H*(Q)]" e 6(t) € H*(Q)
para cada t € [0,00). Entdo podemos concluir de (2.45) que:
u € L>(0, 00; [HA(Q)]" N [Hy(D)]"), e € L(0, 005 [Hg (2)]"),
uy € L=(0,00; [L2(Q)]™), 6 € L2(0,00; HL(Q)) N L>(0, 00; H2()) (2.46)
e 0, € L>(0,00; L*()).
Entao resulta que as igualdades
uy — Au+ a(x)uy, + VO =0
Qt — Af + divut =0

tyer capl; secao 1.8
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valem no sentido de L>(0,T; [L*(Q2)]") e L*>(0,T; L*(Q2)), respectivamente. Assim,

u e 6 sao solugoes fortes do sistema (2.1).

2.3.5 Analise das Condicgoes Iniciais

Vamos mostrar agora, que as fungoes u e 6 dadas em (2.29) também satisfazem

as condigoes inicias do problema (2.1), isto é,
u(0) = ug, u(0) =wuy e 6(0) = 6.

Para fazer isso, vamos considerar a seguinte proposicao, que pode ser encontrada

em Lions [17]:

Proposicao 2.1 Sejam Vi e Vs espacos de Hilbert tal que Vi estd imerso contin-

uamente em V. Seja, W(0,T) = {¢ € LP(0,T;V}) : % € L*(0,T;Va)}. Entao

W(0,T) estd imerso continuamente em C(0,T;V3).

Lembremos que as solugoes u e 6 de (2.1), dadas em (2.46), s@o tais que u €
125(0, 00; [HY(Q) 0V H2(Q)]"), e € L0, 001 [HYQ)"), e € L(0,00; [L(Q)]"),
0 € L*(0,00; HY(Q)NH?(Q)) e 0, € L>=(0, 00; L*(2)). Logo é claro que u € W(0,T)

com p=o00 eV =V, =[H}(Q)]". Portanto, pela proposi¢ao acima tem-se que
u € C([0, 0], [Hy ()]")-

Também é claro que 6 € W(0,00) com p = oo e V; = H*(Q) e Vo = L*(2). Entdo,

pela proposigao tem-se que
0 € C([0,00), L*(92)).

Temos ainda que u; € W (0,00) com p = oo e V; = [HF(Q)]" e Vo = [L2(2)]". Assim,
pela Proposicao 2.1

ur € C([0, 00); [L*(Q)]".

Logo, faz sentido calcular u(0), u:(0) e 6(0).

Vamos entao calcular «(0). Temos que
u” — u; fraco-x em L™(0, 0o; [Hy(2)]")
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conforme (2.29).
Entao, como em (2.30) e (2.31), escolhendo w = ¢t com ¢ € [H}(Q)]" C
[L2(Q)]" e ¢ € L}(0,00) tem-se:

/ (", )y dt — / ()20 dt (2.47)
0 0

para toda ¢ € L'(0,00). Em particular, para toda ¢ € C3(0, 00) ja que C3(0,00) C
L'(0,00), onde C}(0,00) sdo as fungoes de classe C'' com suporte compacto em
[0, 00).

Também, de (2.29) tem-se

u™ — u fraco-x em L>([0, 00; [Hg(Q)]™).
Entdo, como acima, para ¢ € [H}(Q)]" C [L*(Q)]" e ¢ € L(0, 00) vale que:

/ (u™, ) 2@ dt —>/ (u, V) 2@ dt (2.48)
0 0

para toda ¢ € L'(0,00). Em particular, para toda ¢ € Cy(0,00) pois Cp(0,00) C
L*(0,00), onde Cy(0, 00) representa as funcoes continuas que tem suporte compacto
em [0,00).

Escolhendo ¢ = ¢ com ¢ € C}(0,00) concluimos de (2.47) que

/ (uf", V) 2 dt —>/ (ue, V) 2y dt (2.49)
0 0

e de (2.48) comcluimos que

| e dt— [ o) dt (2.50)
0 0
para toda ¢ € [H3(Q)]" C [L*(Q)]" e para toda ¢ € C}(0, c0).
Somando (2.49) e (2.50) temos que
< d < d

para ¢ € [H}(Q)]" e ¢ € C3(0,00). Entdo, integrando e impondo a condigao

adicional sobre ¢ que p(0) = 1 segue que
(u™(0), V)2 — (u(0), ¥)r2(0)
para toda 1 € [HZ(Q)]" C [LA(Q)]™.
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Mas, pela escolha de  «™(0) em (2.8), tem-se u™(0) = uj* — uo forte em

[H}(Q)]" e portanto em [L*(Q)]™. Dai, tem-se que
(u™(0), ¥) r20) — (o, ¥)r2(0)
para toda ¢ € [H}(Q)]". Portanto, da unicidade do limite, concluimos que
w(0) = g, (2.51)

Assim, como era esperado, u(t) atende a condicdo inicial dada.

Calculamos agora 6(0). Sabemos que
0" — 0, fraco-x em L>(0,00; L*(Q))

(conforme (2.29)).
Entao, escolhendo w = ¢t com ¢ € H}(2) C L*(0,1) e ¢ € L'(0,0) tem-se:

/ (6, )y dt — / (O, ) 120y dt
0 0

para toda ¢ € L'(0,00). Em particular, para toda ¢ € C3(0,00) ja que C3(0,00) C
L'(0,00). Temos também, de (2.29) que

0™ — 6 fraco em L*(0,00; Hy(S2)).
Entao, para ¢ € H}(Q) C L*(Q) e ¢ € L*(0,00) vale que:
/ (0™, V) 2@ dt —>/ (0, V) 2@ dt
0 0

para toda ¢ € L?(0,00). Em particular, para toda ¢ € Cy(0,o0) pois Cy(0,00) C

L2(0,00). Tomando ¢ = ¢’ com ¢ € C}(0,00) concluimos que

/ (O, ) 2y dt — / (6, ) ooy o dt (2.52)
0 0

/ (6™, ¥) 2@y dt — / (0, ) 2@y dt (2.53)
0 0
para toda ¢ € H}(Q2) C L*(Q) e para toda ¢ € C3(0, c0).

Somando (2.52) e (2.53) temos que

/0 i % {(em(t% w>L2<ms@(t)] dt — /0 ) % {(e@), qp)m)@(t)] dt,

40



para toda ¢ € H}(Q) e ¢ € C3(0,00). Entao, impondo a condigao adicional que

©(0) =1 e integrando, tem-se que
(0™(0), ¥)r2(0) — (6(0), ¥)r2()
para toda v € H}(Q) C L*(2). Mas pela escolha de 6™(0) em (2.8), tem-se 6™ (0) =

0 — 6, forte em H} () e portanto em L?*(£2). Desse modo tem-se que

(0™(0), ¥)r2) — (6o, ¥)r2(0)
para toda ¢ € H}(Q). Logo, da unicidade do limite, concluimos que
6(0) = Bo. (2.54)
Usando as convergéncias
u® — wy, fraco-x em L>(0, 00; [H}(Q)]™)
Ut — uy, fraco-x em L*°(0, 00; [L*(2)]")
ja vistas em (2.29) e fazendo de modo semelhante ao acima para u(0) = uy e 6(0) =

Ay, mostra-se que

ut(0) = uy. (2.55)

Agora, de (2.46), (2.51), (2.54) e (2.55) concluimos que as fungoes u e 6 sdo solugoes
do problema (2.1), j& que as condigoes de fronteira em (2.1) estao satisfeitas pois
u € [HHQ)]" e 6 € Hy ().

Resta entao, verificar a unicidade das solugoes u e 6.

2.4 Unicidade de Solucoes

Suponhamos que existem dois pares (u, ) e (@, 6) solucdes do problema (2.1)
nas classes indicadas no final da secao 2.2.4. Entao w = v — nev = 0 — 6 sao

solugoes de

wy — Aw + a(x)w, + Vo =0 re, t>0

vy — Av + divw, = 0 reQ, t>0

w(xz,0) =0, w(x,0)=0 x € () (2.56)
v(z,0) =0 z €

w(z,t) =0, v(z,t)=0 t>0, xedf)
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Multiplicando a primeira equagao de (2.56) por w; e a segunda equagao de (2.56)
por v, somando as duas e, em seguida integrando em relacao a x € €2 e usando as

condigbes iniciais para w e v dadas em (2.56), resulta que

d1l ) )
g3 L wliay + 1900 + ol + Va0 wila +

2
+IVoll2) = 0.

para todo t > 0.

A energia do problema (2.56) é dada por:

1
E(t) = E(w(t),v(t)) = 5 lwillz o) + IVolzaq + [0lzaq) -
2

Agora, integrando em [0,¢], ¢ > 0, e usando as condigdes iniciais dadas em

(2.56) segue que E(t) = E(w(t),v(t)) satisfaz

B + [ AIValwilize + [Vl bds = BO) = Bw(0).00). (257

para todo t > 0. Assim E(t) = 0, Vt. Donde resulta que w = v = 0 quase sempre.

Logo u = @ e § = . Portanto, o problema (2.1) admite solucéo (u, ) tnica.
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Capitulo 3

Estabilizacao

Neste capitulo estudamos a estabilizacao do sistema acoplado Equacao da

Onda x Equagao do Calor (2.1). Por estabilizagao, entendemos o comportamento

da energia FE(t) do sistema, quando t — oo ou o estudo do comportamento

das solugoes u(t) e 0(t) quando t — oo, em alguma norma. Por exemplo, es-

tudar lim_[u(t) [z e lm_ [6(0)|zxe ou lim u(t) [z~ e lm_ [6(t)]|~).

Mostraremos taxas de decaimento explicitas para as solugdes do sistema (2.1).

De fato, nosso objetivo é estudar a estabilizacao da energia F(t), do sistema

(2.1), que é dada por:

1
E(t) = 5/9 (Jw|* + |Vul* + 6%) da.

A energia F(t) é a soma das energias Ey(t) e Fy(t) dadas por:

1
E(t) = 5/Q (|luwl* + |[Vul?) dz (energia cinética e potencial)

1
Eq(t) = 5/96’2 dx (energia térmica).

Conforme ja vimos no capitulo 2, temos que

d

—E(t) + /a(x)|ut\2dx + / |VO|*dz = 0,

para todo t > 0.

Assim, para t > 0 e T > 0 a energia E(t) satisfaz a identidade

t+T t+T
E(t) — E¢+T) = / / o) u2dds + / / V6|2dzds.
t Q t Q
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Em particular, vé-se que a energia E(t) é uma funcao decrescente. Entao, faz sentido
estudar taxas de decaimento da energia total F(t) associada ao sistema (2.1).
Agora precisamos definir o subconjunto I'(zg) de I' = 092, para zy € R™ fixado

de modo arbitrario.
[(xg) ={z €T} (x — xz9).n(x) >0}

onde 7n(x) é a normal exterior unitaria a {2 no ponto x € I' = 9.

Seja, w C Q uma vizinhanca em Q de I'(zg). Assim, w = QN W, onde W ¢
um aberto do R™ tal que I'(z) C W.

A estabilizagao da energia E(t) serd estudada com a seguinte hipdtese adicional
na funcao a(x):

a(x) > ag sobre w (3.4)

para alguma constante ag positiva.
Assim, o termo dissipativo a(x)u; na primeira equagao em (2.1) é localizado
ou efetivo apenas em uma parte de 2

De fato, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Estabilizacao) Sejam u = u(x,t) e 6 = 0(z,t) as solugdes do
problema (2.1). Seja a € L>®(Q2), a(x) > 0 ¢.s. em Q, satisfazendo (3.4). Entdao,
existem constantes positivas C' e o, com C' dependendo da energia inicial E(0), tais
que:

E(t) < Ce™, (3.5)

para todo t > 0.

Para provar esse teorema vamos precisar de alguns lemas e estimativas especiais

sobre as solugoes u e 6.

3.1 Lema de Nakao

Para provar a estabilizagdo da energia F(t) vamos mostrar que E(t) satisfaz

uma desigualdade do tipo:
E(t) < ClE{#)—Et+T)], t>0, (3.6)
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onde C' é uma constante positiva e 7' > 0 é uma constante fixa adequada.

Entao, a propriedade de decaimento (3.5) seguira de (3.6) e do seguinte lema:

Lema 3.1 (Nakao) Seja p(t) uma fungao nao negativa em RY satisfazendo para
t>0:
sup ¢(s) < Clo(t) — ¢t +T)]

t<s<t+T

com T >0 e C >0 constantes fizas.

Entao ¢ tem o sequinte comportamento assintotico
p(t) < Cp(0)e™, =0,

para algum o > 0 firo e C' > 0 uma constante.

3.2 Identidades de Energia

Para provar (3.6) também precisamos desenvolver algumas identidades de

energia.

Lema 3.2 Sejam u = u(z,t) e 0 = 0(x,t) as solugoes do problema (2.1). Sejam
h:Q — R" funcdo de classe C*(Q2), m € WL®(Q) e T > 0 fizado. Entdo as

sequintes identidades sao validas, para todo t > 0:

t+T 1 t+T t+T
/ /|V6|2dacds = — {—/dex} +/ /ut-VHd:L‘ds, (3.7)
¢ Q 2 Ja ¢ ¢ Q
4T
/ /m(m)|V9|2dxds = - l /m 92dx}
¢ Q

t+T
/ / O(Vm - V) dads (3.8)

t+T
/ / m(x)0(div u) deds,

/tt+T/Q[|Vu|2 — |w ]} dwds = — {/u . d:c} :+T
/ M/ u- V0 drds (3.9)
- {2/Q (@ )!uIQdmL ,
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/tHT/Qm(x)[|Vu]2—|ut|2]d:cds S Um D)u- utdx] o

T
— / /VmZuVudxds

4T
— / /m z)u - VOdxds
- {/m x)|ul da:] :
t

t+T

(3.10)

2

1 t+T 8u
STAAR
t r n

dllds = — [/ (h.Vu)u, daj}
1 » t+T t
- / /(dwh)[|Vu|2 |us || dxds
azy
— / / )(h.Vu)u, deds (3.11)

— /h Vu)VO dzds

T
- / / Ohi Ojuj Opu; dzds,
t Q

onde h* indica a k-ésima componente do campo h, Ah = (AhY,--- | Ah™) en = n(x)

€ a normal exterior unitdria no ponto x € I' = 01,

1 t+T au 2 t+T
_5/ /(x —9).M ‘a—n dl'ds = — {/ [(z — x0).Vu]u, dac}
t r ror
+ / / [[Vu|* — |u|?] dzds
4T
- / / [(z — x).Vu] - uy dzds

- / (x — xp) - Vu] - VO dxds

+T
— / / |Vul? dxds.
¢ 0

(3.12)

Demonstracao:

As identidades (3.7) e (3.8) sao obtidas fazendo o produto da segunda equagao
do sistema (2.1) com os multiplicadores M (6) = 6 e M (6) = m(x)6 respectivamente,
e integrando em Q x [t,t + T]. As identidades (3.9), (3.10) e (3.11) sao obtidas
fazendo o produto interno em R™ da primeira equacao do sistema (2.1) com os

multiplicadores M(u) = uw, M(u) = m(x)u e M(u) = h.Vu respectivamente, e
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integrando em 2 x [t,t + T]. A identidade (3.12) é um caso particular da equagao
(3.11) quando h(z) = (z — xo).

3.3 Estimativas de Energia

Observamos que, em todas as estimativas que se seguirem, a letra C' podera
indicar diferentes constantes positivas.

Seja h : R® — R™ um campo vetorial de classe C*(Q) tal que

h(z) = n(x) sobre  I'(xg)
h(z)m(x) >0  sobre o) (3.13)
h(z) =0 sobre  Q\w

onde 7n(z) é a normal tnitaria exterior a 2 no ponto x € 92 e & é um aberto do R”
tal que @ C w, T(z) CONN Cw C Q (a existéncia de um tal campo h aparece
em Lions [15]). O conjunto w foi definido na introducao deste capitulo.

A primeira estimativa é dada pelo seguinte lema:

Lema 3.3 Seja T > 0 fizo. Entao, existemy > 0 e 3 > 0 tal que as solugoes u(z,t)
e 0(z,t) de (2.1) satisfazem a sequinte desigualdade:

t+T

’y/ Ei(s)ds < C[Ei(t+T)+ Ei(t)]

t
1 t+T
+-8M / / Ou
2 t T'(zo)

2 t+T
— dFds+/ /Uu\—i—ﬁM!Vuma(w)ut\dxds
T t Q
+/ /[|u|+6M|VuH|V0|dxds,
t Q

on
onde M = sup |z — zg| e E1(t) € a energia associada a solu¢ao u(x,t) da primeira
Q

1
equagao do sistema (2.1), isto €, Ei(t) = 5/ (Jw|* + |Vul?) dz .
Q

Demonstracao:
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Multiplicando (3.12) por 3, 5 > 0 e depois somando com (3.9) resulta:

LT
1——/ /\Vu|2 || dxds—i—ﬁ/ /\Vu\Qda:ds
0

——ﬂﬁw—wwwawlmwwmr154<»er

t

—f /HT/ ut (x — x9) - Vu] dxds

5/t+T/ x—xo @ dl“ds—/tJrT/QVQ u+ﬁ(m—x0) Vu]d:pds
(3.14)
Logo
fn e 2 pn 2
( 1) / /|ut| d:rcii;—(1+ﬂ )JT {Q[|VU| das(jsHT
= —ﬂ[/ [(z — o) - V;L}ut] —[/Qu utdx] —[—/ﬂa(:p)|u| ]t
5 /t+ / 2)u|(x = o) - Vu} duds (3.15)

ou

dl'ds

t+T
+§/ / x—xo-n
t r

t+T
_ / / V6 - [u + fB(x — x9) - Vu} dxds.
t Q

Agora, fixando um numero [ tal que:

2 2
—<pf<—— n=>3
n n—2

Tomamos v := 2mm{% -1, 14+ 601 - g} e, portanto, v > 0. Entao, de (3.15)

se obtém que
t+T

/HT /|ut|2+|Vu| ] dads < — [/[(x—xo) vu}ut]w—[/u udz)
[ / |U| —5/+T/ T)uy a:—:z:o) Vu} dzds

2 Ja
Ry A G

on
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Isso quer dizer que
t+T t+T t+T
7/ Ei(s)ds < ﬁ[/[(m—xo) Vu}ut} —[/u utdx]
t

5 T [1/ |u\ —ﬁ/t+T/t+T ug | (z — o) - Vu] dxds
/ / z — 10) ‘—’ dFds—/ /V@u—i—ﬁx—xo) Vu]dxds

(3.16)
Mas a desigualdade (3.16) é equivalente a
t+T T
7/ Ei(s)ds < — [/[ﬁ(a:—xo) Vu—i—u]ut}
t+T
/ / ut (x —x) - Vu+ u} dxds
3.17)
6 /t+T/< au (
+= m —x9)-n||=| dl'ds
2 J (o) 0) ] on

t+T
_ / / VO[B(x — o) - Vu+ u] deds
t Q

ja que (x — x9).n <0 em I'\I'(zo).

Entao, sendo M = sup |z — x| e usando a desigualdade de Poincaré, da estimativa
z€Q
(3.17) segue que:

V/tHTEl(s) ds < [/ [6MVu+u]utE+T

t+T

B tJrT
SR
- /t /Q ve ﬁMVu+u] dwds

< C{llu(t + DI [IIVult + T + flult + D]
Hlu(t + D [Vu@)] + Hu( 1IN

O 0
t/JrT / _u

/ / a(r)u 5MVu+u} dxds

/ - / V@ ﬁMvu+u] dwds

() uy [ﬁMVu + u] dxds
ou|?

dl'ds

dl'ds
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< COfllu(t+1) HHW(HT)IHIIU( MIVu@)l]

4T
+Mﬁ/ / dlds
t+T
—l—/ / a(x)uy [ﬁMVu + u] dzds
topd9
+ / / V0|3V + v drds
t Q
(3.18)
Logo, de (3.18), resulta que
t+T
Ei(s)ds < C[E\(t+T)+ Eq(t)]

au

t+T
dlds —I—/ / |a(z)u [|u] + BM|Vul] deds — (3.19)
¢ Q

) “T/

t+T
+/ / V0| [|u| + BM|Vul] dxds
¢ 0

O

Para a demonstragao do proximo Lema vamos precisar usar a identidade (3.10),

m = m(x) € WH*(Q) uma fungao satisfazendo as seguintes propriedades:

2
[Vm| ¢ limitada em £

m

< <
0<m(z) <1 em - (3.20)
m=1 em NS
m=0 em Q\w

onde @ aparece nas propriedades de h em (3.13).
A existéncia de uma tal funcdo m(x) é mencionada em A. Haraux [1] e J. L.

Lions [15].

Lema 3.4 Seja T > 0 fizo. Entao, existe v > 0 tal que as solugoes u(x,t) e 0(z,t)
de (2.1) satisfazem a sequinte desigualdade:

t+T t+T
7/ Ei(s)ds <C [El(t) + E(t+T) +/ /(|ut|2 + |ul?) dzds
t t w
t+T

+ / /ya(x)ut|[\u1+w]dms

L 29
+/ / V0] [V + ]u”] |
t w

sendo E1(t) € a energia associada a solugdo u(x,t) da primeira equag¢ao do sistema
(2.1).
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Demonstracao:

Usando a identidade (3.11) com h = h(x) satisfazendo (3.13) obtemos que

t+T T
/ / dl'ds = / / (h-n)
F(Z‘o F(-TO

t+T
/ / (hn) 8u
t
< {/ (h.Vu)u, d:zc}
Q t
t+T
/

/t+T
t t+T
2 /
/g—i—T
t

Comoh € CHQ),h=0em N\@ed Cw, 0<m<1, m=1em &, entdo de
(3.21) tem-se

t+T
/t /F(xo)

ou?

dFds

IN

dl'ds

(divh)[Ju|? = |Vul?] dzds (3.21)

+

+
(N}

a(x)uy(h.Vu) dxds

+

(h-Vu)Veodxds

S—5—"

+

S~

Oghi Ojuj Oy dzds.

@2

t+T
drds < C[El(t)JrEl(tJrT)]Jr/ /_(|ut|2+|V|2)dxds
t N

t+T

/\ (2)u] | Vu|dzds

/ / 8 |0;u;| |Opuj|drdx

t+T
+C/ / \VuHVG]dxds
t oNQ 4T
C [El(t +E(t+T)+ / / (|us|*dzds

T
/ / m(z)|Vul*dzds
onQ

/ ()| [Vu|dzds

tyr”
/ /|Vu||V0|d:cds} :

Agora, vamos usar (3.10), com m = m(z) satisfazendo (3.20). Do fato que m(z) > 0

<

+

+

~\
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e de (3.10), obtemos:

t+T t4+T
/ / 7)|Vul’drds < / /m(x)|Vu|2dxds
b0
= / /m )| %] dwds
+T
[ / m(z)u - uy dx}
t+T
/ /VmZVuZu’dxdt
t+T
/ / m(z)u - VOdzds
t+T
/ / m(x -udxds

t+T
< C {El(t)JrEl(thT +/ /(!ut\QHu\z)dxds
t w

t+T
+/ /|a(:v)ut||u|dxds},
¢ Q

onde a ultima estimativa na expressao acima ¢é devida a desigualdade de Poincaré.

(3.22)

Logo,(3.21) torna-se:

/t+T/' au 2
t I'(zo) 8

t+T
dlds < C [El(t)+E1(t+T +/ / (Jue|? + |ul?) dwds

t+T t+T
/ /|a Jug| [Ju] + Vu] da:ds+/ /|VUHV9|]

(3.23)

Substituindo esta estimativa no Lema (3.3) obtemos que:
t+T t+T
7/ E(s)ds <C [El(t) +E(t+T)+ / / (lue]® + [uf?) dads
t

t+T
+ / /|a ()l [|u] + Vu]dzds (3.24)

[ [vwal )]

Isso prova o Lema.

0

Lema 3.5 Seja (u,0) solug¢io do problema (2.1), existe uma constante T > 0, que
depende de FE(0), tal que

E(t) <C E(t)—E(t+T)+/tt+T/[|ut\2+|u|2} drds

t+T
+ / /V0[|Vu| + |ul] dmds}
t w
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para alguma constante positiva C' e para todo t > 0.
Demonstracao:

Sabemos de (3.3) que

t+T t+T
/ /a(x)]ut\dedS + / /\V9|2dxds = Et) — E{t+1T).
¢ Q t Q

Pela desigualdade de Poincaré temos que

/t+T/92dxds < c/HT/ IVO|2dwds < c{ (t) — (t+T>]

Isto diz que

/t+TE2(t)ds <C /t+T/ VO dxds < C’[ (t) — E(t+T)], (3.25)

1
onde Esy(t) = 5 / 0%dz.
Q
Combinando a estimativa obtida no Lema 3.4 e a estimativa (3.25) segue que

t+T

V/tHTE(S)dS <c[ ()+E(t+T)+AE+/ /]ut|2+|u\)dxds

t+T t+T
/ /]a Jug| [[u] + Vu]dzds —l—/ /\V@] [Vl + [ul] |,

(3.26)
onde AE=E(t)— E(t+T).
No entanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de

Poincaré e (a + b)? < 4(a® + b?), temos a seguinte estimativa

t+T
/ /|a ut|[|u|+Vu]dasds <

<C [/HT/ la(z u,fdxds} Ut+T/ Vul? + |ul? )dmdsr
<cva[[" [t umdsy 1 Wupdxdsf
con[[" favrand [ som]
< CV2VT UHT/ la(x ut|2dxds] () <C [/tHT/Q]uthxdsr E(s)

<cl/ E(s } VE(s) < CVTE(t) < CE(t). o
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Logo, substituindo (3.27) em (3.26), obtemos

t+T t+T
7/ E(s)ds <C [E(t) +Et+T)+ AE + / /(|ut|2 + |ul?) dzds
t t w

+/tt+T/w|V9|(|Vu|+|u|)]

(3.28)
Do fato que E(t) é decrescente obtemos que
4T
TEt+T) <C [E(t) +Et+T)+ AE+ / /(|ut|2 + |ul?) dzds
4T Lo (3.29)
+/ / V6] (|7l + iu\)] .
t w
Tomando 7" > 2C + 1 em (3.29), concluimos que
t+T +T
E(t) < C [AE +/ /(]ut|2 T |uf?) duds +/ / 190/ (IVa] + ) | -
t w t w
(3.30)
Nas estimativas acima C' indica diferentes constantes positivas.
O

3.4 Estimativa Fundamental

Agora, vamos enunciar a estimativa dada na préoxima proposi¢ao que produzira

uma estimativa para a energia E(t).

Proposicao 3.1 Sejam u e 0 as solugcoes do problema (2.1) e T > 0 fixado pelo

Lema 3.5. Entao, existe uma constante C' > 0, tal que:

t+T t+T
/ /{|u|2 + [VO|[|Vu| + |uH}d:Eds < C{AE + / /|ut\2dasds},
t w t w

(3.31)
para todo t > 0.

Demonstracao:

Vamos provar esta proposicao por contradicao. Suponhamos que exista uma
sequéncia de solugoes {(u”)neN, (Gn)neN} com dados iniciais {(ug), (ul), (93)} e uma
sequéncia (t,)nen € RT tais que

L a2+ Vo [[un] + (V] deds

lim i = 0. 3.32
n—so0 AE, + [ [ |up]? deds (3:32)

tn

o4



Sejam

tntT
_ / / P 4 VO [l + |Va|] dads (3.33)
tn w
e
1 tn+T )
L(t,) = 2 {AE,L + /t /w\uf\ dxds}. (3.34)
Entao, de (3.32), tem-se
lim I,(t,) = 0. (3.35)
Seja v"(z,t) = M e w'(x,t)= M, 0<t<T. Além disso,
de (3.33), temos que
1 tn+T
- /\un\2+ V07| [[u] + [V ]] deds = 1, (3.36)
n Jin w

para todo n € N.
Da estimativa do lema (3.5), de (3.35) e de (3.36), segue que

u™(z, t+t,) 0"(z,t+ tn))
An ’ An
= S Eu™(z,t+t,),0"(x,t +t,))
Eu"(tn), 0" (tn))
tn+T
AE, + / / lup | + | + [V [| V"] + |u"|] dads] }

t7L+T
AE, +/ /|u?| d:vds}+(§’

= CI,(t,) + C.

r—/_\/—’g\

Mas, I,,(t,) ¢é limitado devido a (3.35). Assim, obtemos que
E@"(t),w"(t)) < C, istoé /Q v 2 + [V |? + |[Vuw"Pdz < C,
para todo 0 <t < T e para todo n € N, onde C > 0 independe de t e n. Portanto,
[ Oz < C, [[VO" Oz < C e Jw"(#)]lr2) < C, (3.37)

para todo 0 < t < T e para todo n € N. Mas da desigualdade de Poincaré e da

estimativa (3.37), segue que
n n 1 n
0Ol = [ 10" do = [ GGt + ) ds
Q Q )‘n
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1 " .
< Cl/Q)\_2|VU (z,t+1t,))? do = CQ/Q\VU (z,0)?dr < C,
para todo 0 <t < T e para todo n € N. Isto é, existe uma constante C' > 0 tal que
/ [on(,1)[* dx < C, (3.38)
Q

para todo 0 <t < T e para todo n € N.

Portanto, concluimos que

o™ ¢ limitada em Wh°(0, T [L2(2)]™) N L>(0, T [HE ()],

(3.39)
w" é limitada em L*>(0,T; L*(Q)),
para todo n € N.
Afirmacgao 1:
1
lim )\—( a(x)ul(t+1t,)) =0 em L'((0,T) x Q). (3.40)
Demonstracao:
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
(t+t
/ / Pt + ) / / )| )
1
(t + tn, ’
[// dxdt] [// “t+ x‘ddt]
1
C tn+T 2
< )\—2T||a\|Loo(Q) [/ /a(az)!u?(s,x)‘ dxds S C ﬁ ANE| <CVI,
n tn Q n
(3.41)

Logo,
—/ / x)|uy|deds < C/I,(t,) — 0 (3.42)

quando n — oo.

0J
Afirmacgao 2:
im Ain(ve"(t +t,)) =0 em L'((0,T) x Q). (3.43)
Demonstracao:
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Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

T rivort+t,) 1 /T / 2
—_— — VO™ (t + t,,x)| drdt

-

2

dedt < CoNT

2

/Q‘VQ”(S, :U)‘2 d:r:ds] (3.44)

2

< CoVT

i 1 tn"l‘T
n

X2,
1

A2
< CVI,

Logo,
T
)\i/ / VO™ (t +t,)| deds < C\/I,(t,) — 0 (3.45)
n JO Q

quando n — oo.

Afirmacao 3:

T
/ / |v¢|? dwds = 0.
0 w

1 tn+T
De fato, por (3.35) temos que I,,(t,,) = = lAEn + /t / |l |? d:cds} — 0,
2

entao
tn+T T
0 = lim / drds = lim / /
n—oo [, w n—o0 Jq w
T
= lim / /|Uf(t)|2dxdt
T 0 w
:/ /|vt(t)]2dxdt,
0 w

pois v™ — v fraco-x em L2(0, T [L?(2)]").

Demonstracao:

2
An

ug (s)
An

Afirmacgao 4:

lim /0 /wVw"[|v"(t)| + |V ()] dzdt = 0.

n—:uoo

Demonstracao:
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

/ /Vw”[|v”(t)| + |V (t)|] dadt
e 1 1

r 2( (T 2
< / /|Vw”|2dxdt / /|VU"\2 + |v"|? dxdt
0 w 0 w
1 [tetT , 2 (1 [tntT ,
<C /\—%/tn /Q|V9 1 dxds )\—%/tn /Q|Vu |* dxdt
1 1
1 2 T ) 2
<C|=SAE / /|Vv”| dxdt
A 0 Jo

SC\/T\/E—>O.

—_
N —

O

Agora fazemos a passagem ao limite de {(v"(t))neN, (w”(t))neN}. De (3.39)
segue que existem fungoes v(t) e w(t) e subseqiiéncias das seqiiéncias v" e w™ que

continuaremos denominando por v" e w™ tais que

v™(t) = v(t) fraco x em Whoo(0,T; [L2(2)]™) N L0, T; [HH ()]
w"(t) — w(t) fraco x em L°°(0,T; L*(2)).

Assim, as fungoes v(t) e w(t) satisfazem:

i) ve W0, T; [L*(Q)]") N L0, T; [H Y (Q)]") e we L*(0,T; L*(Q));

. Vet — Av =20 . - ~ .
ii) , pois v™ e w™ sao solugoes do nosso sistema.
wy — Aw + divy, = 0

De fato, temos que (u",0™) satisfazem

up(t +t,) — Au™(t + t,) + VO (t +t,) + a(x)up(t +t,) =0
O (t +t,) — AO"(t + t,) + divup(t + t,) = 0.

(3.46)

Dividindo (3.46) por A, teremos

Vo' (t+t,) al@x)up(t+t,)
+ —0
o . (3.47)
wi(t) — Aw"(t) + div vy (t) = 0,

vl (t) — Av™(t) +
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para 0 < t < T e para todo n € N. Passando o limite quando n — o0,

obtemos da Afirmacao 1 e Afirmacao 2 que

Utt—AUZO
wy — Aw + divvy, = 0

T

iii) / /|vt\2d:cds = 0;
0 w
T T

iv) / /|U|2d$d5+ lim / /|Vw"|[]v"| + |Vo"|] dads = 1.
0 w n—Jo w

Agora, como v(x,t) é solucao de
vt — Av =0 (3.48)

em 2 x [0,7) entao também v; é solugao de (3.48) em Q x [0,7).
Mas (iii) diz que vy = 0 q.s. em w x [0, 7). Logo, pelo Teorema de Holmgreen
(continuagao tnica) em Kim [19], Lions [14] e [23], resulta que v; = 0 em Q x [0, 7).
Assim v(z,t) = f(z) em Q x [0,T).

Portanto, voltando ao problema (3.48) temos que v é solugao de

—Av=0 em

(3.49)
v=0 sobre I'=0)

pois v € limita de v™ que é solucao do nosso sistema e portanto satisfaz condi¢ao
de Dirichelt sobre 0f). Pela unicidade do Problema de Dirichel, resulta que v = 0
q.s. em (0,7) x Q. Isso contradiz o item (iv). Assim, a Proposicao 3.1 é vilida.

O

3.5 Prova do Teorema de Estabilizacao

Do Lema 3.5 temos a estimativa

t+T t+T
B(t) < C{AE + / /[|ut|2—|— ul*] dzds + / /ve[yvuy + |ul] dxds},
t w t w
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para alguma constante positiva C' e para todo ¢ > 0.

Usando a Proposigao 3.1, do fato que a(z) > ag > 0 sobre w segue que

t+T 4T
E(t) < C’{AE+/ /]ut|2dxds} < C{AE—{—C’/ /a(x)|ut|2dxds}
t w t Q

(3.50)
para todo t > 0, C constante positiva independe de u e 6.
Logo, por (3.3), temos
Elt) < O{AE +CA E}
Isto é,
E(t) <CAE, (3.51)

para todo t > 0. Aqui, C é uma constante positiva que independe de u e #, mas
depende dos dados iniciais.
Agora, como E(t) é decrescente temos que
sup E(s) < E{t)<CAE=C[E(t)—E(t+T)]
t<s<t+T

com T > 0 fixado e dado pelo Lema 3.5, e t > 0 qualquer.

Portanto aplicando o Lema Nakao 3.1 obtemos que

E(t)<Ce™ ™ t>0,

para constantes positivas C' e o.

Isso completa a prova do Teorema 3.1 de estabilizacao exponencial da energia.
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