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Resumo

Neste trabalho fazemos uma introducao a teoria de semigrupos de operadores
lineares e estudamos dois resultados de caracterizacao de quando um dado operador ¢é
gerador de um semigrupo de classe Cy ou de um semigrupo de contracoes de classe C
em um espago de Banach. Sao desenvolvidas algumas aplicagoes da teoria de semigru-
pos para a analise da existéncia e unicidade de solugoes globais para uma equacao linear
abstrata e em seguida se estudam as equacoes lineares do calor e da onda. Também
analisamos um problema abstrato semilinear envolvendo um operador linear nao limi-
tado que é gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cy. Os casos semilineares

para as equagoes do calor e da onda também sao tratados.



Abstract

In this work we study an introduction to the theory of semigroups of linear
operators and we describe two results about the characterization of when a given oper-
ator is the generator of a Cj semigroup, or of a semigroup of contractions, in a Banach
space. We have applied the theory of semigroups for the analysis of the existence and
uniqueness of solutions for an abstract linear equation and the linear heat equation and
the linear wave equation. We also analyse a semilinear abstract problem involving a
linear unbounded operator which is the generator of a semigroup of contractions. The
global existence for the semilinear heat equation and the semilinear wave equation are

also studied in this work.
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Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma introdugao a teoria de semi-
grupos lineares e mostrar algumas aplicacoes a problemas de existéncia e unicidade de
equacoes diferenciais parciais lineares e semilineares. Mais especificamente, nos dete-
mos nas equacoes do calor e da onda, mas muitas equacgoes podem ser tratadas de modo
analogo. No primeiro capitulo sao apresentadas algumas propriedades dos semigrupos
de classe Cy em um espago de Banach. No segundo capitulo sao estudadas as equacgoes
do calor e da onda, nos casos linear e semilinear, como exemplos de aplicagoes da teoria
de semigrupos.

Entende-se por um semigrupo de classe Cjy, em um espago de Banach X,
uma familia de operadores {S(t)}+>0 de B(X), onde B(X) representa a algebra dos
operadores lineares limitados de X, que satisfaz:

i) S(0) = I, com I operador identidade;
i) S(t+s)=S5()S(s), VWt ,seRT,
iii) tlirgl+ I[S(t) — I]z|| =0, Vo € X.
Um exemplo de semigrupo é obtido através da funcao exponencial E : Rt —

o0 A n
B(X) definida por E(t) = et = Z (t ')
n!

,com A € B(X). Assim, a familia { E(t) }+>0
satisfaz as condigoes da definigao de semigrupo de classe Cy. Neste sentido, a definigao
de semigrupo generaliza a definicao da funcao exponencial.

A

De fato, a importancia disso estd em que a fungao u(t) = S(t)ug = ey é

solugao do seguinte problema de valor inicial para um operador A € B(X):



sendo ug um elemento dado em X.

A idéia da teoria de semigrupos é que a solucdo de um problema de valor
inicial, como o problema (1), para um operador linear ndo limitado A sobre um espago
de Banach X, seja dada por S(t)ug se o operador A gera um semigrupo.

A teoria de semigrupos é tratada no capitulo 1. Sao tratadas importantes
propriedades de semigrupos como, por exemplo, a diferenciabilidade associada com o
gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cj. E estudado o teorema Hille- Yosida que
caracteriza quando um dado operador, sobre um espago de Banach, é gerador de um
semigrupo de classe Cjy. Também ¢é estudado o teorema Lumer-Phillips que caracteriza
geradores de semigrupos de contracoes de classe Cj.

No capitulo 2 apresentamos inicialmente alguns resultados tedricos necessarios
no desenvolvimento do trabalho, como por exemplo, a definicao de operador maxi-
mal monotono, a definicao de espagos de Sobolev, um teorema de regularidade para
operadores elipticos e o teorema Lax-Milgram.

Posteriormente se faz uma introducao ao estudo de uma equacao linear ab-
strata, e como casos particulares, fazemos o estudo das equagoes do calor e da onda.
Mais especificamente, sao analisadas a existéncia e unicidade de solucoes de tais equacoes,
usando como ferramenta a teoria de semigrupos.

Também no capitulo 2 realizamos, seguindo Brezis-Cazenave [6], um estudo
de solugoes fracas no caso geral de uma equagao semilinear em um espaco de Banach,
considerando o termo da semilinearidade nos casos em que é uma aplicacao globalmente
Lipschitz continua ou localmente Lipschitz continua.

Em particular, para o estudo da equacao do calor semilinear, toma-se a fungao
semilinear localmente Lipschitz continua e mostra-se, via método de semigrupos, a
existéncia e unicidade da solucao fraca local e sob certa condicao de crescimento da
nao linearidade, é analisada a existéncia e unicidade da solugao global.

Ainda, na segao (2.4.3) realizamos um estudo direto da existéncia e unicidade
de solucoes locais fortes da equacao do calor semilinear, usando propriedades de semi-
grupos e o teorema de contracao sobre um determinado espago métrico compacto. Esse
espaco tem uma defini¢ao diferente do espago que foi utilizado na se¢ao (2.4.1) para o

problema abstrato semilinear.



O caso da equacao da onda semilinear é apresentado no final do capitulo 2,
sem muitos detalhes visto que seu tratamento fica andlogo ao caso da equagao do calor
semilinear e do problema abstrato semilinear.

Na se¢ao (2.4.4) é apresentado um problema de valor inicial e de contorno para

uma equagao do calor semilinear sem existéncia de solucao global.



Capitulo 1

Teoria de Semigrupos

Vamos iniciar este capitulo definindo operador linear limitado e fung¢ao exponencial.
Tais operadores sao definidos em um espago de Banach X e representados por B(X, X).
J4 a funcao exponencial ¢4 é estudada considerando A real, A matriz p X p e poste-
riormente, generalizando o caso para A operador linear limitado. No caso em que A é
um operador linear nao limitado, mas com certas propriedades boas, pode-se também

definir ', Isto é feito pela teoria de semigrupos (Gomes[1], Pazy[2]).

1.1 Operadores lineares limitados

Definicao 1.1. Sejam X eY espacgos de Banach. Um operador linear é uma aplica¢do
linear A: D(A) C X =Y, com D(A) o dominio de A. Diz-se que o operador linear é

limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

[Aully < Cllullx,  Yue D(A).

Neste caso, se o dominio de A é denso em X entao A pode ser estendido a
todo X.

Representa-se por B(X,Y) a familia A : X — Y dos operadores lineares
limitados de X em Y. A funcao real ||.| definida por

HAHB(X,Y) = SUP{zex:|a| <1} | Az, < oo,



¢ uma norma sobre B(X,Y).

Tem-se que B(X,Y) com a norma acima é um espago de Banach e B(X)
representa os operadores lineares limitados de X em X.

Seja A,, uma seqiiéncia em B(X,Y’) com n=1,2,...Diz-se que A,, é convergente
se existir A € B(X,Y) tal que ||A, — A|| — 0 quando n — oo e escreve-se A,, — A.

Vamos considerar A,, € B(X,Y). A série dada por

iAn (1.1)

converge para algum elemento A € B(X,Y) se a seqliéncia das somas parciais S, =

p 00
ZA"’ p = 1,2, ... for convergente para A. Quando a série real Z |An|| for conver-
n=1 n=1

gente, diz-se que (1.1) é absolutamente convergente.

1.2 Funcao exponencial

Definicao 1.2. Seja A nimero real e t varidvel real. A func¢ao exponencial et € escrita

por

et =>" (t:!)n. (1.2)

A série em (1.2) é convergente para todos os valores de ¢t € R.

Analogamente, se A é uma matriz p X p, entao a definicao 1.2 também rep-
( a™

resenta a fungdo exponencial matricial. Isto diz que se A = (ai;) e A" = (a;;), com

1,7 =12, .. pen=1,2, .., entao a série

t2a(2)

g i
L tai; + — + e

é convergente e et = (b;;), sendo

2 (2)

bij =1 + t(lij + 2;” + ...

Assim, as propriedades da funcao exponencial para um niumero real A sao validas

quando A é uma matriz.



Da mesma forma, para X espaco de Banach e A € B(X), a série

(tA)? (tA)" e (A"
I+tA+T+...+ — +...—Z -

n=0
com [ operador identidade de X ¢é absolutamente convergente e conseqiientemente

convergente, para todo t real, desde que X é Banach. Logo, considerando A operador

linear limitado de X, pode-se definir a exponencial ' pela série

etA — Z (tAR .
n.
n=0

4 6 um operador linear limitado de X e HetAH < eltlliAll,

Entao e

A funcao exponencial esta diretamente associada as equagoes diferenciais. Isto
porque, ela é solucao do seguinte problema de Cauchy: seja A um operador linear
limitado em um espaco de Banach X. Entdo, uma funcio u(t) = e'4uq definida em R*

satisfaz o problema de valor inicial

du = Au
dt (1.3)
u(0) = wug

sendo 1y um elemento dado em X.

A idéia da teoria de semigrupos é estudar tal problema para o caso em que A
¢ um operador linear nao limitado.

Quando A € Ret > 0, a exponencial E é a tnica fun¢ao definida em R* a
valores em R (como serd mostrado no teorema 1.4 abaixo) que satisfaz as propriedades:
a) £(0) =1;

b) E(t+s) = E(t)E(s), t,s>0;
c) tl_lg}r E(t)=1.

Isto também ¢é valido para o caso em que A é uma matriz p X p e também em
um espaco de dimensao infinita, onde E toma seus valores na algebra dos operadores
lineares limitados. Desta forma, o nimero 1 que aparece em a) e c) é interpretado como

o operador identidade de X e a multiplicagdo em b), a composicao de operadores.



Observagao 1.3. Diz-se que I € o limite uniforme de E(t) € B(X) se ||[E(t) — I|| — 0
quandot — 0%, Também, I é o limite forte de E(t) se para cadax € X, ||[[E(t) — Iz| —

0 quando t — 0%,

Teorema 1.4. Uma funcao E : RT — B(X) satisfaz as condigoes

a) E(0) =1I;

b) E(t+s) = E(t)E(s);

c) ||E(t)—1I|| =0, quandot— 0%;

se e somente se E(t) = ' para algum A € B(X) com e definida por (1.2).

Demonstracao:

<, (tA) — (
tA _ .
Supor A € B(X) e e = Z o Como para todo t > 0 a série Z
n=0 n=
em norma, entdo e!4 é um operador linear limitado de X. Isto diz que e* est4 definida

tAY

converge

em R a valores em B(X).

Também pode-se observar que et satisfaz a condigao a).

t+s)P t" s
Usando a férmula ( +' ) = Z g , para t,s € RT e a férmula para
p! n!

produto de somatoérios, obtemos

E(1)E(s) = eMe — (Z A;s!m> ( A;;f")

m+n=p

Logo, a condicdo b) estd satisfeita

Do fato que et = Z (tA = i

n=0

resulta

IH—

< 4] = A"
e ek o 2 Gt

- A"
<t|A] <ZT = t[| Al eI,

n=0

8



Portanto,

et — I|| < t]|Al e para todo ¢ > 0.
Como por hipétese A € B(X), tomando o limite quando ¢ — 0" na desigual-

dade acima temos que He“‘ -1 H — 0, o que prova a condicdo c).

Reciprocamente, supor que a funcao F : Rt — B(X) satisfaz as condigoes a),
b), c).

Vamos mostrar que ||E(t)|| é limitada em todo intervalo limitado.

Da hipétese c), dado € > 0 existe 6 > 0 tal que ||E(t) — I|| < €, para todo
t € [0,0]. Como |||E(t)]| — ||| < ||E(t) — I]| entdo |[E(t)|| < e+ 1= M, ¥Vt € |0,7].

Para cada t > 0 real, existe um niimero inteiro nao negativo n tal que t = nd+r,
sendo r nimero real pertencente ao intervalo [0, ). Usando b) e o fato que n < % segue
que

IE@)] = |E(md + ) = [EGE@) < |EGI" I1EC)]

< M"M < MsM = Me*!

sendo w = 6 tlogM > 0. Portanto, se t € [0,T], ||[E(t)|| é limitada em [0, T] por MevT.

Vamos provar que F é uma fungao continua na topologia uniforme de B(X).

Para h > 0 temos que

1B+ ) — B = |EGER) — 1] < |E@IIER) — 1) — 0
quando h — 0, pois ||E(t)]| é limitada em intervalo limitado e ||E(h) — I|| — 0.

Agora, para os valores de h tais que 0 < h <t resulta

[E( = h) = EQ)|| = Bt =) = ER)]|

< [|E@=h)IE) = 1] =0

quando h — 0, pois ||E(t — h)|| é limitada em [0,¢] e vale ¢). Logo, E é uma funcao
continua na topologia uniforme de B(X). Neste sentido, podemos integrar a Riemann,
relativamente a topologia uniforme de B(X). Pelo teorema do Valor Médio para Inte-

grais e usando a continuidade de F(t) obtemos

lim © /0 B(t)dt = Tim, % (E(&)h) = E <h13%1+ gh> —BO)=1  (14)

em norma, com 0 < &, < h. Assim, existe p > 0, tal que

1 P
H-/ E(t)dt—IH <1
P Jo



)
Isso implica que / E(t)dt é inversivel em B(X).
0

Além disso, tomando s =t + h segue da continuidade de E(t) que

%/O”E(t)dt:%/OpE(Hh)dt—%/opE(t)dt

1 p+h 1 h
= — E(t)dt — — E(t)dt.
AU D

Da mesma forma como foi calculada a integral (1.4), o dltimo membro da igualdade
acima converge em norma para E(p) — I.

Agora, considerando
E(h)—1
. ( 1)1

h—0t

(1.5)

p
temos que A/ E(t)dt = E(p) — I. Isto implica que

A= (E(p)—1I) (/OPE(t)dt) e B(X)

j& que por hipdtese E(t) € B(X) para t € RT. Entao, E(t) é derivdvel a direita do
+

d
ponto 0 relativamente a topologia uniforme de B(X) e EE (0) = A.

Usando a hip6tese que E(t 4+ h) = E(t)E(h), para todo t > 0 e h > 0, resulta

que

BE(t+ h})b —E) _ E(t) (%) — E(t)A

quando h — 0, em norma. Logo, E ¢é derivavel a direita em todo t > 0 relativamente

d+

a topologia uniforme de B(X) e EE(L‘) = FE(t)A. Analogamente, para todo ¢t > 0
dr d- dr
—FE(t) = AF —FE(t) = —E(t).
B = apn) o S0 = B0

u—t)

Para concluir a prova, vamos considerar a funcao ¢(t) = E(t)e® 4 para cada

dgit) = FE(t)A obtemos

t > 0. Derivando ¢ em relacao a t e usando que

20 _ W) oc0a gty acts=4 = (1) A1 — B(B) A4 =

10



Logo, ¢ é constante. Isto é, para todo t > 0, ¢(0) = e*t = E(t)e*=94 = ¢(t). Isso diz
que E(t) = e, ¥t > 0, com A dado por (1.5). O teorema esté provado.

1.3 Semigrupos de classe C

O teorema (1.4) motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.5. Seja X um espaco de Banach e B(X) a dlgebra dos operadores lin-
eares limitados de X. Uma familia {S(t)}+>0 € um Semigrupo de operadores lineares e
limitados de X se:
a) S(0) =1, com I operador identidade de X;
b) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,seR*.

Além disso, diz-se que o semigrupo {S(t) }1>o € de Classe Cy se

c) lim [|[S(t) = I]z|| =0, VzeX.
t—0+t

Assim, a definigao de semigrupo generaliza a definicao de funcao exponencial.
Para iniciarmos o estudo das propriedades dos semigrupos de classe Cy em
um espaco de Banach X, precisamos do teorema abaixo, bem conhecido da Analise

Funcional.

Teorema 1.6 (Teorema da Limitacao Uniforme). Sejam X espaco de Banach
e Y espago vetorial normado. Seja (Ty,)ner familia em B(X,Y), com I conjunto de
indices qualquer. Supor que para cada x € X, o conjunto {T,x},e; € limitado em Y.
Entao, {T,,}ner € limitada em B(X,Y), isto é, AM > 0 tal que |T,|| < M, ¥Vn € I,

com M independente de n.

O teorema acima pode ser usado para demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.7 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam X e Y espacos de Banach
e (Th)nen € B(X,Y). Entao, T, converge pontualmente para um operador linear limi-
tado, para cada v € X, se e somente se T,,x converge pontualmente sobre um conjunto

D denso em X e ||T,|| < M, Vn € N e para alguma constante M > 0.

11



A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Groetsch [3], pg.51.

Agora podemos provar um resultado inicial sobre semigrupos.

Proposigao 1.8. Se {S(t)}:>0 € um semigrupo de classe Cy entao ||S(t)|| é uma fungdo

limitada em qualquer intervalo limitado [0,T].

Demonstracao:
Afirmacao: Existem ¢ > 0 e M > 1, tais que ||S(¢)|| < M, Vt € [0,6]. Se isso nao
acontecesse, existiria uma seqiiéncia (t,)nen, tn — 0% tal que ||S(¢,)|| > n, Vn € N.
Entao, pelo teorema 1.6 acima, ||S(t,)z| nao seria limitado para algum z € X, o que
entraria em contradi¢do com o item c¢) da definigao 1.5.

Além disso temos que M > 1, pois pela condigao a) da definicao de semigrupo
de classe Cy, ||S(0)]] = 1.

Seja t € [0,T]. Entao, para algum inteiro nao negativo n e algum r € R, com
0 <r <6 temos que t =nd + r. Logo,

IS = 115(nd + )| = [1S&)" S < [S@)"[H[S(r)ll

< M"M = M"™!.

Isso mostra que ||S(¢)|| é uma fungao limitada em [0, 7.

Corolario 1.9. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em R, ou seja,

se t € RT entao lini S(s)x =S(t)z, Vo € X.

Demonstracao:

Vamos considerar t > 0. Para cada x € X e h > 0 segue que
[15(t + h)z = S(t)xl| = [|S@)[S(h) = Izl| < [|S@)[S(h) — I]z]| — 0

quando h — 0, pois ||S(t)|| é limitada e ’llin(l) I[S(h) — Iz| =0, Vx € X.

Também para x € X e para os valores de h tais que 0 < h < t resulta
15(t = h)a = S(t)a|| = [[S(t = h)[I = S(h)]]| < ||S(E—h)|[[I = S(h)]z]| — 0

quando h — 0. Logo, lirr% S(s)x = S(t)r, Vo € X.

12



Observagao 1.10. Os semigrupos de classe Cy sao conhecidos também por Semigrupos

Fortemente Continuos, o que se justifica pelo coroldrio 1.9.

Se A é um operador linear e limitado de X, entao

(A"
e - |32 4
n=0

00 L. n
< gt |7|;1H S

No caso da fungdo exponencial, se w > [|A]|, entdo ||e*|| < €™, para todo
t > 0. Uma propriedade semelhante a esta é valida para os semigrupos, como sera
mostrado na proposicao 1.12. Para isso, vamos precisar do lema abaixo sobre fungoes
subaditivas. Isto é, uma funcao p : X — R, X espacgo vetorial real é subaditiva se

satisfaz p(t + s) < p(t) + p(s), Vt,s € X e p(At) = A\p(t), Vt € X e A > 0.

Lema 1.11. Seja p uma fungao subaditiva em RY e limitada superiormente em todo

p(t)

intervalo limitado. Entao, — tem limite quando t — oo e

pin 2 = g 0
Demonstracao:
Vamos definir wg = %gg @, sendo —oo < wy < 0o. A demonstracao é dividida em
casos.

Caso 1: wy > —o0.

T
Seja € > 0. Da definicao de infimo, existe 7" > 0 tal que p(T) < wy + e
Sejam t > T, n € Nerreal com 0 <r < T tais que t = nT + r. Usando que

p é subaditiva, resulta da definicao de wy que

w < PO (D) +p(r) _ nTp(T) | p(r) _nT(wote)  p(r)
0="¢ = t Tt t t t

Também do fato que p é limitada superiormente em [0,T), passando limite

quando t — oo na desigualdade acima, obtemos

(t)

wo < lim supp— < wgy + €.
t—o0 t

Como € é arbitrério, estd provado (1.6) para wy > —o0.

13



Caso 2: wy = —o0.

T
Aqui, para cada real w existe T' > 0 tal que p(T) < w. Analogo ao caso
t
anterior, obtém-se tlim sup 19 < w.
—00
t
Assim, da arbitrariedade de w segue que tlim ]9 = —00
—0Q

Isto conclui a prova do lema.

Proposigao 1.12. Seja {S(t) }1>0 um semigrupo de classe Cy. Entdo

o 2 IS _ oSO _ 0

t—oo t t>0 t

e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que
1S#)|| < Me™, Vvt >0. (1.8)

Demonstracao:

A fungao log ||S(¢)]| é subaditiva. De fato,
log [[S(t + s)|| = log [|S(£).S(s)]| < log (IS@I 1S (s)]]) = log [|S()]] + log |S(s)]] -

Pela proposicao 1.8, a fungao ||S(t)|| é limitada superiormente em todo intervalo limi-
tado. Assim, log ||S(¢)|| ¢ uma funcdo limitada superiormente em intervalos limitados
e pelo lema 1.11, tomando p(t) = log ||S(t)|| resulta que (1.7) é valida.

Da definigao de limite e de (1.7), se w > wy, existe ¢y tal que para t > t, vale

a desigualdade
log ||S(t
og ||t ol _ .,

Do fato que ||[S(t)|| < My, Vt € [0,%] e ||S(0)|| = 1, concluimos que My > 1.

(1.9)

Agora, tomando w > 0 em (1.9) obtemos
log ||S(t)|| < wt 4 log My, ¥t > 0.
Aplicando a exponencial em ambos os lados da desigualdade acima, segue que
1S(#)]] < evteleMo = Myewt, vt > 0.
Tomando M = M, verifica-se (1.8).
De modo andlogo, se w < 0 em (1.9) resulta
log [|S(t)|| < wt — wtg + log My, ¥t > 0.

Da mesma forma que o procedimento anterior
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|S(t)]] < ewlewhoelosMo = Nfge=wloewt Wt > ().
Tomando M = Mye~ ", obtemos (1.8).

Para concluir a prova, podemos observar que M > 1 em ambos os casos, pois

My > 1.

Observacao 1.13. Quando wy < 0 e tomar w = 0, a proposicao 1.12 afirma que existe
uma constante M > 1 tal que ||S(t)|| < M, para todo t > 0. Neste caso, {S(t)}i>0 €
dito Semigrupo Uniformemente Limitado de classe Cy.

Também diz-se que {S(t) }i>0 € Semigrupo de Contragées de classe Cy, se para

wo < 0 tivermos M = 1. Isto €, ||S(t)|| <1, Vvt > 0.

Definicao 1.14. Seja X espaco de Banach e seja {S(t)}i>0 semigrupo de classe Cy.
O operador linear A : D(A) C X — X, definido por

S(h) —1
D(A)Z{ re X : lim %m existe } e Ar = lim %ﬂi, Vo € D(A)

h—0+ h—0t

¢ chamado Gerador Infinitesimal ou simplesmente Gerador do semigrupo {S(t)}+>o-

A notacao Ay, com h > 0, representa o operador linear limitado dado por
S(h) —1
P

A préxima proposicao é muito importante no estudo dos semigrupos de classe
Cp. Ela trata da diferenciabilidade de um semigrupo associado a seu gerador infinites-

imal.

Proposicao 1.15. Seja A o gerador do semigrupo de classe Cy, {S(t)}i>0. Temos que

i) Sex € D(A) et >0, entao S(t)x € D(A) e a fun¢io RT — X, com t — S(t)zx ¢é
diferencidvel e
%it)x = AS(t)x = S(t)Az, x € D(A). (1.10)

ii) Se x € D(A), entao

S(t)x — S(s)x = /t AS(T)zdr = /t S(7)Axdr. (1.11)

s
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iii) Sex € X et € R comt >0, entao

1 t+h
lim — S(T)xdr = S(t)x.

h—>0h, L

¢
w) Para v € X, tem-se / S(t)zdr € D(A) e além disso,
0

S(t)r —x = A/t S(7)xdr. (1.12)

Demonstracao:
i) Seja {S(t) }+>0 semigrupo de classe Cy e A seu gerador. Parat > 0e h > 0, vale a
identidade

S(t+h)—S(t) S(h) —1
Y xr = - S(t)x = ApS(t)x = S(t)Apz.

Assim, para x € D(A), o termo S(t)Apz tem um limite quando h — 0, isto é,
S(h)—1
S(t) — ) = S(t)Apx — S(t)Ax,

pela definicao de A ser gerador infinitesimal.
Logo, S(t)z € D(A) e
+

CS (1) = AS(t)r = S(1) Az (1.13)

Também para 0 < h < tex € D(A) segue que

S(t—h) — S(t)

— r=S(t—h)Apx

— S(t — h)(Apz — Az) + S(t — h) Az — S(t)Ax

quando h — 0. Isto se justifica pois Apx — Az, quando h — 0 e pela proposicao
1.8, ||S(t)]| é limitada para 0 < h < t. Assim, o termo S(t — h)(Apz — Az) — 0
quando h — 0. Além disso, da continuidade forte do semigrupo {S(t)}+>o temos que

S(t — h)Ax — S(t)Ax. Portanto

d-
ES(t)x = S(t)Ax. (1.14)

De (1.13) e (1.14) temos (1.10).

16



ii) Vamos considerar x € D(A) e t, s niimeros positivos. Integrando (1.10) de s a t,
obtemos (1.11), ou seja

S(t)z — S(s)z = / t AS(r)zdr = / t S(7)Azdr.

s

iii) Pelo corolario 1.9, lirr% S(r)x = S(t)x, Vx € X et > 0. Isto é, dado € > 0, existe
d > 0 tal que para |7 —t| < ¢ resulta ||S(7)z — S(t)z|| < e. Conseqiientemente, para

r € X e0 < |h] <0 resulta

1

I 7 (strye - S(tayar| <+ / 15t — S(al dr < e

iv) Agora para x € X e h > 0 obtemos

A, /0 S )ud(r) = % /0 ' S(r)udr = % /0 "S(h 4 7ydr % /0 ' S(r)udr

1 t+h 1 h
= E/t S(r)xdr — E/o S(T)zdr.

Tomando limite quando A — 0, resulta do item iii) anterior que

A/o S(m)zd(T) = S(t)x — x.

Proposicao 1.16. O gerador de um semigrupo de classe Cy € um operador fechado

com dominio denso em X.

Demonstracao:
Sejam {S(t)}+>0 um semigrupo de classe Cj e A seu gerador infinitesimal. Seja x € X.

Para h > 0 vamos definir

1t
xh:—/ S(t)xdt.
h Jo

Da proposicao 1.15 resulta que =, € D(A), Vh > 0 e 2, — = quando h — 0. Isso diz

que z € D(A). Logo, D(A) é denso em X.

Vamos mostrar que A é fechado.
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Tomando (x,),eny uma seqiiéncia no dominio de A tal que z, — = e Az, — y

quando n — oo, resulta da proposicao 1.15 que
h
S(h)an — o = / S(t) Ayt (1.15)
0

Para os valores de t tais que 0 < t < h, temos da proposicao 1.8 que existe

M > 0 tal que
15()Azn — Syl < [|S@ [[Azn — yll < M || Az, — .

Como Az, — y quando n — oo, concluimos que S(t)Ax,, — S(t)y uniformemente em

[0, h]. Assim, passando limite quando n — oo em (1.15) segue que

S(h)x —x = /Oh S(t)ydt.

Da proposigao 1.15 obtemos

Sh)yr —x 1 ("
it e Hydt —
A h/o S(t)y y

S(h)—1
quando h — 0. Isto diz que }llim %m existe. Assim, x € D(A) e Az = y.

—0

Portanto, A é um operador fechado.

1.4 Caracterizacao dos geradores de semigrupos de

classe C)

Nesta secao vamos estudar os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips, os
quais caracterizam geradores de semigrupos de classe Cy. Aqui, o teorema de Lumer-
Phillips estuda o caso especifico dos semigrupos lineares de contragoes de classe Cj.
Antes de apresentar tais teoremas, precisamos de alguns resultados preliminares, como

OS que seguern.
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Definicao 1.17. Seja A um operador linear em X, sendo X um espaco de Banach.
O conjunto N\ € C, para os quais o operador linear \I — A € inversivel e seu inverso
¢ limitado e tem dominio denso em X € chamado Conjunto Resolvente de A e € rep-
resentado por p(A). O operador linear R(\, A) = (M — A)™! é dito Resolvente de
A.

NOTA: Usaremos a notagao A — A em lugar de A\I — A, por simplicidade de escrita.
Também R(A — A) serd a imagem de A — A.

Proposicao 1.18. Se A é um operador linear fechado, entao o resolvente R(\, A) é

também fechado.

Demonstracao:
Vamos definir Ry = R(A, A) e D(R)) o dominio de R). Tomando (y,)neny uma
seqiiéncia em D(Ry) tal que y, — y e Ryy, — 2z, vamos mostrar que y € D(R))
e Ryy = z.

Como y, € D(R)) entdo y, € R(A — A), ou seja, y, é da forma
Yn = (A — A)z,, com z,, € D(A). Usando que y, — y e Ry, — z quando n — 00,

segue que

A=Az, —y
Ry, = RA\(A — A)z,, — =.

Mas como por hipétese A é fechado, entao A— A é fechado. Logo, y € R(A—A) = D(R))
e Ryy = z.

Teorema 1.19. Seja {S(t)}>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador. Con-

siderando Re\ a parte real do nimero complexo X\, entao, se Re\ > wq, sendo wy =
log ||S(¢

lim w, temos que A € p(A) e

t—o00

R\ A)x :/ e MS(t)xdt, Vr e X. (1.16)
0
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Demonstracao:
Seja A tal que Re\ > wy. Seja w tal que Re\ > w > wy. Da proposicao 1.12 existe
uma constante M > 1 tal que ||S(¢)|| < Me™, t > 0.

Vamos considerar x € X. Como e *S(t)x é uma fungao continua, entdao para

A tal que ReX > w segue que

Ry(x) = /000 e MS(t)xdt

estd bem definida. Ou seja, a integral acima existe como integral imprépria no sentido
de Riemann, estando B(X) munido da topologia forte. Também R) ¢é linear e limitado
M
ois ||Ry|| € =————. De fato
pois [| ]| < Re\ —w

nmuws[fk*mwwwmﬁsémwmwammmw

1

<M —ReAt wt gy — M / —t(Re)\—w)dt - M )
<Mal [ e Joll [ e ol =

Isto é,

1
<M————, ReA .
IR < M, Bed>w

Considerando a mudanga de varidvel s =t + h, obtemos
Sth)—1 [~ 1 [~
ApRyx = %/ e MS () xdt = E/ e M[S(t+ h) — S(t)]xdt
0 0

o0 1 (o0}
/ e MM S (5)zds — —/ e MS(t)xdt
h h Jo

—_

1 o0 oo
—/ e MM S(s)ads — —/ e MS(t)xdt
h Jn 0

>

A poo A ph 1 [
= —/ e S(s)rds — — [ e S(s)xds — —/ e MS(t)xdt
0 hJo h Jo

e)\h -1 Ah h

_ . e —\t
= /0 e S (t)xdt w s e M S(t)xdt.

Logo, para todo z € X resulta que hli%1+ ApRy\(z) = AR)(z) — z. Logo,
Ry(z) € D(A) e (A—A)R\(z) = . (1.17)
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Do fato que x € D(A) e A é um operador fechado (proposicao 1.16) temos
]ﬁM@:/‘e“ﬂ&%ﬁ:/‘AeW%Mﬁ:A/ e MG (t)wdt = ARy (x).
0 0 0

Portanto, da identidade acima e de (1.17) concluimos que para cada z € D(A),

Ry(\ — A)z = z. Conseqiientemente, A € p(A) e Ry = (A — A)~' = R(\, A).

Lema 1.20. (Identidade do Resolvente). Seja X um espag¢o de Banach e A um oper-
ador fechado em X. Entao, para A\, € p(A) tem-se que
onde R(\, A) e R(u, A) comutam.

Este lema é bem conhecido e sua demonstra¢ao pode ser encontrada em Goldstein [7],

pg. 13 ou em algum livro de anélise funcional, como Yosida [§].

Corolario 1.21. Nas condicoes do teorema anterior, podemos concluir que

dn
el — (1" n+1
d/\nR()\,A) (=1)"n!R(X, A)
(1.18)
%R(A,A)x:/ e M(=t)"S(t)adt, Ve X.
0

Demonstracao:
De (1.16) resulta que lin}\ R(p, A) = R(A\, A),Vx € X.
n—
Passando limite quando p — A na identidade do resolvente conforme lema

1.20, obtemos

li — = — lim R\, A)R(u, A
lim 0= lim B\, A)R(p, A)

isto é,
d

—R(\A) = —R(\, A2
TROVA) = RO\, A)

Por indugao, verifica-se a primeira férmula de (1.18).
Vamos considerar {S(t)}+>¢ o semigrupo de classe Cy gerado por A. Como

|S(#)|| < Me™t, Vit >0 e Rel > w > wy, entao

21



Hef)\tt’nﬂkls(t)x}l <M HxH tn+1et(w7Re)\)'
Assim, a funcao do segundo membro desta desigualdade é continua e sua integral em

relagao a t converge em [0,00). Logo, pelo teste de Weierstrass, a integral

/ e M LS () wdt
0

converge uniformemente para Re\ > wy. Também, como o integrando é uma fungao

continua, podemos aplicar a diferenciagao sob o sinal de integracao em

/ e M S (t)adt.
0
Entao, segue que

d [> =
_/ S (t)adt = — / e IS (tadt,  Red > wy.
d)\ 0 0

Por indugao, tem-se a segunda férmula de (1.18), o que completa a demonstracao do

corolario.

Agora que ja conhecemos alguns resultados, inclusive a respeito do resolvente
de um operador linear A em um espago de Banach X, vamos estudar o teorema de

Hille-Yosida.

1.4.1 Teorema de Hille-Yosida

Teorema 1.22 (Hille-Yosida). Seja X um espago de Banach. Para que um operador
linear A, definido em D(A) C X e com valores em X seja gerador de um semigrupo
de classe Cy, € necessdario e suficiente que

i) A seja operador fechado com dominio denso em X;

i) Existam M e w reais tais que, para cada real A > w se tenha X € p(A) e para cada
neN

M

IR AP < 5=

Neste caso, o semigrupo {S(t)}i>o satisfaz a condi¢io ||S(t)|| < Me™t, t > 0.
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Demonstracao:
A necessidade de 1) segue diretamente da proposigao 1.16.
Vamos provar a necessidade de ii).
Consideremos {S(t)}+>0 0 semigrupo gerado pelo operador A. Da proposi¢ao
1.12, para cada w > wy = tlirono w, existe M > 1 tal que ||S(t)|] < Me“". Do

teorema 1.19, como A > w entdo A € p(A).

Falta mostrar que

M
| RN, A < m, Vn € N.

Do corolério 1.21, para cada x € X resulta que

R\ A)"x = ! )'/ e M LS ()t (1.19)
- Jo

(n—1

De fato, igualando as duas equagoes em (1.18) temos

(=D)"n!R(\, A)" o = (—1)”/ t”e_)‘tS(t)xdt
0
1 o
R\, A)r iy = —'/ t"e " MS () xdt
n! J,

1 oo
AV = n—1_—At )
RN\ A)x CR] /0 " e NS () xdt
Agora, usando que || S(t)]| < Me™, Vt > 0 segue de (1.19) que

M & M
RNAY < ——— | tleOwigp = —— N.
IROLAP] < 2y [ e Goap e

Portanto, a necessidade de ii) esta satisfeita.

Agora precisamos mostrar a suficiéncia. Ou seja, vamos provar, definindo
By = MR(A\A) — M, A > w, que o semigrupo e®» tem para limite forte quando
A — 00, um semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A.

Para isto, vamos dividir a demonstracao da suficiéncia em 5 etapas.

Etapa 1: Mostrar que para x € D(A)

lim Byx = Ax. (1.20)

A—00
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Da definicao de R(XA, A), A > 0, temos que R(A\, A)(A — A) = I. Isto é,
AR(MN, A) — I = R(\, A)A. Para cada z € D(A) resulta que

AR, Az — || = | R(A, A)Az]| < [Az] — 0

M
(A —w)
quando A — co. Assim, )\lim AR(N\, A)x =z, Vo € D(A).

MA
(A —w)

Como por hipétese ||AR(A, A)|| < , entdao [[AR(N, A)|| < 2M para A
suficientemente grande.

Da hipétese de que D(A) é denso em X, temos que

lim AR\, A)z = 2,V € X.

A—00

Agora, escrevendo B, da forma By = AR(\, A)A resulta que

lim Byz = lim AR\, A)Ax = Az, Vax € D(A).

A—00 A—00

Etapa 2: Mostrar que dado T > w, existe A(T) tal que ||e'Pr[| < M, VA > A(T).

Da definicao de B, e das hipdteses obtemos

et[/\QR(A,A)—A]H < e—Ati (A" RN, A)"|

n=0

-

le o

00 2 n
< MeM Z (/\/\ t ) i‘ _ Me—)\te)\Qt()\—w)_l _ Metw)\()\—w)_l'
—w n.

n=0

A
Como )\lim )\w_ =w, se T > w, existe A\(T) tal que wA(A — w)~! < T, para todo
—00 — W

A > A(T) e portanto temos
|2 ]| < Me™™, WA > M(T). (1.21)

Em particular, podemos supor A(T) > 0.
Etapa 3: Mostrar que o semigrupo e‘®* tende fortemente para um operador linear
limitado quando A — co. Por simplicidade, usaremos a notagao Sy(t) = e'Px.

Como para cada A > 0 e cada p > 0, R(\, A) comuta com R(u,A), entdao

B)\B, = B, B). Da definicao de fun¢ao exponencial dada por
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segue que B\S, = S, B\.

Assim, para cada € D(A) obtemos via proposi¢ao 1.15 (i)

t
d
Sx(t)x — S, (t)x = ePra — etPrg = / d—[e(tfs)B“eSB*x]ds
o ds

t
0
t
:/ el=9BuesBx (B, — B,)xds
0

= [0t = 95368~ By,

Isto é, para © € D(A) e A\,u > A(T) (portanto A\u € p(A) pela hipétese (ii)), resulta
de (1.21) que

t
[Sx(t)z — Su(t)z|| < /0 15t = ) [ISx(s)[| [[(Bx — By)z| ds
t
< / Me=T M |(By = By)| ds
0

t
= M?|Byxr — B / e'Tds = M*te'™ | Byz — B,x|.
0

De (1.20), ||Bxz — Byz|| — 0 quando A\, u — oo, Vo € D(A). Portanto, para todo
x € D(A), S\(t)x converge uniformemente em relacdo a t, em cada intervalo finito
[0,7]. De (1.21) segue do teorema de Banach-Steinhaus que existe um operador linear
limitado S(t) tal que

lim Sy(t)z = S(t)z, Vo € D(A).

A—00

Mas como D(A) é denso em X, temos que

lim S)(t)x = S(t)x, Vo € X.

A—00
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Etapa 4: Mostrar que {S(t)};>0 ¢ um semigrupo de classe Cj.

Como para cada A > w, {Sy(t) }+>0 é um semigrupo, entdo para cada v € X
resulta que

S(0)r = /\h_)rglo Sx(0)z =z
eparacadazr € X et,s >0

S(t+s)r = )}Llrolo Sy(t+s)r = AILHOIO Sx(t)Sx(s)x = S(t)S(s)x.

Além disso, S(t)z é o limite uniforme de Sy (¢)x. Como conseqiiéncia, {S(t)}+>0
¢ um semigrupo de classe Cj.

Novamente de (1.21) podemos concluir que ||S(¢)|| < Me!T, VY > w e portanto
IS(@)]| < Me". (1.22)

Etapa 5: Mostrar que A ¢ gerador do semigrupo {S(t)}+>o-
Para A > A(T) e x € D(A) temos que

15X () Bx(x) = S(1) Az < [[Sx(8) Ba(w) — Sx(t)Az[| + [|Sx (1) Az — S(t) Az|
< [ISx@ 1Bxz — Az + [[Sx(t) Az — S(t) Az||
< Me't ||Byz — Ax|| + ||Sa(t) Az — S(t) Az

Da etapa 1, para cada x € D(A), resulta que Byz — Az quando A — oco. Da etapa 3,
Sx(t)Az — S(t) Az uniformemente em relagao a t em todo intervalo limitado. Portanto,
quando A — 00, Sy(t)Byx converge para S(t)Az uniformemente em relagdo a ¢, em
todo intervalo [0, 7], para todo = € D(A).

Logo, passando limite quando A — oo em ambos os membros da equagao

t
Si(t)r —x = / Sx(T)Bxdr
0
obtemos que

St)yr —x = /Ot S(r)Axdr.

Portanto, se B é o gerador do semigrupo {S(t)};>¢ vale a igualdade

_ t
Bx = lim SWr—a = lim1 S(r)Azxdr = Az, Yz € D(A).

t—0 t t=0 ¢ J,
Conseqiientemente, A C B. Por hipétese, A € p(A), YA > w. Também, como
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B é gerador do semigrupo {S(t)}+>0, resulta do teorema 1.19 que A € p(B), para cada
A suficientemente grande. Assim, para A > 0 suficientemente grande, A € p(A) N p(B).
Logo, existem (A—A)™! e (A\—B)™! com dominios densos em X. Também, R(A— B) =
D(R(\,B))=XeRAN—A)=X. Istoé, (A\—A)D(A)=X e (A— B)D(B) = X.

Como A C B, segue que (A — B)D(A) D (A — A)D(A) = X. Logo, D(A) D
(A — B)™'X = D(B) e portanto, A = B.

Corolario 1.23. Para que o operador A seja gerador de um semigrupo de classe Cy,
{S(t)}+>0 tal que para t > 0 se tenha ||S(t)|| < e*', € suficiente que A seja fechado,
seu dominio seja denso e exista um numero real w, tal que se X\ > w, entdo A € p(A)

1
RN A <
e IRO AN < +—

Demonstracao:

Como ||R(N, A)"|| < IR\, A)||" < —, entdo o operador A satisfaz as condigoes

b
(A = w)

do teorema 1.22 com M = 1.

Corolario 1.24. Para que um operador A seja gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracoes de classe Cy, € necessario e suficiente que A seja fechado, seu dominio

denso em X, (0,00) C p(A) e para todo A > 0, ||AR(N, A)|| < 1.

Este corolario caracteriza gerador de semigrupos de contracoes de classe Cy e

sua demonstragao é um caso particular do corolario anterior, tomando w = 0.

Observacao 1.25. Para facilitar a linguagem, usaremos a expressio A € G(M,w)
para indicar que A € gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados de

classe Cy, digamos {S(t)}+>0, que satisfaz a condigao ||S(t)|| < Me™*, t > 0.

Uma outra caracterizagao dos geradores de semigrupos de contracoes lineares
de classe Cy é devida a Lumer e Phillips e sera estudada a partir de agora.
Seja X um espago de Banach, X’ o dual de X e (.) a dualidade entre X e X'.

Para cada z € X, define-se o conjunto dualidade J(z) C X’ por
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J(z) = {2 € X'| (w,2) = |l«|* = [|']|"}.
Pelo teorema de Hahn-Banach (Brezis [5], pg. 03), J(x) # ¢, Vo € X.
Uma aplicacdo dualidade é uma aplicagdo j : X — X' tal que j(x) €

J(x),Vz € X. Da definicao de j resulta que ||j(x)| = [|z]|.

Defini¢ao 1.26. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢ dissipativo relativamente

a uma aplicacao dualidade 7, se

Re (Az,j(z)) <0, Ve D(A). (1.23)

Proposicao 1.27. Se A for dissipativo relativamente a alguma aplicagao dualidade,

entao

A=Azl > Az|, YA>0 e VeeDA). (1.24)

Demonstracao:
Seja A > 0. Como A é dissipativo relativamente a uma aplicacao dualidade j, entao
Re (Az, j(x)) <0, Vo € D(A).

Da identidade

(0= A)z,j(@)) = A (@, (7)) — (Az, j(@)) = AlJe|* = (Az, j())
resulta que

Mlz ) < Re (A = A)z, j(2)) < (A= A, j(x))]
< [N = Azl l7() | = I(A = Dzl lzll, YA >0e Ve e D(A).

Portanto, ||[(A — A)z|| > A||z||, YA > 0, Vo € D(A) {0}. O caso x = 0 é trivial.

Lema 1.28. Seja A operador dissipativo e A > 0. Se A € fechado entdo R(\ — A) é
fechado.

Demonstracao:
Vamos tomar uma seqiiéncia ( f,,)nen no dominio de A tal que (A — A)f,, — h.

Da hipdtese de A ser dissipativo segue via proposicao 1.27 que

e Full € 3 1A= ) = Al = Bl = 5 1= A fu = 3= A)fnl] = 0.
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Assim, (fn)neny € uma seqiiéncia de Cauchy. Entao, existe f € X tal que f, — f e
Af, — Af — h. Como A é fechado, f € D(A) e h = (A= A)f, isto é, R(A — A) é
fechado.

Lema 1.29. Sejam X, Y espagos vetoriais normados e A : D(A) C X — Y linear e
continuo. Assim,

(a) se D(A) € fechado em X, entdo A é fechado;

(b) se A € fechado e Y completo, entao D(A) é fechado em X.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Kreyszig [4], pg.295.

Lema 1.30. Sejam X eY espagos vetoriais normados e A : D(A) C X — Y operador

linear inversivel. Entao A € fechado se e somente se A~! é fechado.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Kreyszig [4], pg.296.

1.4.2 Teorema de Lumer-Phillips

Teorema 1.31 (Lumer-Phillips). Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X —
X um operador linear. Se A € G(1,0) entao

(i) A € dissipativo relativamente a qualquer aplica¢ao dualidade;

(1)) RN — A) = X, VA > 0.

Reciprocamente, se

(11i) D(A) € denso em X;

(iv) A € dissipativo relativamente a alguma aplica¢ao dualidade;

(v) R(A\o — A) = X para algum Ao > 0;

entao A € G(1,0).

Demonstracao:
Primeiro mostraremos a condigao (i).
Como por hipétese A € G(1,0), entao vamos considerar {S(t)}+>o 0 semigrupo

de contragoes gerado por A. Para cada aplicacao dualidade j, temos
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(S(t)z,j(2))] < SO 1]j ()] < ll]|”

pois por hip6tese {S(t)}+>0 é semigrupo de contragoes.

Assim, para todo x € X resulta
Re (S(t)x — x,j(x)) = Re (S(t)z, j(x)) — |l=[|* < 0.

Dividindo a equacao acima por ¢ > 0 e passando limite quando t — 0, entao
Re (Az, j(z)) <0, Ve € D(A).

Isso mostra que

A é dissipativo relativamente a qualquer aplicacao dualidade.

Vamos mostrar agora a condicao (ii).

Como A € G(1,0), entao pelo corolario 1.24 resulta que (0,00) C p(A). Assim,
para A > 0, D(R(X, A)) é denso em X, isto é, X = D(R(M\,A)) = D(A—XN)"1) =
R(\— A). Como A fechado (corolario 1.24), podemos concluir que R(A— A) é fechado,

para A > 0, pelo lema 1.28. Portanto, R(A — A) = R(A — A) = X, VA > 0.

Reciprocamente, supor vélidos (iii), (iv) e (v).
Usando a hipétese de que R(A\g — A) = X, para algum )y > 0 obtemos que
(Ao — A) é sobrejetiva. Segue da proposicao 1.27 que A\g— A é injetivo. Logo, (A\g—A)~?

existe. Novamente da proposi¢ao 1.27, para todo x € D(A)
2]l = (Ao — A) (Ao — A) "]l = Ao (Mo — A) " ]|.

Isto é, (A\g — A)™! é um operador linear, limitado. Logo, A\g € p(A).

Além disso, como (A\g — A)™! € B(X), (Ao — A)7! é fechado (lema 1.29, (a)).
Entao, pelo lema 1.30, A\g — A é fechado e portanto A é fechado.

Do fato que Ay € p(A) segue que A = p(A) N (0, 00) é ndo vazio. E como p(A)
é aberto, A é aberto em (0, 00).

Vamos provar que A é fechado em (0, 00).

Para isto consideremos (\,),ey uma seqiiéncia em A tal que A\, — A\, A €
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(0,00). Do fato que A, € A segue que R(\, — A) = X, Vn € N. Como A é fechado,
entdo pelo lema 1.28, R(\, — A) ¢ fechado. Portanto R(\, — A) = R(\, — A) = X,
Vn € N. Logo, para y € X, existe uma seqiiéncia (z,)neny € D(A) tal que (N, — A)x, =

Y.
Novamente por (1.24) temos
lzall < A 1 = Azl = A lyll < €, algum € >0 (1.25)
e
Al Tn — || < || An(@n — 2m) — Az, — 20 || - (1.26)

Da defini¢ao de x,, resulta que
AZn — AmZm — Az, — 2,) = 0.

Somando e subtraindo o termo \,z,, na igualdade acima, obtemos
M@y — ) — AT — ) = An — o) T (1.27)

De (1.26) e (1.27) segue que
A |Tn = T || < A = An) Tl < A = Aal |20l < C A — Al

Como A, — A, A > 0, entao (z,)neny ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em D(A). Isto é,
existe x € X tal que x,, — .

Do fato que (A, — Az, = y, x, — x e A\, — A, podemos concluir que
AZp — Ax. Logo, Az, — Ax —y. Como A é fechado, Az = Az — y, ou seja,
(A — A)z = y. Da arbitrariedade de y, temos que R(A — A) = X. Também, sabendo
que A — A é injetivo, resulta que A € p(A).

Portanto, A € A e assim, A é fechado em (0,00). Logo, concluimos que A =
(0,00) e conseqlientemente (0, 00) C p(A).

De (1.24) vale a desigualdade

[zl = [[(A = A)A = A) "'z = AM(A = A)~hef|,  VA>0
isto é,
1
[ = Ay el < 5 lell, Ve e X, A0,

Do corolério 1.24 temos que A € G(1,0), o que prova o teorema.

31



Capitulo 2
Aplicacoes

Neste capitulo sao estudadas algumas aplicacoes da teoria de semigrupos. Podem ser
encontrados aqui, um estudo referente as equagoes do calor e da onda, nos casos linear

e semilinear.

2.1 Operadores lineares nao limitados - Problema

de Cauchy

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados que antecedem as aplicagoes.

No que segue, o espaco de Hilbert H serda sempre um espaco real.

Defini¢ao 2.1. Seja H espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear

nao limitado. Diz-se que A ¢ mondtono se

(Av,v) >0, Yve D(A).

Assim, devido ao teorema da representacao de Riesz, a definicao de A operador
mondtono equivale & definigao de —A dissipativo ( defini¢ao 1.26).
Entao, o problema de Cauchy dado por
du
— =Au, t>0
dt
uw(0) = ug, ug € D(A)



que foi a motivagao para se estudar semigrupos, serda estudado a partir de agora,
substituindo-se A por —A. Ou seja, serd considerado o seguinte problema de valor

inicial para um operador mondétono A:

W gu=0 t>0
dt (2.1)

u(0) = ug, up € D(A).

Definicao 2.2. O operador A € dito maximal mondtono, se A é mondtono e ainda

R(I+ A)=H. Isto é,Vf € H,Ju € D(A) tal que (I + A)u = f.

Proposicao 2.3. Seja A um operador mazimal mondtono e H um espaco de Hilbert.
Entao,

(a) D(A) é denso em H;

(b) A é um operador fechado.

Demonstracao:
(a) Vamos usar um corolario do teorema de Hahn-Banach (Brezis [5], pg. 07), para
mostrar que D(A) é denso em H. Para isto, vamos tomar f € H tal que (f,v) = 0,

Vv € D(A). Como A é maximal mondtono, Jvy € D(A) tal que vy + Avg = f. Assim,
0 = (f,v0) = (vo + Avo, v0) = [|wo||* + (Avo,vo) > [luol|*,

pois A é operador monétono. Logo, vg = 0 o que implica f = 0. Pelo corolario do

teorema de Hahn-Banach, D(A) é denso em H.

(b) Para provar esta condi¢do faremos o seguinte: Afirmagao: para todo f € H,
existe Gnico u € D(A) tal que u+ Au = f. A existéncia é conseqiiéncia do fato que A
¢ maximal monotono.

Agora, considerando u outra solucao de u + Au = f, obtemos que

(u—1u)+ A(u—1u) =0.
Assim, A(u —u) = —(u —u). Como A ¢é operador monétono, segue que

(A(u—@),u =) = (~(u—1), (u~1) = ~ |[u—1a* > 0.
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Isto implica que
lu —a))* = 0.
Assim, u = w. Logo, existe inico u € D(A) tal que u + Au = f.
Portanto, I + A é bijetivo, ou seja, existe (I + A)~'.
Vamos mostrar que (I + A)~' é continuo (limitado).
De fato, como A é mondétono tem-se que
(u+ Au,u) = (u,u) + (Au,u) > ||[ul|®,  Yu € D(A).
Isto é,
(I + A)u,u) > ||lul|®>, Yue D(A).
Do fato que I + A é bijetivo segue que
(v,(T+A)" ) > |(I+A)|? YveH.
Da desigualdade de Schwarz conclui-se que
I(1 + A) 1ol < lvfl, Yo € H.

Isto diz que (I + A)~! é operador limitado (continuo).

Provaremos agora que A é um operador fechado.

Seja (up), ey seqiiéncia no dominio de A tal que u, — v e Au, — f. Vamos
mostrar que u € D(A) e Au = f. Claro que

Up + Au, — u+ f.

Agora, sendo (I + A)u,, = u, + Au,, do fato que (I + A)~! é continuo, temos

Up = (I + A7 (uy, + Auy) — (T + A)7H(u+ f).

Conseqiientemente, u = (I+A)™ (u + f), o que implica que u € D(A) e u+Au = u+f.
Assim, mostramos que u € D(A) e Au = f. Logo, A é operador fechado. A proposigao

esta provada.

O proximo teorema estabelece uma relacao entre gerador de semigupo de con-
tragoes de classe Cy e a fungao u € C* ([0, 00); H) N C ([0, 00); D(A)) que é solugao do

problema de valor inicial (2.1).
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Teorema 2.4. Seja A um operador mazimal mondtono em um espaco de Hilbert H.
Entao, para todo ug € D(A) existe uma unica fungao

u € C1([0,00); H) N C([0,00); D(A))

tal que
d
M Au=0 t>0
dt (2.2)
u(0) = uo.

Também,

du(t)
ol < bl e 52| = Buol <l >0
Demonstracao:

Como A é operador maximal mondtono, entao pela proposicao 2.3 temos que A pos-
sui dominio denso em H. Assim, —A satisfaz as condi¢oes do teorema 1.31 (Lumer-
Phillips) e entdo —A é gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cj.

Sejam ug € D(A) e {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragoes de classe Cj gerado
pelo operador —A. Da proposicao 1.15 segue que
a) u(t) = S(t)up € D(—A) = D(A);
b) du(t) _ dS(t)uo = —AS(t)ug = —Au(t),t > 0;

dt — dt
c¢) u(0) = S(0)up = ug, pois S(0) = 1.

De b) resulta que a fungao u é diferenciavel em t > 0 e satisfaz o problema de
valor inicial (2.2).

Como para uy € D(A) obtemos da proposicao 1.15 que u(t) = S(t)uy € D(A)
e do fato que S(t) é continua, entao u € C ([0,00); D(A)).

Também segue da proposicao 1.15 que

U (t) = —Au(t) = —AS(t)ug = —=S(t)Aug € H.
Do fato S(t)Aug é fungao continua resulta que u € C* ([0, 00); H).

Logo, u € C'([0,00); H) N C ([0,00); D(A)) e satisfaz o problema de valor
inicial (2.2).

Para mostrar a unicidade de u, vamos considerar v uma outra solugao de (2.2).

Como A é operador monétono resulta que



= — (A(u(t) — v(t)),ult) —v(t)) <0, ¥Vt >0.

Assim, para todo ¢ > 0 a derivada da funcéo ¢(t) = ||u(t) — v(t)||” é negativa. Também,
|u(0) — v(0)|| = 0. Logo, a funcio t — |ju(t) — v(t)||* é decrescente e se anula em t = 0.
Isso implica que
Ju(t) =) =0, Vvt =0
e portanto, u(t) = v(t) para todo t > 0. Assim, a unicidade também estd provada.
Da definicao de semigrupo de contragoes de classe Cj resulta que
[u(®)]] = [[S(E)uoll < [Juoll, V¢ =0
e também
[/ ()] = [[Au(®)[| = [[AS(H)uol| = [|S(£) Au|| < [|Auoll,  VE = 0.
Portanto, para todo t > 0,

du(t)
dt

l®l < Juoll e \

| = 1w < 4wl
A prova do teorema esta concluida.

Vamos intoduzir os conceitos de operador simétrico e operador autoadjunto
que serao utilizados nos proximos teoremas.

Seja H espago de Hilbert. Seja A : D(A) C H — H operador linear com
dominio denso em H. Vamos definir o conjunto

D(A*) ={ve H: Jy, € H com (Au,v) = (u,y,),Yu € D(A)}

sendo que (.) indica o produto interno em H.

Definicao 2.5. O operador A* : D(A*) C H — H definido por A*v =y, Yv € D(A*)
¢ dito adjunto de A.

Do fato que D(A) é denso em H tem-se que o operador A* estd bem definido,

pois se (Au,v) = (u, J,), entdo devemos ter y, = 7.

Definicao 2.6. Seja A : D(A) C H — H operador com D(A) denso em H. O operador
A € dito simétrico se

(Au,v) = (u, Av)y, Vu,v € D(A).

36



Dizemos que A é autoadjunto se A = A*.

Da definicao de operador simétrico, podemos concluir que A é simétrico se e

somente se A C A*, isto é, D(A) C D(A*) e Au = A*u, Vu € D(A).

Observacao 2.7. Pode-se verificar que se A € um operador maximal mondtono entdo

A € simétrico se e somente se A é autoadjunto (Brezis [5], pg.113).

Definigao 2.8. Seja A um operador mazimal mondtono e A > 0. Entao definem-se
1 1
J)\:([—l—)\A) (& A)\Zx([—e]/\),

com Jy o resolvente de A e A, a regularizagao de Yosida do operador A.

Vamos enunciar algumas propriedades de Jy e de Ay que serao necessarias para
a demonstracao de um teorema de existéncia e unicidade de solugoes para o problema

de Cauchy (2.1), mas com ug € H.

Propriedades 2.9. Sao vdlidas as sequintes propriedades para Jy e Ay.

a) HJAHB(H) <L

b) Se A € operador mondtono entao:
b.1) Ayv = A(Jyv), Yve H, A>0;
b.2) Ayv = Jy(Av), Yv e D(A), A >0;
b.3) (Ayv,v) >0, Yve H, A\>0;

1
b4) Aol < ol Vo€ H, x>0,

As demonstragoes destas propriedades nao sao dificeis e encontram-se em Brezis [5],
pg.102.
Destas propriedades é importante observar que {A,} >0 ¢ uma familia de op-

eradores limitados que ’aproximam’ A quando A — 0.

37



Teorema 2.10 (Cauchy, Lipschitz, Picard). Seja X um espago de Banach e seja
F: X — X uma aplicacao tal que

|Fu— Fv|| < L|lu—v|, Yu,oeX e L>0.

Entdo, para cada valor inicial ug € X, existe tinico u € C ([0, 00), X) tal que

d
d—/l: =Fu em|0,00)
u(0) = up.

A demonstracao é standard como na teoria de EDO’s e usa o teorema do ponto fixo
sobre o espaco X = {u € C ([0,00), X) : supe ™ ||u(t)| < oo} com &k > 0 fixo, k > L
>0

(Brezis [5], pg.104).

Lema 2.11. Seja A operador maximal mondtono e A > 0. Sejam Ay a requlariza¢ao

de Yosida e w € C' ([0,00), H) uma funcio que satisfaz

d
{ —dlf = Ayw, em [0, 00). (2.3)
. . dw .
Entdo, as funcoes t — ||w(t)|| et H%(t)H = [[A w(t)| sdo decrescentes em [0, 00).

A demonstragao é simples e é feita tomando produto interno de w com a equagao (2.3)

e usando propriedades 2.9 para A, (Brezis [5], pg.106).

Teorema 2.12. Seja A um operador mazimal mondtono e autoadjunto. Entdo, para
cada uy € H, existe uma unica funcao

we C(0,00); H) N C"((0,00); H) N1 C ((0,00); D(A))

tal que
du
— 4+ Au = t
7 + Au =0, >0
u(0) = up.

Ainda, para t > 0 valem as desigualdades

du(t)
dt

(@l < fuoll e \

1
| = 14wl < { .
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Demonstracao:
A prova da unicidade de solugoes é analoga a prova feita na demonstracao do teorema
2.4.
A existéncia de solucoes sera mostrada em etapas.
Parte I: Vamos supor ug € D(A?), isto é, ug € D(A) e Aug € D(A).
Etapa 1: Seja u(t) € C* ([0,00), H) N C ([0, 00), D(A)) a solugao do problema

du

— 4+ Au=0, t>0
L L
u(0) = uo,

dada pelo teorema 2.4, ja que A é operador maximal mondtono e uy € D(A).
Precisamos comprovar a estimativa

du 1

— ()| < = |luol|, t>0. 2.4

|50 < 7 2.4)

Agora, considando o resolvente do operador maximal monétono A como sendo

1
o operador Jy = (I + AA)"le Ay = XU — J)), com A > 0, vamos provar que Jy e Ay

sao autoadjuntos.
Para isto, vamos tomar A = 1. Assim, J; = (I + A)~!. Como J; € B(H), para
mostrar que J; é autoadjunto, é suficiente mostrar que J; é operador simétrico sobre

H, isto é,
(Jiu,v) = (u, Jiv), Vu,v € H.
Chamando u; = Jyu e vy = Jyv resulta da defini¢ao de J; que uy,v; € D(A) e
u + Auy = u
v+ Avy =0

Da hipdtese que A é autoadjunto segue que A é um operador simétrico. Entao,
(ug, Avy) = (Aug, vy).

Substituindo Au; = u — u; e Av; = v — v1 na identidade acima, chega-se ao resultado
(u1,v) = (u, v1)

isto é,

(Jiu,v) = (u, J1v), Yu,v € H.
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Logo, J; é operador autoadjunto. Conseqiientemente, .J, também é autoad-
junto, pois A > 0 ((Jy = AT +ATA) T = Jp = Ji(A), com A = A A e A
autoadjunto pois A é autoadjunto e A € R ).

De forma semelhante, considerando as hipoteses sobre A e a identidade A u =
A(Jyu), Yu € H, com X\ > 0, verifica-se que A, = A}, pois é composicao de dois
operadores autoadjuntos.

Seja agora u) a solugao do problema

dU)\
——(t)+ A =0, t>0
g (DA - (2.5)
ux(0) = ug.
A existéncia de uy é conseqiiéncia do teorema 2.10 tomando F = —A, e usando a

propriedade b.4 para A,.

Tomando o produto interno da equagao em (2.5) por u, resulta

du
(d—;,UA) + (Ayuy,uy) = 0.

Integrando em [0, 7] a igualdade acima, temos

T 1d T
/ ——||uA(t)||2dt+/ (Axtin, un) dt = 0.
0 0

2dt
Assim,
1 2 r 1 2
g @I+ [ (Axun, wn) dt = 5 [luol| (2.6)
0
. ~ duy .
Fazendo o produto interno da equagao em (2.5) por tﬁ(t) e integrando em
[0, T segue que
T 2 T
d d
/ | tar + / Ayur(t), B2 (1) ) tdt = 0. (2.7)
o || dt 0 dt

Como A, é autoadjunto e estamos trabalhando com H espaco de Hilbert real,

entao vale a identidade abaixo

dt (Axua, un) = (A)\d_;\auA) + <A>\U>\7 d_t>\> =2 <A>\U)\, d—;)

Assim, o segundo termo de (2.7) pode ser reescrito como
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/0 ' (Am(t), %(t)) tdt = % /0 ' jt [(Axuy, uy)] tdt.

Agora, integrando por partes a identidade acima, obtemos

T duy 1 I
/ Ayua(t), —=(t) | tdt = < (Axur(T),ux(T)) T — _/ (Anux,up)dt  (2.8)
0 dt 2 2 /o
dU)\
Como uy verifica as hipdéteses do lema 2.11, entao sabemos que t — ’ (t) H
é decrescente e por isso, vale o resultado
T dU)\ 2 T du,\ 2 d’lL)\ 2 T dU)\ 2T2
—=(t)|| tdt > —=(M)|| tdt = ||—=(T tdt = ||—=(T — (2.
[ o] w= [M|Gw| w=| 2| [a= || T e
Substituindo (2.8) em (2.7) obtemos
duy . |I? —1 1 (7
E( ) dt = 2 (A)\UA(T),U)\(T))T—Fé (AAUJ)\,U)\) dt.
0 0

Isolando o segundo termo de (2.6) e substituindo na equagao acima, resulta

[l

que

it =5 (AT + 5 (G ll? = 5 (D)

(2.10)
= S (A, (M) T+ 7 ol = (DI

Agora, multiplicando a equagao (2.10) pelo escalar 2 e usando a estimativa

(2.9) resulta

Em particular, como A, é operador positivo (propriedade 2.9 b.3) segue que

1

du 2 1
(1)) T2+ (Aua(T), us(D) T+ 5 fua(DI* < 5 Jluo*

o (T)

\)

duy ? 2 < 1
——(M)|| T -
| %@ < 5 bl
Assim vale que,
d 1
’ %( )H =or 2T Juoll” < ”“OHZ, para cada 7" > 0.
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Etapa 2: Vamos mostrar que para t € [0, 7], u)(t) converge uniformemente para u(t)
quando A — 0.

Sejam A, ;> 0. Temos entao

dt dt

Fazendo o produto escalar entre uy — u, e a equagao acima resulta
1d

5 lox = wall® 4 (Ayuy — Ay, uy — u,,) = 0. (2.11)

Desenvolvendo o segundo termo da equacao acima, encontramos a inequagao
(Axuy — Ayuy, uy —wy,) = (Auy — Ayug, uy — Hhuy + Hhouy — Ju, + Ju, — )
= (A)\UA — Auuu, )\A)\U,\ — MAMUM) + (A(JXU)\ — JMUM)7 JAU)\ — ‘]Mult)

> (Anux — Apuy, AMyuy — pAuy,).

d
Agora, substituindo em (2.11) a estimativa do teorema 2.4 ‘ %(t) H = [[Ayur ()] <
|| Aug|| e o produto interno acima, segue que
1d 9
ST lux — w,l|” < = (Anun — Ayuy,, AMAyuy — pAuy,)

< MAxua @)+ A (O 1A Avua || | Al [ Axea] A,
= 20\ + ) || Ao |*.

Integrando em (0, ¢) resulta

[ux(®) = uu(B)]] < 2¢/ (A + )t [ Auol| - (2.12)

A estimativa (2.12) diz que para cada t > 0, (ux(t)) é uma seqiiéncia de
Cauchy. Portanto, existe uma fungao w(t) tal que uy(t) — w(t), quando A — 0, para
cada t € [0,T]. A convergéncia é uniforme em [0, 7.

Passando o limite em (2.12) quando x — 0 obtemos
lua(t) = w(®)]| < 2v/At || Auol.

Por conseqiiéncia, w € C([0,00), H). Pela unicidade e o fato que para w € D(A),

Ayw — Aw, quando A — 0, resulta que w(t) = u(t).
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du
Etapa 3: Mostrar que d—tA(t) converge quando A — 0, para t > 0 e converge uni-
formemente em ¢ € [0, 7], para entao concluirmos a estimativa (2.4).
du dv
Considerando vy = d_t/\’ temos que d_t/\ + Ayuy, = 0.

De modo analogo a etapa 2 obtemos a estimativa
5= loa®) = 0,17 < (lAxoall + 1 Au0al)) X ANl + g | Auwal) (2.13)

Do lema 2.11 segue que
[Axoall < [[Axux(0)]] = [[AxAxuoll,
o mesmo valendo para A,v,.
Como Aug € D(A) entao das propriedades de Ay e J, temos que
AyAyug = WAy Aug = Jy\JyAAug = J; A%uq
e também,
lAAuoll < 1 4%u0] e [ AuAuol] < [[4%ug).

Das estimativas acima, pode-se concluir que

1d
57 1) = w17 < 200+ ) [ 4%

du
Integrando em [0, t] como na etapa anterior, concluimos que para t > 0, v)(t) = d_t/\(t)

converge para alguma fun¢do quando A — 0, e para t € [0,7T], a convergéncia é
uniforme.
Parte II: Seja ug € H.

Seja (ug,) uma seqiiéncia em D(A?) tal que ug, — ug, pois D(A) é denso em
H. Pode-se notar que D(A?) é denso em H pois D(A?) é denso em D(A), na norma
do gréfico.

Vamos considerar u,, a solucao da equacao

duy,
%—i—Aun:O, [0, 00)

un(0) = uop.

Do teorema (2.4) temos que
lun(t) — um ()| < Juon — vom|, Vm,net>0.
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Da etapa 1 temos que

Estas desigualdades dizem que w,(t) converge para wu(t) uniformemente em

duiyn |
(t) — %(t)” < ¢ lton = wonll,  ¥m,nmet>0.

du,
dt

du du
[0,00) e que d_tn converge para — uniformemente em [9, 00), com ¢ > 0, por causa da

unicidade de solucoes. Assim,
we C([0,00), H) N C((0,00), H).

Também, pode-se concluir que u(t) € D(A) parat > 0 e u(t) satisfaz a equagao

du
7 + Au = 0 em (0,00), usando o fato de que A é operador maximal monétono e

portanto, fechado.

Assim, u € C ([0,00), H) N C* ((0,00), H) N C ((0,00), D(A)).

As estimativas afirmadas no teorema sao conseqiiéncias da passagem ao limite
com A — 0, das estimativas andlogas para uy(t) e dados em D(A?) e em seguida por
passagem ao limite em u,(t), solugdo com dado g, € D(A?).

Logo, o teorema esta provado.

2.2 Espacos de Sobolev

Aqui, apresentamos alguns resultados da teoria dos espagos de Sobolev que sao
necessarios neste trabalho, como as formulas de Green, a desigualdade de Poincaré, o

teorema de Lax-Milgram e um teorema de regularidade eliptica.

Definicao 2.13. Seja 2 um aberto do R*, m € N ep € R tal que 1 < p < oco. O
Espago de Sobolev, W™P(Q) ¢é definido por

Wwme(Q) ={f e LP(Q);D*f € LP(Q),Ya € N",0 < |a| < m},

sendo D% a derivada no sentido distribucional.
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O espago W™P(Q) é um espago de Banach com a norma

S =

T{— / D da

laj<m

A notagao H™(2) é usada para representar o espago WP (1), quando p = 2.

Este espaco H™(f2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(f7g)Hm(Q) = Z (Df, DQQ)B(Q)‘

lal<m

Definigao 2.14. Seja Q um aberto do R™. O espago Wy"*(Q) € definido como o fecho
de C3°(Q2) em W™P(Q). Analogamente, HJ'(2) € o fecho de C§*(S2) em H™(S2).

Resultados da teoria dos espagos de Sobolev podem ser encontrados em [9],

[11] ou [13].

Proposicao 2.15 (Identidades de Green). Seja 2 C R™ um aberto limitado com

fronteira de classe C2. Sejam u,v € C*(Q) funcdes reais. Entdo valem as identidades

0
/(vAu—l—VvVu) dx :/ v2lar (2.14)
Q a0 On
/ (vAu — uAv) dx = / (v@ — u@) dr (2.15)
Q a0 \ On on
L 9 . o o
com 1 a normal unitdria externa e — € a deriwada direcional na diregcao 1.

on

Observagao 2.16 (Férmulas de Green generalizadas). Em particular, para as
fungoes u,v € C%(Q) que se anulam na fronteira de 2, (2.14) e (2.15) equivalem as
equacoes

/vAuda:: —/VUVudx (2.16)
0 0

/ vAudr = / uAvdz. (2.17)
Q Q
A equagao (2.14) vale para u € H*(Q) ev € HY(Q)), enquanto que (2.15) vale

para u,v € H*(Q). Pelo teorema do Trago, (2.16) vale para v € H*(Q2) e v € H} () e
(2.17) wale para u,v € H*(Q) N H}(Q).
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Corolério 2.17 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um aberto limitado do R™ e

1 < p < o0. Entao, existe uma constante C', dependente de ) e p, tal que

ullp < C|Vull,, Yu e WyP(Q).

A desigualdade de Poincaré também é vélida se u € H*(f2) e o trago de u sobre
I' = 09 anular sobre apenas uma parte de I'. Também ¢ valida em VVO1 P(€2), mas com
Q) limitado apenas em alguma direcao.

A norma de Sobolev ||.|[ 1), em Hg(Q) é equivalente & norma do gradiente
em L*(Q). Isto é, existe C' > 0 tal que |[ul| g1 gy < C'[|Vull 12q), para u € Hy(Q). Tsso

é conseqiiéncia imediata da desigualdade de Poincaré.

Teorema 2.18 (Lax-Milgram). Seja H espago de Hilbert e a(u,v) forma bilinear
continua e coerciva sobre H. Seja f € H'. Entao, existe unico u € H tal que a(u,v) =

(f,v), Vv e H.

A demonstracao pode ser encontrada em Brezis [5], pg. 84.

Teorema 2.19 (Regularidade Eliptica). Sejam L um operador diferencial eliptico
de ordem 2m, m € N, definido em um aberto reqular @ C R™ e u € D'(Q), sendo

D'(Q2) o espago das distribui¢oes. Seja u solugao de Lu = f, no sentido distribucional,

com f € L*(Q). Entdio, u € H*™(Q).

Este teorema é bem conhecido e sua demonstracao pode ser vista na referéncia [12].

2.3 Equacoes lineares

Vamos estudar um pouco o caso geral das equacoes lineares nao homogéneas.

Para isto, consideremos o problema de valor inicial dado por

du(t) _
— - Au(t) = f(t), t>0 (2.18)
u(0) = uo
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onde A gera um semigrupo de classe Cy, {S(t) }+>0 sobre X, f : RT — X é uma funcao

continua, X é um espaco de Banach e ug € X.

Definigao 2.20. Uma funcdo u : R™ — X € uma Solug¢ao Forte do problema de valor
inicial acima, se u for continua para todo t > 0 e continuamente diferencidvel para

t > 0. Mais, para todo t > 0, u(t) € D(A) e satisfaz o problema de valor inicial (2.18).

Seja u uma solugao forte de (2.18) e {S(t) }+>0 0 semigrupo de classe Cj gerado
por A. Entao, a funcao g(s) = S(t — s)u(s) é diferenciavel para 0 < s <t e por (2.18),

temos que
dg(s)
ds

= AS(t — s)u(s) + S(t — s)dZ;—is)

= AS(t — s)u(s) + S(t — s) (—Au(s) + f(s))
= AS(t — s)u(s) — AS(t — s)u(s) + S(t — s) f(s)
=St —s)f(s).

Como f e {S(t)}i>0 sdo fungdes continuas, podemos integrar de 0 a ¢. Assim,

/Ot dz—is')ds _ /OtS(t — 8)f(s)ds.

Agora, usando a definigdo de g(s) concluimos que

u(t) = S(t)ug +/O S(t—s)f(s)ds.

Esta é uma condicao necessaria para que u seja solucao forte do problema de valor

inicial (2.18).

2.3.1 Equacao do calor

A equacao do calor é o exemplo mais simples de uma equacao parabdlica. Esta
equacao representa a distribui¢ao da temperatura v numa determinada regiao €2, no
instante .

Vamos considerar € um aberto do R™ com fronteira I', @ = Q x (0,00) e

Y =T x(0,00).
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Estudar a equacao do calor com condicao de fronteira de Dirichlet é estudar o
seguinte problema de valor inicial: encontrar u(z,t) funcdo real definida em € x [0, c0)

que satisfaca

ou

i Au=0 emQ (2.19)
u=0 sobre ¥ (2.20)
u(0) =uy em 2 (2.21)

sendo A o operador de Laplace e ug uma funcao dada no dominio de A.
A equagao (2.19) é chamada Equagao do Calor. A equagao (2.20) é a condigao
de Dirichlet e ela exige que a temperatura se mantenha nula na fronteira de €. Ja a
equagao (2.21) é a condicao inicial ou também conhecida como dado inicial de Cauchy.
Para a resolu¢do do problema (2.19) (2.20) (2.21), vamos considerar €2 uma

regiao limitada de classe C*.

Observacao 2.21. A solugdo de (2.19), (2.20), (2.21) é analitica em t (para t > 0).

Logo, na realidade, € muito melhor do que no teorema 2.22.

Teorema 2.22 (Existéncia e Unicidade). Seja ug € L*(Q). Entao eriste inica

fungdo u(t) que verifica (2.19) (2.20) (2.21) e
u € C([0,00); L*(Q2)) N C ((0,00); H*(Q) N Hy(Q2)) (2.22)
u e C*((0,00); L*()) . (2.23)

Também vale a identidade

1 2 ! 2 1 2
3 10O+ [ IVl ds = 5 ol £>0. (220
0

Demonstracao:

Vamos mostrar que para o operador A = —A definido no espago de Hilbert H =
L?(€2), valem as hipdteses do teorema 1.31(Lumer-Phillips) e portanto, A é gerador
infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cjy. Vamos comecar mostrando

que A é maximal monétono e autoadjunto.
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Consideremos o operador nao limitado A : D(A) C L*(Q) — L*(Q) definido

por

D(A) = H*() N HL(Q)
Au = —Au.

Podemos notar que C§°(2) € D(A) C L*(Q). Logo, D(A) é denso em H = L*().
1) Mostrar que A é operador monétono. Tomando u € D(A), entdao da observagao

2.16 tem-se que

(At ) oy = /(—Au)u _ / Va5 0
Q Q

2) Mostrar que A é maximal mondtono. Basta verificar que R(I + A) = H = L*(Q),
isto é, para todo f € L%*(Q), existe tinico u € H*(Q)N HI(Q) tal que u— Au = f. Para

isto, vamos definir a forma bilinear a(u,v) : Hy(Q) x Hi(Q2) — R dada por
a(u,v) = (Vu, Vv) + (u,v)

onde (.,.) indica o produto interno em L*(€2). Vamos mostrar que a(u,v) é coerciva e
continua.

a) Coercividade de a(u,v). Seja u € H}(Q). Entao,
a(u,u) = (Vu, Vu) + (u,1) = || Vul|* + [[ul* = [ Vull* = [|ull q)-

Assim, a(u,u) > C Hu”Hé(Q)’ Vu € H(Q) e com C = 1. Logo, a(u,v) é coerciva.
b) Continuidade de a(u,v). Sejam u,v € Hy(2). Entao, usando que |lul] < C||Vull,
segue que
|a(u, v)| = [(Vu, Vo) + (u, 0)| < [[Vu [[Voll + [l flv]

< [Vull Vol + CIVul C Vol = (1+ C%) [ Vul ||V

=0 ||U||H3(Q) ||U||H5(Q)-
Assim, para u,v € H} (), temos |a(u,v)| < C; HuHHol(Q) H”UHHDI(Q). Isto mostra a con-
tinuidade de a(u,v).
c) Dado f € L*(Q), vamos mostrar que o funcional L : H}(Q) — R dado por v —

L(v) = (f,v) é linear e continuo sobre Hj ().
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i) L élinear. Sejam u,v € H}(Q) C L*(Q) e f € L*(Q). Entao, por Holder, uf € L*(Q)

evf € LY(Q). Assim, podemos calcular

L<u+v>=<f,u+v>=/Qf<u+v>:/ﬂfu+/va
— (f,u)+ (f,v) = L(u) + L(v).

Isto implica a linearidade do funcional L.

ii) L é continuo. Sejam v € HJ(Q) C L*(Q) e f € L*(Q2). Por Holder segue que

L()] = |(f.v)] < / Fol < 11 o)l

De i) e ii) concluimos que L € (H;(Q))'.

Agora, aplicando o teorema 2.18(Lax-Milgram) segue que existe tnico u €
H}(Q) tal que a(u,v) = (f,v), para todo v € H}(Q) e f € L*(Q). Isto ¢,

(Vu, Vo) + (u,v) = (f,v), Yo e H} Q).

Em particular,

(Vu, Vo) + (u,9) = (f,¢), V¢ € D(Q)
onde D() é o espago das fungdes C§°(€2). Usando a defini¢ao de derivada distribucional
(Kesavan [13], pg. 10) temos que

(—Au, @) + (u,¢) = (f,¢), Vo € D(Q).

Isto diz que

—Au+u=f
no sentido distribucional, ou seja, no sentido de D'().

Como f € L?*(Q), usando o teorema 2.19 (Regularidade Eliptica) para o oper-
ador eliptico de ordem 2, I — A, resulta que u € H*(Q). Mas como u € H}(Q2) entao
u € HH Q)N H*(Q) = D(A).

Portanto, para o espaco de Hilbert H = L?*(f2), existe tinico u € D(A) tal que
(I — A)u = f. Logo, A é operador maximal mondétono.

3) Mostrar que A é autoadjunto. Basta verificar que A é simétrico, pois em Brezis
[5], pg.113 encontramos o resultado de que se A é um operador maximal monétono e

simétrico, entao A é autoadjunto.
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Sejam u,v € D(A). Entao, pela observagao 2.16 segue que

(Au,v) :/Q(—Au)v:/QVqu e (u,Av):/Q(u(—Av) :/QVuVU.

Logo, A é simétrico e consequentemente, autoadjunto.
4) Vamos mostrar o item (2.22) e (2.23). Como A é maximal monétono autoadjunto
e por hipétese ug € L*(2), entao pelo teorema 2.12 segue que

u € C'([0,00); L2(2)) N €T ((0, 00); L*(2)) N C'((0, 00); D(A))
e u satisfaz as equagoes (2.19) (2.20) (2.21).
5) Vamos provar a identidade (2.24). Multiplicando (2.19) por u e integrando em
Q2 x (0,t) resulta

//au dsdz—/ /Au s)dsdz = 0.

ou 1 Ou?
Observando que —u = ——— e usando a primeira formula de Green da observacao

ds 2 0s
2.16 obtemos

-/ OS) —I—//|Vu (s)[Pdsdz =0, Wt > 0.

1 1
5 [®720) = 5 160720 /HW Wiz ds =0, vt >0.

Isto é,

Logo,

t
SO+ [ IV a0y ds = 5 ey, ¥t >0
Consideracoes sobre equacao do calor: Do teorema 2.22 acima, para cada t > 0,
mostramos que existe unica u(t) € D(A) = Hy(Q)NH?(Q) C L*(Q) tal que u;—Au = 0.
Entao, da equacao (2.24) podemos concluir que
Hu<t)\|i2(ﬂ) < HUOHiQ(Q) =C, Vt=>0
sendo C' uma constante. Isso nos diz que u € L*°(0, oo, L?(2)).

Também de (2.24) resulta que
t
1
2 2
1966y ds < 5 ol VE>0
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isto é,
o0

2
; IVu(s)|l 2 ds < C.
Portanto, u € L?(0, 00, Hy()).

2.3.2 Equacao da onda

Sera estudado agora, via método de semigrupos, um exemplo de equacao
hiperbdlica denominada equacao da onda. Vamos considerar as regices €2, @, I' e
Y2 como definidas na se¢ao da equacao do calor.

Seja u(z,t) : Q x [0,00) — R uma funcio tal que

0*u
o2 Au=0 emQ (2.25)
u=0 sobre X (2.26)
u(0) =up em € (2.27)
ou
E(O) =7y em (2.28)

com A operador de Laplace e ug, vg funcoes dadas que pertencem a adequados espacos
de Sobolev.

A equagao (2.25) é chamada Equacao da Onda. A equagao (2.26) é a condigao
de fronteira de Dirichlet e (2.27) (2.28) sao as condigoes iniciais.

Vamos considerar 2 C R™ limitado de classe C*° com fronteira I.

Teorema 2.23 (Existéncia e Unicidade). Suporug € H*(Q)NH(Q) e vy € Hy ().
Entao existe unica solugao do problema de valor inicial (2.25) (2.26) (2.27) (2.28) tal

que
u e C([0,00); H*(Q) N Hy(22)) NC* ([0, 00); Hy(2)) N C? ([0,00); L*(€2)) . (2.29)

Também vale a expressao

2

Ou(t)
ot

+ ||vu(t)||2L?(Q) = ||UO||2L2(Q) + ||VU0||i2(Q) , Vt=>0. (2.30)
L2(Q)
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Observacao 2.24. Na realidade, com essas condicoes em ug, vy, a solugcao u € definida

em todo R. Isto €, o semigrupo {S(t)}i>0 € na realidade um grupo (unitdrio) (teorema

de Stone).

Demonstracao:

Vamos definir o espago de Hilbert H = H}(92) x L*(2) munido do produto escalar

(Ul,Ug)H:/Vu1Vu2dx+/u1u2dx+/vlvgdx
Q Q Q

sendo U; = “ e Uy = 12
U1 V2
Tomando v = 8—1;, podemos reescrever a equagao (2.25) na forma de um sis-
tema de primeira ordem dado por
0
2= em ()
gt (2.31)
5% Au=0 em Q.
Escrevendo U = “ e considerando A o operador definido por
v
0 -1 0 -1 —
AU = U= R (2.32)
-A 0 -A 0 v —Au

entao o sistema (2.31) pode ser representado pela equacao

dU
— AU =0, (2.33)

Vamos considerar o operador nao limitado A : D(A) ¢ H — H dado por
(2.32) com dominio

D(A) = (H3() 1 HH®) x HA(Q).

Notamos que D(A) é denso em H = HJ(2) x L?().

Agora vamos mostrar que A 4+ I é operador maximal monétono em H, para

entao, aplicarmos o teorema 2.4.

i) A+ I é operador monétono. Tomando U = e D(A) e usando a desigualdade

()

1 1
ab < §a2 + 562, Va,b € R temos da definicao de produto interno em H que
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(A+DUU) = (AU, U)y + Ul

:—/VUVU—/UU+/(—AU)U+/UQ+/|Vu|2—|—/v2
Z—/UU+/u2+/v2+/|VU|220,

onde foi usada a primeira féormula de Green.

ii) A+ I é maximal moné6tono. Basta mostrar que para todo F = / € H, existe
g
finico U =| € D(A) tal que (A + 2I)U = F. Das definigoes de A, U e F, a
v

equagao (A + 21)U = F pode ser transformada no sistema

—v+4+2u = em €2
/ (2.34)

—Au+2v=g em )

Precisamos mostrar que o sistema (2.34) tem solugao (u, v) tal que u € H*(Q) N HL(Q)
e v € H} (). Resolvendo o sistema (2.34), isto é, tomando v = 2u — f resulta que u

deve satisfazer

—Au+4u=2f+g. (2.35)

Vamos mostrar agora que (2.35) admite tinica solugao v € H?(2) N H{(2). Para isto,

vamos definir a forma bilinear a(u,v) : H}(2) x H}(Q) — R dada por
a(u,v) = (Vu, Vv) + 4 (u,v)

onde (.,.) indica o produto interno em L?*(€2). Vamos mostrar que a(u,v) é coerciva e
continua.

a) Coercividade de a(u,v). Seja u € H}(Q). Entao,
a(u,u) = (Vu, Va) +4 (u,u) = [ Vul* + 4ful]” 2 | Val* = [Jullfp q)-

Assim, a(u,v) é coerciva.
b) Continuidade de a(u,v). Sejam u,v € H}(Q). Entdo, usando que |jul| < C'||Vul|

(desigualdade de Holder), segue que
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la(u, V)| = [(Vu, Vo) + 4(u, )| < [[Vull [Voll + 4 [[ul| ][]
< Vull[IVoll + K [[Vull K [[Voll = (1+ K2) [[Vull |Vl
= K, ||UHH3(Q) ||U||H3(Q)-
Assim, para todo u,v € H}(Q) temos que |a(u,v)| < K ||u||Hé(Q) ||'U||H6(Q).
c) Dado f € H} () e g € L*(), vamos mostrar que o funcional L : H}(Q) — R dado
por v — L(v) = (2f + g,v) é linear e continuo sobre HJ ().
1) L é linear. Sejam w,v € H}(Q) C L*(R2). Como f € H}(Q) C L*(Q) e g € L*(Q),

resulta que 2f + g € L*(Q). Entao podemos calcular

L(u+v>=(2f+g,u+u):/Q<2f+g><u+v):/Q(zf+g>u+/ﬂ(2f+g)w
=2f+g,u)+ (2f + g,v) = L(u) + L(v).

Isto implica a linearidade de L.

2) L é continuo. Tomando v € H(2) C L*(2) e usando Holder segue que

L(0)] = |2f + g,0)| < / @F + gl < l12F + gll o]

De 1) e 2) concluimos que L € (Hg(Q2)).

Agora, pelo teorema 2.18 (Lax-Milgran), existe tinico u € H{ () tal que
a(u,v) = L(v) = (2f + g,v), para todo v € H} (). Isto é,

(Vu, Vo) + 4(u,v) = (2f + g,v), Yv € Hi(Q).

Em particular, temos

(Vu, Vo) +4(u, ) = (2f +9,¢), Vo€ D(Q)

sendo D(£2) o espago das fungoes C5°(£2).
Isto diz que

—Au+4u=2f+g
no sentido de D’().

Também para f € H}(Q) e g € L*(2), aplicando o teorema da Regularidade
Eliptica para o operador eliptico 41 — A resulta que u € H?(2). Mas como u € Hg (),
entdo u € Hi(Q) N H?(Q2) = D(A).
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Portanto, para o espago de Hilbert H = H}(Q) x L*(Q) existe tnico u € D(A)
tal que (41 — A)u = 2f + g. Agora, tomando v = 2u — f, tem-se que v € H} ().

Assim, o par U = “ é solucao da equagao (A +21)U = F. Logo, A+ 1 ¢

maximal mondétono.

Sob as condicoes acima de A + I e H podemos aplicar o teorema 2.4. Assim,

para Uy = Ho € D(A) o problema de valor inicial
Vo
aUu
— + AU = t >
7 + AU =0 Vt>0
U(0) = U,

tem tnica solucao U = U(t) e esta solugao é tal que
U e CH([0,00); H)YNC([0,00); D(A)). (2.36)

Vamos interpretar (2.36) para obter (2.29).
Resulta do sistema (2.31) que v = i _ u;. Entao (2.36) pode ser reescrito

ot

CcOo1mo

U= " | e ([0,00); H(Q) x LX) N C ([0, 00); H*(Q) N HL(Q) x HA(Q)).
Isto diz que

u € C1 ([0, 00); Hy(Q));

u; € C1([0,00); L3(2)), ouseja, u € C?([0,00); L3());

u e € ([0, 00) HEQ) N HA()):

u; € C([0,00); HY(Q)), ouseja, ue C([0,00); H()).
Portanto, (2.29) estd satisfeito.

Para concluir a demonstragao falta mostrar (2.30). Vamos usar as identidades

0%u Ou ou|?
e
ou 0
—Au)—dx = — =_— 2.
/Q( u) 6tdm /Vuat(Vu Ydx = 2dt/ |Vl dz, (2.38)
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onde u = u(t) é a solugao satisfazendo (2.29).

0
Entao, multiplicando (2.25) por a—ltt, integrando em € e usando (2.37) e (2.38) temos

1d

1d [|9u(t)
2dt J,

2
1d ,
5 dzdx + o7 /Q |Vu(t)|"dzde =0 ¥Vt > 0.

Integrando em ¢ no intervalo (0,t) segue que

2

1 || Ou(t) 2 1 || 0u(0) 1 ) 1 ,
‘ ot L2(9) ot @) + 9 || U( )||L2(Q) 5 || U( )HLQ(Q)
Isto é,
ou(t) ||? ) ) )
+ HVU“(t)HLQ(Q) = ||UOHL2(Q) + HVUOHLz(Q), Vvt > 0.
ot L2(9)

2.4 Equacoes semilineares

2.4.1 Problema abstrato

Nesta segao, X é um espaco de Banach com norma ||.|| e A é um operador
linear fechado nao limitado com dominio denso em X e para A > 0, I + A\A é bijecao
de D(A) em X tal que [[(I + AA) " px) < 1.

Com essas condigoes, o corolario 1.24 do teorema de Hille-Yosida diz que A

gera um semigrupo de contragoes de classe Cp, j4 que \"'R(A™H —A) = (I + A A) L e

(0,00) C p(A).
Agora, vamos considerar o problema de valor inicial abstrato dado por
du
— + Au= F(u
dt () (2.39)
u(0) = wug

sendo F' uma aplicagao nao linear e uy € X um valor inicial dado.
O problema (2.39) sera estudado primeiramente para o caso em que F' é uma
aplicacao de X em X globalmente Lipschitz continua. Neste caso, veremos que (2.39)

tem solucao definida em todo t > 0 (solugao global fraca).
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Posteriormente, consideraremos F' uma aplicagao Lipschitz continua em con-
juntos limitados (localmente Lipschitz) e mostraremos que (2.39) tem solugao fraca

definida num intervalo maximal [0,7,,) e se T,,, < 0o, entao 1/1I7I} llu(t)|| = +o0.
t,/ T
Vamos precisar dos seguintes resultados:
Teorema 2.25 (Ponto Fixo de Banach). Seja (X,d) espagco métrico completo e
P : X — X uma aplicacao tal que
d(P(u), P(v)) < Kd(u,v), Yu,v € X,

para algum K fizado tal que 0 < K < 1.

Entao P tem unico ponto fixo, isto €, existe unico u € X tal que Pu = u.

Este teorema de ponto fixo é bem conhecido e por isso sua demonstracao aqui nao se

faz necessaria.

Proposicao 2.26 (Desigualdade de Gronwall). Sejam g(t) > 0 e h(t) > 0 fungoes

reais tais que

t
o) <C+ [ gloh(s)is, 0<e<T
0
T
sendo C' > 0 uma constante e h(t) satisfaz / h(t)dt < oo. Entao,
0

g(t) < Cexp UOT h(t)dt}, 0<t<T.

Demonstracao:

t
Vamos considerar a funcao real ¢(t) = C + / g(s)h(s)ds, com t € [0,T]. Assim,
0

%’f) — g(O)h(t) < S)h(1)
isto ¢é
%Sf) —¢(t)h(t) <0, te[0,T)
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Observando que

exp {— /0 th(s)ds} (%’5) - gb(t)h(t)) - % <¢(t)e$p {— /0 t h(s)dsD <0

e integrando essa desigualdade de 0 a ¢ resulta
t d T t
/ — ((b(r)ea:p [—/ h(s)ds]) dr = ¢(t)exp {—/ h(s)ds} — ¢(0) <0.
o dr 0 0
Logo,

oty |~ [ hisyas] < o0) = ¢

e portanto

6(t) < Cexp l /0 th@)d% < Cexp [ /0 Th(t)dt}, te[0,7).

Definigao 2.27. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagio F : X — X ¢é dita

globalmente Lipschitz continua se existe uma constante positiva L tal que

d(F(v), F(u)) < Ld(v,u), Vu,ve X.

Agora temos o seguinte resultado:

Teorema 2.28. Seja X espaco de Banach. Seja F' globalmente Lipschitz continua
e seja ug € X. Entdo, existe uma tunica solugao global fraca v = u(t) de (2.39) no

sentido que u € C'([0,00), X) e

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)F(u(s))ds (2.40)

para todo t > 0 e {S(t)}i>0 0 semigrupo de constragéoes gerado pelo operador A.
Masis, existe a dependéncia continua de u em relagao a ug, isto €,
[o(t) = u(®)]| < e Jlvo — ol

para todo t >0, com v a solugao da equagao (2.40) com valor inicial vy.
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Demonstracao:
Vamos provar a unicidade de solugoes.
Sejam u e v solugoes de (2.40). Como F ¢é globalmente Lipschitz e {S(t)}:+>0 ¢

um semigrupo de contragoes, entao

[u(t) = v(®)]| < L/O [u(s) = v(s)| ds.

Aplicando a desigualdade de Gronwall com C' = 0, h(t) = L e g(t) = ||u(t) — v(¢)]]
segue que u = v.
Vamos mostrar a existéncia de solugoes.

Para isto, consideramos o espaco
E = {ue C([0,00), X);supe ™ [[u(t)]| < oo},
>0
com k > 0 constante a ser escolhida convenientemente. O espago £ com a norma

lull g = sup e™ [Ju(t)]|
t>0

¢ um espaco de Banach.

Agora, vamos definir a aplicagao ¢ : E — C ([0, 00), X) dada por
t
o(u)(t) = S(t)ug —i—/ S(t—s)F(u(s))ds, uweEet>0.
0

Como {S(t)}4+>0 é semigrupo de contragoes, facilmente vé-se que ¢(u) € C ([0, 00), X),
para todo u € E. Assim, ¢ esta bem definida.
Agora vamos mostrar que ¢(u) € E, para cada u € E.

Como {S(t)}+>0 ¢é semigrupo de contragoes, entao

l6()(O)]] < [luo] + / |F(u(s))]) ds.

Como F' ¢ Lipschitz continua com constante L > 0, entao
1E(u(s)[] < Lilu(s)|| + [|1F(0)]].

Assim,
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et —1

[l -

t
()OI < lluoll + ¢ [[FO)]] + L ||U||E/0 e™ds = |luol| + || F(0)] + L

Portanto, para u € E resulta que ¢(u) € E e
1 L
lo()ll < lluoll + = 1E O + + llull g,

1
pois te™* < — Vvt > 0.
ke

Agora vamos mostrar que ¢ é contracao sobre E se k > L.
Da definigao de ¢, do fato que {S(t)}s>0 é semigrupo de contragoes e F' é

Lipschitz, temos

[p(u)(t) — o)D) < L/O [u(s) —v(s)|l ds

kt

k

e

t
< Lol [ ebods = L5 u =],
0

Lekt
<

|lu—wvlg Vt>0.
Logo,

6u) — o0l < 7 lhu— o]l

Assim, escolhendo algum k& > L, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe
tnica fungao u € F tal que ¢(u) = u. Assim, u é solu¢do da equagao integral (2.40) e
u € C([0,00), X). Isto é, u é solucao fraca do problema (2.39).

Para concluir a prova, vamos mostrar a dependéncia continua.

Considerando u e v solugoes de (2.40) associadas aos valores iniciais ug e vy
respectivamente, obtemos .

[u(t) = v(®)]] < [luo — voll + L/ [u(s) —v(s)]| ds.

Da desigualdade de Gronwall sggue que |lu(t) —v(t)|| < |lugp — vol e, o que

conclui a prova do teorema.

Lema 2.29. Seja T >0,z € X, f € L' ((0,7),X) e sejau € C([0,T],X) dada por
t

u(t) = S(t)x+/ S(t—s)f(s)ds, parat € [0, T], onde {S(t)}+>0 € 0 semigrupo gerado
0

pelo operador A descrito no inicio desta secao. Entao, para todo 0 < s < T temos

u(t+s) = S(t)u(s) + /Ot S(t—o)f(s+0o)do, Vte|0,T—s]. (2.41)
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Equivalentemente,

u(t) = S(t — s)u(s) +/ S(t—o)f(o)do, Vtels,T].

Demonstracao:
A equivaléncia é demonstrada mediante mudanca de varidvel. A prova de (2.41) segue

da unicidade. Maiores detalhes podem ser encontrados em Cazenave [6], pg. 96.

Definicao 2.30. Seja X espaco normado. Uma aplicacao F : X — X é dita Lips-
chitz continua sobre conjuntos limitados, se para cada constante positiva M existe um

constante positiva Ly tal que
I1F(v) = F(u)|| < L [lv — ull

para todo u,v € X tal que ||ul| < M e |v|| < M.

Para a aplicacao F' definida acima, isto é, F uma aplicagao Lipschitz continua

sobre conjuntos limitados, sao validos os resultados abaixo.

Teorema 2.31. Para cada ug € X, existe 0 <T < oo e uma unica solugao fraca u de

(2.39) definida em [0,T]. Isto é, u € C([0,T],X) e (2.40) € vdlida para todo t € [0,T].

Demonstracao:
Seja E = C([0,7], X) com a norma usual e T' > 0 a ser escolhido convenientemente.

Vamos definir o conjunto
K ={u e E;||u®)| < |luw|l + 1 para todo t € [0,T}.

Assim, K é um subconjunto fechado do espaco de Banach E.
Agora, para u € K, podemos facilmente concluir que ¢(u) € E sendo ¢(u)

dada por t
o(u)(t) = S(t)ug —i—/o S(t—s)F(u(s))ds, tel0,T]

com {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragoes gerado pelo operador A definido no inicio

desta secao.
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Também da definicao 2.30 temos que

lp(v) = ()]l g < LT [[o = ullg, (2.42)

para todo u,v € K, sendo L = Ly, com M = ||ug|| + 1. De fato, sendo u,v € K, entao

l¢(v) = ¢(u)llp = sup

0<t<T

/0 S(t—s)F(u(s))ds — /o S(t—s)F(v(s))ds

0<t<T

< sup / |F(u(s)) — F(o(s))] ds

< sup / Ly ||u(s) —v(s)| ds

0<t<T Jo
T
< / Loy llu(s) — v(s)l| ds < TLy Ju — o]l
0

onde temos usado o fato que F' é localmente Lipschitz com M = |Jug| + 1.
Vamos provar que ¢p(K) C K se T < IEO)|| + L (JJuoll + 1) ) <1.

Com efeito,

[o(u) (@) < [Juol| + /Ot [1E(u(s))|l ds, ¢ €[0,T].

Usando o fato de que se u € K, a desigualdade abaixo é valida
1F(u(s)) = FO)|| < L llu(s)|| < L ([luoll + 1),

para s € [0,7], L = Ly e M = |Jug|| + 1. Entao obtemos
[o(w) ()] < [luoll +T< IEO) |+ L (luoll + 1) ) t€10,T7.
Assim, tomando T suficientemente pequeno tal que

T (IFOI+L (ol +1) ) <1 (2.43)

resulta que ¢(u) € K. Assim, com a condi¢do (2.43) sobre T', ¢ atua de K em K.
A condigao (2.43) sobre T' implica que TL < 1. Entdo, a estimativa (2.42) diz que
¢ : K — K ¢ contragao. Portanto ¢ tem um tnico ponto fixo u € K. Este u é uma

solugao fraca do problema (2.39).
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A unicidade de u segue da defini¢ao 2.30 e da desigualdade de Gronwall, como

na demonstracao do teorema 2.28.

Observagao 2.32. O teorema 2.31 diz que existe uma solugcao fraca u do problema
(2.39) em [0, T], com valor inicial uy. Agora, seja Ty = T. Conforme demonstragao do
teorema 2.31, temos uma solugdao fraca v de (2.89) com valor inicial u(Ty) e definida

em [0, 01] tal que
o1 (IFO) + G ([w(T) I + 1)) < 1,

sendo Cy = Ly com Ly uma constante que depende de M e M = ||u(Ty)|| + 1.
Do lema 2.29 obtém-se uma solucao fraca v de (2.39) definida em [0, Ts] com
T, =11+ 61. De fato, a funcao dada por

_ u(t), sete[0,Ty]
u(t) =
v(it—=Ty), sete|Ty,T)+ 01

¢ continua pois u(Ty") = v(0) = w(Ty) e w(Ty) = u(Ty) e também é solugao em
[0, T} + d4].

Agora, comecando com o dado inicial u(Ty) se obtém uma solugdo fraca no
intervalo [0,Ty + o], com 6 > 0. Por inducao obtém-se seqiiéncia crescente (T,,)n>1
e seqliéncia de solugoes (up)n>1. Notamos que Ty, &1, Oa,... podem ndo ter a mesma

magnitude pois os dados iniciais u(0), u(Ty), u(Tz),... podem ter normas diferentes.

Existéncia de intervalo maximal: Sejam T7 < T5 e uq, us solugoes fracas de
(2.39) em [0, T3] e [0, T3] respectivamente. Da unicidade de solugdo, segue que u; = us
em [0,71]. Seja I conjunto de indices qualquer. Vamos considerar agora a familia
(u;(t));er de todas as solugdes fracas de (2.39) e definidas em uma familia de intervalos
(10 T)er

Seja T, = sup T;. Assim, T}, pode ser +o00.

Vamos deﬁﬁi a fungao u(t) em [0,7},) por

u(t) = u;(t), set € 10,13, 1 € I.
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Da unicidade, resulta que u(t) estd bem definida. Também pode-se observar que u €
C([0,T,),X) e que u satisfaz (2.40) para todo t € [0,7,,). Esta solu¢ao é chamada

solucao maximal de (2.39).

Teorema 2.33. Seja F' uma fungao de X em X Lipschitz continua em conjuntos
limitados e u solug¢ao mazimal do problema (2.39). Entdo, valem as alternativas:
ou'T,, = +oco
ou T, <ooe lim [Ju(t)] = +oo.
t,/Tm
No primeiro caso, u € dita solugao Global e no sequndo caso dizemos que u explode ou

que tem ‘blow up’ quando t se aproxima do tempo finito T,,.

Demonstracao:
Por contradigdo. Supor T,, < oo e tl/n%l ||lu(t)|| ndo é infinito. Assim, existe uma
seqiiéncia t; " T,, tal que ||u(t;)| < C < oco. Agora vamos fixar 0 > 0 satisfazendo

O(IFO+L(C+1) <1,
sendo L = Ly com M = C + 1.

Para o valor inicial u(t;) temos uma solugao fraca v; de (2.39) definida em
[0,0]. Colando u com v; conforme lema 2.29 onde

at) = u(t), sete0,t]

v(t—t;), set€[t;t;+7],

obtemos uma solugao fraca do problema (2.39) definida em [0, ¢; + J]. Assim, tomando
j suficientemente grande, segue que t; + 0 > T, pois t; / T),,. Assim, u é solugao em
um intervalo maior que o intervalo [0,7,,]. Isto contradiz o fato de que u é solugao

maximal.

2.4.2 Equacao do calor

Seja 2 uma regiao com fronteira suave e limitada do R™. Consideremos o

problema de valor inicial dado por
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ou
ot
u = 0, sobre 0f) (2.44)

u(0) = ug, em €

—Au=g(u), t >0

sendo ¢ : R — R uma funcao localmente Lipschitz continua.

Existéncia de solucao local: Vamos mostrar agora a existéncia e unicidade

de solugoes locais para o problema nao linear (2.44).

Teorema 2.34. Dado uy € L™(R2), existe unica solugdo fraca u de (2.44), definida

sobre um intervalo mazimal [0,T,,). Isto é, uw € L™ ((0,T) x Q) para todo T' < T,, e

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)g(u(s))ds, (2.45)

para todo t € [0,T,,) sendo {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragoes gerado pelo operador
A=-A.

Também temos a alternativa de que

ou T, = +00

ouT,, <oo e tl/il%lm lu(t)]| oo = +o00.
Masis, u depende continuamente de ug. A aplicacao ug — T,, € semicontinua inferior-
mente e para todo T < T,,, existe € > 0 e C' < 0o tal que se ||[vg — uo|| - < €, entdo

v = ull Lo 0.y %) < C lvo = tol| oo (), cOm v a solugdo de (2.45) com wvalor inicial vy.

Demonstracao:
Vamos provar a unicidade. Sejam u; e us solugoes da equagao integral (2.45) em [0, 7.

Entao,

t
wlt) = us(t) = [ (= 5) (glur(s)) - glua(s) s
0
Tomando a norma L* em ambos os membros da identidade acima e usando o

fato
1Sl e < 10]] 1o

resulta que
lear (£) — ws(8) | o < /Hwn <mmmmw<K/nm )~ un(s)] o ds
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para todo t € [0,7], com K = K, a constante de Lipschitz de g em [—A, A], sendo

A = max{ HUIHLOO((O,T)XQ) J ||“2HL°°((0,T)XQ) }-

Da desigualdade de Gronwall segue que wuy(t) = us(t), para t € [0, 7.
Vamos mostrar a existéncia.

Sejam M = ||ug||;« +1 e g : R — R fungao definida por

g(M), seu>M
g(u) =1 g(u), se |uf <M
g(—=M), seu< —M.

Assim, a funcao g é globalmente Lipschitz continua.
Aplicando o teorema 2.28 com X = L?(f2), obtemos uma solugao global fraca

u € C([0,00), L*(2)) satisfazendo

U(t) = S(t)ug + /0 S(t — 5)g(a(s))ds. (2.46)

De fato, isso ocorre pois sendo uy € L®(2), entao ug € L*(2) = X, ja que § é limitado.

Tomando a norma L em ambos os lados da equagao integral acima obtemos

1] < lluoll o + / 5@ () | ds

< ol + T 8D @) ey < oll + T
sendo Ky = HgHLOO(—M,M)‘

Escolhendo T suficientemente pequeno resulta que Ky, T < 1. Logo,
1@(®)] oo < lJuoll e +1 =M, Vtel0,T].

Assim, w satisfaz a equagao integral (2.45) em [0,7], com T' > 0 tal que KyT < 1, ja
que sendo ||[u(t)|| < M entao g(u) = g(u).

A unicidade da solucao implica a existéncia de uma solucao maximal definida
num intervalo maximal [0, 7},).

Vamos mostrar agora a alternativa de que

Tm=+00 ou T,<oce liri,r} lu(t)]| ;0o = +00.
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Faremos por argumento de contradi¢ao. Para isto, vamos supor 7, < co e
assumir que existe uma seqiiéncia t; / T, tal que [Ju(t;)|; < A < 00, com A > 0

alguma constante fixa. Fixemos 6 > 0 tal que

0K a4 <1,
com K4, a constante de Lipschitz local de g em [—A — 1, A + 1].

Considerando o valor inicial u(t;), temos uma solucao fraca v; do problema
(2.44) definida em [0,6]. Colando u com v;, obtemos uma solucao fraca de (2.44)
definida no intervalo [0,¢; + ¢]. Para j suficientemente grande, segue que t; + 0 > T,,,.
Assim, obtém-se solugdo em um intervalo maior que [0,7,,]. Isto contradiz o fato de

T,, ser maximal.

Para concluir a demonstragao do teorema, vamos mostrar a dependéncia continua.

Sejam T' < T, € Mr = [[u| oo (0.7)x0) + 1. Vamos considerar g como definida
anteriormente, mas com M = Mr e Ly a constante de Lipschitz da funcao g.

Seja u a solugao de (2.46) e seja v a solucao de (2.46) associada ao valor inicial

v € L*°(Q2). Entao vale a desigualdade
t
[u(t) = 0(t)[| poe < o — ol oo + LT/ [i(s) —v(8)| oo
0
Novamente usando Gronwall obtemos
[0 = V|| oo 0.myx0) < 110 = Voll ooy €77

Dessa estimativa segue imediatamente a dependéncia continua de solucao sobre o dado
inicial.

Com isto, concluimos a prova do teorema.

Existéncia de solugao global: Agora vamos analisar a existéncia e unicidade
de solugdes globais para o problema de valor inicial (2.44). A existéncia de solugao

global depende do comportamento da funcao g. Sendo assim, vamos utilizar para a
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funcao g : R — R a condigao adicional que:
ug(u) < Cu® + C, (2.47)

para cada u € R e com C' uma constante positiva fixa.

Teorema 2.35. Seja g satisfazendo (2.47). Para cada ug € L>®(Q), a solugdo u do
problema de valor inicial (2.44) é globalmente definida.

Demonstracao:
Do teorema 2.34 ja sabemos que o problema (2.44) possui uma solugao definida em um
intervalo maximal [0, 7,,). Queremos mostrar que 7,, = oo.

Vamos multiplicar a equagao do calor semilinear por |u|” ~2u, considerando

p > 2. Assim obtemos a equacgao

du

- (|u]p_2 u) — Au (|u|p_2 u) = g(u) (|u|p_2 u), (2.48)

valida para 0 <t < T,,.

Podemos observar que:

du o ldul’

a) o lul"""u = prat
1d|ul” —1 d]ul Sy d(?)'? o du
De fato, — = |ulP —— = |ul? = |ul? —.
e fato, “—g— = lul™" = = Iul dt ™

b)—Au (Juf > u) = —div (Jul’ > uVu) + (p — 1) [ul"? [Vaul*
De fato, usando a formila div(hF) = hdivF + FVh temos
div (Ju" 2 uVu) = Au (Ju"?u) + VaV ([u "> u).
Isto 6,
Au (|ulP"?u) = div ([uf?uVu) — VaV (Juf’?u).

Vamos estudar o termo V (]u\p_2 u).
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V (Jul?u) = [uP? Vu +uV (JulP?)

— [ulf P Vu+u|(p—2)|uf L v

Jul

= |ulP " Vu+u [(p - 2) [u]"* uVu]
= [uf"* Vut (p = 2) [uf " Va = (p = 1) [ul"* V.
Logo, temos a identidade
Au ([u'u) = div ([u]"? uVa) — (p — 1) |ulP~? [Vaul*.
c¢) Usando a condicao ug(u) < Cu? + C temos que
g(w) (lul""* w) = ug(u) [ul"™* < Clul” + C |u]"™".

Agora, usando as observagoes a), b) e ¢) e integrando a expressao (2.48) em

Q, resulta que

1d

-—/ |u|pdx—/div(|u|p_2uVu) dx—i—(p—l)/ P2 [Vl de <
pdt Jq Q Q

SC’/]u|pda€+C’/]u|p—2dac,
Q Q

sendo u = u(t) a soluc¢do no intervalo maximal [0, 7},).
Usando o teorema da Divergéncia de Gauss (Brezis-Cazenave [6]) e o fato de

que u(t,z) = 0 para x € 0, segue que
/ div (|u’? uVu) dz = 0.
Q

Portanto, chegamos que a solucao u(t) satisfaz a inequagao integral

ld/ ’ / / -
Z ul? < C ulf +C ulP™.
pdt QH Q|| QH
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a? b
Agora vamos aplicar a desigualdade de Young ab < — + —-, que ¢ vélida para
q q
1

q e ¢ positivos tais que — + - =1
q9 q

Também vamos tomar ¢ = a = |ul? e b= 1. Obtemos entdo que

-9’
q > 0 pois p > 2. Logo,

p—2 1q’
/yu|p<(]/ |u|p+C/ |u| —
pdt Q q

sendo ¢ =

wl@

Entao, como foi escolhido g = P 5 segue que

. 2 C e
/|u|p<C/|u|p+C’ l” | /_:c/|u|p+—/|u|P+—|Q|.
pdt QP Q q Jo D

1 -2
Como p > 2, entao obtemos que 0 < — = P~z < 1. Logo,

q p

1
-i/Wgc/|u|P+o/|u|P+C|Q|:2c/|u|P+0|Q|.
dt Q Q Q Q

Equivalentemente
1d/ » 1/
—— | P <2Cp= [ |uff +C|Q]. 2.49
i <o [l oo (2.49)

Vamos considerar agora

o) = [ P

Entao, a desigualdade (2.49) pode ser reescrita como
¢'(t) = 2Cpo(t) < C|Q].
Multiplicado a desigualdade acima pelo fator e=2¢P* resulta que
F(1)e20% — 20po(1)e20 < O[] o207,
isto é,
(p(t)e=2m) < C|Q] 207!,

71



Integrando de s a t temos
t
P(t)e 2CPt — p(5)e20Ps < O |Q|/ e~ 2P dr

e portanto,

o(t) < (gb(s)ewps + C' Q] /t eZCp”dr) 26t (2.50)

Usando o fato que

t e—QCpt €—2Cps e—?Cps
e 2P dr = — + <
s 2Cp 2Cp 2Cp

e substituindo na inequacao (2.50), resulta
o(t) < |o(s) + C Q| 1 e20p(t=3) = | 4(s) + |Q| 1 o2Cp(t—3)
B 2Cp 2p ’

1
Portanto, da definicao que ¢(t) = — / |ul”, encontramos a expressao
P Ja

Lt < ([ e+ 3 jar) e,

para todo 0 < s <t < Tj,.
Passando limite quando s | 0 (lembrando que u € C([0,7,,), LP(2)), para
todo p < oo, pois u(t) € L>(£2) e Q é limitado) segue que

1
/wvs(/ww+—m0¥%2
Q Q 2

para todo t € (0,7},).
Elevando na poténcia % a desigualdade acima e usando o fato que (a + b)" <

2"(a" 4+ b") obtemos

1
1 P 1 1 1
[u(®)]» < luol’ + 19| ) *" <28 ( [uoll o + — 197 )
0 2 2
p

<2 (Juoll, + 1217 .
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Isto vale para cada p > 2.

Tomando p — oo resulta que
w(t) || oo < 2 (|uol e +1) €29 < Cppe®“™m < 00
lu(@)ll, L 0

se T,, < oo sendo (), uma constante positiva que depende da norma ||ugl| ;-
Da alternativa do teorema 2.34 podemos concluir que 7;, = +00, 0 que prova

o teorema.

2.4.3 Equacao do calor com termo semilinear —u3.

Vamos mostrar agora, de uma forma direta, a existéncia e unicidade de solugoes

3 usando teoria de

locais fortes para o problema de valor inicial (2.44), com g(u) = —u
semigrupos e o teorema do ponto fixo.

Para isto, vamos precisar dos seguintes lemas:

Lema 2.36. Sejam X = L*(Q), V = HJ(Q)NH?*(Q) e T, R nimeros positivos fixados.
Vamos considerar {S(t) }i>0 0 semigrupo gerado pelo operador —A e ug € D(A) = V.
Entao o conjunto

XR(T):{ v e C([0,T],V): sup lv(t) = S(t)uoll gz < R e v(0) =ug }

0<t<T

com a métrica d(u,v) = [lu—vl sendo |v| = sup [[v(t)|ly2), € um espago
0<t<T

métrico completo.

Demonstracao:

Inicialmente vamos observar que o conjunto Xg(7') nao é vazio, pois u(t) = S(t)ug €
Xgr(T), visto que ug € V.

Como Xg(7T') é um subconjunto do espago de Banach (C([0,7],V),].]|..), basta
mostrar que Xg(7') é um conjunto fechado. Para isto, consideremos uma seqiiéncia
(Vn)nen € Xg(T) tal que v, — v ewv € C([0,T), H}(2) N H*(Q2)). Vamos mostrar que
ve Xg(T).
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Seja € > 0. Como v, — v, existe ng tal que [|vn, — V|| 2 < €. Assim, como
Uny € Xp(T') entao |lun,(t) — S(t)uol yz(q) < R, Vt € [0,T]. Isto é, para cada t € [0,T],
temos que

o = S(Ooll ey ~ 10— v gy < 1o = S0~ (= ) ey

~ [0y — S(t)uo] < R

Entao, |lv — S(t)uolly2(qy < R+ e
Da arbitrariedade de € segue que [|v — S(t)uo|| 2oy < R, Vt € [0, T].

Agora, como [jv, —v[|, — 0, em particular, [|v,(0) —v(0)[/gzq — 0. Mas
como v, (0) = u, entdao concluimos que v(0) = uy em H?(Q2). Logo, v € Xg(T).

Portanto, Xg(T') é fechado e consequentemente, espago métrico completo.

Lema 2.37. Sejamv € H*(Q)NH () e {S(t) }i>0 0 semigrupo de contragoes de classe
Co gerado por A. Entdo, para t > 0, [|S()v(t)|| g2(qy < (0O 2o -

Demonstracao:
Do fato que [[v(t)| 2(q) € equivalente a [|(I — A)v(t)[| 2y ( conseqiiéncia da desigual-
dade de Hélder) e usando as propriedades do semigrupo de contragdes {S(t)}i>0, com
t > 0, segue que
1S sy = 1T = A)SEO) 2
< IS0 oy + ISV a0y < 1020y + ISEOA 1200
< o)l 12y + 120 12(0) = VO] g2(q)-

Logo, esta provado o lema.

Observacao 2.38. No estudo da equagao do calor semilinear considerando g(u) =
—u3, vamos trabalhar em R™, com n < 3 para podermos utilizar imersoes de Sobolev.

No caso n > 4, deve-se considerar uma nao linearidade |u|’u em vez de u®, com

0<p<-%

n—2"

Vamos estudar a partir de agora o seguinte problema de valor inicial semilinear:
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determinar u(x,t) funcdo real definida em Q x [0, T tal que

%—Au:—uij’, em ()
u =0, sobre X (2.51)

u(0) = ug, em €
sendo A o operador de Laplace e ug funcdao dada no dominio de A = —A. Para este
problema vamos considerar 2 C R", 1 < n < 3, um aberto limitado com fronteira
regular ', Q@ = Q X (0,00) e ¥ =T x (0,00) é a fronteira lateral.
Uma solugao forte do problema de valor inicial (2.51) é uma fungao u €
C ([0,T], Hy () n H*(Q)) N C* ([0, T], L*(2)) que satisfaz a equagao em (2.51) no sen-
tido de L?(f2), para cada t € [0,T.

Vamos relembrar da se¢ao (2.3.1), que o problema de valor inicial linear

0
a—TZ —Au=0, em Q
u = 0, sobre X (2.52)

u(0) = ug, em Q
pode ser tratado via teoria de semigrupos. Isto é, o operador nao limitado A tal que

A: D(A) C L*(Q) — L*(Q) definido por

D(A) = H} ()N H*(Q)
Au = —Au

é gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cy em L*(2), digamos {S(t)}>o.
Também vimos que para uy € H}(Q) N H*(Q), a fungdo u dada por u(t) = S(t)ug
satisfaz o problema (2.52) e u(t) € C ([0, 00), Hy(Q) N H*(Q)) N C* ([0, 00), L*(2)).

Vamos mostrar agora a existéncia e a unicidade de solugoes locais para o
problema nao linear (2.51).

De modo analogo ao caso linear (desenvolvimento abaixo da defini¢ao 2.20),
pode-se verificar que se u(t) é solugao forte do problema (2.51), entao u(t) satisfaz a
equacao integral

u(t) = S(t)ug — /t S(t — s)u’(s)ds. (2.53)

Vamos provar que para ug € H&(Q;ﬂ H?(Q), existe Ty > 0 e uma tnica fungao

u € C ([0, Ty], Hy(2) N H*(2)) que é solugao de (2.53).
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Para T > 0 e R > 0 fixados, consideremos o espago métrico completo Xg(7T)
conforme o lema 2.36.

Agora, definimos a aplicacao

P X(T) — C (0.7, HY(Q) N HA(Q))
dada por

(Po)(t) = S(t)up — /0 St — ) (s)ds, v e Xn(T).

Vamos provar que P esta bem definida.

Seja {S(t)}1>0 0 semigrupo de contragoes de classe Cy gerado pelo operador
A = —A conforme se¢ao (2.3.1). Para ug € H}(Q) N H*(Q) = D(A), resulta da
proposigao 1.15 que w(t) = S(t)ug € Hg () N H?(Q2) para cada t > 0 e é uma fungao
continua.

Falta provar que a integral
t
/ S(t — s)v*(s)ds € Hy(2) N H*()
0

para v € Xg(T) e para t > 0, é uma funcdo continua em ¢.
Para isto, vamos mostrar que v3 € H}(Q) N H?(Q) se v € HY(Q) N H(Q).
Da imersdo de Sobolev H%(Q) — L>(€), 1 < n < 3 que pode ser encontrada
em Kesavan [13], pg.79, resulta que v* € L*(Q) se v € Hy(Q) N H*(Q), pois Q é
limitado.

Também do fato que H?(Q) — L>®(Q2), n < 3, para v € H?(f2) temos que
2 2 2
||D¢v3||L2(Q) = /Q {Div3(x)| dr = /Q |3@2(x)‘ |Div(x)|2 de < 3||U||ioo/Q|Div(x)|2dx

4 2 6
< Cvllgz@) IVUllz2@) = C llvllgz@) < o0

Vi
8277;’

com 1 < i < n. Da estimativa acima, concluimos que D;v® € LQ(Q) se 1 <1 < n,

onde C' é uma constante que depende de €2 e D; indica a derivada distribucional
n < 3.

Agora, considerando D;D; operador diferencial de segunda ordem e usando

Holder, temos para v € H%(Q)
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1D, D 22 = / D, D ()| de = / 160(2) Do) Dyo(x) + 30 (2) D, Dyo(a) | de
Q Q

S/Q|6U($)DjU(SL’)DiU($)’2dI+/Q|3U2<I)DjDiU($)|2dI

1 1
<ololi~ ([ Il ar) ([ Dol ar) +
Q Q
4 2
3ol [ DD da
2 2 2 4 2
< ol 12y 1De0l ey + o ol ol

2 2 2 6 6
< Gy [|vllgr2(0) 1050110 1Dsv 10y + C2 [0l 120y < Cllvll 20

pois sendo v € H%(Q), entdao Djv € H(Q) — L*(Q)

As constantes C7, Cy e C5 dependem de ).

Assim, mostramos que v e todas as suas derivadas até ordem 2 estdo em
L*(2). Essas estimativas nos dizem que v € H?(Q).

Em particular, também podemos concluir que Hv?’(t)HHg(Q) < Cq HU(t)H?;Iz(Q)
com Cn uma constante que depende de €2.

Como v € H}(Q) N H*Q) segue da continuidade da funciao traco 7o que
Y0(v?) = 0. Entao concluimos que v* € H} () N H*(Q).

Aplicando a proposi¢ao 1.15 resulta que S(t — s)v3(t) € Hy(Q) N H*(Q) e é
uma funcao continua na variavel ¢.

Da definicao de integral segue que /t S(t — s)v(s)ds € Hy(Q) N H*(Q) e é
uma fungdo continua. ’

Portanto, (Pv)(t) € C ([0, T], H}(2) N H*(Q)).

Agora queremos mostrar que existe 7y > 0 tal que P (Xgr(7y)) € Xgr(Th).
Considerando {S(t)};>0 semigrupo de contragoes de classe Cp, entdo conforme lema

2.37, para t € (0,7) obtemos

Hmw—ﬂWMWMSAN%—@ﬂMm@@SA\W®Mmﬂ&
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Mas, para v € Xg(T) temos que
[0@)| 120y < 0(8) = S@uoll g2y + luoll g2y < B+ lluollgoy = K (2.54)

sendo K > 0 uma constante independente de t.

: 3

Assim, do fato que [[v*(t)| 2(q) < Ca [|[v]52(q) resulta
[Pu(t) — S()uoll g2y < CaTK>.

Entao, para T' < % temos que
[1Pu(t) = S(t)uoll oy < R, Yt €[0,T].

Também ¢ imediato que (Pv)(0) = uy.

Logo, para 0 < T < %, Pv € Xg(T). Assim, mostramos que P : Xgr(T) —
Xp(T) para 0 < T < 2.
R

Agora vamos mostrar que existe Ty com 0 < Ty <

P Xg(To) — Xg(Tp) é contragao.

o tal que a aplicacao

Sejam v, w € Xg(Ty) com 0 < Ty < ﬁ. De (2.54) temos que

||U(t)||H2(Q)7 ||w(t)||H2(Q) <K, Vte[0,Tp), com K =R+ ”u0||H2(Q)-

Vamos utilizar a identidade 2% — y® = (v — y)(2* + y* + zy) para z,y € R.
Como v, w € Xg(Ty) entdao v(t) e w(t) estao em H%(SY) para t € [0, Tp]. Logo,

[03(t) = w? ()| g2y < Ca llv(t) — wt)]| g2y [[V3(E) + w?(t) + v(t)w(t) || g2(q
< O(Q, K) [Jo(t) — w(t)|| g2y
(2.55)

com C(£2, K) uma constante positiva que depende da constante positiva K, a qual
depende de R e da norma |[uo[|y2(q)- Ca é uma constante positiva que depende de 2
e é devida a imersoes de Sobolev.

A primeira desigualdade em (2.55) é justificada de modo andlogo ao caso que
10°[| 20y < C Hvuip(n)-

Usando novamente o lema 2.37 obtemos
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|Pv — PwHXR(TO) = sup [Pu(t) — Pw(t)HHQ(Q)
0<

< sup /0 ||S(t—s)[v3(s)—w?’(s)]HHQ(Q)ds

0<t<To

To
< [ 1) = 00

< C(Q.K) / " 0(5) = () g 5

< OQ,K)Ty sup |lv(t) — w®)| yz(qy

0<t<Ty

=C(Q, K)Tj [lv - wHXR(TO)‘

Tomando 7j < min <%, ﬁ) concluimos que a aplicagdo P : Xg(Ty) — Xgr(To)
¢ contragao.

Do teorema 2.25 (Ponto Fixo de Banach), existe uma tnica fungao u € Xg(7p)
tal que Pu = u. Assim, u é solugao da integral (2.53).

Mostramos que o problema (2.51) tem tnica solugao em Xg(7p).

Agora falta provar a unicidade da solucao em C ([0, Ty, Hi(Q) N H2()).

Sejam u,v € C([0,Ty], Hi () N H*(Q)) solugoes da equagdo (2.53) tais que
u(0) = v(0) = ug com uy € Hy(Q) N H?(Q). Entao, para t € [0, Tp) vale a desigualdade

[u(t) = v(O)]] 20y (t = s)[u’(s) — v*(s)]ds

H2(Q)

Vamos considerar a funcao h(t) > 0 dada por

h(t) = Co (I2(9) gy + 102 azgey + Nu(5)0(3) gy )
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Como u,v sado fungdes continuas definidas no compacto [0,7p] a valores em

H} () N H?(R), entao

/OTO h(t) < oo.

Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall para h(t) definida acima e
g9(t) = [Ju(t) — v(t)|| y2(q). segue imediato que u = v.

Para concluir nosso estudo de existéncia e unicidade de solugao local, pre-
cisamos mostrar que a solugao local obtida para a equagao (2.53) é solu¢ao do problema
de valor inicial (2.51).

Para cada t > 0 e up € HJ(Q) N H*(Q) = D(A) = D(—A), resulta da

dt

Considerando v(t) = / S(t — s)u®(s)ds, vamos mostrar que a funcio v é
0

ds(t
proposigao 1.15 que ( )uo = —AS(t)up.
t

derivével para todo t € (0,Tp).
Seja h > 0 tal que t + h € [0,7y]. Usando as propriedades do semigrupo
{S(t)}+>0 € a definigdo de v(t), temos

v o t+h t
(t+ h})L (t) _ %/O S(t+h — s)ud(s)ds — %/0 S(t — s)u(s)ds

1 t 1 t+h
= E/ S(t+h—s)u3(s)d8+ﬁ/ S(t+h — s)u*(s)ds
0 t

—%/0 S(t — s)u(s)ds

. t+h
_ 54 / S(t - s)u(s)ds + ) | ste= s

—%/0 S(t — s)u(s)ds
= % /0 S(t — s)u(s)ds + # /t S(t — s)u(s)ds.

Como o integrando na ultima integral acima é continuo, pelo teorema do Valor Médio

para Integrais segue que
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v(t+hf)L—v(t) _ S(h;z_l/o St — s)d(s)ds + S(h)S(t — +)ud(+)

para algum t* € (t,t + h).

Entao,
lim olt + h})L — ) = _A/o S(t — s)u(s)ds + u?(t)

h—0t

pois t* — t quando h — 0 e {S(t)}+>0 é semigrupo de classe Cy.

Isso diz que v é derivavel a direita em ¢ € (0,7p) e

De modo semelhante vé-se que v é derivavel a esquerda em ¢ € (0,7p) e que
dv  dv
dt=  dt+

Do fato que u(t) = S(t)up — v(t), entao

du _ d5(Wuo _ d00) _  yg(yy + 4 /0 (- sy (s)ds — ()

dat — dt dt

= A <S(t)u0 - /Ot S(t — 3)u3(5)d8) —u’(t)
= —Au(t) —u3(t)

sendo A operador tal que A = —A.
d
Em particular, d_TtL € L*(Q) para cada t € [0, Tp).
Logo, u é diferenciavel e é solugao local em [0, Tp] do problema (2.53) na classe

C ([0, To], L*(92)) N C ([0, To], Hy () N HZ(92)).

A anélise da existéncia de solugao global para a equagao (2.51) sera omitida
neste trabalho. Pode-se observar que a funcdo g(u) = —u? satisfaz a condi¢ao dada

por (2.47) e portanto o problema (2.51) admite solucao global.
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2.4.4 Exemplo de problema de valor inicial para a equacao do

calor que nao admite solucao global

Lema 2.39. Sejam ug € L>(Q) N HJ(Q) e u solugao do problema (2.44) definida num

intervalo mazximal [0,T,,). Entdo

we C([0,T,), H(Q)) e But) < E(u), te€[0,T).

onde E(u /|v 2 —/ w), com G(m):/;g(s)ds.

A prova deste resultado pode ser encontrada em Brezis-Cazenave [6], pg.135.

Vamos considerar o problema de valor inicial dado por

% — Au=|uf' " u, em (0,T) x Q
u=0, em (0,7T) x 02 (2.56)

u(0) = ug, em €

sendo ug um valor inicial suficientemente grande.
Para tal uy vamos provar que (2.56) nao tem solucao global se p > 1.
|p+1.

Notar que se g(u) = |ul’"" u entdo G(u) = p+1 lu

Teorema 2.40. Consideremos p > 1. Seja ug € H}(Q) N L>(Q) tal que

1 1

euy # 0. Se u é solugio de (2.56) entao T,, < oo. Isto é, para dados iniciais

satisfazendo (2.57), o problema (2.56) ndo possui solu¢ao global. De fato, neste caso

tem-se que
T < — 2 6(0) "
"o @—D
onde ¢(0 fQ ud(z)dr e a = ;Hl) \Q\ T . Assim, a solugao explode, isto €, sofre

"blow up”em tempo finito.
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Demonstracao:

Seja u(x,t) solu¢ao de (2.56) em (0,7,,). Vamos supor T,,, = oo e considerar

o(t) —/ﬂu(t,x)de. (2.58)

Vamos encontrar uma inequacao diferencial para ¢ a qual nao é véalida para

todo t > 0. Assim, devido a férmula de Green e o fato que u = 0 sobre 02, temos

¢’(t):2/uut:2/u(Au+|u|plu) :2/|u]p+1—2/|Vu]2
0 Q Q 0

——a5(0) + 2228 [aptt 2 —ap(u) + 2220 [

devido ao lema 2.39.
Da hipétese (2.57) sobre ug e usando a desigualdade de Holder segue que
p+1

(05 20D [ 20D e (NT e
o2 2=l e > 202D ([02) 7 < aots

com a > 0. Em particular, ¢ é nao decrescente. Como ¢(0) > 0, j4 que ug # 0, resulta
que ¢(t) > 0 para todo t > 0.

Logo, obtemos a inequacao

d 2 e\ Pt
7 <_Z?Tl¢(t) ) = s 2 .

2 p—1 2 p—1
0< —==6(t)" 7 < ——=0(0) T —at,
p J—

para todo t > 0. Como isto é impossivel, entao resulta que 7;, < oo e de fato, T, deve

ser limitado como no enunciado do teorema.

2.4.5 Equacao da onda

Seja Q C R™" 1 < n < 3 um aberto limitado com fronteira regular I'. Sejam

Q=02x(0,00)eX =T x(0,00).
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Queremos determinar uma funcdo u(z,t) : Q x [0,7] — R tal que

( 82
a—tg—AujLuS =0, em Q
u = 0, sobre X
(2.59)
u(0) = ug, em Q
ou
\ E(O) =vy em ()

sendo A o operador de Laplace e ug, vy sao fungoes dadas em um certo espaco de
Sobolev que estao relacionadas com o dominio de —A.

Na segao (2.3.2) em que estudamos a equac¢ao da onda linear, aplicamos a
teoria de semigrupos no espago de Hilbert H = H}(Q) x L?(2) munido do produto

escalar
(Uy,Uy) :/Vu1Vu2dx+/u1u2dm—l—/vlvgdx
Q Q Q

(41 Ug C A . . -
com U; = eU; = e mostramos a existéncia e unicidade de solugoes fortes

U1 (%)
do problema de valor inicial dado por
( 82
8_;; —Au=0, em Q
u = 0, sobre X

u(0) =ug em
ou
\ Ot
Para isto, provamos que o operador nao limitado A : D(A) C H — H definido

(2.60)

(0) = vy, em 2

por
D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x Hy(Q)
AU — 0 -7 Lo I
-A 0 v —Au
¢ gerador de um semigrupo de contragoes, digamos {S(t)}i>0. Também, se ug, vy €
D(A), a funcdo u dada pela primeira componente de U(t) = S(t)U, satisfaz (2.60) e
u € € ([0, 00), Hy(2)) N C ([0, 00), Hy(2) N H?(L2)).
Vamos agora mostrar um esquema da prova da existéncia e unicidade de

solugoes para o problema de valor inicial semilinear (2.59).
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De modo semelhante ao caso linear da equacao da onda visto na sec¢do (2.3.2),

pode-se transformar o problema (2.59) no seguinte sistema:

dU
L AU =F(U
dt ) (2.61)
U(0) = U
0 0 -I
comU=| " |, Uy=| ™ |, F(U)= e A=
v Vo —u? -A 0

Assim, (2.61) é um problema semilinear abstrato em que a fungao F': H — H,
H = Hj(Q) x L*(Q) é localmente Lipschitz continua. Portanto, da teoria j& estudada
na segao (2.4.1), segue que (2.61) admite unica solugao local definida em um intervalo

maximal [0,7},,) e ainda, se T}, < oo, entao tl/lril“l 1U @)l = oo

Agora, mostraremos que T, = 0o e assim (2.59) possui solucao global.

Para isto, basta provar que |[(u(t),w(t))||; < C, t € [0,T),], com C' > 0 uma
constante.

Multiplicando equagao de (2.59) por wu;, integrando em €2 e usando a primeira

formula de Green e a condigao de contorno, obtemos que

1
+ —ut| dx = 0.

d [ |lul, [Vul
2 2 1

dt Jo

Integrando em (0, ), resulta

1 1 1 1
—/ u? + |Vul|® + Zut d:)::—/ V2 4 Vo> + Zud | de = C

para todo T € [0,T,,).

Isto diz que [|uy(t)]| 20, |Vu(t)] 20y < C2, ¥t € [0,T5,).

Como u € H}(Q) entao, por Poincaré, a norma [Vull 2oy € equivalente &
norma [|ul| g q)-

Assim, [Jug(t)| 20y © [[u(t)]| 3@ sdo limitadas em [0,T5,). Portanto,

(@), w ()l g = N ((u(®), we )| g @) x 220
sao limitadas em [0, 7,,). Logo, a solugao u(t) estd definida globalmente em (0, co).
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