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Resumo

O Ultimo Teorema de Fermat consiste da afirmacdo de que ndo existe solucio inteira
para a equagdo a’ + b" = ¢ nas icégnitas a,b,c e para qualquer natural n > 3. A
demonstracao desta conjectura permaneceu uma inspecao caso a caso até que Kummer
forneceu a primeira demonstracdo para uma classe de primos. Apesar de ndo se saber
se existem uma infinidade de primos nesta classe (conhecida como os primos regulares)
este foi o melhor resultado até que Wiles em 1995, respondeu a questao completamente
utilizando a teoria das curvas elipticas. A matemaética involvida no resultado de Kummer
é tao importante e bonita que nos propomos, neste trabalho, a mostrar este resultado bem

como construir a teoria necesséria.
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Abstract

Fermat Last Theorem is the assertion that there is no integer solution to the equation
a"™ + 0" = ¢" in the unknowns a, b, c and for any natural n > 3. This conjecture remained
a case by case inspection until Kummer provided the first proof for a class of primes.
Although it is not known if there are infinitely many primes in this class (known as the
regular primes), this was by far the best result until Wiles, in 1995, answered the complete
question using the theory of elliptic curves. The mathematics involved in Kummer’s result
is so important and beautiful that we intend, in this work, to show this result while also

constructing the necessary theory.
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Introducao

A teoria de niimeros é a area da matemética que trata do estudo dos inteiros. Como
sempre, resumir um campo inteiro da matemética em uma simples sentenca é enganoso.
Sendo tao velha quanto a geometria euclidiana, a teoria de nimeros é ao contrario da
primeira, uma &area excepcionalmente ativa. Muitos dos seus problemas, novos e antigos,
permanecem distantes de uma solucao. Um aspecto cativante da teoria é o paradoxo entre
a simplicidade de seus enunciados e a complexidade de suas demonstragoes. O proprio
Gauss considerava esta area a rainha da matemaética.

Neste trabalho, tentaremos comprovar o paragrafo acima. Queremos demonstrar uma

solucdo parcial’ de uma conjectura de enunciado incrivelmente simples devida a Fermat?:

CONJECTURA. Dado n um natural maior que 2, ndo eziste solugdo no dominio dos
inteiros para a equagao
X"+Y"=2".

Observe que para n = 2 temos as infinitas ternas pitagoéricas como solucdo. A idéia
que essa simples generalizacdo da equacao ndo admite solugao é realmente instigante e os
meios de sua demonstracao abismantes.

Esta conjectura ficou conhecida como o dltimo teorema de Fermat e sé foi resolvida
em sua totalidade por A. Wiles em 1995. Como dito antes, vamos apresentar uma solu¢do
parcial, devida a E. Kummer, no século XIX, que foi a melhor solucao obtida até a dada por
Wiles. Mesmo esta solugdo parcial, em conjunto com resultados anteriores e contempora-
neos de mateméaticos como Gauss, Dirichlet, Dedekind, Liouville e Laplace motivou um dos
maiores desenvolvimentos na area da teoria dos nimeros: a teoria algébrica de niimeros.
No campo mais abrangente da algebra, suas idéias foram sentidas e generalizadas a ponto
de, no inicio do século XX, uma ponte ter sido estabelecia entre a teoria algébrica de
numeros e a geometria algébrica de curvas via o que hoje é denominado Product Formula
Fields, o que seria melhor traduzido para Corpos com a Férmula Produto.

O titulo deste trabalho resume o caminho que seguiremos. Na primeira parte vamos
expor a teoria algébrica de nimeros em sua ampla generalidade, visto que muito entendi-

mento das conexdes existentes entre os diversos conceitos se ganha quando removemos

1o quao parcial se tornaré preciso no dltimo capitulo.
2Fermat advogava que ele tinha uma demonstracio geral para a conjectura apesar de s6 ter publicado um
caso muito restrito. Hoje em dia, acredita-se que sua prova estava simplesmente errada.
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INTRODUGAO 2

as distracdes dos casos particulares. E claro que esta ndo foi a maneira apresentada por
Kummer.

Na segunda parte nos concentramos nos chamados corpos numéricos, as extensoes
finitas dos racionais. Para estas extensOes demonstraremos dois resultados fundamentais
de finitude. Suas implicacoes s6 poderao ser apreciadas posteriormente. No entanto, é
bom salientar que estes dois resultados sao vélidos no contexto geral dos Product Formula
Fields.

Na terceira parte nos especializaremos ainda mais: estudaremos as denominadas ex-
tensbes ciclotomicas dos racionais. Aqui, finalmente, comegamos com a matemadtica de
Kummer propriamente dita. Ele estudou estas extensdes nao essencialmente para demon-
strar o altimo teorema de Fermat, mas com sua teoria ele obteve, entre outros, este incrivel
resultado exposto no capitulo 7.

O apéndice A trata de um problema um pouco periférico para o que faremos mas que
devido a sua importancia geral e beleza de resultados ndo hesitamos em incluir. Trata-
se da classificagdo dos modulos finitamente gerados para dominios mais gerais que os
principais, explicitamente, os dominios de Dedekind. Na famosa cadeia de implicacoes
entre os dominios euclidianos, principais, fatoriais e de integridade, vista nos cursos de
algebra, estes situam-se entre os dominios de integridade e os dominios fatoriais.

No restante desta introdugao iremos fixar a notagado e fazer algumas observacoes sobre
os resultados da teoria de grupos, anéis, médulos e de extensoes de corpos que consideramos
pré-requisitos. Também pressupomos conhecimento da teoria de Galois para extensoOes
finitas (ndo necessariamente sobre os racionais).

Neste trabalho os anéis sdo sempre comutativos com unidade. A menos dito o contréario,
A, B,C denotam anéis, K, L corpos e uma relacdo de inclusdo entre eles denota uma
extensdo da estrutura. Isto ¢, A C B, A C K s#&o extensbes de anéis, X C L é uma
extensao de corpo e etc..

Quando em uma destas extensoes procuramos reservar as letras mindsculas gregas para
denotar os elementos da estrutura maior e as letras mintsculas latinas para os elementos da
estrutura menor. Seguindo a notacdo costumeira, os ideais dos anéis serdo denotados com
o alfabeto gdtico. Parénteses ao redor de um subconjunto de um anel denota o ideal gerado
por este conjunto e, no caso do conjunto ser unitario, escreveremos apenas o elemento deste
conjunto entre os parénteses. Por exemplo, (p) é o ideal gerado por p.

Os simbolos N, Z, Q, R, C denotam, respectivamente, o semigrupo dos naturais, o dominio
dos inteiros e os corpos racional, real e complexo. Reservamos o simbolo := para quando
temos uma igualdade por defini¢do. Um simbolo * em um anel denota o subgrupo dos
inversiveis neste anel. Por exemplo: Z* = {—1,1}. Também quando escrevermos a|c para
elementos de um anel queremos dizer que existe um (Gnico) elemento b do mesmo anel tal

que ¢ = ab e lemos "a divide c".



INTRODUGAO 3

Escrevemos ged(a,b), lem(c, d) para o maximo divisor comum entre a e b e o minimo
multiplo comum entre ¢ e d respectivamente. Se A € um dominio denotamos seu corpo de
fragoes por fI(A). Se z € C, R(z), I(z) denotam a parte real e imaginaria de z.

A notacdo A[X] indica a algebra gerada por A e pela incognita X. Esta algebra é a
polinomial em uma varidvel e ela coincide com a algebra comutativa com coeficiente em A
gerada livremente por X. Fica claro o que queremos dizer com A[X1,..., X,].

Sejam K C L uma extensdo de corpos e a € L. Defina a aplicagdo ® : K[X] — L
determinada pela correspondéncia X —— « (lembremos que K[X] é livremente gerada por
X). Pelo primeiro teorema do homomorfismo temos K[X]/ Ker(®) = Im(®). Denotaremos
K[X]/Ker(®) por K[a]. Note que como K[X] é dominio principal Ker(®) é gerado por
um Unico, a menos de multiplicacao por elementos de K, polinémio e que se este polindmio
é irredutivel entdao K|[a] é um subcorpo de L. Neste caso, dizemos que « é algébrico sobre
K e denotamos este polinémio (que podemos tomar monico) por Irr(a, K).

Seja f(X) € K[X] irredutivel. Dizemos que f é separavel quando suas raizes, em uma
extensdo algebricamente fechada de K, sdo distintas. E claro que a inseparabilidade de
f independe de K, no sentido que se f(X) € K'[X], onde K’ C K, entdo f é separével
com respeito a K’ se e somente se é separavel com respeito a K. Um elemento o € L,
onde L é uma extensdo de K, é dito separavel se Irr(a, K) é separavel. Dizemos que
K C L & uma extensao separivel quando L pode ser gerado por elementos separaveis de
L. Esta claro o que queremos dizer com polinémios, elementos e extensoes inseparaveis.
Um corpo K é dito perfeito se s6 admite extensoes separaveis. Mostra-se em [Rom95,
Secdo 4.8, pg.94] que se a caracteristica® de K é zero ou K ¢ finito entdo K é perfeito.
De maneira geral, uma extensdo finita K C L decompde-se de maneira tnica como K C
L® C L onde K C L® é maximalmente separédvel, ou seja, todo elemento de L — L°
é inseparavel. Conseqlientemente, L® C L é inseparavel. Um extensao K C L é dita
puramente inseparavel quando L® = K.

Uma seqiiéncia é um diagrama da forma
v — i—1 —— Mz — Mi—l—l —_— ...

onde ¢ varia em um conjunto finito ou enumerével de indices I, M; é um anel, médulo ou
algebra e as flechas sdo homomorfismos ¢; : M; — M, satisfazendo Im(¢;) C Ker(¢;t1).
Uma seqiiéncia é exata em M; quando Im(¢;) = Ker(¢p;+1) e a seqiiéncia é dita exata
quando é exata em todo M;. Uma seqiiéncia exata curta é uma seqiiéncia exata do tipo

0—M-2N“2P__0

Observamos que esta seqiiéncia equivale a dizer que Im(¢) = Ker(¢)) com ¢ injetora e
sobrejetora.
30 gerador do ideal Ker(:) onde + : Z — K é determinado por 1; —> 1x. Como a imagem deste

homomorfismo é um subcorpo de K, pelo primeiro teorema do homomorfismo, segue que a caracteristica
de K ou é zero ou é um primo p € Z.
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Por fim, vamos rever o conceito de produto tensorial. Dados um A-médulo* M e N, o
produto tensorial de M e N por A, denotado por M ®4 N é o grupo abeliano livre gerado

pelos simbolos m ® n; m € M,n € N quocientado pelo subgrupo gerado pelas relagoes
(m+m)@n—men—-—m'en
m® (n+n)-—men—men'
ma@n—man
onde m,m’ € M, n,n’ € N, a € A. Vamos abusar da notacdo e denotar a classe de m @ n
por este mesmo simbolo notando que as classes satisfazem
(m+m)@n=meon+m @n
m® (n+n')=men+maen’
ma@n=mQ an.

O produto tensorial M ® N tem estrutura de A-médulo dada por
alm®mn):=(am)®@n = (ma) ®n=m® (an) = m® (na) =: (M @ n)a.

Além disso tem-se um isomorfismo canénico A ® 4 M = M dado por a @ m —— am.
Dado um par de morfismos de A-médulos M 2N , P 2, Q esta definido um tunico
morfismo ¢®1 : MRN — P®Q tal que nos geradores temos ¢®1y(men) = ¢(m)@y(n).
Com esta definicdo de morfismo induzido mostra-se que o produto tensorial é exato &
direita, isto é, se
N2pYg—o
é uma seqiiéncia exata de A-moédulos entdo para todo A-médulo T tem-se que

NeT I poT I Qo T — 0

onde 17 denota a identidade em T, é exata.
Seja a um ideal de A e considere a seguinte seqiiéncia exata curta formada com a
inclusdo e a aplicacdo quociente:
0—a—A———0.
a
Pelo discutido acima temos que

A
a@M —M——QM —0
a

é exata. A primeira flecha é o homomorfismo a ® m —— am de forma que a imagem de
a® M em M é o modulo gerado pelo conjunto {am : a € a,m € M} denotado por aM.

4Como no nosso caso A é sempre comutativo, nossos A-modulos sdo em realidade A-A-bimédulos. Sendo
assim, podemos ignorar a questdo de lateralidade de nossos modulos.
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Com isso temos o seguinte isomorfismo:

A M
0.0.1 — QM =~ —.
( ) a ®© aM



Parte 1

Sobre a Teoria Algébrica de Nimeros



Como dito na introdugdo, comegamos nosso trabalho expondo a teoria algébrica de
ntmeros. No primeiro capitulo vamos estudar algumas propriedades dos anéis de in-
teiros. No segundo capitulo pausamos para estudar, em abstrato o conceito de dominio
de Dedekind e deduzimos as suas principais propriedades incluindo a fatorizacdo dnica de
ideais. Ainda no final ligamos os dois capitulos mostrando que os anéis de inteiros sdo
exemplos de dominios de Dedekind.



CAP{TULO 1

Anéis de inteiros

Comegaremos nosso estudo generalizando a idéia de inteiros. Isto é, dada uma extensao
K > Q finita iremos definir o que sdo os inteiros de K. E sabido que K = Q [a] para algum
«a € K, mas veremos que a defini¢do correta de inteiros ndo corresponde necessariamente
ao anel Z [a]. Ainda nesta segdo construiremos o discriminante de uma extensdo que sera

um invariante importante para a teoria que segue.

1.1. Definicao e propriedades

DEFINIGAO 1.1.1. Sejam A um dominio (de integridade) e L um corpo contendo A.
Dizemos que um elemento « € L € inteiro sobre A se e somente se é raiz de um polinémio

monico com coeficientes em A. Isto é, satisfaz uma equagdo do tipo:
(1.1.1) Q" +a M. +a,=0; a; €A, Vi.

Um polinémio P(Xi, Xo,...,X,) € A[X1, Xo,..., X,,] € dito simétrico (nas suas var-
iaveis) se e somente se
(1.1.2) P(Xg(l),XU(Q), ...,Xg(n)) = P(Xl,Xg, ...,Xn), Yo € 5,.
Os polinémios Sy, := > Xi, Xiy... X

11 <12<...<ig
polinémio simétricos elementares.

. 3 1 <k < n sao simétricos e denominados

THEOREM 1.1.2. (Teorema Fungio Simétrica) Sejam A um anel e P(X1, Xa,...,X,,)
um polinémio simétrico. Entao P é um polindémio com varidveis nos polindmio simétricos
elementares. Isto é, P € A[Sy, ..., Sy].

DEMONSTRAGAO. Defina a seguinte ordem total nos monémios de A[X7q, ..., X,]:
XU X2 X > XXX

se > p_q ik > Y.y i ou, no caso de igualdade, temos para algum s € {1,...,n}, iy = ji
para k < seig > js. Seja Xfl Xﬁ" 0 maior mondémio de P com coeficiente ¢ # 0. Como P
é simétrico ele contém todos os mondémios obtidos do acima por permutacao das variaveis.
Logo devemos ter k1 > ko > ... > ky. E claro que o maior monémio de S; é X;...X; e
conseqiientemente, o maior monémio de Sfl...Sg" é Xf1+d2+“‘+d”X§lQ+“'+d"...Xg”. Segue
que P(X1, ..., X)) —cShi—hagha=hs  ghn o p(X1, ..., X,) (no sentido que o maior monémio
do polin6émio esquerdo é menor que o maior monoémio do direito). Continuando o processo,

8



1.1. DEFINICAO E PROPRIEDADES 9

eventualmente o grau total diminui e, portanto, depois de uma quantidade finita de passos

obtemos uma representacdo de P como um polindmio em S;. O

OBSERVAGAO 1.1.3. Seja f(X) = X" + a1 X" ! + ... + a, € A[X] e sejam az, ...,

n

as raizes de f em algum anel contendo A. Entdo é claro que f(X) = [[ (X — a;) neste
i=1

anel maior. Agora, é facil ver que a; = —Si(aq1,...,an), ag = So(aq,....qp), .., ap =

+Sp(a1, ..., ap). Isto demonstra o seguinte corolario.

COROLARIO 1.14. Seja f(X) € A[X] € aq,...,ap, as raizes de f em um anel A’ D A.
Se P(X1,...,Xp) € A[X4,..., X,,] € simétrico entao P(ay,...,an) € A.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema 1.1.2, P € A[Sy, ..., Sy] e pela observagao 1.1.3, S; (a1, ...

A donde P(ay,...,ap) € A. O
THEOREM 1.1.5. Os elementos de L O A inteiros sobre A formam um anel.

DEMONSTRAGAO. Sejam «, 3 € L inteiros sobre A. Vamos mostrar que o+ 3 é inteiro
sobre A (a prova para a — [, af sdo analogas). Seja 2 um corpo algebricamente fechado
contendo L. Por hipétese existem f(X),g(X) polinémio ménicos com coeficientes em A
tal que f(a) =0,9(8) = 0. Escreva

m n

PO =X =), i € @5 g(x) = [J(X - 8)), 65 €
i=1 j=1
Sejam 1, ..., Ymn 0s nimeros da forma a;+ ;. Afirmamos que o polinémio ménico h(X) :=
[I(X — ;) possui coeficientes em A, o que provard que o+ (3 é inteiro sobre A. Mas de

fato, observe que
h(X) = H(X - ’YU(i)j)v Vo € S,
h(X) = H(X - 77L7'(j))7 VT € Sn

0 que equivale a dizer que os coeficientes de h sdo simétricos nos «; e, independentemente,
simétricos nos ;. Assim, se P(ai,...,Qm; 51, ..., 0n) € um dos coeficientes de h entdo
pelo corolario 1.1.4 P(X1, ..., Xm; 51, 0n) € (A[B1, .. Bm]) [X1, e, Xin]. Agora, como
este ultimo polinémio é simétrico nos f3;, seus coeficientes sao pelo teorema da funcao
simétrica, polindmios em Si(01, ..., (), 1 < k < n. Pela observacao 1.1.3, Sk(01, ..., 8n) €
A donde P(X1,..., Xm; 01, ..., 0n) € A[X1,..., Xn].Entdo, novamente, pelo corolario 1.1.4

P(aq,...,m; By .y Bn) € A como queriamos demonstrar. O

DEFINICAO 1.1.6. O anel do teorema acima é denominado o fecho inteiro de A em L

que denotaremos por Ar.

PROPOSIGAO 1.1.7. Seja K = ff(A) e L > K uma extensao. Se o € L € algébrico
sobre K entao existe d € A, d # 0, tal que da € inteiro sobre A.

, Q) €
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DEMONSTRACAO. Por hipétese « satisfaz uma equacgao do tipo
Q" +ad" '+ .. +a,=0,a; € K.

Seja d um denominador comum para os a; de modo que da; € AVi. Multiplicando por d™
obtemos
(da)" + a1d(da)™ " + ... + apd™ = 0.

Como a1d, ...,a,d" € A e da é raiz deste polindbmio monico, segue o desejado. g

COROLARIO 1.1.8. Seja K = ff(A) e L > K wma extensao algébrica. FEntdo L =
ff(AL).

DEMONSTRACAO. Ora, a proposicdo anterior mostra que todo elemento de L pode ser
escrito como (3/d, f € Ar,d € A. O

DEFINIGAO 1.1.9. Um dominio A é dito integralmente fechado se e somente se o fecho
inteiro de A em K = ff(A) é o proprio A, isto é, A;, = A.

PRrROPOSIGAO 1.1.10. Se A é um dominio de fatoragdo tnica entdo A é integralmente
fechado.

DEMONSTRAGAO. Seja a/b € ff(A) inteiro sobre A e suponha por absurdo b ¢ A*
(unidades de A). Entao existe um irredutivel p € A, que é primo pois A é dominio de
fatoragdo tnica, tal que p | b mas p t a. Por hipotese, temos

a\” a\n—1
(5) +aq (Z) +oda, =0; a; € AVi = a"4a1a™ b+ 4apb" =0 = p |a" = pla
o que é absurdo. O

EXEMPLO 1.1.11. O fecho inteiro de k[S1, ..., Sp] em k(X1,..., Xp) € k[X1, ..., X;,]. De
fato, seja f € k(X1,..., X,,) inteiro sobre k[S1, ..., Sy] entdo f é inteiro sobre k[X1,..., X,,]
pois k[X1,..., Xn] D k[S1,...,Sn]). Como k[Xi,...,X,]| é dominio de fatoracdo tnica ele
é integralmente fechado. Agora, como k(X1,...,X,) = ff(k[X1,..., X,,]) segue que f €

k[X1,...,X,]. Reciprocamente, se f € k[Xi,...,X,] considere o polinomio [][ (T —
O'GSTL
f(Xo(1), -+ Xo(n))) cujos coeficientes, pela observagdo 1.1.3 sdo polindémio simétricos el-

ementares nas raizes f(X,(), ., Xo(n)). Como tomamos todo o S, no produtério, tais
coeficientes sdo simétricos nas variaveis Xy, ..., X,,, portanto, estdo em k[Si,..., S, como
queriamos.

PROPOSIGAO 1.1.12. Seja K = ff(A) e L > K uma extensao finita. Suponha que A é
integralmente fechado. Entdo um elemento o € L é inteiro sobre A se e somente se seu

polindmio minimo sobre K tem coeficientes em A. Isto é, Irr(o, K) € A[X].

DEMONSTRAGAO. Assuma que « é inteiro sobre A. Entdo « satisfaz uma equagio

do tipo (1.1.1). Seja o/ um conjugado de «a (raiz do mesmo polindomio minimo). Por
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resultados da teoria de Galois [Mil98b, pg.22, Proposicao 2.1.(b)] existe um K-isomorfismo

o: K|a] — K|d/] tal que o(a) = . Aplicando ¢ na equagdo em questdao obtemos
(a’)n +a; (o/)"_1 +..4+a,=0

0 que mostra que o’ é inteiro sobre A. Ou seja, os conjugados de a s3o inteiros sobre A.
Pelo teorema 1.1.5 e da observagdo 1.1.3 segue que os coeficientes de Irr(«, K) sdo inteiros
sobre A. Como Irr(a, K) € K[X] e A € integralmente fechado segue que Irr(«, K) € A[X].
Isto demonstra a ida do teorema. A volta é ébvia. g

Vamos agora colocar os resultados vistos até agora em uma linguagem mais moderna

que simplificam os conceitos.

THEOREM 1.1.13. Seja L um corpo contendo um dominio A. Um elemento o € L
€ inteiro sobre A se e somente se existe um A-submddulo M de L, finitamente gerado,
nao-nulo, tal que aM C M (na realidade pode-se tomar M = Ala] a A-subdlgebra gerada
por ).

DEMONSTRAGAO. Para a ida, suponha « satisfazendo (1.1.1). Entdo o A-submodulo
gerado por 1, ...,a" ! & ndo-nulo, finitamente gerado e com a propriedade que aM C M.
Para a volta, usaremos a regra de Cramer. Seja M um A-submoédulo de L como no
enunciado e sejam vy, ..., v, um conjunto de geradores para M. Da hipétese que aM C M

temos o seguinte sistema linear:

au; = E aijv; Q5 € A

que podemos reescrever como

(a —ajp)vy — ajgvy — ajzvy — ... =0
—a91v1 + (a — a22)1)2 — a23¥V3 — ... = 0
.= 0.

Se C' é a matriz dos coeficiente do sistema acima, a regra de Cramer nos diz que det(C)v; =
0, Vi. Como pelo menos um dos v; é€ ndo-nulo e estamos trabalhando em um corpo, segue
que det(C) = 0. Expandindo este determinante obtemos uma equagéo do tipo (1.1.1). O

Com esta nova linguagem podemos, demonstrar de uma maneira diferente, que os
elementos inteiros de L sobre A formam um anel. Embora mais elegante, precisaremos
posteriormente das técnicas dos polinémios simétricos, principalmente da observagao 1.1.3

e, portanto, ndo podemos favorecer uma demonstracdo em detrimento da outra.
COROLARIO 1.1.14. O conjunto dos elementos de L inteiros sobre A formam um anel.

DEMONSTRACAO. Pelo teorema 1.1.13, dados «,8 € L inteiros sobre A, existem
M,N < L A-submobdulos, finitamente gerados, nao-nulos tal que aM C M, 6N C N.
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O A-submédulo MN < L é finitamente gerado, ndo-nulo, e é facil ver que (af)MN C
MN, (a«+B)MN C MN donde, pelo mesmo teorema, o3, o+ (3 sdo inteiros sobre A. [

LEMA 1.1.15. Sejam A C B C C anéis. Se B ¢ finitamente gerado como A-mddulo e

C € finitamente gerado como B-mddulo entdo C é finitamente gerado como A-mddulo.

DEMONSTRAGAO. Sejam {04, ..., B } um conjunto de geradores de B como A-mdédulo
e {71, ..., 7} um conjunto de geradores de C' como B-moédulo. Ora, {3;7;} € um conjunto
de geradores de C' como A-médulo. g

PROPOSIGAO 1.1.16. Se B D A ¢ inteiro sobre A (cada elemento de B é inteiro sobre

A) e é finitamente gerado como A-dlgebra entio A € finitamente gerado como A-mddulo.

DEMONSTRAGAO. Suponha inicialmente que B é gerado como A-algebra por um dnico
elemento digamos B = A[3]. Todo elemento de B é uma soma do tipo

co+cf+efi+ ... +enpy, cie AN eN

usando a féormula (1.1.1) para  podemos trocar as poténcias de (3 maiores que n — 1 por

poténcias menores de modo que todo elemento de B passa a se escrever como
do+dif+do?+ ... +dp 18"t dje A

donde B é gerado como A-médulo por {1,43,...,8" !'}. No caso geral, suponha que
{B1, ., Bm} geram B como A-algebra. Considere a cadeia

AC AR CAlBr,Bo) C ... C ABr, .., Bm] = B.

Vimos que A[f;] é finitamente gerado como A-modulo. Como A[f1, 52] = (A[B1])[B2] e B
é inteiro sobre A[f;] (pois é inteiro sobre A) o mesmo raciocinio conclui que A[fB1, (2] é
finitamente gerado como A[(3;]-médulo. Pelo lema anterior A[3;, (52] é finitamente gerado
como A-moédulo. continuando assim, concluimos que B é finitamente gerado como A-

moédulo. O

PROPOSICAO 1.1.17. Sejam A C B C C dominios tais que B € inteiro sobre A e C é

inteiro sobre B entdao C € inteiro sobre A.

DEMONSTRAGAO. Seja v € C. Por hipo6tese ~y satisfaz:
A+ by 4+ 4D, =0 b; € BVi.

Seja B’ = Alby, ..., b,]. Pela proposi¢ao 1.1.16 temos que B’¢é finitamente gerado como A-
modulo. Além disso, v é inteiro sobre B’ donde B[] é finitamente gerado como A-moédulo.
Como vB'[v] C B'[y] segue que 7 é inteiro sobre A. O

COROLARIO 1.1.18. O fecho inteiro de A em uma extensdo algébrica L > ff(A) €
integralmente fechado. Isto é (Ap)p = Ap.
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DEMONSTRAGAO. Sabemos do corolario 1.1.8 que L = ff(Ay). Se v € L é inteiro sobre

Ay entdo a proposi¢do anterior mostra que <y é inteiro sobre A donde v € Ay. g

1.2. Tracos e normas

DEFINIGAO 1.2.1. Sejam A C B anéis com B um A-moédulo livre de posto n. Para
cada b € B temos a aplicacdo A-linear x — bx que fixada uma base de B sobre A pode
ser representada por uma matriz (a;;) € M,(A). Definimos o traco e a norma de b na
extensdo B > A como sendo o traco e a norma (determinante) desta matriz'. Isto é,

TI"B/Ab = Zaiz‘ €A, NmB/Ab = det(aij) e A.

OBSERVAGAO 1.2.2. E facil ver que o traco é uma aplicacdo A-linear e tal que Trg al=
n (posto de B sobre A). Também mostra-se facilmente que Nmp,4 : (B*,.) — (A%,.)
é homomorfismo de grupos. Além disso temos as seguintes propriedades de transitividade:
se C' > B > A sdo extensdes de anéis entdo dado ¢ € C vale que Trc/q ¢ = Trg/a(Tro)p ¢)
e Nmg 4 c = Nmp/ 4 (Nmeyp c).

PRrROPOSIGAO 1.2.3. Seja K < L uma extensao de corpo finita de grau n e seja 3 € L.
Seja f(X) o polinémio minimo de [ sobre K e sejam (1 = 3, B2, ..., Bm as raizes de f(X).

Entao .
TrpxB=r (Z @‘) » Nmy,p = (H @')
: i=1

=1

onde r = [L : K[B]] = n/m.

DEMONSTRAGAO. Suponha inicialmente L = K[G] (r =1, n = m). Se f(X) =
[I(X —8) =X"+a1 X" ! + ... + ap, é facil ver que a matriz da aplicacdo z — [z em

relagio a base {1,4,..., 3™ '} é da forma

0 1 0 0
0 0 1 0
M = 0 0 0 0
1
—Qp —Op—1 —0p_2 —ay

donde fica claro que

e
Ning i = det(M) = (~1)"* (<) det L = (~1)*a, = (-1)* (-1 [ &) = ][ &
No caso geral basta usar a observacao 1.2.2 nas extensoes L > K[3] > K. O

1L embremos que o trago e a norma sdo invariantes da transformagcgo.



1.3. DISCRIMINANTE DE UMA EXTENSAO 14

COROLARIO 1.2.4. Seja L > K uma extensao separdvel de graun e seja o = {01, ...,0n}
o conjunto de K-homomorfismos de L em Q > L, onde 2 € alguma extensao Galoisiana
de L. Entdo dado 3 € L tem-se Try i 3= 0;() e Nmp /i 8= [[oi(5).

DEMONSTRAGAO. Dado 8 € L temos a cadeia K < K|[3] < L de extensdes separaveis.
Além disso r = [L : K[(]] | n. De [Mil98b, pg.33, Teorema 3.16| temos que se {71, ..., 7 }
530 0s K-homomorfismos de K[0] em (2 entdo m = n/r e os conjuntos 7; := {0} : 0 |k (5=
7i}, 1 < i < m formam uma partigdo de o tal que #7; = r, Vi. Assim, pela proposigdo
1.2.3,

Trpx B=7r (Zﬁz) =D 8= 1B =)D 0B => 0®)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 o;€7; i=1
e analogamente vé-se que Nmy i 3 = [] 0:(8). O

COROLARIO 1.2.5. Seja A um dominio integralmente fechado e seja L uma extensao
finita de K = ff(A). Se 8 € L € inteiro sobre A entdo Trp 3, Nmp i 3 € A.

DEMONSTRAGAO. Se (3 & inteiro sobre A entdo seus conjugados também sdo (raizes do
mesmo polindmio minimo). Da proposigdo 1.2.3 e da observagdo 1.1.3 temos diretamente
o resultado. Alternativamente, basta observar a demonstracao da proposicdo mencionada

onde mostramos que o trago e a norma sao coeficientes do polindmio minimo de f3. ([l

1.3. Discriminante de uma extensao

DEFINIGAO 1.3.1. Seja M um A-médulo. Uma forma bilinear sobre M é uma aplicacéo
Y : M x M — A tal que para todo m € M temos x —— ¥(m,z) , x — Y(x,m) €
Hom(M, A). Dados elementos f1, ..., B, € M definimos seu discriminante, denotado por
Dy (81, ..., Bm), como sendo o determinante det((v(5;,3;))i;) € A. Quando M ¢é livre de
posto m, o discriminante de v em relagao a base e = {e;} denotado por disc. (1)) é definido

como sendo o discriminante D(eq, ..., &y,).
Quando nao houver risco de confusao, denotaremos o discriminante D, apenas por D.

LEMA 1.3.2. Nas condigdes da definicio acima, se v; = ) a;jf3; , a;j € AVi,j entdo
D(")/l, ...,"}/m) = det(aij)z D(ﬂl, ceny ﬁm)

DEMONSTRACAO. Diretamente da definicdo temos

D(v1, . vm) = det((¢(75,7;))ij) = det <¢ (Z aikﬂkazajlﬂl>) =
k I

=det | Y aint) (Br, B) aji | = det ((air) ¥(Be, B)(ai;)") =

k.l

= det(a;;)? det((V(Br, B1))r) = det(ai;)> D(B1, ..., Bm)-
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0

Dada B > A uma extensdo de anéis, a aplicagao (a,3) — Trp/4(a3) ¢ uma forma
bilinear em B. E sabido que se B é livre de posto m e {e;} e {f;} sdo bases de B sobre
A ent@o a mudanca de base é dada por uma matriz (a;;) tal que det(a;;) € A*. Definindo
em A a relacio de equivaléncia a ~ b <= Ju € A* : a = u?b, é facil ver que o conjunto
A/ ~ & um semigrupo com o produto (@,b) — ab. O lema acima nos permite fazer a
seguinte definicao:

A partir de agora, salvo dito em contrario, estaremos sempre nos referindo ao discrim-

inante em relacao & forma bilinear Tr.

DEFINIGAO 1.3.3. Seja B > A uma extensdo de anéis tal que B é um A-modulo livre
de posto m. O discriminante desta extenséo, que denotamos por disc(B/A), é o elemento
de A/ ~ representado pelo discriminante disc.(Trp,4) onde e = {e;} € uma base qualquer
de B sobre A.

PROPOSICAO 1.3.4. Sejam A < B dominios e suponha que B € um A-mddulo livre de

posto m e que disc(B/A) # 0. Entao um conjunto {v1,....,Ym} C B forma uma base para
B sobre A se e somente se (D(y1,...,Ym)) = (disc(B/A)) (como ideais de A)*.

DEMONSTRAGAO. Seja {f1, ..., B } uma base de B sobre A. Pelo lema anterior,
D(lyla 7’7m) = det(aij)z D(ﬂla 7/6m)
onde (a;j) € a matriz definida por v; = ) a;;3;. Agora,

(D71, -,7m)) = (dise(B/A)) <= (D(y1,.,7m)) = (D(B1, ., fm))

> det(a;)’ € A <= det(a;;) € A < B=H Ay
=1
]

OBSERVACAO 1.3.5. No caso A = Z, temos que disc(B/Z) é um inteiro pois (A%)? =
{1}. Neste caso, elementos 71, ..., ¥, € B geram um submodulo N de indice finito em B

se e somente se D(v1, ..., vm) # 0 e tem-se
(1.3.1) D(Y1, ..., Ym) = (B : N)? disc(B/Z).

Basta notar que ambos os lados da equacdo igualam-se a det(a;;)>D(fi, ..., Bm) onde
{B1, ..., B} € uma base de B sobre Z e v; = > a;;3; (ver [Mil98a, pg.26, Férmula 2.21]).

Queremos mostrar que no caso em que B é um A-médulo livre de posto finito en-
tdo o discriminante da extensao é ndo-nulo. Para isso vejamos um lema conhecido cuja
demonstracdo se encontra em [Mil98b, pg.56, Teorema 5.14].
2Por defini¢do, disc(B/A) é um conjunto de elementos que diferem por unidades. Sendo assim, o ideal

(disc(B/A)) gerado pelo discriminante é o mesmo que o gerado por qualquer um dos seus elementos, isto
é, representantes do discriminante.
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LEMA 1.3.6. (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e Q um corpo. Entao toda familia
finita, o1, ...,0m : G — Q*, de homomorfismos distintos sao independentes. Isto ¢,

Zciai:0, c € — c; =0Vi. g

PRrROPOSIGAO 1.3.7. Seja L > K uma extensdo separdvel e graum € o1, ...,0p, : L — Q
K-homomorfismos distintos em uma extensio 2 > L Galoisiana. Entdo dada uma base
81,y ...y B de L sobre K temos:

D(B1, ..., Bm) = det((0:(5;))i)* # 0.

DEMONSTRAGAO. Pelo corolario 1.2.4 temos

D(ﬁl,...,ﬁm) = det((TrﬁZﬁj)ij) = det <Z O‘k(ﬁzﬁ])) =
k

]

= det (Z ok (Bi) ok (@')) = det ((0n(8:)) s (0 (B1))xs) = det((ox(5:))ix ).

k ij

Agora suponha que det((0x(5;))ri) = 0 entdo existem cy, ..., ¢, € Q*tal que Y, ¢;o(F;) =
0Vj. Como {f3;}é base temos ), c;0:(f) = 0V € L o que pelo lema anterior é um

absurdo. O

COROLARIO 1.3.8. Seja K = ff(A) e seja L > K separdvel de grau m. Se Ap é livre
de posto m sobre A entdo disc(Ar/A) # 0.

DEMONSTRAGAO. Pela proposi¢do 1.3.7 temos disc(L/K) # 0. Agorase 8 = {f1,..., Om}
é base deA, sobre A como A-moédulo, entdo 3 € base de L sobre K como espacos vetoriais
pois vimos que dado a € L existe d € A tal que da € Ap donde da = > ¢;5; <= a =
S d~te;B; e segue o afirmado. Logo, disc(B/A) C disc(L/K) (como classes de equivaléncia
em K/ ~) e segue o desejado. O

OBSERVAGAO 1.3.9. Se K < L é finita mas inseparavel entdo disc(L/K) = 0. De
fato, suponha inicialmente que a extensao é puramente inseparivel, seja m seu grau e seja
B € L. De resultados conhecidos da teoria das extensOes puramente insepardveis entdo
temos char K = p (primo) e, sendo f1, ..., B, os conjugados de 3, tem-se que cada [3; tem
multiplicidade p*i, k; € N. Entdo, da proposicdo 1.2.3 segue diretamente que Try, /kB=0
donde disc(L/K) = 0. No caso geral, existe K, corpo tal que K < K, < L sendo a
primeira extensao separavel e a segunda puramente insepardvel. Pelo caso anterior e da

transitividade do trago segue que, novamente Try /i = 0 donde disc (L/K) = 0.

Mostraremos a seguir um resultado fundamental: o fecho inteiro de anéis sdo médulos
finitamente gerados.

THEOREM 1.3.10. Seja A um dominio integralmente fechado. Seja K = ff(A) e seja
B o fecho inteiro de A em uma extensdo separdvel L > K de grau m. FEntdo B estd
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contido em um A-mddulo livre de posto m. Em particular B é finitamente gerado (como

A-mddulo). Se A é dominio principal entdao B € mddulo livre de posto m.

DEMONSTRAGAO. Seja {01, ..., 0m} base de L sobre K. Sabemos que existe d € A
tal que dB; € BYi. Como {df,...,dBn,} € ainda base de L sobre K. Assuma entdo
{B1,-,Bm} C B. Como a extensdo é separdvel, temos que (a,3) —— Trp/x(aB) &
nao-degenerada. Logo, existe uma base dual {~1,...,7m} de L sobre K no sentido que

Trr i (Biv;) = dij. Afirmamos que
AP+ APo+ ...+ AB € B C Ay + Ay + ... + A,

A primeira inclusdo é 6bvia. Seja € B entdo =) b;v; , bj € K. Vamos mostrar que
bj € AVj. Ora, 83; € B donde, pelo corolario 1.2.5 Try,x(80;) € A e temos

Trpic(86i) = Troyc | | Dby | Bi | =D bi Trryic(viB8) = Y bidij = bi
j j

e temos o desejado. Por fim, se A é dominio principal, como ele contém e esté contido em
modulos livres de posto m ele mesmo ¢é livre de posto m. O

COROLARIO 1.3.11. O anel de inteiros de um corpo numérico L que é extensdo finita

de Q € seu maior subanel finitamente gerado como Z-mddulo.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema 1.3.10, Zg € finitamente gerado como Z-médulo. Se
B é outro subanel de L finitamente gerado como Z-médulo entdo pelo teorema 1.1.13, todo
elemento de B é inteiro sobre Z donde B C Zg. ]

OBSERVACAO 1.3.12. Se A néo é principal, um submédulo de um modulo livre ndo é
necessariamente livre. Por exemplo, tome A = Z[\/=5] e os ideais (2) C (2,1++/-5) C A
que 830 A-modulos. O primeiro e o ultimo sdo livres de posto 1 enquanto o segundo ndo
é pois nao é principal.

LEMA 1.3.13. Sejam A um dominio, K = ff (A) e L > K uma extensdo Galoisiana.
Entao Auts Ar, = Gal(L/K).

DEMONSTRAGAO. Seja T € Auty Ar. Como, pelo corolario 1.1.8, L = ff (A7) podemos
estender, de maneira tnica, 7 para L fazendo 7 (/) := 7 («) /7 () de maneira que pode-
mos identificar 7 com 7 € Gal(L/K). Reciprocamente, se 7 € Gal(L/K) s6 precisamos
mostrar que 7 |4, (Ar) = Ar. Agora vimos que Ay, = > Af; para uma familia {3;} finita.
Como 7 (83;) € AL pois 7 (5;) satisfaz a mesma equacao integral, s6 precisamos mostrar que
{7 (3:)} gera AL. Agora, se 8 € A, como 71 (8) € AL temos 771 (B) = Y. a3, a; € A
donde 8 = > «a;7 (;) como queriamos. O

DEFINIGAO 1.3.14. Seja K > Q uma extensdo finita. Uma base para Zx como Z-
modulo é denominada base integral para Q.
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ExeEmMPLO 1.3.15. Usando a notagdo do teorema anterior, seja C = »_ Af3; C B com
{8} base de L sobre K. Seja C* = {3 € L : Trp x(8y) € AVy € C}. Por linearidade,
peC* < Try/k(BBi) € AVi e, portanto, {v;} C C*, ou seja, », Ay; € C*. Reciproca-
mente, dado § € C*, como {7;} é base de L sobre K, temos 5 = > ¢y;, ¢ € K, mas da
definicdo de C* temos A 3 Try /k (86;) = >_ci Trp i (7)) = ¢; e segue que C* = ) Av;.
Portanto,

C:ZAﬂiQBQZA%:C
Suponha agora A = Z e, portanto, K = Q e seja § € L um elemento primitivo para a
extensdo L > Q e f(X) o polindbmio minimo para 3. Neste caso, C = Z[5] = Z1 + Z3 +
..+ Zp™ 1. Calculemos C*. Mostra-se [Fro91, pg.128] que TrL/K(ﬁi/f’(ﬁ)) =0V0 <
i <m—2e Tep (81 /f/(8) = 1. Assim, 3/ /(8) € C* e

(e (), (0 7 2]
Y 1 =z =
donde det(M) = (—1)™. Seja {v;} a base dual & {f;} entdo como Try x (8';) = 0s; temos
det(Trp/k (8)ij) = 1.

Escreva 8'/f'(3) = cm'y], ¢ij € A e teremos que BEBH F1(B) = Zj cijﬁk'yj donde

reae(mn (25)).)-

= det ( TrL/K (Z Cijﬂk’}’j)) ) = det ((Z Cij Tr(ﬂkfy])) ) =
J ik J ik

= det(cij) det((TTL/K(ﬁkw))Zj) = det(ci;).

Portanto, (c;jj) € M;,(A) e é inversivel em A donde {5/f'(3)} é base de C*. Ou seja,
temos que

C=1Z[B CZk C f(B)'Z[B] = C*.

PROPOSIGAO 1.3.16. Seja K um corpo de caracteristica zero e L = K|[f] para algum
B algébrico sobre K. Seja f(X) o polinémio minimo de 3 sobre K e suponha que f(X) =
[[%, (X — 3i) em alguma extensao Galoisiana de L. Entdo,

(1.3.2) D(1,8,...8m )= [[ B-8)"=(-1

1<i<j<m

m(m 1)

Nmy g (f'(8)).

DEMONSTRAGAO. Pela proposicao 1.3.7 temos

2
D(L, B, ... ™ 1) = det((04(67))ij)* = det((B)ij)* = (H(ﬁi - 5j)> = (%)
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onde {o;} sdo os K-homomorfismos distintos de L em {2 (alguma extensdo Galoisiana de

L) e usamos a formula de Vandermonde na tltima igualdade. Continuando,

(0 =05 [T TG -8) | = 05 [1re) = 05 [[£o,0) =

i J# J
(m—1)

= ("5 [Los(r(9) = (~1™5 Ny e(£(9).

0

OBSERVAGAO 1.3.17. O numero acima é denominado discriminante do polinémio f(X)
que denotamos por disc (f (X)). Ele pode ser alternativamente definido como o resultante
de f(X) e f/(X). Esta claro que o discriminante é nulo se e somente se f(X) possui raizes

repetidas e que é um polindmio simétrico nas raizes de f com coeficientes em A.

ExXEMPLO 1.3.18. Calculemos o discriminante de f(X) = X" +aX +b; a,b € K que
assumimos irredutivel e separavel. Seja  uma raiz de f e seja v = f'(8) = nB" ! + a.
Calculemos Nm(y). Temos

Bh+af+b=0 = nf" = —-na—nbf! =

—nb
= —(n—1)a—nbg™" R —
= v (n—1)a—nbp™" = f Py p—
Logo, K[f3] = K[y]. Em particular, o polinémio minimo de 7 sobre K tem grau n. Escreva
b PX) PO
= — —< = =0 = P(y)=0.
xvoem) ~ g = g =70 ")

Agora, depois de uma conta simples obtemos
f —nb (=DM —na(X 4+ (n—1)a)" !+ (X + (n—1)a)"
X+n—1)a) b1 X + (n—1)a)”
— P(X)=(X+(n-1)a)" —na(X + (n—1a)" ' + (=1)"n "1

—

Note que P é monico de grau n donde P é o polindmio minimo de v sobre K. Pela
proposic¢ao 1.2.3, Nm(y) é o produto das raizes de P e, portanto, Nm(y) = (—1)"a,, onde
an € o coeficiente constante de P. Logo,

Nm(7) = (~1)"[((n — Da)" —na"(n— 1" + (~1)"n"b"] =
=0 (1) (- 1)

Assim, da proposicao 1.3.16 obtemos:

(1.3.3) dise(£(X)) = (=) " (06" 4+ (—1)" L (n — 1)""1a").

OBSERVAGAO 1.3.19. A estratégia geral para achar o anel de inteiros Zx (K uma exten-
sdo finita de Q) é escrever K = Q[a] com « um inteiro sobre K e calcular D(1,q, ...,a™ 1),

Se este inteiro for livre de quadrado da observacao 1.3.5 e da proposi¢ao 1.3.4 temos que
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{1,q,...,a™ 1} ¢ base integral. Caso contrario, {1,c,...,a” !} pode ainda ser base integral.

O proximo resultado nos d4 um teste que podemos utilizar.

(1) Seja a raiz de X® — X — 1 que é irredutivel em Q (pois o ¢ em Z) Da férmula
(1.3.3) obtemos D(1,a,a?) = —23 que ¢ livre de quadrado donde Zy = Z[a] e
{1,,a?} & base integral.

(2) Seja a raiz de X> + X 4 1 que novamente é irredutivel e D(1, o, a?) = —31 donde
ZK = Z[a]

(3) Seja a raiz de f(X) = X3+ X2 — 2X + 8. Pode-se calcular (usando o Maple por
exemplo) que disc(f) = —4.503. Mas mostra-se que Zyx # Z[a] donde disc(Zk :
Z) = —503.

(4) Seja a raiz de f(X) = X® — X — 1 que ¢é irredutivel pois o ¢ em F3[X]. Temos
disc(f) = 19.151 donde novamente Zg = Zc.

PROPOSIGAO 1.3.20. (Critério de Stickelberger) Seja K uma extensio finita de Q.
Entao:

(1) o sinal de disc(K/Q) € (—1)° onde 2s é o nimero de homomorfismos K — C
cuja imagem nao estd contida em R.
(2) € vdlida a equagao disc(Zk/Z) = 0,1 mod 4.

DEMONSTRAGAO. (1) Seja K = Q[a] e sejam «aq, ag, ..., . 08 conjugados reais de « e
Qi 1, Qg1 -y Qg s, Qs 08 conjugados complexos (evidentemente o esté entre eles). Note
primeiramente que (o; — ;)> > 0V1 < i < j < r. Olhando para a férmula (1.3.2) da
proposicao 1.3.16 vemos que o sinal do discriminante da extensdo s6 depende dos conju-
gados complexos de a. Mas observe que no produtoério, com excecao dos termos da forma
(ryi — @ryq)? ,1 < i < s os fatores aparecem em pares conjugados de forma que seu

produto é um ndmero real positivo. Assim, chegamos & férmula:

sign(disc(1, ...,a™ 1)) = sign H (pyi — Tppi)? | = (—1)%.
1<i<s

(2) Sejam o7, ..., 04, 0 conjunto dos Q-homomorfismos de K em € (o fecho Galoisiano
de K sobre Q) e aji,...,a,, uma base integral de Zg. Decorre da proposicao 1.3.7 que
disc(Zk /Z) = det((oi(;))ij)?. Seja P a soma dos termos da expansio do determi-
nante correspondendo as permutacOes pares e —IN a soma dos termos correspondendo
as permutacdes fmpares. Temos entdo que disc(Zg /Z) = (P — N)?> = (P + N)? — 4PN.
Seja agora T um elemento do grupo de Galois de . Pela linearidade de 7 segue que
7 (det((oi(aj))ij)) = det((7(oi(e;)))ij)- Mas note que 7 o o; € um Q-homomorfismo de K
em ) donde 7 0 0; = 0}, para algum k. Assim, 7 permuta as linhas da matriz (o;(c;))s;-
Se a permutacdo for par teremos que 7(P) = P e 7(N) = N, se a permutagao for impar
teremos 7(P) = N e 7(N) = P segue que 7 fixa P+ N e PN. Como 7 é arbitrario segue
que P+ N, PN € Q.Como eles sdo inteiros sobre Q (pois pela expressdo do determinante,
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eles sdo somas e produtos dos elementos inteiros o; (oj)) temos que P + N, PN € Z pois
Z & integralmente fechado. Logo,

disc(Zx/Z) = (P + N)?* = 0,1 mod 4.
U

EXEMPLO 1.3.21. Considere o corpo Q[y/m| onde m é um inteiro livre de quadrado.
Temos que m = 1,2,3 mod4. Se m = 2,3 mod 4 temos D(1,/m) = disc(X? —m) = 4m
pela formula (1.3.3). Pelo teorema de Stickelberger e da formula da observagao 1.3.5 temos
que disc(Zg/Z) = 4m donde {1,1/m} é base integral de Zx. Caso m = 1 mod4 note
que (1 4+ +/m)/2 é inteiro e que Q[v/m] = Q[(1 4+ v/m)/2] donde D(1, (1 + /m)/2) =m =
disc(Zk : Z) pois m é livre de quadrado. Assim, {1, (1 + /m)/2} é base integral.

Para terminarmos esta secdo apresentamos um resultado que refina o teorema 1.3.10.

PROPOSIGAO 1.3.22. Seja A wm dominio principal com corpo de fragées K e seja
B > A o fecho inteiro de A em L > K (uma extensdo finita e separdvel de grau m). Sejam
B, ..., P uma base de L sobre K constituida de elementos de B. Denote d = D(f1, ..., Bm)-
Entao

Aﬁl+...+Aﬂm§B§A<%> +...+A<%m>.

DEMONSTRAGCAO. Seja 3 € B e escreva = x101 + ... + Tm0Om ,x; € K. Denote por
o1, ...,0m 08 K-homomorfismos distintos de L em uma extensdo Galoisiana de L. Aplicando

sucessivamente estes homomorfismos na equacao obtemos o sistema:

O'iﬂ = :Iilo'i(ﬂl) + ...+ :L’mO'i(ﬂm) ,i = 1, e, M.

Pela regra de Cramer obtemos x; = ;/6 onde § = det((0;0;)j) € Vi € o determinante da
mesma matriz mas com a i-ésima coluna trocada por (0;(3));. Da proposi¢ao 1.3.7 temos
92 = d donde

x; =70/d = ;0 =dx; € K
e ele é inteiro sobre A pois ; e § tem expressao em temos de somas de produtos de
elementos inteiros. Logo, v;6 € A donde segue o desejado. O



CAP{TULO 2

Dominios de Dedekind

Nesta secdo vamos definir o que sdo dominios de Dedekind, nosso principal objeto de
estudo. Vamos demonstrar algumas de suas propriedades, entre elas a de que seus ideais se
fatoram de maneira tnica. Como conseqiiéncia, depois de generalizar o conceito de ideal
para ideal fracionério, veremos que em um dominio de Dedekind, os ideais fracionarios
formam um grupo. Definiremos entao o conceito fundamental que é o grupo de classes
como sendo um quociente do grupo dos ideais fracionarios. Por fim, veremos que os anéis
de inteiros discutidos no capitulo anterior sdo dominios de Dedekind.

2.1. Anéis locais e localizacgao

Esta primeira secao tem um carater mais técnico no sentido que vamos introduzir uma
ferramenta poderosa: o conceito de localizagdo. Sua importancia se tornard evidente no

decorrer do capitulo.

DEFINICGAO 2.1.1. Um anel A é dito local se e somente se ele possui exatamente um
ideal maximal m. Como todo ideal proprio estd contido em um ideal maximal segue que
neste caso A* = A\m.

DEFINIGAO 2.1.2. Um sistema multiplicativo em um dominio A é um subconjunto
SCAtalque0¢ S, 1€ Seabc S, Va,be S. Neste caso definimos S™1A := {a/b €
ff(A) : b € S} que é obviamente um subanel de ff(A).

(1) Seja t € A, A dominio, t # 0, e defina S; := {1,t,t?,...} que é um sistema
multiplicativo em A. Neste caso costuma-se escrever A; para S; ‘A = {a/t" €
ff(A) :a € A,n € N}

(2) Se p & um ideal primo de A entdo S, = A\p é um sistema multiplicativo em A.
Para este tipo de sistema multiplicativo escrevemos Ay para S, 1A

PROPOSIGAO 2.1.3. Seja A um dominio e S C A um sistema multiplicativo. Entdo as
aplicagoes
ar— S ta:=aS'A={a/sc ST'A:aca}
b— ANbD
entre os ideais de A e de ST'A estdo bem definidas. Além disso,
a € Spec(A), anS =2 = S 'ac Spec(S1A)

22
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b € Spec(S™'A) = AnNb € Spec(A)

neste caso, estas aplicagcoes constituem bijegcoes inversas.

DEMONSTRAGAO. A primeira parte é evidente, bem como as duas implicagbes. Ver-
ifiquemos a tltima parte, isto é, se p € Spec(A) e q € Spec(S~'A) mostremos que
AN(S7p)=peSH(Ang) =q.

(1) E claro que p € AN (S~!p). Para a inclusio inversa seja a/s € AN (S~1p), a €
p,s € S e considere a equacao (a/s)s = a € p. Como p é primo e s ¢ p, pois
pNS =g, segue que a/s € p.

(2) Como ANg C qeqéum ideal em S~'A temos que S~'(ANgq) C q. Para
a inclusdo inversa seja b € q. Podemos escrever b = a/s, a € A,s € S, entdo
a=s(a/s) € ANqdonde b=a/s = (s(a/s))/s € STLHANq).

O

EXEMPLO 2.1.4. Se p é um ideal primo de A entdo, pela proposi¢ao acima, Ay, ¢ um
anel local pois
Sp=A\p = p=A\S

donde p contem todos os ideais primos disjuntos de S.

OBSERVAGAO 2.1.5. Observe que no item 2. da proposi¢ao acima nao foi usado o fato
que q é primo. Mais precisamente, dado um ideal a de A, denote a® := S~ 'a e dado um
ideal b de S~'A, denote b® := A N b entdo temos: b = b para todo ideal de S7'A4 e
a® = a se a é ideal primo de A disjunto de S.

2.2. O teorema chinés do resto

Nesta secao demonstramos um teorema fundamental: o teorema chinés do resto. Ele
é usado em todo o trabalho como ferramenta apesar de ndo ser parte da teoria algébrica
de nimeros. O teorema nos da garantia (sob hipoteses bastante razoaveis) que os sistema

lineares de congruéncia em um anel sempre admitem uma e, essencialmente, tinica solugao.

DEFINICAO 2.2.1. Dois ideais a1, as C A s@o ditos relativamente primos se e somente
se a1 +as = A.

THEOREM 2.2.2. (Teorema Chinés do Resto) Sejam ai,as, ..., 4, ideais de um anel A
relativamente primos dois & dois. Dados elementos x1,xs,...,x, € A existe x € A que €
solugao do sistema x = x; (moda;); i =1,...,n. Além disso, as demais solugdes sao dadas

por x +a, a € Na; e Na; = [[a;. Em outras palavra temos a sequinte seqiéncia exata:
n

(2.2.1) 0—a—A— a——>0
=1

coma=Na; =[]a.
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DEMONSTRAGAO. Suponha inicialmente que n = 2. Como a; + a3 = A, existem
elementos a; € a; tais que a; + a2 = 1. Tome z = a1x2 + asx1 que tem as propriedades
desejadas. No caso geral temos que para todo ¢ > 2, existem a; € a1 e b; € a; tais que
a; +b; = 1. Agora note que a; + [[,~o @ 3 [[;55(a;i +b;) = 1 donde a; + [[,~o0, = A
e aplicando o caso n = 2 obtemos um elemento_yl € A tal que y1 = 1 mod (;1 ey =
0 mod [[;~,a;, que implica em y; = 1 moda; e y1 = 0 moda;, ¢ > 2. Analogamente
obtemos elementos Y2, .-, Yn € Ataisquey; =1 moda; ey; =0 moday, j # i. O elemento
x =) x;y; satisfaz as propriedades desejadas. Resta-nos mostrar que Na; = [ a;. E claro
que Na; O [Ja;. No caso de n = 2, sendo a; + ag = 1 como antes, dado ¢ € a; N az temos
¢ = aic + asc € ajas. Supondo o resultado valido para n — 1, podemos assumir que
[[;55 @ = Ni>2a;. Vimos acima que a; e [[;~, a; sdo primos entre si. Portanto, usando o

caso n = 2 temos que aj [[,~, 0; = a; N (Hi>2 ai) = Na,. O

COROLARIO 2.2.3. Sejam ay,0as, ..., a, ideais de A, dois & dois relativamente primos,

e seja M um A-mddulo. Entdo, a seguinte seqiiéncia é exata:

M
aZ-M

— 0

n
(2.2.2) 0—aM — M—]]
=1

coma=Na; =[]a.

DEMONSTRAGAO. Temos o isomorfismo A/a = [[ A/a;. Tomando o produto tensorial
com M obtemos o isomorfismo (A/a) @4 M = ([ (A/a;)) @4 M =2 T] ((A/a;) @4 M) onde
o ultimo isomorfismo vem da distributividade do produto tensorial sobre a soma direta.
Usando o isomorfismo (R/i) ® g N = N/iN demonstrado na introdugéo (0.0.1) para um
anel R, um ideal i e um R-médulo N temos, por fim, M/aM = [ (M/a; M) e o corolario
estd provado. O

THEOREM 2.2.4. Sejam L uma extensao finita e separdvel de K e ) uma extensao

arbitrdria de K. Entao L®C) é o produto de uma quantidade finita de extensdes separdveis
K

n
de Q: L®Q = [] Q. Além disso se o é um elemento primitivo para K < L entdo,
K .

=1
um conjugado «; de o em ; é um elemento primitivo para Q < Q; e se f e f; sdo os

n
polindmios minimos para o e o entdo f(X) = [] fi(X).
i=1

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema do elemento primitivo [Mil98b, pg.50, Teorema 5.1],
temos L = K [a] para algum o € L. Seja f = Irr(o, K). Isto significa que a aplicacdo
K[X]/(f (X)) — Ldadaporg(X)+— g («) éum isomorfismo. Tomando o produto ten-
sorial com (2, ou seja, estendendo os escalares para 2, temos L& Q = (K [X]/ (f (X)))®k
Q= Q[X]/(f(X)). Como L é separavel sobre K, f(X) tem raizes distintas donde em
Q[X], f(X) fatora-se em polindémios ménicos irredutiveis f(X) = f1(X)...f,(X) dois & dois
primos entre si. Pelo teorema chinés do resto segue que Q [X] / (f(X)) = [[;_; Q[X]/ (fi (X))
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e basta observar que €; := Q[X]/(fi (X)) é finita e separavel de grau igual ao grau de
fi- g

2.3. Anéis de valorizagao discreta

Esta sec@o, assim como a primeira, também introduz ferramentas que usaremos na

proxima secao.

DEFINIGAO 2.3.1. Um anel de valorizagdo discreta é um dominio principal A satis-

fazendo as seguintes afirmagoes equivalentes:

(1) A possui exatamente um ideal primo proprio e ndo-nulo.
(2) A menos de associados, A possui exatamente um elemento primo.
(3) A élocal e ndo € um corpo.

EXEMPLO 2.3.2. Z,) = {m/n € Q : p { n} & um anel de valorizagao discreta com
elementos primos £p e tnico ideal primo (p).

OBSERVACAO 2.3.3. Note que em um anel de valorizacao discreta todo ideal ndo nulo
é da forma (7™), m € N onde 7 € o tinico primo (a menos de associados).

PROPOSIGAO 2.3.4. Um dominio de integridade A é um anel de valorizagdo discreta

se e somente se:

(1) A é Noetheriano
(2) A é integralmente fechado.
(3) A possui exatamente um ideal primo, préprio e nao-nulo.

DEMONSTRAGAO. ( = ):Os itens (1) e (3) s@o evidentes. O item (2) é um caso
particular da proposicao 1.1.10.

(<=): Temos que mostrar que A é principal. Por (3) temos que A & local. Seja
c € A\ (A*U{0}) e considere 0 A-mo6dulo M := A/(c). Dado m € M\{0} o conjunto
Ann(m) := {a € A : am = 0} é um ideal proprio de A. De (1) segue que o conjunto
{Ann(m) : m € M\{0}} possui um elemento maximal p. Escreva b + (c¢) para o elemento
tal que Ann(b+ (¢)) = p. Note que ¢ € p donde p é ndo-nulo. Note também que p = {a €
A:c| ab}.

Afirmamos que p é primo (donde de 3. seguira que p é o tnico ideal maximal de A),
sendo existiriam z,y € A\p tal que zy € p donde terfamos yb + (¢) # 0 (sendo y € p) e
Ann(yb+(c)) seria um ideal proprio de A tal que z € Ann(yb+(c)), assim, p C Ann(yb+(c))
contrariando a maximalidade de p. Segue o afirmado.

Afirmamos agora que ¢/b € A e que p = (¢/b). Primeiro note que b/c ¢ A caso
contrario b = ¢(b/c) € (¢) donde b+ (¢) = 0. Da defini¢ao de p temos que pb C (c) donde
pg C A. Se tivéssemos pg C p, como p é finitamente gerado (por 1.), terfamos pelo teorema
1.1.13 que b/c é inteiro sobre A e por 2. seguiria que b/c € A o que vimos ser falso. Assim,
temos um ideal de A que ndo esta contido em nenhum ideal maximal. Logo, pg = A donde
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(b/c)™! = ¢/b € p e temos que (c/b) C p. Por outro lado, pb C (c) implica p C (c/b) e
segue o afirmado.

Denote m = ¢/b. Seja agora a um ideal proprio e ndo-nulo de A. Considere a seguinte
cadeia de subconjuntos de ff(A4): a C ar~! C ar~2 C .... Note que se ar—k C A entdo este
¢ um ideal de A. Agora, nesta cadeia as inclusdes sdo estritas pois se ar % = ar—(b+1)

I & inteiro sobre A donde, por 2., 7~! € A o que é

entdo do teorema 1.1.13 segue que 7~
absurdo. De 1., segue que esta cadeia ndo estéa contida em A. Sejam € Ntal que ar™™ C A
mas ar~ (M) ¢ A. Segue que ar ™™ ¢ p = (7) (sendo ar (M1 C A). Novamente temos
m

um ideal que ndo estd contido em um ideal maximal. Logo, ar™" = A e dessa igualdade

segue que a = (7™) como querfamos. O

A seguir vamos definir o util conceito de valorizacao discreta e ligd-la ao dos anéis de

valorizacao discreta.

DEFINIGAO 2.3.5. Seja K um corpo. Uma valorizagdo discreta em K é um homomor-

fismo nao-nulo v : K* — Z tal que
v(a + b) > min(v(a),v(b)), Va,b € K.

Como v é nao-nulo, v(K) é um subgrupo nao-nulo de Z e, portanto, da forma mZ para
algum m € Z. Se m = 1 entdo v é sobrejetora e a valorizagao é dita estar normalizada.
Caso contrario, a — m~1v(a) serd uma valorizacio discreta normalizada.

(1) Seja A um dominio principal e K = ff(A). Seja m um elemento primo de A. Entdo
todo elemento de ¢ € K* pode ser escrito como ¢ = 7™ (a/b) com a e b primos
com 7. Defina v(c) = m. Entao v é uma valorizagdo discreta normalizada.

(2) Seja A um dominio de Dedekind, K = ff(A) e p um ideal (inteiro) primo de A.
Para qualquer ¢ € K* seja p”(°) a poténcia de p na fatorizacio de (c). Entdo v é

uma valorizacdo discreta normalizada.

OBSERVAGAO 2.3.6. Nos exemplos acima temos que se v(a) > v(b) entao v(a+b) = v(b).
Esta é, na realidade, uma propriedade geral das valorizagoes discretas. Primeiro note que
v(¢) = 0 para todo elemento ¢ € K de ordem finita pois v é homomorfismo e Z néo possui

elementos de ordem finita. Logo, v(—a) = v(—1) + v(a) = v(a) e se v(a) > v(b) temos
v(b) =v(a+b—a) > min(v(a+b),v(a)) > min(v(a),v(d)) = v(b) = v(a +b) = v(b)
pois min(v(a + b),v(a)) = v(a +b).

O exemplo (1) acima mostra que um anel de valorizacdo discreta gera uma valorizagao

discreta no seu corpo de fragdes. O resultado seguinte é a reciproca desta afirmagao.

THEOREM 2.3.7. Seja v uma valorizagao discreta em um corpo K. Entao A := {a €
K :v(a) > 0} é um anel de valorizagio discreta com ideal mazimal m = {a € K : v(a) >
0}. Sendo m € Z tal que v(K*) = mZ tem-se que m € gerado por qualquer elemento m tal
que v(m) = m.
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DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, é claro que A é anel e que m é ideal de A.
Afirmamos que A = A\m = {a € K : v(a) = 0}. De fato, A* C A\m pois as unidades
sdao elementos de ordem finita e v é homomorfismo. Por outro lado, seja a € K tal que
v(a) = 0. Entao,

0=v(1) =v(aa™ ) =v(a)+v@ ) =v(@') = a' €A = ac A"

e temos o afirmado. Assim, A & local que néo é corpo. Resta-nos mostrar que A é dominio
principal. Primeiro vejamos que m é maximal. Temos @ # v(m) C N*. Pelo principio
da boa ordem, existe m € v(m) minimo. Seja a € m tal que v(a) = m. Afirmamos que
m = (a). E claro que m O (a). Por outro lado, dado b € m temos que v (b) = gm +r, 0 <

r < m. Mas entdo, v (ba™%) =r < m. Se r = 0 entdo
ba 1c A* = ba 9z =1, v € A

donde
b=al2™! — a|b = be (a).
Como r > 0 é um absurdo (pois contraria a minimalidade de m) temos o desejado.

Se a é um ideal arbitrario de A temos da mesma forma, a = (a) para ¢’ € a tal que
v(a’) = min{v (a)}. De fato, seja tal a’ € a. Entéo (a’) C a e por outro lado, se b € a
temos v (b) = qu (a') +r, 0 <r <wv(a'). Assim, v (ba'~9) =r <wv(a'). Se r =0 segue que
a’ | bdonde b € (a’). Ser > 0temosr =pm+s, 0 < s <m. Assim v (ba’ " %a™P) = s < m,
novamente como s > 0 é absurdo temos v (ba’"%a"P) = 0 donde ba'~"%a Pz = 1, z € A*
donde
1

b=d%Pz"" = d|b

provando que b € (a’) e o teorema. O

2.4. Dominios de Dedekind

Nesta secao iremos definir o principal objeto de estudo do trabalho: os dominios de
Dedekind e vamos mostrar que o anéis de inteiros vistos na se¢ao anterior satisfazem essa
nova definicao.

Primeiro, uma definicdo que generaliza para ideais o conceito de primalidade entre
elementos e que usaremos muito no decorrer do trabalho.

DEFINIGAO 2.4.1. Um dominio de Dedekind é um dominio A, que nédo é corpo, tal que:

(1) A & Noetheriano.
(2) A é integralmente fechado.
(3) Todo ideal primo préprio e ndo-nulo de A é maximal.

OBSERVACAO 2.4.2. A Proposicdo 2.3.4 nos diz que um dominio local é dominio de

Dedekind se e somente se ele é um anel de valorizagao discreta.
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PROPOSIGAO 2.4.3. Seja A um dominio de Dedekind e S um sistema multiplicativo em

A. Entido ST'A ou é wm dominio de Dedekind ou um corpo.

DEMONSTRAGAO. Na observacio 2.1.5 vimos que se a é um ideal em S™'A entdo a =
a“© donde a é gerado por qualquer conjunto de geradores de a®. Como A é Noetheriano segue
que S71A o0 é. Seja agora o € ff(S~1A) = ff(A) inteiro sobre S~ A. Entdo « satisfaz uma
equacdo do integral com coeficientes a; € S71A, 1 <i < n, para cada i € {1,...,n} existe
s; € S tal que s;a; € A. Tome s = 51...5, € S e teremos (sa)" +sai(sa)" ' +...+5"a, =0
donde sa & inteiro sobre A. Segue que sa € A donde o = s(a/s) € S~'A e S71A ¢
integralmente fechado. Por fim, a condi¢do 3. na defini¢do de dominio de Dedekind nos
diz que entre ideais primos ndo existe relacao de inclusao e a proposicao 2.1.3 afirma que tal
propriedade é preservada pelo processo de localizacdo. Segue que se S~!A tiver algum ideal
proprio nao-nulo entao ele é um dominio de Dedekind caso contrério ele é um corpo. [

COROLARIO 2.4.4. Sejam A um dominio de Dedekind e p um ideal primo de A. Entao

Ay € um anel de valorizagdo discreta.

DEMONSTRAGAO. A Proposicdo 2.1.3 afirma que A, é anel local. Pela proposicdo
anterior, A, é um dominio de Dedekind e de acordo com a observacdo 2.4.2 segue que A,

é anel de valorizacao discreta. O

Caminhamos para demonstrar o principal resultado sobre dominios de Dedekind: seus
ideais fatoram-se de maneira tinica em produto de ideais primos. Precisaremos de alguns

lemas.

LEMA 2.4.5. Seja A um anel Noetheriano. Entdo todo ideal ndo-nulo de A contém

algum produto de ideais primos nao-nulos.

DEMONSTRAGAO. Suponha que ndo. Como A é Noetheriano podemos escolher um
contra-exemplo maximal a. E claro que a nio é primo donde existem z,y € A\a tais que
xy € a. Agora, a+ (z),a+ (y) 2 a mas (a+ (x))(a+ (y)) C a. Pela maximalidade de a,
a+ (x),a+ (y) contém, cada um, algum produto de ideais primos ndo-nulos. Segue que a

contém ele mesmo um produto de ideais primos nao-nulos o que é absurdo. g

LEMA 2.4.6. Seja A um anel e a, b ideais nao-nulos relativamente primos em A. FEntdo

para todos m,n € N tem-se que a, b"™ sdo primos entre si.

DEMONSTRACAO. Suponha que ndo, entdo a” + b™ é um ideal proprio de A e esta,
portanto, contido em algum ideal maximal (primo) p. Como p é primo e p O a™, b" segue
que p 2 a,b donde A # p O a+ b contrariando o fato que a, b sdo primos entre si. (]

OBSERVAGAO 2.4.7. A condigdo (3) da definicio de dominio de Dedekind implica que
seus ideais primos sdo primos entre si. Isto e o lema acima implicam que quaisquer poténcias

de ideais primos em um dominio de Dedekind sao primos entre si.
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LEMA 2.4.8. Sejam A, B anéis. Todo ideal de A x B € da forma a X b onde a e b sdo
ideais em A e B, respectivamente. Além disso, os ideais primos (mazimais) de A x B sdo
da forma p X B ou A X p com p primo (maximal) em A ou B respectivamente.

DEMONSTRAGAO. E claro que ax b é ideal em A x B. Reciprocamente, seja ¢ um ideal
em A x Besejama={a€ A:(a,0) €c},b={be B:(0,b) €c}. Eclaro que ax b Cc,
por outro lado, dado (a,b) € ¢ temos (a,0) = (a,b)(1,0) € ¢ e (0,b) = (a,b)(0,1) € ¢
donde a € a,b € b e (a,b) € a x b. Para a segunda parte do lema, lembremos que
ax b C Ax B é&um ideal primo (maximal) se e somente se (A x B) /(a x b) é dominio
(corpo). Agora, o produto de dois anéis ndo-nulos sempre possui divisores de zero de
modo que do isomorfismo (A x B) / (a x b) = A/a x B/b temos que este tltimo é dominio
(corpo) se e somente se ou a = A ou b = B. Suponha sem perda de generalidade o tltimo,
entdo (Ax B)/(axb) = A/ax (0) = A/a e este &€ dominio (corpo) se e somente se a é

primo (maximal). O

OBSERVACAO 2.4.9. O lema acima generaliza-se de maneira ébvia para o produto finito

de anéis.

LEMA 2.4.10. Seja p um ideal mazimal de um anel A e q o ideal que ele induz em
SLA. Isto ¢, g = S™'p. Dado m € N, a aplicagio m : A/p™ — A,/q™ dada por

a+p™r— a+q" € um isomorfismo.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que Ker 7 = (0) o que equivale a mostrar que 4™ N
A =p™ onde q™ = S~'p™. E claro que ¢™ N A D p™. Reciprocamente, um elemento de
q"NAédaformaa=>b/s; ac A,bep™, seS. Entdo as € p™. Vamos mostrar que s é
inversivel em A/p™ donde segue que a € p"*. Agora, o tnico ideal maximal que contém p™
é p pois como todo maximal é primo teriamos que se um maximal m O p”* implica m D p,
mas p é maximal donde p = m. Assim, pelo 2° teorema do homomorfismo, o dnico ideal
maximal em A/p™ é p/p™. Em particular, A/p™ é local e (A/p™)" = (A/p™)\ (p/p™).
Como s+ p™ ¢ p/p" segue o desejado.

Mostremos a sobrejetividade: seja a/s +q™ € Ap/q™. Como s ¢ p e p é maximal
temos que (s) +p = Ajisto &, (s) e p sdo primos entre si. Pelo lema 2.4.6 (s) +p™ = A
donde existem b € A et € p C g tais que bs +t = 1 donde

r(bs 4§ = w(1+p™) = 1+ q" = w(b+ (s + ) = 1+ 4" =
= mb+p™)=7(s+p") =5+ q"
Logo, m(ba + p™) = 7(b+ p™)m(a + p™) = s 'a + q™ como querfamos. O

OBSERVACAO 2.4.11. Reforcando a observacdo 2.1.5 temos que a®“ = a também no
caso que a é uma poténcia de um ideal maximal p e S = A\p.

THEOREM 2.4.12. Seja A um dominio de Dedekind. Entao todo ideal de A é da forma

pit...plm para unicos ideais primos p; e r; € N*.
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DEMONSTRAGAO. Seja a # 0 um ideal de A. Pelo lema 2.4.5, a D pi*..pj™ =: b com
p; # pj, Vi # j. Pela observacao 2.4.7, p;* + p;j = A, Vi # j. Assim, pelo teorema chinés
do resto e do lema 2.4.10, temos que
A A A Ay, A

v oy X oo X o = 7(131-’4;)1)“ X oo X 7(pm-’4pm)rm
pela aplicacdo a + b — (a+ (p1A4p,)",..,a + (pmAp,,)"™). Agora, a/b é um ideal de
A/b que pelo lema 2.4.8 e do segundo teorema do homomorfismo corresponde através do
isomorfismo acima a um ideal da forma
ap A,

(p1Ap,)" o (PmAp,,)"™"
com q; ideal de Ap,. Como estes tltimos sdo anel de valorizacao discreta temos a; =
(piAp,)™, si <ri, 1 <i<m. Agora o ideal

(p1Ap,)™ v x (PmAp,,)™"

(P1Ap)™ 7 (Pmdp,)™
também é imagem, pelo isomorfismo acima, do ideal pj'...p5m /b donde pi'..pim+b=a+b
(como ideais de A/b). Como ambos contém b, novamente pelo 2° teorema do homomor-
fismo, a = pi'...p>m. Resta-nos mostrar a unicidade. Agora, suponha a = q}'...q". Entdo
a (p7..p3y ) Ag, S (p7*..ppr ) Ag,
a  (@mdq)” T (andg,)™

donde (pi*...pym) Ag;/ (quqj)rj = 0Vj. Agora, fixado jo, se p; # qj, Vi entdo existe um

(0) =

L - ) .. Tjo
elemento de [ [ p; que é inversivel em quo e conseqiientemente em quo / (q jo qu()) donde

s1 Sm "o "o
(3 p) Agyy/ (004 ) " = Aqiy/ (i0Aas, ) " # (0).
Portanto, devemos ter p;, = g, para algum ig. Segue que para este par (40, jo) temos

Siy = Tj,- Continuando assim vemos que m = n e q; = pr(;), Ij = Sr(;) para algum
T€S,. O

OBSERVACAO 2.4.13. Usando a notacdo do teorema anterior, temos que
aCp, <= r >0 < ady # Ay,

COROLARIO 2.4.14. Sejam a, b ideais em um dominio de Dedekind A. Entdoa C b <= aA, C
bA,, Vp € Spec(A). Em particular, a =b <= aA, = bA,, Vp € Spec(A).

DEMONSTRAGAO. A necessidade ¢ 6bvia. Para a suficiéncia, escreva a = pi*..pim, b = pit..pim; ry,s; €
N. Entao
aAy,, CbA, <= r;>s;

pois Ap, é anel de valorizagao discreta. Agora,

TiZSi,Vi = aCh.
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0

COROLARIO 2.4.15. Seja A um dominio com um conjunto finito de ideais primos.

Entao A € dominio de Dedekind se e somente se A € dominio principal.

DEMONSTRAGAO. E claro que se A é dominio principal entdo ele é dominio de Dedekind.
Suponha A um dominio de Dedekind. Pelo teorema 2.4.12 é suficiente mostrarmos que os
ideais primos sdo principais. Sejam p;...p,, os ideais primos de A. Seja 21 € pi\ (p1)>.
Pelo teorema chinés do resto, existe z € A tal que x = 1 mod (p1)2 ex =1lmodp;, i # 1.
Afirmamos que p; e (x) geram os mesmos ideais em Ay, o que pelo corolario 2.4.14 demon-
stra que eles sdo iguais. De fato, temos x = x1 + a1, a1 € (p1)2 donde x € pl\(p1)2.
Logo, (plAp1)2 C (z)Ap, C p1Ap,. Como Ay, é anel de valorizacdo discreta temos que
(x)Ap, = p1Ap,. Para i # 1 temos que x = 1+ a;, a; € p; donde = € Sy, = A\p; e temos
que z € (Ap,)™. Assim, ()Ap, = Ay, e segue o afirmado. Repetindo o processo para os
demais ideais primos, o resultado estd provado. O

COROLARIO 2.4.16. Sejam a O b #(0) dois ideais em um dominio de Dedekind. Entdo
a=0b+ (a) para algum a € A.

DEMONSTRAGAO. Escreva a = pj'..pim, b =pi'..pim; .8, € N Como a D b temos
si <r;, 1 <1 < m. Para cada i seja z; € ]JZ‘?”'\(]JZ-)SZ'Jrl
existe a € A tal que a = x; mod (p;)"*, Vi. Afirmamos que (b+ (a)) Ay, = ad,,, Vi de
onde o resultado segue. De fato, se p ¢{p1,...,p,} entdo da observagdo 2.4.13, bA, = A,
donde (b+(a)) Ay = bA, + (a)Ay = A, = aA,. Agora temos que a = x; + Yi, Yi €
pit = a € p\(p)*"" donde (a)Ay, = pfA,,. Assim, (b4 (a)) Ap, = bAy, + (a)Ap, =
pitAp, +p;tAp, = aA,, como queriamos. O

. Pelo teorema chinés do resto,

COROLARIO 2.4.17. Seja a um ideal ndo-nulo em um dominio de Dedekind e seja
a3 a # 0 arbitrdrio entdo existe b € a tal que a = (a,b).

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o corolario anterior nos ideais a 2 (a). g

COROLARIO 2.4.18. Seja a um ideal nao-nulo em um dominio de Dedekind. Entao
ezxiste um ideal nao-nulo a* de A tal que aa™ € principal. Este ideal pode ser tomado de
maneira que aa® = (a) para um a € a arbitrdrio ou pode ser tomado de maneira que ele

seja primo com um ideal arbitrdrio c.

DEMONSTRAGAO. Seja a € a, a # 0. Entdo a O (a) donde (a) = pi'..pp» e
a=pi..pir com s; < r;. Tomando a* = pi' *'..plm = teremos aa* = (a). Mostremos
que a* pode ser tomado primo com ¢. Temos a O ac donde pelo corolario 2.4.16 existe
a € atal que a = ac+ (a). Como a O (a) temos pelo argumento acima que (a) = aa® para
algum ideal a*. Agora, a(c + a*) = ac+ aa*= a e pela unicidade da fatoragdo em ideais

primos segue que ¢ + a* = A como querfamos. O
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PROPOSICAO 2.4.19. Um dominio de integridade A é um dominio principal se e so-

mente se ele € dominio de Dedekind e de fatoracdo inica.

DEMONSTRAGAO. E claro que um dominio principal é dominio de Dedekind. Que ele
é dominio de fatoracao Gnica mostra-se nos cursos basicos de algebra.

Para a volta, é suficiente mostrarmos que os ideais primos s@o principais. Seja p # (0),
um ideal primo. Um elemento nao-nulo de p, por pertencer a um dominio de fatoracao
Unica, se escreve como produto de irredutiveis. Como p é primo ele contém pelo menos um
de seus fatores irredutiveis que denotaremos por w. Pelo corolario 2.4.18, existe um ideal
p*tal que pp* = (7). Mostraremos que p* = A de onde segue o resultado. Pelo mesmo
corolario existem ideais q,q* tais que pq = (a), q+p* = A, qq* = (b) e ¢*+p = A para
a,b € A. Como (7b) = pp*qq™ = (a)p*q* temos que a | 7b donde ac = wb, ¢ € A. Como em
um dominio de fatoragdo tnica irredutivel é primo temos que 7 | a ou 7 | ¢. Se 7 | a entdo
a/m € Ae (a/m)p* = qdonde q C p* e como q+ p* = A temos que p* = A. Analogamente,
se 7| centdo (¢/m)p=q* = q* Cpeentdo g*+p=A = p = A o que é absurdo e
este caso nao acontece. O

DEFINIGAO 2.4.20. Seja A um dominio de Dedekind. Um ideal fracionéario de A é um
A-submodulo a de K = ff(A) tal que da := {da : a € a} C A para algum d € A, d # 0 (ou
equivalentemente em K).

Note que um ideal fracionirio nao é, necessariamente um ideal. Quando necessério,
para evitar confusdo, nos referiremos aos ideais de A como ideais inteiros de A. O conjunto
dos ideais fracionarios de A serd denotado por Id(A).

OBSERVAGAO 2.4.21. Podemos equivalentemente definir ideais fracionarios como sendo
os A-submédulos a de K, ndo-nulos, finitamente gerados. De fato, um multiplo comum dos
denominadores dos geradores de a satisfaz a condicao da definigdo. Reciprocamente, se a é
um ideal fracionario entdo da é um A-submoédulo de A (um ideal) e, portanto, finitamente
gerado. por, digamos, 21, ..., Z,, € A. Segue que d'z1,...,d 'z, € K é um conjunto de

geradores para a.

Todo elemento ndo-nulo xz € K define o ideal fracionério () := Az = {azx : a € A}.
Tais ideais fracionérios sao denominados principais.

Dados ideais fracionérios a,b de A esté definido o produto ab := {>_ a;b; : a; € a,b; €
b} que é novamente um ideal fracionério. De fato, ab é um A-submédulo de K, ndo-nulo,
finitamente gerado. Note que no caso de ideais (fracionarios) principais, (a)(b) = (ab) e
que (a)b =ab = {ab:b € b}.

EXEMPLO 2.4.22. Seja A um anel de valorizacdo discreta com ideal maximal (7) e
K = ff(A). os elementos nao-nulos de K se escrevem de forma tnica como a = un™; u €
A* m € N. Seja a um ideal fracionario de A. Entdo da C A para algum d € A. Podemos
supor d = 7". Entdo 7"a é um ideal inteiro de A e tem, portanto, a forma (7"), m € N.
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m=m)_ De fato, como 7"a = (™) temos que 1" = 7w"a, a € a

Afirmamos que a = (7
donde 7" € a e (7" ") C a. Reciprocamente, dado a € a, 7"a = zn™, x € A donde
a = xn™ ™ € (7™ ™) e segue o afirmado. Portanto, os ideais fracionarios de A sdo da
forma (7™), m € Z. Do que foi visto, eles formam um grupo abeliano livre de posto 1 e a

aplicagao Z — Id(A) dada por m —— (7") é um isomorfismo.

THEOREM 2.4.23. Seja A um dominio de Dedekind. Entdo o conjunto Id(A) € o grupo

abeliano livre gerado pelos ideais primos de A.

DEMONSTRAGAO. Vimos na observagdo anterior que o produto estd bem definido e é
obviamente comutativo. A associatividade vem do fato que

(ab)c = {Z(aibi)cz- Ca; € a,b; € b,¢; € c} - {Zai(bici)} — a(be).

O elemento neutro serd evidentemente A. Mostremos a existéncia de inversos: se a é ideal
inteiro entdo, pelo corolario 2.4.18 existe um ideal inteiro a* e a € A tal que aa™ = (a).

Assim, da observacao anterior temos
a(a la*) = alaM)a* = (a7 V)aa* = (a7 )(a) = A.
No caso geral, temos da um ideal inteiro com d € A assim:
a(d(da) ") = (a(d))(da) ™" = (da)(da) ™' = A

e temos o desejado. Resta-nos mostrar que Id(A) é gerado livremente pelos ideais inteiros
primos de A. Seja a € Id(A) entdo da é ideal inteiro de A com d € A. Logo, podemos

escrever (d)a =da = p;*..pjm e (d) = pi*...p5m com r;,s; € N. Assim,
a=(d) (d)a=py o= (08)

A unicidade vem do fato ue se tivéssemos Tl... T'm — 51... Sy g € 7, com fatora oes
1 m 1 n o 1)o7
1] Irm| |51 |s

distintas entdo sendo a = p; ..pm" gy ...qn”| temos api'...plm = aqi'...q3» como ideais
inteiros contrariando a ja estabelecida unicidade da fatoracdo destes ideais. O

OBSERVACAO 2.4.24. Reciprocamente, E. Noether mostrou que um dominio de inte-
gridade cujos ideais fracionérios formam um grupo sob o produto de ideais é um dominio
de Dedekind.

DEFINIGAO 2.4.25. Seja A um dominio de Dedekind e K seu corpo de fragdes. Defini-
mos o grupo das classes de ideais como sendo o quociente Cl (K) = Cl(A) :=1d(A)/P(A)
onde P(A) é o subgrupo dos ideais fracionarios principais. O nimero de classe de A (de
K), denotado por hy € a ordem de CI(A).

Seja S um sistema multiplicativo em A, dominio de Dedekind, e Ag = S~!A que vimos
ser ou dominio de Dedekind ou um corpo. De qualquer forma, ff(Ag) = ff(A). Para todo
ideal a, S~'a := {a/s : a € a, s € S} é facilmente visto ser um ideal de Ag. Também &
evidente que dados ideais fracionérios a, b, tem-se S~!(ab) = (S~'a) (S71(b)). Queremos
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mostrar que S~! (a71) = 57! (a)~'. Como S~1(A) = Ag temos que S~! manda elemento
neutro em elemento neutro. Assim, Ag = S71(A) = S~ (a7ta) = S (a7!) ST (a)
donde S71 (a7t) =571 (a)” .

COROLARIO 2.4.26. Seja A um dominio de Dedekind e S um sistema multiplicativo em
A. Entdo a aplicagio a — S~ 'a define um isomorfismo entre o subgrupo de Id(A) gerado

pelos ideais (inteiros) primos de A que ndo intersectam S e o grupo Id(S—1A).

DEMONSTRAGAO. Que esta aplicagdo € um morfismo de grupo segue da construcao
acima e da proposicao 2.1.3 segue que ela é uma bijecao entre os geradores e, portanto,
um isomorfismo. O

COROLARIO 2.4.27. Seja A um dominio de Dedekind com nimero de classe finito.
Sejam aq, ..., a,, um conjunto de representantes para o grupo de classes de ideais formado
por ideais inteiros e seja b € Na;. Entdo sendo S = {b" : n € N} tem-se que Ag é dominio
principal.

DEMONSTRAGAO. Por hipétese, todo ideal inteiro a € Id(A) pode ser escrito como
a=(a)a; a€ff(A)*,1<i<m. Entdo S~'a = (a)S~'a; onde, agora, (a) denota o ideal
fracionario gerado por a em Ag. Como S~ 'a; ¢ inteiro e ele contem uma unidade, b, ele
é o anel inteiro. Logo, S~'a & principal para todo ideal inteiro a € Id(A). Agora pela

observacao 2.1.5 todo ideal inteiro de Ag é desta forma donde segue o desejado. U

Antes de continuarmos vejamos uma caracterizacdo de a~! que nos sera util. Defina
o = {a € ff(A) : aa C A}. Vamos mostrar que o’ = a~*. E facil ver que este é um A-
submodulo de ff(A). Dado d € a, da definigéo de a’ temos que da’ C A donde aa’ C A. Este
¢ um A-modulo contido em A e, portanto, um ideal de A. Suponha que aa’ C A. Entdo
ad’ C p para algum ideal primo de A. Passando para A, (que é dominio de Dedekind)
obtemos a inclusio bb’ C qonde q=S"'p, b=S"lae b =S5 1d.

Afirmamos que b’ = {a € ff(Ag) = ff(A) : ab C A,} =:i. E claro que b’ C i. Para a
inclusao contraria note quese r €iea=a;A+ ...+ a4, a; € a C b temos por hipotese
ra; = a;/si, a; € A,s; € S. Seja s = [[s; entdo dados Aq, ..., \, € A temos

s (Z )\iai) = Z Aisia; € A; S = s/s;.

Logo, zs € @’ donde = = xs/s € b’ e segue o afirmado.

Agora também temos q = () onde 7 é um primo de Ay e b = (7™), m € Z. Afirmamos
que b’ = (77™) o que implicara que q = bb’ = A, o que é absurdo donde seguira que
ad’ = Aed = a”l. De fato, note que 77"b = 7" (n™) C A, donde 7™ € b’ e

(m=™) C b’. Reciprocamente, dado a € b’ temos 7™ € b donde
ar™=be A, = a=br "e (™)

e segue o afirmado.
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2.5. Fechos inteiros de dominios de Dedekind

Nesta secao provaremos que o fecho inteiro de um dominio de Dedekind sobre uma
extensdo finita e separavel de seu corpo de fracoes é, ainda, um dominio de Dedekind.
Precisamos de dois lemas. O primeiro é bem conhecido dos cursos bésicos de algebra e

omitiremos a demonstracao.

LEMA 2.5.1. Seja A um anel Noetheriano. Entao todo R-mddulo finitamente gerado é
Noetheriano.m

LEMA 2.5.2. Um dominio de integridade A contendo um corpo K e algébrico sobre este

corpo €, ele mesmo, um corpo.

DEMONSTRAGAO. Seja 6 € A, B # 0. Mostremos que ele possui inverso em A. Como
A é algébrico sobre K, K[f] tem dimensdo finita como K-espago vetorial. Agora a aplicacdo
g : K[f] — K]|p] dada por © — [z é injetora (pois A é dominio). Da algebra linear
segue que [ é sobrejetora e existe ' € K[3] C A tal que 33 = 1 como queriamos. O

THEOREM 2.5.3. Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fra¢oes K. Seja L > K
uma extensdo finita e separdvel. Entao Ap € dominio de Dedekind.

DEMONSTRAGAO. Por 1.3.10, Ay, esta contido em um A-modulo finitamente gerado B.
Do primeiro lema sabemos que B é Noetheriano. Assim, seus ideais sdo todos finitamente
gerados como A-modulos e, conseqiientemente, como Ar-moédulos (ideais). Portanto, A
é anel Noetheriano.

J& provamos em 1.1.18 que Ay, é integralmente fechado. Resta-nos mostrar que todo
ideal primo ¢, nao-nulo, de Ay é maximal. Seja § € q, 8 # 0. Como [ é inteiro sobre A,
ele satisfaz uma equagao do tipo

ﬁn‘Fblﬁn_l +..+b,=0, b€ A

que podemos supor ser de grau minimo, ou seja, podemos supor b, # 0. Como b,, € FALNA
temos que q N A # (0). Agora, é claro que este é um ideal primo e, portanto, maximal
de A. Entao A/ (qN A) é um corpo eAr/q é um dominio. O primeiro estd naturalmente
imerso no segundo pela aplicagdo x + qN A — x + q. Afirmamos que Ay /q é algébrico
sobre A/ (qN A). De fato, dado av + q € Ar/q, como Ay é inteiro sobre A, temos uma
equacao

A"+ a ™+ +a, =0 ac€A

que composta com a projecdo nos da
(a+q)" 4+ (a1 +q)(a+q)™  + .+ (am+q) =0, a; +q€ A/ (gN A)

0 que mostra que « + q é algébrico sobre A/ (q N A) donde segue o afirmado. Do segundo

lema, agora, temos que Ay /q é corpo e, portanto, que q é maximal. ]
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2.6. Ramificacoes

Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K, L > K uma extensdo finita
e separavel e B = Ap. Um ideal primo p de A gera o ideal pB em B que deve, pelos

teoremas 2.4.12 e 2.5.3, fatora-se de maneira tinica como:
(2.6.1) pB = PPy’ Pi € Spec(B), e; > 1.

Se g > 1 dizemos que p decompde-se em B. Se e; > 1 para algum i, dizemos que p
ramifica-se em B (ou L). Quando ‘P aparece na fatoragdo de pB dizemos que ‘P divide p e
denotamos P | p. Os ntmeros e; sdo chamados indices de ramificacao e denotamos e(/p).
Observe que B/ é um A-modulo e que se B | p entdo p (B/P) = (pB) /P = (0) donde
B/%B é um A/p-espaco vetorial. Ou seja, A/p pode ser naturalmente identificado como um
subcorpo de B/B através da aplicacao a +p — a +*B. O numero (provaremos ser finito)
f(B/p) :=[B/PB : A/p] é denominado indice de inércia de P sobre p.

LEMA 2.6.1. Na notagdo acima, um ideal primo ‘B de B divide p se e somente se
p=PNK.

DEMONSTRAGAO. Se B | p entdo é claro que p C P N K e este tltimo é um ideal de
A. Mas PN K # A (1 ¢ PN K) logo, pela maximalidade de p, temos p = P N K. Para
a volta, se p C P entdo pB C P o que pela observagao 2.4.13, implica que P aparece na
fatoracao de pB. O

THEOREM 2.6.2. Seja d o grau da extensdo separdvel L > K e sejam PB1,....°B, €
Spec(B) os primos dividindo o primo p € Spec(A). Entao

g

Zeifi =d; e; =e(Bi/p), fi=[f(Pi/p).

i=1
Se L é Galoisiano sobre K entdo todos os indices de ramificag@o sao iguais, todos os graus
das classes de residuo sao iguais e temos, portanto

efg=d.
DEMONSTRACAO. Para provarmos a primeira parte mostraremos que

S eifi = [B/pB: Afp] = d.

Para a primeira igualdade observe que pelo teorema chinés do resto, B/pB = B/ [[;
[IB/%B;* e s6 precisamos mostrar que [B/P;" : A/p] = e;fi, 1 < i < g. Agora, fixado
i1, para cada 0 < r; < e; — 1, temos que 2]3?/‘13?“ é um B/P;-espago vetorial (pois
P /P & um B-modulo e P (P /Pr ) = (0)) Afirmamos que P /P = B/,
De fato, escolha z € 7\P/ ! e defina a aplicagio ¢ : B — P /P7*! dada por
b+— bx + ‘,]3;7#1. Note que pelo 2° teorema do homomorfismo, o ideal gerado por x em
P /P & todo o anel, isto ¢, (T) = P /P!, Portanto, 1 & sobrejetora. Note também
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que B; C Kery. Como ¢ # 0 e kerp é ideal, por maximalidade temos que ; = ker .
Pelo 1° teorema do homomorfismo segue o afirmado. Agora observe que

B/%) . B B

o 0<ri<e—1

(prtyme) W

donde

. T\ i . B
dlmB/(pi W = dlmB/(pi W + 1, 0 < T < €; — 1 = dlmB/(Bi W = €;.

(3 1
Como, por definicao, a dimensao de B/%B; sobre A/p é f; segue que dimy, (B/PB;") = e;fi.
Vamos & segunda igualdade. Ela é vilida quando A é principal pois neste caso, B é
A-moédulo livre de posto d e entdo

B~AY — A/poB~A/po A — B/pB = (A/p)’.

No caso geral, seja S = A\p e note que SNP; = (SNA)NP; = SNp = & usando o
lema anterior. Note também que S é sistema multiplicativo para B e assim pelo corolédrio

2.4.26,
s eB) = s (TT95) =TT (s7).

Como S~'A & principal segue do argumento acima que
-1 -1
Zeif{: :S* o ZS_A =d.
S~1(pB)  S7'p
Resta-nos mostrar que f; = f (S_I‘IBi/S_lp) = f(Bi/p) = fi- Agora, vimos no lema 2.4.10
que S~tA/S71p = A/p, portanto
S7'B S'Al [sS'B A
S S7lp) T[S T p)]
Vejamos que [S™'B/S™P; : A/p| = [B/Bi : A/p]. Seja{[B1],...,[8n]} base de ST B/S™IP;
como A/p-espaco vetorial. Podemos supor 3; € B. Considere 3; € B/%; e note que
B; # 0. Afirmamos que {E, ,E} é base de B/B; como A/p-espaco vetorial. De fato,
se Ai,..., A\, € A/p sdo tais que Y \;3; = 0 entdo como P; C S™UP; temos > \; [3;] = [0]
e entdo Aj,..,\, = 0. Agora seja 3 € B/%;. Temos [8] = D\ [Bi], \i € A/p. Ou
seja, temos 3 — >\ € S7I;. Como B — Y \fB; € Be S™HB; N B = P, temos que
B~ \if3; € P; donde B = > \;3; provando o afirmado. Isto conclui a primeira parte do
teorema.

Assuma, agora que L é Galoisiano sobre K. E claro que B é estavel sob a acdo de
Gal(L/K), isto é, B = B, Vo € Gal(L/K) (se b € B e 0 € Gal(L/K), como b é inteiro
sobre A segue que ob € inteiro sobre A. Como B = Ay segue que ob € B). Por esta razao,
se B é um ideal primo de B entdo o3 também ¢ (se xy € o’ entdo o' (z) o~ (y) € P
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donde x ou y estda em o*B). Agora se P | p entdo o*P | p pois do lema anterior,
p=PNK = p=op=0(PNK)=0PNK

e novamente do lema, o8 | p. Como o é um isomorfismo de K-algebras devemos ter
e(aP/p) = e(P/p) e f(oB/p) = f(P/p) e assim basta mostrarmos que Gal(L/K) age
transitivamente nos ideais primos de B que dividem p.

Suponha, por absurdo, que B e Q dividem p mas ndo sdo conjugados, isto &, para
todo 0 € Gal(L/K), 0B # Q. Seja R = {oP:0 € Gal(L/K)}. Entéo, pelo teorema
chinés do resto, existe § € Q tal que # ¢ a,Va € R. Seja b = Nm(8) = [[o5. Entéo
be AN =p (pelo lema). Por outro lado, para todo o € Gal(L/K), 3 ¢ o~ 1B, ou seja,
of ¢ B, Vo € Gal(L/K). Assim o fato que [[o =b € p C P contraria a primalidade de
P demonstrando a tltima parte do teorema. O

Procederemos agora para um resultado que nos d4 uma resposta objetiva sobre quais

primos ramificam-se em uma extensao finita e separavel.

LEMA 2.6.3. Seja A < B uma extensio de anéis tal que B é um A-mddulo livre de
posto m. Seja e = {eq,...,e;} uma base de B sobre A. Entao para todo ideal a de A,
€ = {e1+aB,...ey + aB} ¢ uma base do A/a-mddulo B/aB e discz (Tr(p/ap)/(4/a) =
disc, (TrB/A) mod a.

DEMONSTRAGCAO. A primeira parte do teorema ji foi vista na demonstracao do teo-
rema 2.6.2. Para a segunda parte, vamos mostrar que Tr(p/q5)/(4/a) (€i€; + aB) = Trp/4 (e;e;) mod a.
Para isso, sejam (ay;) e (bg + aB) as matrizes correspondentes as aplicagdes « — (ejej)x
ez + aB = (e;ej +aB) (x + aB). Entao temos

(eiej)ex = > awer ; (eiej +aB)(ex+aB) = (b + aB) (e; + aB)
; .

substituindo obtemos

> (ap +aB)(e; +aB) =Y (byn + aB) (¢, + aB)

l n

como € é base podemos igualar os indices e obter
(ag; +aB) (e + aB) = (bg; + aB) (e; + aB), Vk,l = (ap; — byi)e; € aB, Yk,
e como e também é base devemos ter
ag — by € a, Vk, 1

donde segue o desejado. O

LEMA 2.6.4. Seja A um anel e By, ..., By extensoes de A (de anéis) tais que cada B; é
um A-mddulo livre de posto finito. Entao disc (([[ B;) /A) = [[ disc (B;/A).
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DEMONSTRAGAO. Sejam e; = {e;1,..., €5, } bases de B; e 1; : B; — [[ B; as injecoes

canodnicas no produto cartesiano. E claro que Ui;(e;) e base de [[ B;. Assim sendo temos

disc ((H Bi) /A) = det (((Tr(n Bi)/A(Lk(ekl)Lm(emn)))ln) km).

0, k#£m

é facil ver que a matriz por blocos
te(exiern), k=m

Agora como g (ex)im(emn) = {

acima tem a forma

(Trp,jalenein)),, 0 0
0 (Trp,/a(eziean)),, O :
: 0 0
0 0 (Tng/A(eglegn))l

n/ogxg

donde

disc ((ﬂ Bi> /A) = ﬁdet (((TrBi/A(eilem))ln) km) = lg[disc (B;/A).
i=1 i=1

i=1
g

DEFINICAO 2.6.5. Um elemento a de um anel A é dito nilpotente se e somente se a* = 0
para algum k& € N*. O anel A é dito reduzido se e somente se ele ndo possui elementos

nilpotentes nao-nulos.

LEMA 2.6.6. Seja K um corpo perfeito e seja B uma K-dlgebra de dimensdo finita.
Entdo B € reduzido se e somente se disc(B/K) # 0.

DEMONSTRAGAO. Suponha que exista # # 0 um elemento nilpotente de B e seja
{e1,...,em} uma base de B com e; = . Entao (e; € nilpotente para todo i e, portanto,
a aplicagao K-linear x —— (e;x é nilpotente. Em particular, a matriz que a representa
é nilpotente. Como uma matriz nilpotente tem traco nulo, segue que a primeira linha da
matriz (Trp/k (eie;))i; € nula e, portanto, seu determinante também.

Reciprocamente, suponha que B é reduzido. Primeiro vamos mostrar que a interseccao,
R, de todos os ideais primos de B é nulo. Para isso, seja b € B, b # 0 e seja ¥ o conjunto
dos ideais de B que n@o contém nenhuma poténcia de b. Como b ndo é nilpotente (por
hipotese) (0) € ¥ # @. Como B é Noetheriano, ¥ possui um elemento maximal p. Vamos
mostrar que p é primo. Com isso, e do fato que b ¢ p seguird que b ¢ R. Sejam z,y € B\p.
Entdo p + (z), p + (y) 2 p. Pela maximalidade de p temos b™ € p + (z), b" € p + (y)
para algum m,n € N. Escreva 0™ = p +cx, V" = ¢+ dy; p,q € p, ¢,d € B. Entao
bt = pg + pdy + qex + cdxy € p+ (zy) donde p + (zy) ¢ X. Em particular, p + (xy) # p
donde zy ¢ p. Logo, p é primo e temos o desejado. Como b é arbitrario segue que R = (0).

Agora, seja p um ideal primo arbitrario de B. Entdo B/p é um dominio que, pelo fato
que B tem dimenséo finita sobre K, é algébrico sobre K. Pelo lema 2.5.2, B/p é um corpo
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e, portanto, p é maximal. Sejam pi,ps, ..., p, ideais primos distintos de B. Como todos
sao maximais pelo argumento acima, eles sdo todos primos entre si. O teorema chinés do
resto entdo nos diz que

(2.6.2) B/(pi =[] B/p:-
i=1 i=1
Agora observe que

dimg B > dimg (B/ Np;) = Y dimg (B/p;) > r.

Portanto, B possui apenas uma quantidade finita de ideais primos, digamos, p1,p2, ...,y
onde g < dimg B. Do que vimos temos NY_ p; = R = (0) e fazendo r = g na equagio
(2.6.2) temos

g
B=]][B/p:
=1

Para cada i, B/p; € um corpo e é uma extensao finita de K. Como K é perfeito, esta
¢ uma extensdo separavel. Pela proposicao 1.3.7, disc((B/p;)/K) # 0 para cada i. Pelo
lema anterior, disc(B/K) # 0. O

THEOREM 2.6.7. Seja A um dominio de Dedekind com um corpo numérico K (extensdo
finita de Q) como corpo de fragoes e seja L > K uma extensdao finita. Assuma que B = Ap,
é um A-mddulo livre. Entdo um primo p ramifica-se em L se e somente se p | (disc(B/A))

(ideal gerado). Em particular, apenas uma quantidade finita de ideais primos ramificam-se.

DEMONSTRAGAO. Seja p um ideal primo de A. Pelo lema 2.6.3 temos que
disc(B/A) modp = disc ((B/pB) / (A/p))

Da hipotese segue que A/p é extensdo finita de F,, onde p = pNZ e é portanto perfeito
[Rom95, pg.94]. Do lema 2.6.6, disc ((B/pB)/(A/p)) = 0 se e somente se B/pB nio
é reduzido. Seja pB = [[P;*. Entdo B/pB = [[(B/P;") e é claro que este ultimo &
reduzido se e somente se cada um dos seus fatores é reduzido que por sua vez sdo reduzidos

se e somente se seus respectivos e; = 1. ]

Vejamos agora um resultado que ajuda no calculo da fatoracao de um ideal em uma

extensdo. Em seguida veremos alguns exemplos de fatoracoes de ideais.

THEOREM 2.6.8. Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fragées K e seja B o fe-
cho inteiro de A em uma extensao finita e separdvel L > K. Escreva B = Ala] e seja f(X)
o polindmio minimo de o sobre K. Seja p um ideal primo de A e sejam g1(X),...,g-(X) €
A[X] distintos e irredutiveis mddulo p tais que f(X) = []g:i(X)¢ modp. Entio

pB =] (b, gi(e)
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€ a fatoragao de pB em produto de poténcia de ideais primos distintos. Além disso, o corpo

residuo B/ (p, gi()) = ((A/p) [X]) /(gi) de modo que o indice de inércia f; ((p, gi(c)) /p)
€ igual ao grau de g;.

DEMONSTRAGAO. Por hipotese, a aplicagdo A[X]/(f(X)) — B dada por X — « é
um isomorfismo. Tomando o produto tensorial com A/p obtemos o isomorfismo

K[X]/(f(X)) — B/pB; X — «a

onde K = A/p. E claro que (97), (92), -, (3r) sdo ideais maximais de K[X]/(f(X)). Na
realidade, estes sao todos os ideais maximais pois, pelo segundo teorema do homomor-
fismo, um ideal maximal de K[X]/(f(X)) deve corresponder a um ideal (h(X)) D (f(X))
(lembre-se que K[X] é principal) e, portanto, h | f modp e h = ¢g; modp para algum
i. Agora, o ideal (g;) em K[X]/(f(X)) corresponde ao ideal (g;(a)) +pB em B/pB que,
por sua vez, corresponde ao ideal (g;(a),p) em B. Como a maximalidade é preservada
por estas correspondéncias segue que (g; (a),p), 1 < i < r sdo todos os ideais maximais
(primos) de B contendo p. Ou seja, sdo todos os ideais primos que dividem p.

Agora note que [] (; (X)) = (f (X)) = (0) em K [X]/(f (X)) e que nenhum pro-
duto com expoentes menores é nulo. Escreva pB = [] (g; (@) ,p)e§ e note que os €, sao
caracterizados pelo fato que pB D [] (¢; («) ,p)e; mas pB nido contem nenhum produto com
qualquer e} substituido por algum valor menor. Isto é, €, sdo os menores expoentes tais
que [](gi (@) ,p)eg = (0) em B/pB. Como K [X]/(f (X)) = B/pB com as substitui¢des
(@i (@) < (gi (o) , p) segue que ¢}, = ¢; Vi.

O restante do teorema (que B/ (g; (o) ,p) = K [X]/(g; (X))) esta implicito do demon-
strado acima. O

OBSERVAGAO 2.6.9. Observe que o teorema acima, quando aplicavel (os elementos pri-
mitivos podem ndo ser inteiros), pode ser usado para provar os teoremas 2.6.2 e 2.6.7.
De fato, sabemos que d = deg(f) e, portanto, a equacdo d = > e;f; é pelo teorema
anterior, apenas a equacdo deg(f) = > e;deg(g;). Também, disc(B/A) = disc(f(X)) e
este é divisivel por p se e somente se

disc(f(X)) =0 modp <= disc(f(X)) =0

0 que ocorre se e somente se f(X) tem fatores repetidos, isto é, algum e; > 1. Note também
que o teorema acima apesar de ser em certo sentido uma especializacao do teorema 2.6.7,
ele ainda é valido no contexto de corpos de funcoes coisa que nao é verdade neste tltimo.

Note que se B = A[a] entdo B élivre e D (1, cv, ..., a™ 1) = disc (B/A) (m = [L : K]).
Agora, a conclusdo do teorema acima ainda é valida no caso em que B nao é livre (em
particular, B # A[a], Vo € B) mas existe a € B tal que D (1, ...,a™™!) = adisc (B/A)
com a ideal de A n8o-divisivel por p. A demonstragdo nao é dificil [Mil98a, pg.53, Obser-
vagdo 3.45].
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Vejamos agora alguns exemplos.

EXEMPLO 2.6.10. Seja m # 1 um inteiro livre de quadrado. Consideremos as possiveis
fatoragoes de inteiros primos de K = Q[,/m]. Lembremos que do exemplo 1.3.21 temos
D(1,y/m) = 4m e que disc(Zx/Z) = D(1,y/m) se m = 2,3 mod4 e disc(Zg/Z) =
D(1,y/m)/4 se m = 1 mod4. De qualquer maneira, pela observacdo anterior podemos
olhar para Irr(y/m,Q) = X2 — m para decidirmos sobre a fatoracio de um primo p € Z
fmpar (# 2). O teorema 2.6.2 nos da trés possibilidades:

(p) ramifica-se ((p) =p% e=2, f=1, g=1)

(p) permanece primo ((p) =p; e=1, f =2, g=1)

(p) decompde-se ((p) = pip2; e=1, f=1, g=2)

Se p | disc(Zk /7Z) temos do teorema 2.6.7 que p ramifica-se. Se p { disc(Zk /Z) entdo p{m
e é facil ver que p decompde-se se e somente se m = n? modp. Caso contrario, X2 —m é
irredutivel moédulo p e p permanece primo. Para o caso p =2 e m =1 mod4 ja sabemos
que p ndo ramifica-se. Afirmamos que p decompde-se se e somente se m = 1 mod8 e p
permanece primo se e somente se m = 5 mod 8. Para vermos isso usamos que B = Alq]
onde (j4 vimos) a = (1+ /m) /2. Temos que Irr (,Q) = X? — X + (1 — m)/4. Se
m =1 mod8 entdo Irr (o, Q) = X? + X mod2 que fatora-se em X (X + 1) donde (2) =
(2,0)(2,1 + ). Se m =5 mod8 entdo Irr(a, Q) = X? + X + 1 mod?2 que & irredutivel
donde (2) = (2,1 + a +a?) = (2).

E sabido que Z[i] ¢ um dominio principal (um dominio euclidiano em realidade). Afir-
mamos que para um primo p € Z tem-se p = 1 mod 4 se e somente se (p) decompde-se em
Z[i] ou ainda, existem inteiros a e b tais que p = a® + b%. De fato, pelo exemplo anterior,

(p) decompde-se se e somente se —1 = n?

mod p entdo n modp é uma raiz quarta da
unidade. Ou seja, ' contém um elemento de ordem 4. Como este tltimo é um grupo
ciclico de ordem p — 1 temos que isto acontece se e somente se 4 | p — 1. Para a segunda
equivaléncia observe que se (p) = p1p2 em Z[i| entdo p1 = (a +ib), p2 = (a — ib) pois Z [i]

é principal. Logo, p = u?(a® +b?), u € Z[i]*. A reciproca é evidente.

2.7. Extensoes de Eisenstein
Lembremos que o critério de Eisenstein dizia que se um polindémio
X" 4 X" tam, e €Z

é tal que, para algum primo p € Z, p | a;, Vi e p? { a,, entdo este polinémio é irredutivel
em Q [X]. Nesta segdo vamos generalizar este resultado.

Seja A um dominio de Dedekind e, como de costume, B seu fecho inteiro em uma
extensdo finita e separdvel L de seu corpo de fragdes K. Seja p um primo de A e P um
primo de B que divide p. Sendo e = e (/p) e vy, vy as valorizagdes discretas normalizadas
associadas a p e P é facil ver que vy |x= evp.
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LEMA 2.7.1. Mantendo a notagdo acima, e sendo ai,...,a, € B tais que Y a; = 0

tem-se que o valor minimo de {vyp (a;)};_, € atingido pelo menos duas vezes.

DEMONSTRAGAO. Suponha que ndo. Sem perda de generalidade, podemos supor que
v (a1) < vgp(a;), Vi > 1. Mas entdo

n
— _ — ] o> 3 .
vp(ar) = vp (—a1) = vp <z; az) > Join (vgp(as)) > vep(ar)
1=
e temos um absurdo. g
DEFINIGAO 2.7.2. Seja A um dominio de Dedekind e p um primo de A. Um polindémio

X™+ a1 X"+ .. +anm, a; € A é dito ser de Eisenstein relativo a p se e somente se
vp(a;) >0, 1 <i<m—1ewvp(any) =1

THEOREM 2.7.3. Seja A um dominio de Dedekind com ff (A) = K perfeito e f(X) €
A[X] um polinémio de Eisenstein relativo a p € Spec(A). Entdo f € irredutivel em A[X] e
se « é uma raiz de f entdo p é totalmente ramificado em K [a]. De fato, tem-se pB = L™

com P = (p,a) e m = deg(f). Tais extensées sao denominadas extensoes de Eisenstein.

DEMONSTRAGAO. Seja L = K [a] entdo temos [L : K| < m. Seja B um primo de Af,
dividindo p com indice de ramificacao e. Temos a equagao

A"+ a ™ . +a,=0.
Como f é de Eisenstein temos as relacoes
vp(@™) = mog(a)
vy (a;a™™") > (m—i)vgp(a) +e 1<i<m—1
vp(am) = e

Pelo lema devemos ter vg(a) # 0 donde vgp(a;a™™%) > vy (am) =€, 1 <i<m—1e,
novamente, pelo lema temos que muvsy (o) = e. Logo,

mugp(a) =e < [L: K| <m

e devemos ter [L : K] = m = e. A primeira igualdade implica que f = Irr(«, K) e a segunda
com o teorema 2.6.2 nos diz que f(P/p) = 1 = g donde pB = P onde P = (p, ) pelo
teorema 2.6.8 (note que « é inteiro donde A; = A[a] e caimos na hipétese do teorema e
neste caso f (X) = X" modp). O

OBSERVACAO 2.7.4. Note que como A ndo é, em geral, dominio fatorial ndo podemos
usar o famoso lema de Gauss para concluir que f ¢ irredutivel em K [X] (como no caso do

critério de Eisenstein classico).



Parte 2

Os Teoremas de Finitude no Caso de

Corpos Numéricos



Nesta segunda parte, estaremos considerando K sempre um corpo numérico, isto &,
uma extensdo (finita) de Q. Vamos demonstrar para tais corpos dois resultados fundamen-
tais: a finitude do nimero de classe e o teorema das unidades de Dirichlet. O primeiro
afirma exatamente o que diz seu nome: o niimero de classe é finito. Sua demonstracdo é
extremamente elegante e inusitada. Sua importéncia esta no fato que ele torna o problema
de fatorizagao (de ideais) nos anéis de inteiros destes corpos tratavel e bem parecidos com
o caso dos inteiros (racionais). O segundo teorema se parece muito com o primeiro em sua
demonstracao. Ele afirma que o grupo das unidades dos inteiros destes corpos é finitamente
gerado.



CAP{TULO 3

A finitude do nimero de classe

Neste capitulo provaremos que no caso de um corpo numeérico (uma extensdo de Q)
o nimero de classe ¢ finito. Nas primeiras trés se¢coes vamos introduzir o ferramental da
demonstracao: vamos generalizar o conceito de norma de elementos para ideais fraciondrios,
introduzir o conceito de reticulados e demonstrar o famoso teorema de Minkowski da geome-
tria dos nimeros e demonstrar mais alguns lemas. Na tdltima secao temos a demonstragao

da finitude do numero de classe propriamente dita.

3.1. A norma de um ideal fracionario

Seja A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K, L > K uma extensao finita
separdvel e B = Ap. Vimos que Nmy i : L* — K* & um homomorfismo de grupo.
Também vimos que Id (A) e Id(B) sdo grupos abelianos livres gerados pelos ideais primos
de A e B respectivamente. Queremos definir um homomorfismo N : Id(B) — Id(A) que

comute com Nm. Isto é tal que o diagrama abaixo comute:

Lx Id(B)
(3.1.1) Nm N
K* Id(A)

onde os homomorfismos horizontais mapeiam elementos de K e L nos respectivos ideais
principais. Como Id(B) é livre sobre os ideais primos, s6 precisamos definir A/ () para P
primo de B.

Seja p um primo de A e escreva pB = [[PB;*. Se p é principal, digamos p = (7), entdo
de (3.1.1) devemos ter

(3.1.2) N (pB) =N (B) = (Nm (7)) A= (7") = p™
onde m = [L : K|. Por outro lado, como N é pra ser homomorfismo devemos ter:
(3.1.3) N B) =N (TT50) = TT v ().

Comparando as equagoes (3.1.2) e (3.1.3) e lembrando de 2.6.2 que m = >_ e; f; vemos que
devemos definir NV (;) = p/i.

46
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DEFINIGAO 3.1.1. Definimos a norma de um ideal primo 8 de B como sendo o ideal
N@B):=p/ de Aondep=PnNAe f=f(B/p) =[B/P:A/p]. Estendendo livremente
para o grupo Id(B) obtemos um homomorfismo N : Id(B) — Id(A).

Vimos que Nm ¢é transitiva sobre uma torre de corpos. Da nossa defini¢do, A também &
pois isso remonta ao fato que os indices de inércia o sdo. Isto & f(Q/B)f (B/p) = f(Q/p)
se £ é um primo que divide B em uma extensdo M de L. Vamos agora demonstrar que

nossa defini¢do é, de fato, correta, ou seja, que (3.1.1) comuta.

PRrROPOSIGAO 3.1.2. Sejam A< B e K < L como acima.
(1) Para todo ideal fraciondrio a de A, Ny k(aB) = a™ onde m = [L : K].
(2) Suponha que L é Galoisiano sobre K. Seja B um primo, nao-nulo, de B e p =
BN A. Escreva' pB = (P1...8,)¢ Entdo
N () B = (p) B=F1-PB)7 = [ o%

oe€Gal(L/K)
(3) Para todo elemento ¢ € L, (NmL/K (()) A= Nk ((B), isto é, (3.1.1) comuta.

DEMONSTRAGAO. (1) E suficiente demonstrarmos o afirmado para um ideal primo p
de A. Neste caso,

N(pB) =N <Hq3?> — HN(%Z)EZ — Hpeifi — pZeifi _ pm
onde usamos o teorema 2.6.2. Como N (B;) = pf para todo i, em particular para 9, temos

W 0) B = (») B = (pB) = (1.8,

(2) Agora, vimos no teorema 2.6.2 que Gal (L/K) age transitivamente no conjunto
{PB1... By} E um exercicio facil de teoria de grupos ver que cada §3; aparece m/g =
ef (novamente usando 2.6.2) vezes na familia {o3 : 0 € Gal (L/K)}. O resultado segue
imediatamente.

(3) Suponha, inicialmente, que L é Galois sobre K. A aplicagdo ¢ : Id (A) — Id (B)
dada por a — aB é injetora pois ela o é nos geradores de Id (A). Assim, para mostrar-
mos que Nm (¢) A = N (¢{B) é suficiente mostrarmos que (Nm (¢)) B = ¢+ (Nm (¢) A) =
t (N (¢B)) = (N (¢B)) B. Sabemos que B = >_ Af; para um conjunto finito de ;. Entao
o(CB) =0 (C(>.AB) = 0(¢)>. Ao (8;) = o(¢) B onde na ultima igualdade usamos o
lema 1.3.13. Assim,

W) B=I]oB) =[[@© B = ([]0©)B=NmQ) B

Para o caso geral, seja F uma extensdo Galoisiana finita de K contendo L e d := [E : L].

Sendo C' = B em E, pelo item 1., do caso anterior e como a norma é transitiva temos:
d d
(N (¢B))" = Ng/k (CC) = (Nmp/k (¢)) A= (Nmp k()" A.

ILembremos do teorema 2.6.2
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Como Id (A) é livre segue que Ny /i ((B) = (NmL/K (C)) A como querfamos. O

DEFINIGAO 3.1.3. Seja a um ideal e ndo-nulo em um anel de inteiros Zg de um corpo
numérico K. Entao pela observacao 1.3.5, a tem indice finito em Zpg. Definimos a norma

numérica de a, que denotamos por N (a), como sendo este indice. Isto é, N (a) := (Zk : a).

PROPOSIGAO 3.1.4. Seja Zx o anel de inteiros de um corpo numérico K.
(1) Para todo ideal a em Zg, N g (a) = (N(a)) e, portanto, N (ab) = N (a) N (b).
(2) Sejam b C a ideais fraciondrios em K entdo (a:b) =N (a™'b).

DEMONSTRAGAO. (1) Escreva a =[] PB;" e sejam f; = f (B;/ (p;)) onde (p;) = ZNP;.
Entdo N (;) = (pi)’". Pelo teorema chinés do resto, Zg /a = ] Zk /B;" donde (Zg : a) =
[[(Zk : B;"). No decorrer da prova do teorema 2.6.2 mostramos que [Zg /B;" : Z/ (p;)] =

firi. Assim,

[T %) =T]@: w2 = [[pf" — 0@ = (1) =TT o) =~ @.

A multiplicatividade de N segue agora da de N.
(2) Suponha, inicialmente, que a e b sdo inteiros. Entdo a~'b ¢ inteiro e, por 1.,
N(a) N (a~'b) = N(b) donde
N (b
N (a'b) :ﬁ:(a:b).
Para a e b arbitrarios, note que existem dy e dy € Zk tais que dia,dsb C Zg, isto &, dia
e dob sdo ideais inteiros. Tomando d = didy temos da,db C Zg. Agora, x — dx é um
isomorfismo de Zg-mo6dulos donde (da : db) = (a:b). Assim, pelo caso anterior, temos

(a:b) = (da:db) =N ((da)_l (db)) =N (a"'b). 0
3.2. Reticulados

DEFINIGAO 3.2.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n sobre R. Um reticulado em
V & um subgrupo da forma A = Ze; & ... ® Ze, com {ey, ..., e, } linearmente independentes
em V. Ou seja, um reticulado é um grupo abeliano livre gerado por elementos linearmente
independentes de V. Quando r = n dizemos que o reticulado é saturado.

Em termos do produto tensorial podemos dizer que um reticulado é saturado quando
ao estendermos os escalares para R obtemos um isomorfismo, isto ¢ R ®z A = V pela

aplicagdo > G ® A — > Gie

EXEMPLO 3.2.2. O subgrupo Z + Zv/2 < R é grupo abeliano livre de posto 2 pois
V/2 ¢é irracional, no entanto, ele ndo é um reticulado em R pois 1 e v/2 sdo linearmente

dependentes em R.

A escolha de uma base para V' determina um isomorfismo de V com R" e, portanto, uma
topologia em V que o torna um espaco vetorial topologico (as operagdes de soma e produto
por escalar sdo continuas). Tal topologia independe da base pois todo R-automorfismo de
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R™ & homeomorfismo. Um subgrupo A de V é dito discreto se ele é discreto na topologia
induzida por V. Lembrando que um espago topoldgico é discreto se e somente se todos os
seus pontos (e, portanto, todos seus subconjuntos) sdo abertos, temos que A é discreto se
e somente se todo ponto A de A possui uma vizinhanca U em V tal que U N A = {\}.

Vamos demonstrar agora uma proposi¢ao que nos da outro critério para decidir se um
subgrupo A de V' é um reticulado. Antes, um lema:

LEMA 3.2.3. As seguintes condi¢ées em um subgrupo A de um espago vetorial real V

s@o equivalentes:

(1) A € um subgrupo discreto.

(2) Existe um aberto U de V tal que U N A = {0}

(3) Todo compacto de V intersecta A em um conjunto finito.
(4)

4) Todo conjunto limitado de V intersecta A em um conjunto finito.

DEMONSTRAGAO. (1. <= 2.) E claro que 1. = 2.. Para a reciproca note que
£ —— A+ é um homeomorfismo para todo A € V. Assim, se U é como em 2. entdo A+ U
é vizinhanca de A tal que (A +U)NA = {\}.

(1.=3.) Se K CV é compacto entdo como K N A é fechado em um compacto ele é
compacto. Por outro lado, K N A é discreto donde K N A é finito.

(3. = 4.) E evidente visto que todo conjunto limitado de V & pré-compacto, isto &,
possui fecho compacto.

(4. = 2.) Seja V uma vizinhanga limitada de 0. Entdo S := (UNA)\{0} & finito por 4.
e, portanto, fechado. Assim, U\S é uma vizinhanca aberta de 0 tal que (U\S)NA = {0} O

PROPOSIGAO 3.2.4. Um subgrupo A de V' é um reticulado se e somente se ele € discreto.

DEMONSTRAGAO. E claro que um reticulado é discreto. Reciprocamente, seja A um
subgrupo discreto de V' e {eq,...,e,} um subconjunto linearmente independente maximal
(em relagdo a quantidade de elementos) de A. Procedemos por indugdo sobre r.

Se r = 0 entdo A = {0} e ndo ha nada a provar.

Se r = 1 entdo todo A € A se escreve como A = (e1, ( € R. Como A é discreto, pelo
lema anterior, {Ce; : [(| < M} N A é finito donde existe f; € A tal que fi = (1e; com
¢1 > 0 minimo. Afirmamos que A = Zf;. Suponha que A € A mas A\ ¢ Zf;. Entéo existe
m € Z tal que A — mfi =bf1 com 0 < b < 1. Mas entdo A > A\ — mf; = bfy = b(1e1 com
0 < b(1 < (1 contrariando a escolha de fi.

Provemos para r. Seja A’ = AN (Rey + ... + Re,—1) que é um subgrupo discreto de
V' := Rey + ... + Re,_1. Pela hipotese de indugdo, A’ = Zf1 + ... + Zf._1 para alguns
f; linearmente independentes sobre R que, portanto, também formam uma base para V.
Todo elemento A € A se escreve de forma tinica como A = (1 f1+...+ -1 fr—1+Cer, ,C €
R. Seja ¢ : A — R dada por A — ( e seja A” := Im (¢). Note que ¢ também é imagem
de A > (¢t —[¢1]) fi+ .+ (-1 — [¢r-1]) fr—1 + (e, onde [z] denota o maior inteiro menor
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ou igual a z (fungdo parte inteira). Assim, todo elemento ¢ € {( € A" : 0 < |{| < M} é
imagem de um elemento de A no conjunto limitado {A € A: 0 < ¢; < 1, || < M}. Pelo
lema anterior, existem finitos A “s neste tltimo conjunto e, portanto, finitos ¢ “s no primeiro.
Pelo caso r = 1 segue que A” é um reticulado em R, digamos A" = Zy(f,), fr € A.

Seja agora A € A fixo. Entdo ¢ () = me (f,), m € Z logo ¢ (A —mf,) = 0 donde
A—mf, € A e este pode ser escrito como A —mf, = mqf1 +...+m._1fr—1, m; € Z donde
segue o desejado. O

DEFINIGAO 3.2.5. Seja A um reticulado saturado em V, digamos, A = > | Ze;. Para
cada A € A seja Dy := {A+ > Ge; : 0 < ¢ < 1}. Um conjunto desta forma é dito
ser um paralelepipedo fundamental para A. Esta claro que a forma de um paralelepipedo
fundamental depende da escolha de uma base para A. No entanto, fixado uma base, os

paralelepipedos fundamentais cobrem V' sem sobreposi¢ao.

Sabemos do calculo que dados elementos v, ..., v, € R™ o volume do paralelepipedo de-
terminado por eles tem volume dado por p (P) := |det (v, ..., v,)|. Assim, para um reticu-
lado saturado A = ) Ze; o volume do paralelepipedo fundamental é i (D) = |det (eq, ..., €,)]
e se também tivermos A = ) Zf; entdo a matriz relacionando {e;} com {f;} é inversivel
em M, (Z) e, portanto, tem determinante +1. Conseqiientemente, o volume de um par-
alelepipedo fundamental independe da base escolhida para A.

Se A O A’ séo dois reticulados saturados em R™, podemos escolher geradores {e;} e
{f;} para A e A’ tal que f; = m;e;, m; € N* (este é o teorema dos fatores invariantes para
modulos livres finitamente gerados sobre um dominio principal e é uma especializagao do
teorema A.2.11). Com tal escolha, o paralelepipedo fundamental D’ de A’ é unido disjunta
de [Tm; = (A : A') paralelepipedos fundamentais D de A. Temos, portanto, a férmula:
n(D')
(D)

Dada uma base para V obtemos um isomorfismo V = R" e, portanto, uma medida pu

(3.2.1) =(A:N).

invariante por translagdo. Um outra escolha de base para V nos d4 outra medida v, mas
tal que v = (u, ¢ € R*. Portanto, a razdo entre as medidas de dois conjuntos estd bem
definida e, em particular, a féormula (3.2.1) vale para reticulados em V.

THEOREM 3.2.6. Seja Do um paralelepipedo fundamental para uwm reticulado saturado
A em um espago vetorial real V. Se S é um subconjunto mensurdvel de V e pu (S) > u(Dy)

entdo S contém pontos o # (3 tal que o — B € A.

DEMONSTRAGAO. O conjunto S N Dy é mensuravel para todo paralelepipedo funda-
mental D) e
p(S)=> u(SnDy)
AEA
pois {D,} cobre V sem sobreposi¢io. Para cada D) existe um tanico A’ € A tal que o
transladado de S N Dy por X é subconjunto de Dy. Como p(S) > p(Dy), pelo menos
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dois desses conjuntos tem intersec¢do nao-vazia (caso contrario teriamos uma cobertura de
um subconjunto de Dy por conjuntos disjuntos da forma S N Dy + X e entdo p(Dg) >
S (SNDy) = pu(S)). Isto é, existem o, € S tal que « — Ao = [ — A1, Ao # A1 € A
donde 0 # 8 — o € A como queriamos. d

LEMA 3.2.7. Seja T C V mensurdvel tal que (o« — 3) /2 € T para todo o, € T e A um
reticulado saturado em V. Entao T possuird um ponto do reticulado, distinto da origem,

sempre que p(T) > 2"u (D) onde n =dimV e D é um paralelepipedo fundamental de A.

DEMONSTRAGAO. Seja S = (1/2)T. Entaose«a, 5 € Stemosa—f8 = (1/2) (¢/ — 3'), ., €
T donde oo — B € T. Pelo teorema anterior, S contém pontos distintos « # 5 € A sempre
que 1 (S) > (D), isto &, u((1/2)T) > u(D) = (1/2%)u(T) > p(D) = u(T) >
2", (D). Neste caso, T > a — 3 # 0 com a — 3 € A como queriamos. O

THEOREM 3.2.8. (Teorema de Minkowski) Seja T um subconjunto de um espago vetorial
real V' tal que T é compacto, convero e simétrico em relagdo a origem e A um reticulado
saturado em V. Se p(T) > 2" (D) onden = dimV e D é um paralelepipedo fundamental
de A entao T possui um ponto da reticulado outro que nao a origem.

DEMONSTRAGAO. Seja €y > 0. O conjunto (1 + €g) T' é mensuravel e satisfaz a hipotese
do lema anterior. Como u((14+¢€)7T) = (14 ¢€)" u(T) > 2"u (D), pelo mesmo lema,
(L+€) T NA)\{0} # @ e é finito pois (1 + €y) T é compacto. Como T é fechado, temos
T = Neso(l + €)T. Se nenhum dos finitos pontos de ((1+¢€p) T NA)\{0} estd em T
podemos tomar €'suficientemente pequeno tal que ((1+€¢)T NA)\{0} = & o que é ab-
surdo. g

OBSERVACAO 3.2.9. O teorema anterior foi descoberto por Minkowski em 1896 e foi o
ponto de partida de um ramo na teoria de niimeros, hoje ja praticamente inativa, denom-
inada geometria dos nimeros. Vamos demonstrar o uso deste teorema provando que todo
nimero natural se escreve como soma de quatro quadrados.

Da identidade

(a2—|—b2—|—02—|—d2) (A2+BQ—|—C2—|—D2):
(aA —bB — ¢C — dD)? + (aB + bA + ¢D — dC)* +
(aC' —bD + cA+ dB)* + (aD + bC + —cB + dA)?

vemos que é suficiente mostrarmos que todo primo p se escreve como soma de quatro
quadrados. Como 2 = 12 4 1% + 02 + 02 podemos supor p impar.
Afirmamos que m? 4+ n? 4+ 1 = 0 mod p tem solucdo em Z. Vamos mostrar que

#{m:0<m<p-1}=(p+1)/2

pois sendo assim o mesmo vale para {ﬁ2 +1:0<n<p— 1} e entao para que a con-
gruéncia acima nio tenha solucdo deveriamos ter m? # 7 + 1 para todos os p + 1 valores
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que eles assumem o que é impossivel. Sejam a # b tal que 0 < a,b < p — 1. Agora,
a? =b? modp <= (a+b)(a—b) =0 modp <= a+b=0 modp (estamos supondo
a #b). Como 0 < a,b < p—1 este ultimo acontece se e somente se a+b = p. Assim, sendo
R :={(a,):0<a,b<p-—1, a#b, a+b=p} temos #R = p— 1 pois a + b = p tem
exatamente uma solugdo se a > 0 e ndo tem solucdo se a = 0. Agora, se (a,b) € R entdo
(b,a) € R sem termos determinado nenhum novo elemento de S := {m?:0 <m <p—1}.
Logo, #S =#F, —#R/2=p—(p—1) /2= (p+1) /2 como querfamos.
Fixe uma solucao m,n para a congruéncia e considere o reticulado

A= {(a,b,c,d) €Z*:¢c=ma+nb modp, d=mb—na modp} cz*

(que A é um reticulado segue do fato que ele é subgrupo de Z* que ¢ discreto donde A
é discreto). Note que pZ* C A donde A/pZ* C Z*/pZ* = Fé e este &, em realidade,
um subespaco vetorial bidimensional de IE“;*, (a e b sdo arbitrarios mas entdo c e d estaréo
determinados). Logo, (Z* : A) = p? e pela formula (3.2.1), u (Da) = (Z* : A) pn (Dga) = p*.

Seja T := B(0,r) o fecho da bola de centro 0 e raio r > 0 entdo u(T) = 72r*/2 (do
calculo ou de resultados da préxima secdo) de maneira que escolhendo r? > 1.9p temos
w(T) > 16 (Dp). Pelo teorema de Minkowski, existe (a,b,c,d) € (A\{0}) N T . Como

(a,b,c,d) € A temos
A+ +P+d?=d? (1+m2+n2) + b? (1+m2—|—n2) mod p
e como (a,b,c,d) € T temos a? + b* + c¢* + d? < 2p. Seque que a? + b* + ¢* + d? = p como
queriamos.
3.3. Trés lemas de calculo
LEMA 3.3.1. Sejam a,...,a, € R}. Entdo (I] a)Y" < (X a;) /n.

DEMONSTRACAO. Podemos supor a; < as < ... < a,. Supondo também que a, < 1
mostremos que n (]| ai)l/ " <3 a;. Para n =1 o resultado é 6bvio. Provemos para n:

(1) i) " (1)

onde usamos que a; < a, Vi = [["a; < a? = ([[" @)™ < an. Agora para o caso

geral (se a, > 1) seja A > a,, donde A la; < ... < A la, <1 e do demonstrado acima

temos
1/n

n 1/n n n n
n <H A_lai) < Z)\_lai = n <H ai) < Zai

como queriamos. O
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LEMA 3.3.2. Sejam m € N*, a1, ...,an, € RY. Defina
I(ay,...,am;t) == / it aprdry..dey,
Z(t)

onde Z (t) :=={x e R™ 1 2; > 0, Y x; <t}. Entdo

I'(ar+1)...(am+1)
F(ar+ ...+ am+m+1)

I(ay,...,am;t) = 2o aitm

onde I' denota a fun¢do gama de Euler.

DEMONSTRAGAO. Lembremos que a funcdo I' (z) := [;° e "~ 1dt é tal que
(3.3.1) Fz)=(x-1T(x-1)
Fazendo z = x;/t em I obtemos

I(ay,..,am;t) = /( ):13/1“1...xﬁmtzaﬁmd:ﬂl...dm’m = 2% (aq, . am; 1)
Z(1

e é suficiente mostrarmos o lema para ¢ = 1. Procedemos por inducao:

! 1 I'(a; +1)
I ’ ]_ = ald = =
(al ) A 1 dn ay + 1 I (al + 2)

pela formula (3.3.1). Seja Z (z),) == {s € R™ 1 :2; >0, Y x; <1 — 2y, } entdo

1
I(ay,...;am;1) :/ xhm / oy ey dTy | ATy, =
0 Z(xm)’

1
/ ol (ay, oy am-1;1 — Tp) dxy, =
0

l -
=TI(a,...,am—1; 1)/ xpm (1 — xm)z Hait(m=1) Az, =
0

F'(am+ 1T (a1 + ... + am—1 +m)
I'(a +...am +m+1)

=TI(ay,...;am—-1;1)

onde na tltima igualdade usamos a conhecida identidade fol 1 (1—2)' =T ()T (¢) /T (p+q).
Pela hip6tese de indugdo obtemos finalmente

I'lap+1)..I'(ama+ 1) T (am+1)T (a1 + ... + am—1 +m)

I'(ag + ... + am—1+m) I'lay+...+am+m+1)

I(ay,...,am;1l) =

como queriamos. O

Seja V =R" x C?, espaco vetorial real de dimensao n = r + 2s. Defina a norma em V

dada por [|z]| == Y77 o] + 2377, 2] onde & = (@1, ..., Ty, Zp g1, ooy Zrys)-

LEMA 3.3.3. Sejat € RY e X (t) :={z € V : ||z|| < t} entdo pu (X (¢)) = 2" (7/2)°t" /nl.
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DEMONSTRAGAO. Como X (t) é simétrico em relagdo aos eixos reais temos p (X (t)) =
2"u (Y (t)) onde Y (t) := {z €V :||z|| < ¢, x1,...,2, > 0}. Fazendo a mudanca de coor-

denadas ®; em z; := z; + iy; dada por z; = (1/2)p;cosf;, y; := (1/2);sin6; vemos

1 9. —1 sing,
J (@) = (2 cos 0; 35 0;

que

%sin 0; %pj cos 0;
donde |det J (®;)| = p;/4. Logo,

p(Y (1))

dry...de,dx,1dyrsr...dTrpsdyrys =
Y(t)

:4_8/pr+1...pr+sdﬂj‘1...d{[‘,«dpr+1d9r+1...dpr+sd9r+s

onde Y’ (t) := {(z,p,0) € R"* : 2;,p, >0, 0<60; <2m, > z;+ > p; < t}. Continuando:
2m

N(Y (t)) = ( 4 > / Pr41ee-Prisdry...drrdppyq...dprys
Y”(t)

com Y (t) == {(z,p) ER"™ 1 25,p; >0, Y x; + > p; <t}. Pelo lema anterior tomando
m=r+s,a,=0,1<i1<rea; =1, r+1 <7< m temos
S s i
- (et ey
donde p (X (t)) = 2" (w/2)%t" /n!.
(1) Caso r = 2, s = 0 entdo u (X (t)) = 2t2 0 que corresponde ao quadrado de lado
V2t definido por |z| + |y| < t.
(2) Caso r = 0, s = 1 entdo X (t) corresponde ao circulo de raio t/2 cuja area é
p(X (1) =mt?/4.

0

3.4. A finitude do nuimero de classe

Seja K um corpo numérico de grau n. Temos entdo n imersdes K — Q. Denote
{o1,...,0,} as imersdes reais (isto é, tal que 0; (K) C R) e {0y41,0741---,Orts,Or1s} aS
imersGes tal que R D 0,4 (K), 0,4; (K) C C. Entdo n = r + 2s e temos 0 monomorfismo
de anéis: 0 : K — V : R" x C*® dado por

(€)= (91 (€) -, 7 (C), R(0r41(€)); (07 41(€)); -+ (7 45(C))) -

Identificamos V' com R™ usando a base {1,i} para C.
Aqui Ak denota o discriminante da extensdo e By := (4/m)° (n!/n™) |AK|1/2 é de-
nominado o limitante de Minkowski para K.

PRrROPOSIGAO 3.4.1. Seja a um ideal, nao-nulo, de Zy. Entdo o (a) é um reticulado

saturado em V e o volume do paralelepipedo fundamental de o (a) é 27°N (a) |Ag|"/>.
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DEMONSTRAGAO. Como a é Z-moédulo finitamente gerado sem torgdo (pois a é Zk-
modulo finitamente gerado sem torcdo e Zx é Z-modulo livre) temos que a é Z-modulo
livre. Como a C Zg e Zi = (a) C a para a € a\{0} temos de um resultado conhecido da
teoria de modulos sobre dominios que n = dimy, (o) < dimgz a < dimy Zx = n. Seja entdo
a1, ..., a4, uma base para a como Z-modulo. Entdo o (a) = 0 (D> Za;) = > Zo (o) e para
vermos que o (a) é reticulado saturado basta mostrarmos que {o (;)} é conjunto linear-
mente independente em R"™ o que pela definicdo de o equivale a mostrar que o determinante
da matriz A € M,, (R) cuja i-ésima linha é

(01 () s -y 0r (i) , R (o1 (04)) s S (0741 () 5 )

é nao-nulo. Seja B € M, (C) a matriz cuja i-ésima linha é

(01 () ey 0 () 0pi1 (), 0pp1 (), )

e observe que se em B somamos a coluna r + 2 a coluna r + 1 e subtraimos metade da
coluna r 4+ 1 da coluna r 4+ 2 obtemos 2R (0,41 (;)) na coluna r + 1 e —iS (0,41 (o))
na coluna r + 2. Repita a operagdo para os demais pares de colunas. Tais operagoes nao

mudam o determinante de B de forma que obtemos:

det B = det ((01 () , ..., 00 () , 2R (0711 (vi)) , =13 (0741 (1)) 5 --0);) =
= (—2i)°det A

Mas vimos na proposicio 1.3.7 que (det B)? = D (ay, ..., ay,) # 0 donde det A = (—2i) * D (o, ..., an)l/2 #
0 donde segue o desejado.
Agora como o (a) = > Zo (o;) o volume do paralelepipedo fundamental D de o (a) é
det A|. Pela observacio 1.3.5 sabemos que |D (a1, ..., o )| = (Zx : a)* |Ag| donde pu (D) =
27 (Zk : a) ]AK\l/Q como queriamos. O

PROPOSIGAO 3.4.2. Seja a um ideal ndo-nulo em Zg. Entdo a contém um elemento
nao-nulo o € Zg tal que |Nm ()| < BgN (a).

DEMONSTRAGAO. Considere em V' a norma discutida anteriormente, dada por, ||z| =
Sy lwi + 23000 |zi| onde @ = (21, ., Ty, Zrg 1,y s 2rys) € RT x CF = R Seja X (1)
como no lema 3.3.3 e D o paralelepipedo fundamental do (pela proposigdo anterior) retic-
ulado saturado o (a). O conjunto X () é compacto, convexo e simétrico em relacdo a
origem, portanto, tomando t grande o suficiente tal que p (X (t)) > 2"u (D) o teorema de
Minkowski 3.2.8 mostra que X (¢) contém um ponto o () # 0. Para este a € a temos

INm ()| = [o1 ()] .. [or (@) [ |01 ()]

e (@)] o (@) |74 ()| =

= |01 ()] - loy ()] [ors1 (@) |05 (@) <

a SN L e@lt
< §|az(a)|+2g loi ()] ] n" < o gn”
=1

i=r+1
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onde usamos o lema 3.3.1 na primeira desigualdade. Agora, para termos u (X (t)) >
2" 11 (D), usando o lema 3.3.3 que nos da o volume de X (t) e a proposi¢do anterior que nos
d4 o volume de D, precisamos que
s t"
or (—) = > 225N (a) | Ak |/
e R OIINY
ou seja
£ > 12" "N (a) [Ag Y2 = 012257 75N (a) |Ak| 2.
Para esta escolha de ¢ temos entao:
4 5 n! 1/2
N < (=) —=N(a)|Ag|"* = BkN(a
M) < () SN Ak = BN @
como queriamos. ]

Vamos entdo aos dois teoremas principais desta secao:

THEOREM 3.4.3. Seja K uma extensdo de grau n de Q e seja Ag seu discriminante.
Seja 2s o nimero de imersées de K em Q (fecho algébrico) que nao estdo contidas nos reais,
isto €, quando estendida para C sua imagem ndo estd contida nos reais. Entao eriste um
conjunto de representantes para Cl(K) consistindo de ideais inteiros a tal que N (a) < Bk
onde Bx = (4/7)° (n!/n™) |AK|1/2 é o limitante de Minkowski para K.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ um ideal fracionario arbitrario de Zg. Precisamos mostrar
que a classe de ¢ em Cl(K) é representada por um ideal inteiro a tal que N (a) < Bg. Seja
d € K* tal que (d) ¢! = dc™! =: b seja um ideal inteiro (por exemplo, qualquer elemento
de ¢). De acordo com a proposi¢do anterior, existe 3 € b, 8 # 0, tal que |Nm (3)| <
BgN (b). Agora, (8) C b donde (3) = ab para algum ideal inteiro a (exatamente 3b~1).
Note que a ~ b~ ~ ¢ e que

(N(a)N (b)) = (N(ab)) = (N((8))) = N ((8)) = (Nm (3))

onde usamos as proposigoes 3.1.2-1 e 3.1.4-3 nas ultimas duas igualdades respectivamente.
Como N (a)N(b) e Ne Nm (3) € Z (pois 8 € Zk) temos

N(a)N(b) = |[Nm (8)| < BkN(b) = N(a) < Bg
como queriamos. O

THEOREM 3.4.4. Seja K > Q uma extensao finita. Entdo o nimero de classe de K é
finito.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema anterior, é suficiente mostrarmos que existem apenas
uma quantidade finita de ideais inteiros a de Zk tal que N (a) < Bg. Vamos mostrar mais;
que para qualquer natural M > 0, existem apenas uma quantidade finita de ideais inteiros
ade Zg com N (a) < M. Ora, se a = [[p;" entdo N (a) = Hp:ifi onde (p;) =p;NQe f; =
f(pi/ (pi))- Como N (a) < M isto permite apenas uma quantidade finita de possibilidades
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para p; (e, portanto, para p; visto que existem apenas uma quantidade finita de p;’s que
dividem (p;)) e 7;. O

OBSERVACAO 3.4.5. Seja S o conjunto dos ideais inteiros de K com norma menor ou
igual & Bg. Vimos que S é finito e que C1(K) = S/ ~ onde a ~ b se e somente se
a=(d)b, d € K*. Para acharmos S basta calcularmos as decomposi¢des em Zjy de um
namero suficiente de primos p; € Z (os primos menores ou iguais & B ). Para decidirmos
quando a ~ b temos que verificar se ¢ := ab~! & principal. Agora, podemos supor sem

1 1

perda de generalidade que ¢ é inteiro, caso contrario, ¢~ €& inteiro e temos que ¢~ &

principal se e somente se ¢ é principal. Assim, para v € ¢
(MN=c <= '(VN=Lg < (Zrx:c'(y) =1 <
<~ N(c'(y)=1 <= N('(y)=Z <
= N( ' (Nm(y)) =2Z <= (N(¢)) = (Nm (7)) <= N(¢) = [Nm(y)|
onde em (*) usamos a proposi¢ao 3.4.2-2 e em (xx) usamos a proposi¢ao 3.4.1-3. Em suma,
para decidirmos se a ~ b precisamos resolver a equacao Nm () = m € Z. Ela admite uma
solucdo se e somente se a ~ b. Ao expressarmos v em termos de uma base integral isto se

torna uma equacao diofantina bem especial que possui algoritmos eficientes para resolvé-la.

Assim, é possivel calcularmos Cl(K) efetivamente.

EXEMPLO 3.4.6. (1) Seja K = Q[i]. Neste caso, a condi¢do do teorema 3.4.3 é
N(a) < (2/4) (4/7)2 < 1.27 < 2

donde N (a) =1 e temos a = Zg. Ou seja, Zx é dominio principal.
(2) Seja K = Q [/=5]. Neste caso pelo exemplo 1.3.21 temos Ag = —20 donde

N (a) < (2/4) (4/7)|—20|"? < 3.

Qualquer ideal fracionédrio proprio, ndo-nulo, satisfazendo a desigualdade deve dividir o
ideal (2) de Z. E facil ver que (2) = p? onde p = (2,1++/=5) e este é o tnico ideal
dividindo (2) visto que a extensdo é Galoisiana e, portanto, vale o teorema 2.6.2. Assim,
Z e p formam um conjunto de representantes para Cl (Zg ). Agora, p ndo é principal pois
nio existe um elemento Zyx > a = m + ny/—5 tal que Nm (a) = m? + 5n? = 2. Como
conseqiiéncia hx = 2.

(3) Seja K um corpo cubico com discriminante menor que zero. Como sign (Ag) =
(=1)* e [K: Q] = r+ 2s temos s = 1 e r = 1. Neste caso, Bx < 0.283|Ax|"/?. Para
|Ax| < 49 temos Bx < 2 donde para —49 < A < 0 o nimero de classe hx = 1.

DEFINICAO 3.4.7. Uma extensdo L > K finita de um corpo numérico é dita irramificada
ou ndo-ramificada se e somente se nenhum primo inteiro de Zﬁ se ramifica em Zf{.

THEOREM 3.4.8. Nao existem extensoes irramificadas de Q.
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DEMONSTRAGAO. Seja K uma extensdo finita de Q. Como o conjunto de represen-
tantes para p grupo de classes é sempre nao-vazio e um elemento dele possui norma maior

ou igual & 1, o teorema 3.4.3 nos diz que 1 < (n!/n") (4/m)° |AK|1/2, ou seja,

1/2 n_”@)s n_<z)”/2_. . )
|AK| Zn' 1 Zn' 1 =:ap; n € N".

Note que ay > 1 e que apt1/a, = (77/4)1/2 (14+1/n)" > 1. De fato, sendo

n

f@)=@/HY? 1 +1/2)%; 2 >1

temos

f (@) = (/9 I (1 +1/2) (1 + 1/2)" (~1/2?) <0.
Logo, f(x) é n@o-crescente e como lim, ., f(z) = (771/2/2) e > 1 temos que f(x) >
1Vz > 1 como afirmado. Assim, a seqiiéncia {a,},cy- ¢ monotonicamente crescente.

1/2

Segue que |Ag|/° > 1. Portanto, existe p € Z primo tal que p | Ax e sabemos de 2.6.7

que (p) ramifica-se em K. O

COROLARIO 3.4.9. Nao eziste polindmio irredutivel monico f (X) € Z[X] com Of > 1
(grau) e disc (f (X)) = £1.

DEMONSTRAGAO. Seja f um tal polindmio. Sabemos da observagao 1.3.5 que disc (f (X)) =
(Zk : M)disc (Zk/Z) onde M & o Z-modulo gerado pelas raizes de f. Se disc (f (X)) = 1
entdo disc (Zx/Z) = £1 o que vimos acarreta que Q [a] > Q (« raiz de f) é irramificada

contrariando o teorema anterior. O

OBSERVACAO 3.4.10. Podem existir extensoes irramificadas de outros corpos numéricos
que ndo Q. Em realidade, um dos teoremas principais da teoria de corpos de classe diz
que a maxima extensao abeliana irramificada de K possui grupo de Galois canonicamente
isomorfo & Cl(K). Indicamos [Mil97| como uma boa referéncia para a teoria dos corpos
de classe. Em particular, de acordo com o exemplo 2. acima Cl (Q [\/—_5]) = Fy donde
Q [\/—_5] deve possuir uma extensdo irramificada de grau 2.

EXEMPLO 3.4.11. Seja « raiz de f(X) = X° — X + 1, que é irredutivel. Vimos em
um exemplo anterior (ou usando a formula (1.3.3)) que f possui discriminante 19 x 151.
Em particular, Zx = Z [a]. Pelo teorema 3.4.3 todo elemento de Cl(Zg) contém um ideal
com N (a) < 0.062 x /19 x 151 = 3.3 < 4. Se p é um primo de Zy com N (p) = 2 entdo
f(p/(2)) = 1. Pelo teorema 2.6.8, f(X) = ¢g(X) mod(2) com dg = 1, ou seja, f possui
uma raiz mod (2). Mas f (0) =T e f(I) = 1 donde ndo existe tal p! Similarmente para

N (p) = 3. Logo, Zx é dominio principal.



CAPI{TULO 4

O teorema da unidade

Neste capitulo veremos um segundo importante resultado da teoria para as extensoes
finitas de QQ: o teorema da unidade de Dirichlet. Ele determina a estrutura do grupo

multiplicativo das unidades de Zk em uma extensao K > Q finita.

4.1. Consideragoes preliminares

Lembremos que um grupo abeliano finitamente gerado G é isomorfo & T @ ZF onde T
é o subgrupo de tor¢do de G (que é finito) e k € N depende apenas de G e é denominado
posto. O teorema da unidade diz que o grupo das unidades de Zk é finitamente gerado de
posto r+ s — 1, onde r e s s3o os numeros de imersodes reais e complexas como no capitulo
anterior. Denotaremos Ui = Zg* e uxg < Uk o subgrupo de tor¢do. Note que pxé o
conjunto das raizes da unidade que estdo em K. De fato, se u € ux entdo existe n € N
tal que 4™ =1 e entdo u é raiz da unidade. Por outro lado, se u™ = 1 para algum n entao
u & raiz de X" — 1 = 0 donde u € Zg. Da mesma forma (u=!)" — 1 = (W)t —1=0,
donde v € Zg. Assim, u € Ux e como u é de torcao temos u € px. Note também que
se r > 0 (K pode ser identificado com um subcorpo de R) entdo ux = {£1}.

DEFINIGAO 4.1.1. Um conjunto {u,...,ur+s—1} C Ug € dito ser um sistema funda-
mental de unidades se seus elementos formam uma base para a parte livre de Ug. Isto é,

se todo u € Uk pode ser escrito de forma tnica como u = fuf™ ..u, 7 1" € € px ,m; € L.

Vejamos um lema importante que nos d4 uma caracterizagao alternativa para as unidades.
LEMA 4.1.2. Seja o € K. Entao o € Uk se e somente se a € Z e Nmy g = £1.

DEMONSTRAGAO. Se o € Uy entdo o,a” ! € Zk e das propriedades demonstradas da

norma temos
+1 = Nmg g(£+1) = Nm K/Q(aa_l) = Nmg/g(a) NmK/Q(a_l)

e além disso Nm g g(a), Nmy (') € Z donde Nm f g(ar) = 1.

Para a volta, pelo corolario 1.2.4 e identificando K com um subcorpo de C, ou seja,
fixando uma imerséo o de K em C temos +1 = Nmg q(a) =[], o(@) = oo(@) [ [, 45, 7(@)
onde o : K — C sdo todas as imersdes de K em C (incluindo as reais). Se a € Zy entéo
+og(a)™! = 540, 0(a) € C & inteiro algébrico pois os o(a) sdo raizes de uma mesma
equacdo integral. Assim, como também +og(a)~! € K temos +o0¢(a)~! € Zk. Segue que

«a tem inverso em Zg e é, portanto, uma unidade. O

59
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EXEMPLO 4.1.3. Seja K = Q[\/E] Vimos que Zg = {m +nvd:m,n e Z} ouZig =

{m + nuzﬂ tm,n € Z}. Pelo lema acima as unidades de K satisfazem

Nm(m + nvd) = m? — n?d = +1

ou
2 2 2
2 2
9 n n“d
= — — — = #1.
m —|—mn+4 1
Isto é,

m? —n?d = +1

ou

(2m +n)? —n’d = +4.
Fica entdo claro que se d < 0 estas equagOes tem apenas um numero finito de solucoes e,
portanto, Ux = pg. Isto concorda com o teorema da unidade pois como d < 0 devemos
ter uma imersdo complexa ndo-real. Da condi¢dao r 4+ 2s = 2 para as imersoes deduzimos
r=0,s=1equer+s—1=0, assim, Ux tem posto 0. Por outro lado se d > 0 entado
temos duas imersoes reais, isto é, r = 2, s = 0 e o teorema da unidade afirma que Ux tem

posto 1.

EXEMPLO 4.1.4. Considere K = Q[a] onde « é raiz de X3 + 10X + 1. Temos pela
formula (1.3.3), que disc(K/Q) = —4027. Como sign(disc(K/Q)) = (-1)* er +2s =3
devemos ter r = 1 = s. Agora, Nm(a) = [Ja; = (—1)® = —1 onde os «; sdo os conjugados
de a e estamos usando o observado em 1.1.3. Segue que « é unidade. Veremos adiante
que « é unidade fundamental e, portanto, o teorema da unidade dos diz que Ux = {£+a™ :
m € ZL}.

4.2. Demonstracao do teorema da unidade

Lembremos do capitulo anterior onde tinhamos Q C K de grau n € N e definimos o

monomorfismo de anéis 0 : K — V :=R" x C*® dado por

(&) = (01(&); -+, 07 (), 0r41(£), -, Tr 45 (E)) -

Queremos utilizar a teoria dos reticulados para a demonstracdo do teorema. Precisamos
de um "analogo" para o onde temos como dominio o grupo multiplicativo K*. Isto nos
leva a considerar a aplicacio L : K* — R"™* dado por

L&) = (nfor(a)], ... n o (§)], 2In[or 11 ()], -, 2In [or 5 (E)]) -

Isto é em "esséncia" compor o com o logaritmo natural que sabemos ser um homomorfismo

do grupo multiplicativo R} no grupo aditivo Ry. Como |a| = [@|, para garantirmos a
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independéncia linear, abandonamos as coordenadas complexo-conjugadas e multiplicamos
por 2 as restantes.

A aplicagdo L é claramente um homomorfismo. Pelo lema anterior, se £ € Ui entdo
Nm(¢) = +£1, isto &,

(01 (E)] - [0 (E)] |or+1 ()1 - |orss(©)* = 1

e tomando o logaritmo obtemos

01+ . + |or ()] + 2[or41(E)] + 2[or45(§)] = 0.

Portanto, L(§) € H = {z e R™ 121+ ... + 2 + 22541 + ... + 22,45 = 0} que é um
hiperplano. Reparametrizando H em termos da ultima coordenada obtemos um isomor-
fismo H = Rrs—1.

No restante desta segdo vamos demonstrar que L(Uk) € um reticulado saturado em
H e que ker L = pg. Isto demonstra que Uy é finitamente gerado e que rank(Ug) =
rank(L(Uk)) = dim H = r + s — 1 que é o teorema da unidade:

THEOREM 4.2.1. (Teorema da Unidade Dirichlet) Seja Q CK uma extensdo finita.
Entao Uk € finitamente gerado e tem posto igual a v+ s — 1 onde v e s sGo o nimero de

imersoes reais e complexas de K respectivamente. g

LEMA 4.2.2. Para quaisquer m, M € N o conjunto de inteiros algébricos o com grau
(grau do polinémio minimo) menor que m e tais que |&'| < M (valor absoluto com respeito

a qualquer imersao em C) é finito.

DEMONSTRAGAO. A primeira condicao limita o grau dos polinémios minimos a consid-
erar. A segunda condigdo limita, em modulo, as raizes destes polinémios e, tendo em vista
a observacao 1.1.3, indiretamente limita, em moédulo, os coeficientes destes polindmios.
Como tais coeficientes devem ser inteiros, existem apenas uma quantidade finita deles e,
portanto, uma quantidade finita de raizes. O

PROPOSIGAO 4.2.3. Na notagao desenvolvida acima, temos que L(Uk) € um reticulado
em H e ker L é um grupo finito (e, portanto, igual a jiy ).

DEMONSTRAGAO. Seja 0 € C' C H um conjunto limitado. Digamos que
CCl{xeH:|x;|<M}.

Se L(¢) € C entdo In|o;(€)| < M, Vi, ou seja, |o;(€)| < eM, Vi. Como [Q[¢] : Q] < [K : Q],
pelo lema anterior o conjunto de tais £ € finito. Ou seja, L(Ug) N C é finito. Pelo lema
3.2.3 e proposicao 3.2.4 segue que L(Ug) é reticulado em H. Como L(ker L) = 0 € C
temos, em particular, que ker L é finito. Como o kernel é subgrupo segue que ker L C ug.
Reciprocamente, se £ € ux entdo o(¢) € {z € C: |z| =1} donde vemos que & € ker L.
Logo, ker L = pux completando a prova. O
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LEMA 4.2.4. Seja A = (a;;) € M (R) tal que a;; <0, Vi# j e, a;; >0, Vi. Entdo
A € inversivel.

DEMONSTRAGAO. Suponha que ndo e fixe (z1,...,2,,) € ker A ndo-nulo. Considere i
tal que |z;| = max|z;|. Dividindo por |z;| podemos supor |z;| = 1 e entdo |z;| < 1, Vj.
Neste caso, a i-ésima equagao fica:

0= Zaijxj = Q4 +Zaijxj > Qg +Zaij >0
J#i J#i
onde usamos as hipdteses na primeira e segunda desigualdades. Temos um absurdo e,
portanto, ker A = (0). Segue que A é inversivel. O

PROPOSIGAO 4.2.5. O conjunto L(Uk) é um reticulado saturado em H.

DEMONSTRAGAO. Considere novamente o monomorfismo ¢ : K — R” x C® = R"2$
do capitulo anterior. Para x = (1, ..., Ty, Ty41, Tr4s) € R” x C® defina

Nm(x) := z1..2, T 1T 1 - Lrt+sTrts-

Entao do corolario 1.2.4 temos Nm(o(a)) = Nm(«). Note também que |Nm(z)| =
21| ... |@r| [2rg1]? ... |2rgs]>. Lembremos da proposicio 3.4.1 onde mostramos que o(Zg)
é um reticulado saturado em R" x C® e o volume de seu paralelepipedo fundamental é
275 |AK|1/2. Mais precisamente, se «aq,...,, é uma Z-base para Zjy mostramos que o
valor absoluto do determinante da matriz cujas linhas sao

o(a;) = (o1(as), oy 0 (i), R(or41 (), S(or41(i)), )

¢ 27° |AK|1/ 2. Fizemos isso mostrando que tal matriz pode ser obtida da matriz cujas
linhas sao

(01(ti)y ooy 0 (), 0pi1 (i), Trr1 (), -..)
através de operacoes elementares nas colunas que multiplicam o médulo do determinante

da matriz por 27° e sabemos que o determinante da ultima matriz é £ |A K|1/ 2,

Agora vamos proceder analogamente: seja € R” x C*® tal que + < [Nm(z)| < le

defina x0(Zg) = {wo(a) : a € Zg} que como R” x C* ¢ anel esta bem definido. E imediato
que zo(Zg ) € novamente um reticulado. O volume de seu paralelepipedo fundamental é o

modulo do determinante da matriz cuja ¢-ésima linha é:

(r101(;), ooy Trop (i), R(Tri10011 (), S(Xpr10r41 (), ) -

Como antes temos que o valor absoluto do determinante de tal matriz é 27° vezes o médulo

do determinante da matriz cuja ¢-ésima linha é:
(x101(), oy TrOr (i), Try10p41(i), Tyt Orpa (i), o)
que é, pela multi-linearidade do determinante igual a:

2 2 1/2 1/2
1] oo |z [ 1] o |2 P [ AR = [Nm(2)| [Ag ]2
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Portanto, zo(Zy) € um reticulado cujo paralelepipedo fundamental tem volume
27 |Ak["? [Nm(z)].

Note que enquanto z varia sobre 2+ < [Nm(z)| < 1 o volume permanece limitado.

Podemos entdo considerar um conjunto compacto, convexo e simétrico em relacdo a
origem T" C R" x C® tal que, de acordo com o teorema de Minkowski 3.2.8, para todo x
com 3 < |[Nm(z)| < 1 existe v € Zg, v # 0 tal que zo(y) € T. Os pontos de T' tem
coordenadas limitadas e, portanto, |[Nm(y)| < M, Vy € T e algum M > 0. Segue que
zo(y) € T = |Nm(zo(y))| < M, ou ainda,

Nm(y)| = Nm(o(1)] < e < 2M.
[Nm(z)]

Considere o conjunto {(’y)}ﬂ/e A de ideais de Zg onde «y varia no conjunto A dos v € Zg
para os quais existe x satisfazendo 1 < |[Nm(z)| <1 e zo(7) € T. Vimos que para um tal
v tem-se [Nm(vy)| < 2M onde M depende apenas de T. As proposicoes 3.1.2-3 e 3.1.3-1

combinadas afirmam que

(Nm(7)) = N(()) = (N((7))) = [Nm(7)] = N(v)

ou seja, para v € A temos N((7)) < 2M. O teorema 3.4.4 afirma que, neste caso, existem
apenas uma quantidade finita de tais ideais; digamos (1), ..., (¢). Assim, se v € A entdo
(7) = () para algum i. Segue que existe ¢ € Ui tal que v = v;e. Como v € A temos
zo(y) € T para algum z satisfazendo 3 < |[Nm(z)| < 1. Ou seja, zo(ve) € T que é
equivalente a zo(¢) € o(y; )T. Seja T' = (v, ) U...Uo(y, )T

Estamos prontos para terminar a demonstrac¢do. Afirmamos que (assumindo r+s—1 >
1 caso contrario ndo ha nada a ser feito) Vi € {1,....r + s}, Je; € Uk tal que Vj #
i, |oj(ei)] < 1. De fato, supondo que nao, 3¢ € {1,...,r + s} tal que Ve € Uk, 3j # i tal
que |oj(e)| > 1. Seja d = sup{|zg| : @ = (z1,...,2r45) € T'} e tome
1

=(d+1,d+1,...,————
Zo <+7 + 1, ’(d+1)T+S_1’

d~|—1,...,d+1>

onde o fator 1/(d + 1)"**~! aparece na i-ésima coordenada. Note que |[Nm(zo)| = 1. Da
hipotese de absurdo, Ve € Uk, 3j # i tal que |(zoo(¢));| = (d + 1)|oj(e)] > d donde
provamos que Ve € Uk, zgo(e) ¢ T'. Ou seja, Ve € Uk, Vk = 1,...,t, xgo(e) ¢ a(’yk_l)T,
ou ainda,

Ve € Uk, Vk =1,...,t, xoo(eyg) ¢ T.

Mas note que {(e7k) }eevy, kefl,....tt = {1(7)}rea donde para este z,,vale que Vy € A, w0 () ¢
T o que, como vimos, contraria o teorema de Minkowski. Isto demonstra o afirmado.

Seja entdo {€1,...,£r45) € Ug com tais propriedades. Segue que In |o;(e;)| < 0, Vj # i.

Afirmamos que {L(e1), ..., L(ey+5—1)} € conjunto linearmente independente no reticulado
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L(Uk). Para isto precisamos mostrar que a matriz cuja i-ésima linha é
(In|o1(gi)] sy 2In|orgs—1(2:)])
é inversivel. Os elementos fora da diagonal sdo negativos mas a soma
In|oi(e)] + ... +2In|o,45(gi)| =0
pois L(g;) € H. Assim,
In|o1(g)] + ... + 2Injoyys—1(g)| = —2In|or45(g;)| > 0.

Finalmente, pelo lema anterior tal matriz é inversivel o que demonstra a proposicdo. [

4.3. Unidades em corpos ciibicos de discriminante negativo

Vamos agora estabelecer uma relagdo importante para o caso dos corpos ciibicos de
discriminante negativo. Lembremos que pela proposi¢ao 1.3.20, sign(disc(K/Q)) = (—1)*
e, portanto, no caso em questdo devemos ter r = s = 1. Identifiquemos no que segue
K como um subcorpo de R através de sua tnica imersdo real. O teorema da unidade
demonstrado na ultima se¢do afirma entdo que Ux = {+&™ : m € Z} para alguma unidade

1

e. Note que como —&,e~ !, —¢~! também sdo unidades fundamentais podemos supor € > 1.

LEMA 4.3.1. Nas condigdes acima descritas tem-se |Af| < 4e3 + 24.

DEMONSTRAGAO. Como ¢ ¢ Q e [K : Q] = 3 devemos ter Q[¢] = K. Também como
s = 1 devemos ter que os dois conjugados de € devem ser complexo-conjugados. Denote
de' se= 0 < 6 < 7 tais conjugados. Devemos ter

4+1 = Nm(e) = (6e)(5e ) = 6 > 0

logo €62 =1 e § = e Y2, Escrevendo e = u?, u € R, u > 1 temos v~ 16, 416" como os
conjugados de €.

Seja A’ = D(1,¢,%). Sabemos que Ag|A’ pelo observado em 1.3.5 e, portanto, &
suficiente mostrarmos que |A’| < 4% + 24.

Pela proposicao 1.3.16 temos

(A’) 1/2 _ <u2 _ u—leie) (u2 _ u—le—w) (u—leie _ u—le—ie) _
=2 ((u3 + u_3) sin§ — 2 cos 0) sin 6.

Fazendo 2¢ = u3+u 3 temos |A’|1/2 = 4(£ —cos #) sin § que para u fixado atinge o méaximo

quando £ cos f — cos? 0 + sin? § = 0, ou seja,
Ecosf —2cos?0+1=0

Defina —g(x) = £z — 222 + 1, |z| < 1. Da férmula de Bhéskara e como & > 1 (pois u > 1
implica u?+u~3 > 2) vemos que uma raiz de g(x) é maior que 1. Sejam z¢, x; as raizes com
x1 > 1 entdo como x1xg = —1 temos —1 < zg < 0. Podemos melhorar nossas estimativas



4.4, CALCULO DE pux 65

para z( observando que g(0) = —1 e

-1 -1\ —1 3, g
—]=2({—=) “¢é|l=—=]-1==-(v"—-1)<0
9<2u3> <2u3> é<2u3> 7 )
e temos que —1 < zg < —1/2u®. Entdo, 23 > 1/4u® isto é, u=% — 423 < 0 donde

w8 — 4y —4ad <0

pois 4x3 < x5 + x3 para |zg| < 1. Usaremos a expressio acima a seguir.
Substituindo z¢ na expressao para A’ temos (fazendo cos 6 = x)

8] < 16(& — 2620+ ) (1 a3).
Usando que £xg = 223 — 1 e 223 = 42§ — 423 + 1 (pois g(7o) = 0) temos
A < 16(§2+2—4x%+$3—4xé+4$3—1+4mé—2$g—az4) =

6 9 —6
:16(§2+1—x(2)—a:é):16<%+1—x%—x3>:

= 4u® +24 +4 (u 0 — 4af — 42) < 4u° + 24.

Ou seja, |A'| < 4¢3 + 24 como querfamos. O

EXEMPLO 4.3.2. Voltando ao exemplo do inicio do capitulo seja « raiz real de X3 +
10X +1e K = Q[a). Vimos que a € Uxe que Ag = —4027 donde pelo lema acima ¢ >

{42224 > 10. Como a ~ —0,099903 temos —a ! & 10,00998 e como o = +e™, m € Z

-1

devemos ter —a~* = ¢ donde « também é unidade fundamental como tinhamos afirmado

no inicio do capitulo.

4.4. Calculo de ug

Como o titulo da se¢do sugere, aqui vamos estabelecer um procedimento (algoritmo)
para o calculo de ug.

Vimos que px é composto das raizes da unidade que estao em K. No préximo capitulo
vamos mostrar que se (,,, € uma raiz m-ésima primitiva da unidade, isto é, (¢(;,)"™ =1em
é o menor valor positivo do expoente para que isso acontega, entdo Q[(,,] é uma extensdo
Galoisiana de Q com grupo de Galois isomorfo a Z.),. Disso segue que se (,, € K, como
Q[¢m] C K, entdo ¢(m) = [Q[¢]:Q] | [K : Q] onde p(m) := card(Z),) é a fungdo totiente
de Euler.

Em particular dado K existe apenas uma quantidade finita de possibilidades para
m. Para cada m precisamos testar se Irr((,,,Q) € Q[X] tem raiz em K. Uma tal raiz
tem modulo limitado pelos coeficientes de Irr((,,, Q) e, portanto, h4a um limitante para os
coeficientes dos fatores de uma possivel decomposicio de Irr((,,, Q) em Zg[X]. Tomando
uma base integral para Zy temos uma quantidade finita de possiveis coordenadas para tais
coeficientes. O problema entao se reduz a uma busca por tentativa e erro.



4.6. REGULADORES 66

4.5. Calculo de um sistema de unidades fundamentais

Agora, vejamos um algoritmo para o célculo da parte livre do grupo de unidades.

O calculo de unidades no caso geral se concentra em achar muitas solugoes para
equacoes do tipo Nm(a) = m, onde m é fixo e entdo tomar o quociente de tais solugoes.
Tais equacOes s@o um tipo especial de equacao diofantina denominadas equacoes de Pell.
Felizmente para tais equagoes possuimos algoritmos eficientes para o célculo de solugGes.

Como existem apenas uma quantidade finita de ideais a com N(a) = m, se tivermos
mais solucOes para a equacao acima do que o numero destes ideais entao freqlientemente
teremos o;Zi = ojZk donde o;/a; é uma unidade. Fica entdo apenas restando achar um
nimero r + s — 1 de tais unidades que sejam linearmente (integralmente) independentes,
para o qual também possuimos algoritmos eficientes.

Para uma exposicao detalhada de tais algoritmos recomendamos [Coh96, Cap.1|. Note
que o método descrito aqui é em esséncia 0 mesmo que o usado na demonstragao do teorema
da unidade.

4.6. Reguladores

Nesta tltima secao definiremos apenas por completeza, j4 que nada daqui serd usado
adiante, outro importante invariante de K. Sejat = r + s — 1 e uq,...,u; um sistema
de unidades fundamentais. Entdo L(u;) (definido anteriormente no capitulo) geram o
reticulado L(Uk) em RY.

DEFINIGAO 4.6.1. O regulador de K, denotado por Reg(K), é definido como o de-
terminante da matriz cuja i-ésima linha é L(u;). A menos de sinal, este é o volume do

paralelepipedo fundamental de L(Ug).

O regulador atua para Uy /i (unidades modulo torgdo) da mesma forma que o dis-
criminante atua para Zg . Pode-se definir o regulador para um conjunto qualquer {1, ..., ¢ }

de unidades (na realidade ja o usamos na demonstragdo do lema 4.3.1) e entdo

] _ |Reg(eq, ..., &)
(Ug : span ({e1,....e:} U pg))* = W

como com o discriminante.
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CAP{TULO 5

Extensoes Ciclotémicas

Neste curto capitulo identificaremos as construgoes da teoria algébrica de nimeros
desenvolvida anteriormente no caso das extensoes ciclotomicas de Q que, por definicdo,
sdo as geradas por raizes da unidade. Elas proporcionam exemplos importantes da teorial
além de possuirem aplicacdes em outros problemas como o Ultimo Teorema de Fermat que

veremos no préximo capitulo.

DEFINIGAO 5.0.2. Um elemento ¢ de um corpo L é uma raiz n-ésima primitiva da
unidade se e somente se (" = 1 e n € N é minimo com tal propriedade. Em outras
palavras, ¢ é elemento de ordem n do grupo multiplicativo L*.

EXEMPLO 5.0.3. Em C as raizes n-ésimas da unidade tem a forma e2™(m/%) m n € Z.
O lema a seguir afirma, em particular, que uma tal raiz é primitiva se e somente se m é

primo com n.

LEMA 5.0.4. Seja ¢ € L uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entdo (™ € uma raiz

n-ésima primitiva da unidade se e somente se m € primo com n.

DEMONSTRAGAO. Suponha que (" tem ordem n em L* e seja d um divisor comum

de m e n. Entao
(™ =M =1
donde necessariamente d = 1 e segue o desejado. Reciprocamente, se m e n sdo primos
entre si existem a,b € Z tal que am 4+ bn = 1 e entdo ¢ = (™" = (9 Assim, se
(¢™)% =1 teremos
¢f= ()t =) =1

donde n|d pois ¢ tem ordem n. Logo, (" tem ordem maior ou igual a n. Como (¢"™)" =
((™)™ =1 ele tem, de fato, ordem n. O

Em tudo que segue neste capitulo fixamos K := Q[(] onde ¢ é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Note que ¢* # (7 para i # j modn. Segue que K possui todas
as raizes de X™ — 1 (as raizes n-ésimas da unidade). Como K é gerado por tais raizes

L As extensdes ciclotomicas foram, historicamente, os primeiros e mais importantes exemplos para a teoria
algébrica de nimeros. Tal foi seu uso que por alguns anos as suas propriedades aritméticas particulares
foram erroneamente tomadas como propriedades compartilhadas por todas as extensdes numéricas (isto &,
sobre Q). Por exemplo para extensdes ciclotomicas tem-se Zqr] = Z[(] (veremos adiante) e acreditou-se
que isso seria valido em geral, coisa que vimos ser falso no exemplo 1.3.21.

68



5. EXTENSOES CICLOTOMICAS 69

ele é o corpo de decomposi¢do de X™ — 1 [Mil98b, pg.23|, em particular, Q C K é uma
extensdo Galoisiana. Seja G := Gal(K/Q). E facil ver que os elementos de ordem n de
K sao estaveis pela agdo de G, isto é, o subgrupo gerado pelos elementos de ordem n de
K é preservado por GG. Portanto, pelo lema acima, dado 7 € G tem-se 7(¢) = (™, onde
m € primo com n e tnico moédulo n. Temos entdo um monomorfismo (lembrando que os
elementos regulares de Z,, sdo justamente as imagens do nameros primos com n) G — Z).

Vamos mostrar a seguir que esta aplicagdo € um isomorfismo o que, por resultados
classicos da teoria de Galois, equivale & igualdade

(K : Q] = ¢(n) = card (Z))
onde ¢ é a aplicacao totiente de Euler.

DEFINIGAO 5.0.5. O n-ésimo polinémio ciclotémico é definido como

®,(X) = [[(X =)
onde (' percorre o conjunto das rafzes n-ésimas primitivas da unidade.

Pelo discutido acima, G fixa ®,,, donde ®,, € Q[X]. Como ®,,({) = 0 temos que ¥, =
Irr(¢, Q) se e somente se ®,, é irredutivel. Neste caso teremos [K : Q] = deg(®,) = ¢(n).
Em suma, temos as seguintes equivaléncias:

(1) 6=z

(2) [K:Q] = ¢(n)

(3) G age transitivamente nas raizes n-ésimas primitivas da unidade.
(4) ®,, é irredutivel.

Note que cada raiz n-ésima da unidade é uma raiz d-ésima primitiva da unidade para
exatamente um d divisor de n, pois se (" —1 = 0, entao ( tem ordem, no maximo, n e sua
ordem divide n. Segue que

(5.0.1) X" —1=]]on(x
dln

Examinemos primeiro o caso n = p", p primo.

PROPOSICAO 5.0.6. Nas condigdes acima descritas para K e com n = p", p primo
tem-se:
(1) K D Q tem grau igual a o(p") = p"*(p —1).
(2) O anel de inteiros de K ¢é Z[(].
(3) O elemento m:=( —1 € primo em Zk e pZi = ()¢ com e = p(p )
(4) 0

Tem-se disc(Zi /Z) = +p° para algum ¢ € N. Em particular, p € o inico primo

que se ramifica em Q.

DEMONSTRAGAO. Primeiro note que, obviamente, Z[(] C Zx e que se ¢’ é outra raiz
p’-ésima primitiva da unidade entdo ¢’ = (¥ e ¢ = (¢')!, para s,t € N. Logo, Q[¢'] = K e
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Z[¢') = Z[¢]. Agora,

1-¢=1-¢=01-¢0+¢(+...+¢") = 1-¢ =1+¢+...+¢ ez

1-¢
e similarmente 1 — (/1 — ¢’ € Z[(] donde 1 — (/1 — (' é uma unidade de Z[¢] bem como de
Zg.

A equagdo (5.0.1) nos da:

X7 =1 =] 2a(X) = 2p(X)®p2(X).. 0 (X) =

dlp”
=TI ®uX) ] @pr(X) = (X7 = 1) 0 (X) =
d‘pr—l
XP -1 -1 n—
(5.0.2) — O, (X) = = =1ttt =X

X1 t-1
Segue que ®,-(1) = p. Usando a definigdo de ®, temos que

pz@pT(l)ZH(l—C’)znll_C 1-Q)=u][1-0) =u-¢)*")

onde u € Z[(]*. Portanto, temos a seguinte igualdade de ideais em Z:

(p)=@m:=1-Ce=p(p).

Como ¢(p") > [K : Q], do fato do homomorfismo G' — Z,; discutido anteriormente ser
injetor e do teorema 2.6.2 devemos ter f = g = 1, ou seja, (7) é ideal primo em Zg tal
que f((m)/(p)) =1e (p) = (x)?®"). Com isto provamos (1) e (3).

Agora vamos provar que disc(Z[(]/Z) é poténcia de p. Da observagdo 1.3.5 isto impli-
card que disc(Zg /Z) é poténcia de p (provando (4)) e que (Zx : Z[(]) é poténcia de p.
Neste caso, pM (Zr /Z[¢]) = 0 para algum M € N, ou seja, pMZx C Z[C].

Ja sabemos que @, = Irr(¢,Q) podemos entdo usar a proposi¢ao 1.3.16 para calcular
disc(Z[(]/Z). Assim,

disc (Z[¢]/Z) = disc (P (X)) = £ Nmg g (®}-(C))
Diferenciando a primeira equagao da expressao (5.0.2) e substituindo X por ¢ obtemos

pr¢p Tt

Como ¢ é unidade (pois (" =1 == (! = (¢"!) temos Nmg /¢ = 1 e & claro que

@, (C) =

Nmg /q(p") = (p")#®") = pr¢@") . Calculemos NmK/@(CPS —1). Primeiro, para s = 0: o
polinémio minimo de 1 — ¢ é f(X) := ®,-(1 — X) ja que ele & monico e irredutivel pois se
®,r(1 - X)=P(X)Q(X) com P e @ ndo constantes entdo ®,(X) = P(1 - X)Q(1 — X)
contrariando a minimalidade de ®,-(X). Agora, f tem termo constante f(0) = ®,(1) = p.
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Vimos que, a menos de sinal, a norma de um elemento é exatamente o termo constante do

seu polinémio minimo. Logo, Nm qg(1 — () = £p. Usando isso, calculemos agora para
. s, . g o, . e . . , .

s < r: éclaro que (P & uma raiz p"~*-ésima primitiva da unidade e o célculo acima (com

r — s no lugar de r) mostra que
_ (P =
NmQ[Cps]/Q (1 ¢ ) = +p.

Pela transitividade da norma em torres de extensoes e do fato que Nmy;,;, o = oML parg,
a € L temos que Nmy /g(1 — ¢P") = p% a < r. Portanto,
T ‘s
Nmy g (®,-(¢)) = izL(p) =p% ceN

a

pois a < 7.

Resta-nos mostrar (2). Como f((7)/(p)) = 1 temos que a inclusdo Z — Zk induz um
isomorfismo Z, = Zg /(7). Em particular Z + nZx = Zg e, é claro, Z[(] + nlk = Zk.
Multiplicando por 7 temos também 7Z[(] + 727 = 7Zp. Dado a € Zg usando estas
duas equacgoes podemos escrever

a=d +v;d € 1Zk,vy € Z[(]
o =" ++5 " € n?Ly,A € Z[(].
Logo, a = (v +7') + , ou seja, temos que Zy C Z[(] + 7w2Zy provando que Zx =

Z[¢] + 7*Zy. De maneira geral temos Zj = Z[(] + 7™ Zx, ¥m € N. Mas vimos que para
m > M tem-se p™Zy C Z[(] donde

Vm > M, Z[(] + 7™ Zk = Z[c].

Isto mostra que devemos ter Zx = Z[(] como queriamos. Il

OBSERVAGAO 5.0.7. O sinal de disc(K/Q) pode ser facilmente calculado a partir do
critério de Stickelberger. Como K ndo possui imersoes reais a menos que ( = +1 (neste caso
K = Q) temos sign(disc(K/Q)) = (—1)%, onde s = [K : Q]/2 = ¢(p")/2 = (p — 1)p"~1/2.
Se p = 2 temos s impar se e somente se r = 2. Se p # 2 temos p = 1 mod4 ou p = 3 mod 4

e é imediato que s é impar se e somente se tem-se o dltimo.

OBSERVAGAO 5.0.8. Sejam ( e (/, respectivamente, raizes p"-ésima e ¢*-ésima primitivas
da unidade com p # ¢. Entdo Q[¢] N Q[¢'] = Q, pois da proposi¢do acima resulta que
L C Q[¢] implica que p é o Gnico possivel primo que ramifica-se em L e o anélogo vale para
Q[¢’]. Como a interseccdo dos dois esté contida em ambos devemos ter Q[¢] N Q[¢'] = Q.

A seguir vamos ao caso n arbitrario.
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LEMA 5.0.9. Sejam L e M extensoes finitas de Q tais que [LM : Q] = [L : Q][M : Q]
onde LM denota o compdsito® de L ¢ M e seja d = ged(disc(Zy),disc(Zy)).  Entéo
Zim C d_lzLZM.

DEMONSTRAGAO. Sejam {a,...,o;} e {1,..., Bm} bases integrais de L e M respecti-
vamente. Entao {o;/3;};; gera LM e da hipotese da dimensdo, forma uma base para LM

sobre Q. Assim, qualquer v € Z s pode ser escrito como
o
ij oo
V= Z — 5 agy, iy € L
— Tij
Z?]
que fazendo r := ged(r;;) podemos reescrever como
Qi
(5.0.3) V= Z TOézﬂj; aij,r € L
Z7-]

e de maneira que nenhum fator primo de r divide todos os a;;. Precisamos mostrar entao
que 7|d pois, neste caso, se s = d/r entdo d~' = (rs)"le
=3 %azﬂj e d Y2 2.
0.

Identifiquemos M com um subcorpo de C (através de uma imersdo qualquer) e seja o uma
imersao de L em C. Afirmamos que o estende-se de maneira tnica para uma imersao de LM
em C. Para isso, escreva L = Q[a] (aqui, usamos o teorema do elemento primitivo) e segue
entdo que LM = M]Ja]. Da hipétese de dimensdo deduzimos que Irr(o, Q) = Irr(c, M)
(caso contrario terfamos [LM : Q] < [L : Q][M : Q]). Assim, existe um (anico) L-
homomorfismo 7 mapeando o em o(«), isto é, tal que 7|, = 0. Podemos, entdo, abusar e
denotar 7 por o também. Aplicando o na formula (5.0.3) acima obtemos

() =Y o () B

0.

Escreva x; := _,(a;;/r)pB;, de forma que se 01, ..., 0, 530 as imersdes de L em C tenhamos

o seguinte sistema de equacoes lineares:

Zak(ai)wizak(’y); 1<k<m.

Pela regra de Cramer temos Dx; = D;, onde D = det(ox(a;)) € D; € Zpp pois D; é um
determinante de uma matriz com coeficientes em Zp ;. Sabemos da proposicao 1.3.7 que
D? = disc(Zy/7Z) = Ar, de onde Apz; = DD; € Zpys e, por outro lado, Apz; € M.
Assim, como Apx; € M N Zpy devemos ter Apx; € Zyy. Agora, Apx; = Zj Ar(aij/r)B;
e {3} é base integral, portanto, (Ara;j)/r € Z, ou seja, r|Apa;;, Vi,j. Segue que r|Ap.
Similarmente deduzimos que r|Ajys donde r|d como queriamos. O

20 menor corpo contendo os corpos dados.
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THEOREM 5.0.10. Seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, n € N e K = Q[(]
como antes. Entdo:

(1) K tem grau p(n) sobre Q.

(2) O anel de inteiros de K ¢é Z[(]

(3) Se p ramifica-se em K entdo p|n. Mais precisamente, se n = p"m com p t m
entao

(p) = (p1...ps)?®")

em K com p; primos distintos de Zx .

DEMONSTRACAO. Procederemos por inducdo no ntmero de primos dividindo n. No
caso deste niimero ser 1 temos n = p” que é a proposicao 5.0.6. No caso de ele possuir mais
de um primo em sua fatoracgao, selecione um e escreva n = p"m com p f m. Como m possui
menos primos em sua fatoracdo podemos assumir, pela hipétese de inducdo, o teorema
valido para ele. Defina (pr := (" e G, 1= ¢P" notando que Cpr € G sdo rafzes p'-ésima e m-
ésima primitivas da unidade, respectivamente. Note também que K = Q[(] = Q[(pr]Q[(m]-

Sabemos que [Q[(yr] : Q] = ¢(p") e [Q[Gn] : Q] = ¢(m) pela hipdtese de inducdo.
Considere o seguinte diagrama que mostra a fatorizacdo de (p)Zx e onde os nimeros no
interior do losango sdo as respectivas dimensoes das extensoes:

( H ‘Bf) e(p")

aN

pso(pr) H 0

)

(p)

Os g; s@o distintos, pois pela hipétese de inducdo p ndo ramifica-se em Q[(,,]. Além
disso, os indices de ramificacdo dos B; sdo os mesmos, pois Q[(,r] C K é Galoisiana.
Sabemos do discutido no inicio deste capitulo que [K : Q] < ¢(n). Em particular, temos
d < p(n)/p(m) = ¢(p") (a funcdo totiente de Euler & multiplicativa). Mas observe que
Bilgr para algum k. Neste caso, (‘,Bf)@(pr)mk, pois um primo nédo pode estar acima de
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dois primos distintos. Portanto, do teorema 2.6.2 devemos ter ep(p”) < d < ¢(p”") donde
d=p(p") e e =1. Isto demonstra (1) e (3).
Para (2) observe que p { disc(Zgqy,,]/Z) donde como disc(Zgj,.)/Z) = £p° temos que

tais discriminantes sdo primos entre si. Do lema anterior segue que

Zk C Lo, Zgic,) = ZlGpr|Z[Cm] = Z[¢]

onde, novamente, usamos a hipdtese de inducao e a proposi¢do anterior. Segue que Zg =
Z[¢]. O

Com isso encerramos este capitulo onde conseguimos resultados importantes sobre a

aritmética das extensdes ciclotomicas.



CAP{TULO 6

O Ultimo Teorema de Fermat Para Primos Regulares

Neste dltimo capitulo usaremos a teoria desenvolvida até aqui para dar uma solucao
parcial para um problema famosissimo: o dltimo teorema de Fermat. Até a solugdo com-
pleta dada por A. Wiles em 1995 o que apresentaremos aqui era o melhor resultado na di-
recao de resolver este problema. Esta solucao parcial é atribuida a E. Kummer, matematico
alemdo a quem boa parte da teoria dos dominios de Dedekind (ndo na linguagem e gen-
eralidade aqui desenvolvidas, é claro) é atribuida. Em realidade, Kummer ndo buscava
diretamente resolver o problema de Fermat quando desenvolvia sua teoria, mas, com o
tempo ficou evidente a abrangéncia e utilidade desta.

O problema de Fermat consiste em provar a seguinte afirmacgdo: dadon > 3, n € N

nao existe solucao inteira para a equacao
(6.0.4) X" +Y"r=2".

Este é um exemplo de um problema diofantino particularmente dificil, visto que as técnicas
usuais, como a utilizada para resolver as equacoes de Pell discutidas brevemente no capitulo
sobre o teorema da unidade, falham.

Hoje em dia este problema também pode ser descrito como um problema de Geometria
Aritmética. Se dividirmos a equagdo acima por Z" obtemos a seguinte equagao:

a"+8"=1; 0,0 Q.

Enquanto que a Geometria Algébrica preocupa-se em descrever as propriedades geométricas
e, em ultima instancia, encontrar as solucdes para um sistema algébrico! sobre um corpo
algebricamente fechado, a geometria aritmética propoe-se em estudar o comportamento
destes mesmos problemas sobre a mudanga do corpo subjacente. Em geral estuda-se estes
problemas sobre uma extensao finita de Q. Uma étima referéncia para este campo moderno
e muito abrangente é [Lor95]. A solugdo apresentada por A. Wiles para o problema
pertence a este campo e é uma abordagem muitissimo diferente da utilizada aqui.

Em primeiro lugar observe que podemos reduzir o problema para expoentes primos.
De fato, se provarmos a inexisténcia de solucbes para os primos e se z,y,z € 7Z €& uma
solucdo para o expoente n sendo p|n, p primo, entdo a"/P y"/P 2"/P geria uma solugio
para o expoente p e teriamos um absurdo. Por fim prova-se facilmente em [Edw77, Secdo

1.5, pg. 9] que ndo existe solugdo para o caso n = 4 de maneira a excluir os nameros da

1Conjunto finito de polinémios com coeficientes em um corpo.
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forma 2%, k > 1 que sdo os Gnicos naturais maiores que 2 ndo divisiveis por um primo
p > 2.

Aqui usaremos o que conhecemos da aritmética das extensoes ciclotémicas para mostrar
que nela conseguimos uma fatoragdo conveniente para a equacdo de Fermat e que, com
algumas hipoteses adicionais sobre o expoente primo p 2, de fato, é impossivel uma tal
solucao.

Para mais informagoes historicas indicamos o livro [Edw77|. Na proxima se¢do vamos
expor a idéia principal da demonstracao que consiste na fatoragdo "inteligente" da equacao
(6.0.4) dada por Lameé e implicitamente presente nas solucoes dadas por Euler para o caso

p = 3 e Dirichlet para o caso p = 5.

6.1. A idéia de Lameé e o caso (I) do teorema de Fermat

Suponha que (z,y, z) € uma solugdo inteira da equagdo de Fermat (6.0.4) onde n = p
com p primo impar. Primeiramente, note que podemos supor x,y,z dois-a-dois primos
entre si, pois se dois deles tem um fator em comum o terceiro necessariamente também
tera este fator de forma que podemos eliminé-lo da equagao.

Nesta secdo vamos expor a idéia principal e demonstrar o tltimo teorema de Fermat
no caso particular onde supomos que p { xyz, isto é, que p ndo divide nenhum dos niimeros
da hipotética solucdo. Este é o denominado caso (I) do teorema de Fermat.

Considere o polinémio t? 4+ 1 cujas raizes sao —1,—C,...,—(?~! onde ¢ é uma raiz
p-ésima primitiva da unidade. Assim, tP +1 = Hfz_ol (t + ¢*). Substituindo t por z/y
obtemos:

z\? Lty , xP 1 4 pl .
<§> +1=H<§+CZ> — E—Fl:y—pH(m—i—yCl) = 2"+’ =[] (= +y¢)

1=0 =0 1=0
isto &,
p—1
(6.1.1) #=]](=+y).
1=0

A equacdo acima é o ponto chave da demonstracdo e foi primeiramente considerada
por Lamé. Este, sem o suporte da teoria dos inteiros ciclotémicos, achava que os ntmeros
da forma a + b(%; a,b € Z seriam os inteiros da extensio K := Q[¢]. Assim, como pelo
lema abaixo os fatores da equagado sdo primos entre si, cada fator deveria ser uma p-ésima
poténcia. Vimos que, realmente, Zx = Z[(] mas a conclusao que os fatores sdo p-ésimas
poténcias é falsa em geral. Isto foi apontado por Liouville, ja era sabido por Kummer e
se deve ao fato que Z[(] ndo necessariamente ¢ dominio fatorial, como vimos. A teoria do
grupo de classes de ideais responde justamente esta pergunta.

2Explicitamente a hipétese que p { hg[) onde ¢ é uma rafz p-ésima primitiva da unidade.
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LEMA 6.1.1. Nas hipdteses da secio, os elementos x+('y € Z[(] sdo dois-a-dois primos

entre si.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que nio existe um ideal primo q dividindo (z + (%y)
e (z + (Jy), simultaneamente, se i # j. Supondo o contrario temos

(6.1.2) ql (z+ ¢y —a—y) = (=) y=(1-¢ ) y=py

pois (/7' =(CFparak=j—imodpel <k <p—1(k#0poisi#j)ep=(1—-C) como
no capitulo anterior. Similarmente q|pxz. Como x e y sdo primos entre si temos p = q.
Agora (z+y) = (2 + ('y) como ideais pois ¢ € Ug. Logo, x+y = z+ 'y = 0 mod p. Mas
entdo x+y € pNZ = (p) e 2P = 2P +y? = x +y = 0 mod p donde p|z o que é absurdo. O

A idéia genial de Kummer é observar que como Z[(] tem fatoragdo tnica de ideais
podemos olhar para a equac@o (6.1.1) como expressando uma igualdade de ideais. Como
pelo lema acima os fatores sdo primos entre si, cada fator é uma p-ésima poténcia de um

ideal fracionario. Isto é, podemos escrever
(6.1.3) (z+('y) = al.

A seguir, Kummer fez a hipotese adicional que p { hx onde, como antes, hx denota o
nimero de classe de K. Com esta hipotese temos que Cl(K) nao tem elementos de ordem
p de forma que na equagdo acima devemos ter a; € P(Z[(]) (na notagdo do capitulo 3,
P(Zk) & o subgrupo dos ideais principais), isto é, a; = (a;); «; € Z[(] e assim conseguimos

"consertar" a demonstracdao de Lamé que vamos expor.
LEMA 6.1.2. Para todo o € Z[(], of € Z + pZ[(].
DEMONSTRAGAO. Escreva a = ag + a1 + ... + ap—2(P~%; a; € Z. Entdo
of = (ag+ ... + ap_ggp—2)” =al+adl (O +...+ G“Z—2 ((p_2)p mod pZ|[(]
pois os coeficientes binomiais sdo multiplos de p. Agora (P = 1 donde
of =ag+ ...+ ap_, mod pZ[(]
0 que mostra o desejado. O

O lema acima mostra que em Z[(] toda p-ésima poténcia é congruente, médulo p, a

um inteiro.

LEMA 6.1.3. Suponha o = ag + a1 + ... + ap_lgp—l, com a; € Z e pelo menos um
a; = 0. Entdo se o € divisivel por um inteiro n, isto é, a € nZ[(] entdo cada a; € divisivel

por n.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que ®,(X) = 1+ X +...+XP~! pois XP—1 = (X —1)®,(X)
assim 0 = 1+(+...+(P~ L. Segue dai que qualquer subconjunto de {1,¢,...,(P~!} com p—1
elementos ¢ uma base de Z[¢]. Suponha que a;, = 0 entdo escrevendo a = nf; § € Z[(] e



6.1. A IDEIA DE LAME E O CASO (I) DO TEOREMA DE FERMAT 78

como {1,(,...,¢P71} — {¢;, } € base temos 3 = by + ... + b,_1(P~! de maneira Gnica e com
bi, = 0. Segue que o = nf =nby + ... + nbp_lgp_l donde ag = nby, ...,ap—1 = nb,—1. U

LEMA 6.1.4. Se a € um inteiro algébrico cujos conjugados possuem, todos, valor abso-

luto 1 (com respeito a alguma imersao em C) entao o é uma raiz da unidade.

DEMONSTRAGAO. Seja a; = «, aa, ..., o, 08 conjugados de a. Por hipétese |o;| = 1, Vi.
Fixe m € N, m # 0 e seja 1 = o/*. Sejam também f(X) = Irr(3,Q) = X* + a; X+~ +
. tap; a; € Z e Bo,..., B os conjugados de 5. Entdo §; = o' para algum j. De fato,
denotando L = Spl(f) o corpo de decomposicao de f e G o grupo de Galois de L, sabemos
que G permuta os «;. Temos entdo a torre Q C Q[f31] C Qo] € L com Q C L galoisiana.
Segue que Q[fA1] C L e Q1] € L também sdo galoisianas. Portanto, f; = o(f1) para
algum o € G. Ou seja, §; = o(f1) = o(af') = o(a)™ = o, para algum j como
querfamos.

Agora, em particular, temos |G;| = |o;|™ = 1 da hip6tese. Vimos na observacio 1.1.3
que a; = +S;(f1, ..., B ) onde S; denota o I-ésimo polindémio simétrico elementar. Portanto,

il =1 Y BiBu| < D 1BuBil= D 1=<I;>§k‘

11<...<9; 11<...<9; 11<...<9;

e como Q[a™] C Q[a] temos que k divide [Q[a] : Q] = n. Em suma, mostramos que
para qualquer m € N, m # 0, o valor absoluto dos coeficientes do polindmio minimo de

™ ¢ limitado pelo grau de a sobre Q. Portanto, s6 existe uma quantidade finita de

o
polinémios minimos que possuem uma poténcia de o como raiz e, em particular, sé existe
uma quantidade finita de poténcias de a. Segue que a tem ordem finita em C*, isto &,
é raiz da unidade. O

PROPOSICAO 6.1.5. Seja v uma unidade de K. Entdo u = ("v onde v € K ¢ tal que

v=0v3

DEMONSTRAGAO. Seja o1 : K — C uma imersao e a utilize para identificar K com
um subcorpo de C. Defina o = u/u € Zy pois 4 € Ug. Se o/ ¢ um conjugado de « entdo

7
o (u)

onde ¢ é o0 automorfismo determinado por o(«) = . Pelo lema anterior, « € pg, ou seja,
u/u = +(*.

o (u) »

o] = |o (@) =

o (a)

Suponha que u/u = —(* e escreva u = ag + a1{ + ... + ap—2(P "2 entdo u = ap + ... +
ap—2 mod(m) onde 7 = 1—( como no capitulo anterior. Também, @ = ap+...+a,—2 mod(7)
donde u = w mod(m). Por outro lado, como u = —(*u temos u = —u mod (7). Segue que
u = —u mod(m), ou seja, 2u = 0 mod(w). Como 2 ¢ (7) e (7) € primo temos u = 0 mod(m)

3Um elemento como este é denominado real. Ele pertence ao corpo Q[¢ + ¢~ !] € K que é o subcorpo real
maximal.
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o que é absurdo pois @ € Ug. Portanto, u/u = +(%. Seja r tal que 2r = a mod p e defina
v:= (" %u. Entdo u = ("v e note que ¥ = (" = ("(~"v = v como querfamos mostrar. [J

Armados destes resultados voltamos ao teorema de Fermat. Tinhamos (:13 + Ciy) =
(a;)?. Tome i = 1 e omita os indices. Entéo temos z+(y = ua® para u € Uk. Identificando
K com um subcorpo de C através de alguma imersao pré-fixada, podemos pela, proposicao
anterior, escrever u = ("v, com v satisfazendo ¥ = v. Pelo lema 6.1.2 existe a € Z tal que

aP = a mod pZ[¢]. Portanto,
x4 Cy = ("va? = ("va mod pZ[(]
r+ Cy = ¢ "va? = (""va mod pZ[(].

Tomando o produto obtemos
(z + Cy) ¢ "va = (z + ¢ 'y) ("va mod pZ[(] =
= (z+Cy) ("= (x4 ly) ¢ modpZ[(] =
(6.1.4) — 24 Cy—C¥x— ¢y =0 modpZ[C].

Agora, se 1,¢,¢? 1, (?" sdo todos distintos e supondo p > 5, pelo lema 6.1.3, p divide = e
y contrariando nossas hipdteses. Portanto, restam as seguintes possibilidades:

(1) 1 =¢?": Entdo a equacdo (6.1.4) reduz-se a Cy — ¢~y = 0 mod pZ[(] e o lema
6.1.3 implica que p divide y. Absurdo.

(2) ¢ =(¢*~!: Entdo a equacio (6.1.4) implica = — 2z = 0 mod pZ[(] e, novamente,
o lema 6.1.3 implica que p divide z. Absurdo.

(3) 1=¢?~!: Entdo ¢ = ¢* e6.1.4 implica (z —y) — (v —y)¢ = 0 mod pZ[¢] e o lema
6.1.3 implica que p divide z — y.

Para terminarmos vamos mostrar que o caso (I) do teorema de Fermat é verdadeiro para
p = 3 e concluir um absurdo do item (3) acima.

Se p = 3 note que os tnicos cubos médulo 9 sdo —1,0, 1 e, portanto, como x3,y>, 23 #
0 mod p, por hipétese, temos z° +y> = —2,0,2 mod 9 e 22 = —1,1 mod 9 o que é absurdo.

Por fim, note que se p > 5 ndo podemos ter t = y = —z modp, caso contrario,
terfamos 2P = aP + y? = —22P mod p, ou seja, p|z contrariando as hipo6teses. Portanto,
uma das congruéncias acima é falsa e reescrevendo a solucao da equagdo de Fermat como
P+ (—2z)P = (—y)P, se necessario, podemos supor = # y mod p, isto é, p {  —y de maneira
que temos um absurdo no caso (3) acima. Isto conclui a demonstracdo do caso (I) do
teorema Fermat para primos p tais que p{ hx.

Na proxima se¢do nos concentraremos no chamado caso (II) do ultimo teorema de

Fermat, muito mais dificil e onde serd necessério mais uma hipétese sobre p.
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6.2. As unidades de Q[(] e o caso (II) do teorema de Fermat

Agora vamos analisar a equagdo de Fermat no caso em que a suposta solugao (z,y, 2)
é tal que, sem perda de generalidade, os niimeros sdo dois-a-dois primos entre si e p|zyz.
Neste caso, p divide apenas um dos niimeros pois sendo ele dividiria todos o que contraria
a hipotese deles ndo terem fatores em comum. Reescrevendo a solucdo, se necessério,
podemos supor que p|z. Este é o famoso caso (II) do teorema de Fermat e é bem mais
dificil.

No caso (I) usamos o grupo de classes de ideais, ao fazermos a hipotese de que p 1 h,
para resgatarmos a idéia de Lamé. Esta idéia que funcionou tao bem, aqui, serd ainda mais
importante. No presente caso, como vamos ver, os fatores da decomposicao da equacdo
(6.1.1) ndo sdo mais primos entre si e entdo as unidades de K entram em jogo. Vamos
definir um grupo de classes de unidades quocientando as unidades por um subgrupo de
unidades "boas" e entdo fazer a hipotese de que p ndo divide o namero de tais classes.

Seja entdo p > 2 um primo e, como antes, K := Q[¢] onde ¢ é uma raiz p-ésima
primitiva da unidade. O teorema da unidade nos diz que Ux = pux @ Z°~! onde s =
(b —1)/2

Se (z1,...,x5) € Z° & tal que x1 + ... + x5 = 0, o inteiro ciclotémico

(6.2.1) +CF (1 -0, (0)™ ... (1 — 04 (O)™ € Uk

onde o1, ...,05 : K — C & um conjunto completo de imersées duas-a-duas ndo conjugadas.
Isto segue do fato que se ¢’ € um conjugado de ¢ entdo (1 —¢')/(1 —¢) € Uk, que foi visto
na proposicao 5.0.6. Assim,
1— - zs
(1= 0y () (1= 00y = et (LN (12 @)
1-¢ 1-¢
pois (1 — ()™ T+ = (1 ()" = 1.

NOTAGAO 6.2.1. Seja Vi o subgrupo de Uy gerado por unidades do tipo (6.2.1) e seja
kx = (Uk : Vi) o nimero de classes de unidades de K que ¢ finito pois Vi tem o mesmo

posto que Uk e Z é dominio.

A partir de agora vamos supor também que p 1 kx. Ou seja, temos p > 2 e pt hxkk.
Primos desta forma s2o os que Kummer denominou de primos regulares. Posteriormente,
ele mesmo concluiu, que sempre ki |hx de forma que podemos definir a regularidade de

um primo apenas em termos da divisibilidade de hx por p.

DEFINIGAO 6.2.2. Um primo p é dito regular quando p f hx onde hg é o ntimero de
classe de ideais do corpo Q[(].

4Lembremos que neste caso r = 0 e [K:Q=p—1
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OBSERVAGAO 6.2.3. Se v, ..., v € um conjunto de representantes para Uy /Vi podemos
supor pela proposic¢do 6.1.5 que vy, ..., v s30 reais, isto é, v; = ¥; (conjugado complexo em
alguma imersdo em C pré-fixada).

Vamos a demonstragio reproduzindo aqui a equagao (6.1.1):

p—1

zp:H(a:+yCi).

i=0
Olhando a prova do lema 6.1.1 vemos que ele nao mais se aplica e, de fato, olhando a
equacio (6.1.2) observamos que o tnico possivel fator comum entre x + y¢? e x + y¢/ é
m = 1— (. Como no caso (II) do teorema de Fermat temos p|z deduzimos que 7|z e,
portanto, necessariamente, 7|(z + y¢?), Vi. Mais que isso, como x e y sdo primos entre si

1

da mesma equagao temos que (x + y¢ i)7r_ sao dois-a-dois primos entre si.

Da mesma forma que no caso (I) teremos

x4y P
— =yt
T

com u; € Ug e a; dois-a-dois primos entre si. Em particular, 7 divide, no méximo, um «;
e, de fato, ele divide g pois como p|z temos 0 = zP = 2P + yP = x +y mod p pelo pequeno
teorema de Fermat. Assim,
plr+y = 7P Hr 4y = ﬂp_2\u0a€.
Escreva ag = 7™w onde w1 w, m > 1. Entre as p equagOes acima temos em particular5
r+y(h =mui0f,
x +y = muom"Pw?

T+ y¢ = muraf.

Subtraindo a 2° equacao da 3° e a 1° da 2° obtemos

(-1 y=mny=mn(uiof —uon™ wP)

(1=¢Ny=¢(¢C-Dy=¢tmy =7 (upn™w? —u_ya ).
Ou seja,
(urad] — upm™PwP) = ¢ (uowmpwp — u_lalil)
que equivale a
0=wad —(C+1)upr™wP +u_1a” .
Como ¢ +1=(¢2-1)/(¢ — 1) € Uk, podemos colocar a equacio acima na forma:

Upn™PuwP = alf + Ul_lazil; Uo,Ul_l € Uk.

SLembremos que os indices ¢ estdo definidos modulo p de forma que podemos substituir o indice i = p — 1
por i = —1.
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Agora, olhando esta equacio modulo (p) = (m)P~! temos pelo lema 6.1.2 a equacio
0=a+U" b mod(p); a,b € Z.

Segue que U’ ; = ¢ mod(p); ¢ € Z pois b # 0 mod(p), caso contrario, pla” |, isto é, pla_;
que vimos nao acontecer.

Agora usamos o famoso lema de Kummer demonstrado no final deste capitulo. Ele é
o ponto chave do caso (II) e o cerne da dificuldade. Ele garante que sob a condigdo p{ kg
entdo U’ | = ¢ mod(p) com ¢ € Z implica U’ | = U”| para U_; € Uk. Assim temos

Ugn™PwP = alf + (U_la_l)p; Uy, U_1 € Ug.

Note que esta € uma equacao parecida com a equacao de Fermat 2 = xP+y?, e 0 mesmo
argumento com alguma modificagoes nos d4 uma terceira equacgdo. De fato, suponha que
temos uma equacao do tipo

(6.2.2) 2P + P = un"™PwP; u € Uk, x,y,w € Zi

com m > 1, x,y,w dois-a-dois primos entre si e 7 { zyw. Como antes fatoramos o lado
esquerdo como P +yP = (z + y¢%)...(x +y¢P~!). Segue que 7 divide um dos fatores e, da
mesma forma que antes, que 7 divide, na verdade, todos os fatores. Também, tem-se que
os quocientes (z + y¢*)7 ! sdo todos dois-a-dois primos entre si.

Como z+y ndo é mais, necessariamente, um inteiro (racional) ndo podemos argumentar
como antes para deduzir que 72|z +y. Mas ainda é verdade que 72 divide um (e, portanto,

somente um) dos fatores de 2P + yP. Para vermos isso precisamos do seguinte lema:

LEMA 6.24. Seja o = a9 + a1 + ... + ap_QCP_Q € Zig e m > 0. Entdao erxistem
€0y Cly ey Cn—1 € Z tal que

a=c+e (=4 .4 em1(C—1)"™ 1 mod(¢—1)".
DEMONSTRAGAO. Procedemos por indugdo: para m = 1 temos
a=ag+ ..+ ap_ggp—2 =ap+ar+... +ap_o mod({—1)

e basta tomar ¢y = ag + ... + ap_o.
Supondo o resultado valido para m — 1 provemos para m. Temos

a=co+e (=14 ..+ ema(C—1)""*mod(¢—1)""" .

Entao,
fi=a-— <co + ..+ cm2 (¢ — 1)m_2) =0mod (¢ —1)"""

donde (¢ — 1)1 |3, isto &, B/(C —1)™"! € Zk e do caso m = 1 temos
B/(¢—1)™ 1 =¢, 1 mod(¢ — 1)

que equivale a
B=cm1(¢—1)™1 mod(¢ —1)™.
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Assim,
a=cot ot ema(C—1)""24cn 1 (C—1)™ " mod(¢—1)".
O

Voltando & demonstracio do caso (II), queremos mostrar que w2 divide um dos fatores

de 2P + yP. Pelo lema acima temos existem ag, a1, by, b1 € Z tais que
y ) ) bl q
T =ag+am mod 72

y=by+ b mod 72.

Logo,

4 yC' = ag+ arm + (1 +7)" (b + bim) = ag + by + (ay + by + iby) © mod 72
pois os demais termos de (1 + 7)° envolvem 72. Note que 0 = x + y¢* = ag + by mod 7
donde como ag + by € (1) NZ = (p) temos ag + by = 0 mod p. Assim, 72|z + y¢’ se e
somente se a1 + b1 + ibg = 0 mod 7w 0 que ocorre se e somente se a; + by + ibg = 0 mod p
pela mesma razdo. Tal equagdo possui solugdo (para i) desde que by # 0 modp o que é
verdade caso contrario 7|z contrariando o assumido. Isto conclui que 7% divide um dos
fatores como queriamos.
Olhando a equagao (6.2.2), pelo deduzido acima, devemos ter m > 1. Escreva m =
M +1 onde M > 0. Como podemos substituir y por y¢’ sem alterar a forma desta equacio
podemos assumir que z + y é o fator de zP + y? que é divisivel por 72. Resumindo, os mp
fatores 7 de aP + yP consistem de um tnico fator para cada termo x +y(*, 1 <i<p—1le

1—(m—1)p =14 Mp fatores no termo = +y. Assim, como antes deduzimos as equagoes:

r+y( ! =mu_10”

z +y = muorMPWP
T+ y¢ = muaf

onde u_1,up,u1 € Ug, a_1,a1,W € Zg com 71 a_1aqW. Os mesmos passos que antes
nos d4 uma equacao da forma

XP 4 YP =UrMPWP, X, Y,W € Zk,U € Uk

onde X,Y,W sdo dois-a-dois primos entre si, 7 { XYW e M = m — 1. Repetindo o
processo sucessivamente obtemos uma equagao com M = 1 o que vimos ser impossivel.
Isto completa a prova do caso (IT) do teorema de Fermat salvo pela demonstragdo do lema

de Kummer o qual agora iremos demonstrar.

6.3. O lema de Kummer

Para terminar precisamos mostrar o seguinte lema devido a Kummer:
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LEMA 6.3.1. (Kummer) Nas condigées deste capitulo, (isto é, p primo reqular, K =
Q[¢] para ¢ uma raiz p-ésima primitiva da unidade) a condi¢do necessdria u = a mod p; a €

Z para que u € Uk seja uma p-ésima poténcia é também suficiente.

DEMONSTRAGAO. A prova de que a condicdo é necessaria é o lema 6.1.2. A suficiéncia
é naturalmente mais dificil e sua demonstracao é elucidativa com respeito a definicdo do
grupo Vi e da regularidade de p.

Primeiro nos restringimos ao caso u € Vi . Nesta condigoes escrevendo

u==¢ (1=0o1 ()™ .. (1 -0 (¢)"
afirmamos que u = vP, v € Uk se e somente se p|x; Vi. De fato, se p|x; Vi escreva
uw==4C (1 =0 ()P ...(1—0g (O)P¥*;1<1<p.

Do lema 6.1.2 temos ((1 — 0;(())¥)P =
u = ¢ mod(p) devemos ter ¢! = ¢’ mod(p) para ¢ € Z. Agora, ( =1 — (1 — () donde

d=1- (1) -0+ () a-0r-ra-of

e vemos que ¢! = ¢ mod(p) com ¢ € Z se e somente se | = p pois modulo p temos
(1-— ()" #(1— ()j para i < j < p. Assim,

u=¢" 1= () ..(1=0s () =[(1 =01 ()" .. (1 =0 (0)"]".

Reciprocamente, se ©u = vP devemos ter v € Uk caso contrario terifamos um elemento de

¢; mod(p) com ¢; € Z. Como, por hipdtese,

Uk — Vi de ordem p e do teorema de Lagrange para a ordem de um subgrupo de um grupo
finito devemos ter p|kx contrariando a hipotese de p ser regular. Escreva entdo

v=2"(1—-01 Q)" ...(1—0s ().
Entao,
u=2" (1 -0 (.. (1 =05 ()™ =1 =01 () ... (1 — 04 (C)""

ou seja,
(L= 01 Q)7 (1 — 0 (€)™ 77 = 1.

Como antes, devemos ter ¢! = ¢/ mod(p) com ¢ € Z donde | = p e temos
(1—01 () 7P (1 — 0 (C))™PY = £1.

Segue dai que z; — y;p = 0Vi donde p|x; Vi concluindo a afirmacao.
Suponha agora o caso geral onde u € Ux e u = cmod(p), ¢ € Z. Entao ufx =
% mod(p). Como u*¥ € Vi temos

WF = £ (1= 01 () e (1= 0 ()
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Agora, mostra-se em [EAwT77, Secdo 6.17, pg.238|, utilizando a transformada de Fourier
discreta, que, sendo p regular, como u*% € Uy, tem-se que p|a; Vi. Assim, u*% = vP pelo

caso anterior. Como p t kg existem inteiros a, b tais que akx + bp = 1 donde
u = y®kKx+bp _ ap, bp ('Uaub>p
e temos demonstrado o lema de Kummer. O
6.4. Caracterizacao dos primos regulares

Para encerrar é conveniente achar uma caracterizacao alternativa para os primos reg-
ulares visto que partir pela defini¢do é algo intratavel. Quanto a isso, o préoprio Kummer

achou a resposta:

TEOREMA. Um primo p € N € regular se e somente se p nao divide nenhum dos

numeradores dos nimeros de Bernoulli By, Bs, ..., B,_3.

Os numeros de Bernoulli podem ser definidos de duas maneiras:

e Como os coeficientes da expansao em série de poténcias da funcgio z/(e* — 1).

T z"
v —1 ZB"F

e Como o valor assumido pelos respectivos polinémios de Bernoulli (também de-

Isto é

notados por B,(X)) no ponto zero. Por sua vez o n + l-ésimo polinémio de
Bernoulli é o Gnico polinémio de grau n + 1 que nos d4 a soma das primeiras

n-ésimas poténcias. Por exemplo,

By(x) = XE+1) X2 X

2 > T2

A demonstracdo do teorema acima sai do escopo de nosso trabalho pois envolve um pedago
da teoria analitica dos numeros. Mais precisamente, a teoria analitica multiplicativa que
trabalha com o grupo da fungoes multiplicativas (caracteres) e suas respectivas séries de
Dirichlet. A demontracao segue mais ou menos a linha da demonstracao dada por Dirichlet
para a densidade de primos em uma prograssdo aritmética e depende fundamentalmente

da famosa formula produto de Euler:
1 1
DI | RESEY
n P

onde a soma varia sobre todos os naturais e o produto sobre todos os primos positivos.
Aqui deixamos nos contentamos em deixar uma referéncia completa para demonstracao:

[EdwT77, Cap.6, pg.181].



APENDICE A

Moédulos Sobre Dominios de Dedekind

Neste apéndice vamos obter uma generalizagao do teorema dos fatores invariantes para
moédulos sobre dominios de Dedekind. Aqui A denotard um dominio de integridade e K
seu corpo de fragoes. Nosso primeiro passo serd mostrar que todo A-moédulo M livre de
torcao pode ser imerso em um K-espago vetorial.

A.1. O espacgo vetorial envolvente

Em M x A\{0} defina a relagio (m,a) ~ (n,3) <= fm = an. E claro que esta
relacdo € reflexiva e simétrica. Afirmamos que ela é transitiva. De fato, se (m,a) ~ (n,3)
e (n,B) ~ (p,7v) entdo fm = an e fp = yn donde aflp = vfm = ap = ym pois
M é livre de torcdo. Assim, temos uma relacdo de equivaléncia. Denotaremos KM :=
(M x A\{0}) / ~ e um elemento de KM por [m,a]. Observe que fazemos de KM um
grupo abeliano se definirmos [m,a] + [n, 5] := [fm + an,af]. Por fim, defina agora uma
acao de K em KM fazendo (s/t,[m,a]) — [sm,ta] e teremos um K-espaco vetorial.
Afirmamos que a aplicacdo M s KM dada por i(m) := [m, 1] € um A-monomorfismo.
Ora, é claro que ela é homomorfismo. Agora se i(m) = [0,1] entdo [m,1] = [0,1] donde
m = 0.

Se M é finitamente gerado, digamos por my, ..., my entdo [my, 1], ..., [mg, 1] gera K M.
De fato, dado [m,a] € KM temos [m,a] = [>. \imy,a] = 3. N\ja™! [m;, 1]. Em particular,
segue que se M é livre entao uma base de M induz por ¢ uma base em K M. Ou seja temos

as implicacoes
M=) Am; = KM =) _ Km;
M =80Am; — KM = dKm,.

Podemos entdo generalizar a definigdo de posto de um moédulo de maneira que também se
aplique & moédulos livres de torcao.

DEFINIGAO A.1.1. O posto de um A-modulo livre de torgdo M, denotado por (M : A)
é o namero (possivelmente infinito) dimyx KM, isto é, (M : A) = (KM : K).

Vejamos um resultado 1til que usaremos freqiientemente do decorrer desta secao.

PROPOSICAO A.1.2. Seja A um dominio de integridade, K seu corpo de fragoes e M

um A-mddulo livre de tor¢ao. Entdo KM = K @4 M como espagos vetoriais.

86
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DEMONSTRAGAO. Defina a aplicagdo ¢’ : K x M — KM dada por («a/83,m) —
[am, 3] que & A-balanceada. De fato,

o 3m) = (S520) s 1

~fom 8+ bymd] = o (Gom ) + o (3.m)

e é evidente que

U (@/B,m+n) = (a/B,m) + ' (/B n)

¢ ((e/B) r,m) = 4" (a/B,rm); Va € A.
Pela propriedade universal do produto tensorial temos o K-homomorfismo ¢ : K®4 M —
KM tal que ¢(a/B ® m) = [am,[]. E claro que v é sobrejetora pois dado [m, ] €
KM temos ¥(1/8 ® m) = [m,3]. Resta-nos mostrar que 1 é injetora. A aplicacdo
¢: KM — K®4 M dada por [m, 5] — 1/5®m estd bem definida pois se [m, 5] = [n, {]
entdo fn = dm e 1/ ®@n = (1/6)(1/5) ® pn = (1/0) (1/8) ® ém = 1/3 ® m. Agora,
oW (a/f@m)) = ¢(Jam,[]) = 1/ ® am = o/ ® m e segue que 1 é injetora como
queriamos. O

Combinando o que vimos temos que M — K ®4 M através do A-monomorfismo
mr—1l®meque (M:A)=(K®sM:K).

Sed: M — N éum A-isomorfismo, sabemos que 1 ® 60 : K @4 M — K ®4 N &
K-isomorfismo. Em particular, KM = KN através da aplicagao [m, 5] — [6(m), (].

A partir de agora A é um dominio de Dedekind e tendo em mente a imersdo M —
K M denotaremos o elemento [am, (] por (a/3) m ou apenas ém com & € K. Assim, se
0 : KM — KN é um K-homomorfismo induzido pelo A-homomorfismo 6 : M — N
entao
o (Gm) = o Qam. ) =0 (G m17) = 58 (. 1) = 5 96w, 1] = a0, ] =

Em particular se m € M e £ € K sao tais que ém € M entao

(A.1.1) 0(Em) = 0'(¢m) = £€6(m).

O(m).

IR

A.2. Classificagao dos moédulo sobre um dominio de Dedekind

Aqui vamos obter resultados anéalogos aos de classificacdo de modulos sobre dominios
principais. Antes, alguns lemas.

LEMA A.2.1. Dois ideais fraciondrios M, N de A sdo A-isomorfos se e somente se eles
estao na mesma classe de ideais.

DEMONSTRACAO. Suponha M e N na mesma classe entdo existe o € K tal que M =
()N = aN donde # : N — M dado por n —— an é A-isomorfismo. Reciprocamente,
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se M é N estenda 0 para o K-isomorfismo 6’ como discutido acima. Supondo M # (0),
existe m € M, m # 0. Como 1 = m~!'m € m~'M = M podemos supor sem perda
de generalidade que 1 € M. Assim, dado &« € M C K temos pela equagdo (A.1.1),
O(a) =6 (al) = af (1) donde N = 6 (1) M e segue o desejado. O

LEMA A.2.2. Todo A-modulo M, finitamente gerado, livre de tor¢do e de posto 1 é
A-isomorfo a um ideal fraciondrio de A. Mais que isso, existe um ideal fraciondrio a de A
tal que M = am onde m € M € uma base de K M.

DEMONSTRAGAO. Por hipétese, KM = Km onde podemos tomar m € M\ {0}. Seja
a={6cK:émec M}. E evidente que a é um A-submédulo de K. O A-homomorfismo
0 : a — M dado por 0(§) = &m é, uma vez que M é livre de torgdo, injetor. Como
M — KM = Km, 0 é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo. Como M ¢é finitamente
gerado, a também o é, donde a é ideal fracionéario de A e segue o desejado. O

LEMA A.2.3. Seja M um A-mddulo finitamente gerado e livre de torgdgo. Se ( € K é
tal que (M C M entdo ¢ € A.

DEMONSTRAGAO. Supondo M # (0) tomem € M, m # Oesejaa={{ € K :{m € M}
que, como vimos, é um ideal fracionario de A tal que a O A. Por hip6tese ( € a donde
a D A[(], pois a ¢ uma A-algebra que contém A e o gerador (. Como a é finitamente gerado
e A & Noetheriano segue que A [(] é finitamente gerado. Por fim, como A é integralmente
fechado segue que ¢ € A. O

OBSERVACAO A.2.4. Se a é um ideal fracionério de A, ndo nulo, entdo a tem posto 1
pois como K é A-moédulo plano temos que 0 — a — K implica 0 — Ka — KK = K
e segue que Ka é K-subespago vetorial, ndo nulo, de K donde (Ka: K) = 1. Em geral, se
ai, ..., ap sdo ideais de A entao @] ;a; € um A-moédulo, livre de torcao, finitamente gerado.
Agora,

(Bit10i 0 A) = (K @ (Bi10:) : K) = (&1 (K @ a3) : K) = n.
Em seguida demonstraremos a reciproca deste resultado. Isto é, todo A-moédulo livre de
torcao, finitamente gerado, de posto n, é isomorfo a soma direta externa de n ideais de A.

LEMA A.2.5. Seja a um ideal fraciondrio de A entdo a é um A-mddulo projetivo.

DEMONSTRAGAO. Mostraremos que se M 2, a — 0 é exata entdo N := kery é
somando direto de M o que, por resultados conhecidos, é equivalente ao desejado. Como
aa~! = A existem elementos ay,...,a, € a” ! e B, ..., 3, € a tais que > o;3; = 1. Escolha
elementos myq, ...,m, € M tais que ¥ (m;) = (3;. Seja v € a, v # 0 fixo porém arbitrario.
Entdo yoy € A, Vie z:= ) (ya;)m; € M. Agora, ¢ (z) = v > ai1p (m;) = 7. Agora seja
T := KzN M. Vamos mostrar que M =T @& N. Em primeiro lugar, TN N = (0) pois se
£z € N onde ¢ € K entdo pela equagdo (A.1.1) temos 0 = ({2) =&Y (2) =&y = £ =0.
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Agora, dado m € M arbitrario, seja & = 1(m) entdo {a; € A, Vie w:= > ({a;) m; € M.
Mas w = €y~ 'z € Kz donde w € KzNM = T. Agora como v (w) = &yl (2) = ¢
temos que m —w € kery = Nem =w+ (m—w) € T+ N. Logo M =T & N como

queriamos. O

THEOREM A.2.6. Seja A um dominio de Dedekind. Todo A-mddulo finitamente gerado,

livre de tor¢ao, de posto n € isomorfo a soma direta externa de n ideais fraciondrios de A.

DEMONSTRAGAO. Procedemos por indugdo. No lema A.2.2 provamos para n = 1. Seja
n > 2 e suponha o teorema valido para n — 1. Sejam € M, m #0e N := Km N M.
Como M e N sao finitamente gerados temos que M /N também é. Afirmamos que M/N é
livre de torgao. Ora se a € A\ {0} e n € M sdo tais que an € Km N M = N entdo existe
fcKtalquean =&m = n=a"'m & Km = n € N. Sendo assim, se am = 0 em
M/N entdo an € N e do argumento acima n € N, isto é, 7 =0 em M/N como afirmado.

Nossa proxima afirmacao é que M/N tem posto n — 1. De fato, da seqiiéncia exata
0 — N— M — M/N — 0 e do fato que K é A-médulo plano segue que 0 —
KN — KM — K(M/N) — 0 é exata donde KN & subespaco vetorial de KM e
K(M/N) = KM/KN. Agora, pelo que foi discutido sabemos que existe uma base de
K M onde m figura. Da definicao de N e por independéncia linear é facil ver que qualquer
outro elemento desta base ndo pertence a N. Sendo assim, tais elementos formam uma base
para KM/KN. Disto segue que M/N tem posto n — 1 como afirmado e, em particular,
que N tem posto 1.

Da hipotese de indugao existem ideais ay, ..., a,_1 de A tais que M/N Z a1 ®...Ha,_1.
Pelo lema A.2.5, cada parcela desta soma direta externa é um mdédulo projetivo e, portanto,
M/N o é. Assim, M = (M/N) @& N e N é livre de tor¢do. Pelo lema A.2.2, N = a,, um
ideal fracionéario de A. Concluindo, temos M = a; & ... B a,_1 P a, como queriamos. []

Antes de continuarmos justifiquemos uma reducdo nas hipoteses sobre os ideais de A.

Se a ¢ ideal fracionario de A sabemos que existe ¢ € K tal que éa D A (tome & = m~!

onde m é um dos geradores de a). Note que a = £a e, portanto, se M é a1 D...Pa, entao
M= &a D ... P &a, com Ea; O A. Assumiremos, portanto, a partir de agora que cada
a; O A.

Sejam 1; :== (1) € a1 & ... B a, onde ¢; : 4; — a1 B ... B a, € a inclusdo candnica.
Sejam também m; := ! (1;). Pela equacio (A.1.1) temos M = ¥ ' (a1 © ... D a,) =
v (@) = e (a;1;) = @t (1) = @aym;. Ou seja, my, ..., m, formam uma
"base" para M no sentido que todo elemento de M se escreve de maneira dnica como
Z)‘imi’ Ai € a;.

LEMA A.2.7. Sejam ay,...,q, ideais fraciondrios de A. Entio ®a; = A" ' © ay...q,.

DEMONSTRAGAO. Procedemos por indugdo. Mostremos para n = 2. Afirmamos que
existem a, § € K tais que aa; +Gas = A. De fato, tome 3,~ € K tais que (Bas e ’yal_l sejam
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ideais inteiros de A. Pelo corolario 2.4.18 existe um ideal b tal que bya; ' = (6) e b+Bag = A
e como b = yda; tomando o = yJ segue o afirmado. Assim, substituindo os ideais por ideais
isomorfos podemos supor que a1, s sdo inteiros e a; +as = A. Escolha o € a1, as € ay tais
que a1 —ag = lesejat : a;Bag — APayas dada por ¥ (51, B2) = (61 + P2, 102 + asf)
que é um A-homomorfismo facilmente visto ser injetor. Quanto a sobrejetividade, dado
a € Aey € ajay. basta tomar 81 := aja— v e fo =7 — aga.

Supondo o resultado valido para n — 1 provemos para n. Ora,

DD, 1D, ZA 2 Da.a, 106, ZA" 2O AD (ar...0, 1) 0y = A" 1 D ay..a,

como queriamos. ]

THEOREM A.2.8. Sejam M = a1 @ ... B ap, N = by @ ... B b, onde as parcelas sao
ideais fraciondrios de A. Entdo M = N se e somente se m =n e ay...0,, € by...b,, estdo

na mesma classe (do grupo de classes).

DEMONSTRAGAO. A volta segue diretamente dos lemas A.2.1 e A.2.7.
6
Agora suponha M = N. Entdo ja vimos que m = (M : A) = (N : A) = n. Podemos
assumir que cada a;,b; contém A visto que ideais fracionarios isomorfos estdo na mesma
classe pelo lema A.2.1. Sejam, para cada 1 < i < m, (a;1, ..., a;m) := 0(1;) (1; como acima)

onde a;j € bj. Pela equagdo (A.1.1) temos que

N=§0 (M) =0 (alli bD...PH amlm) = (CLH, 12,y +.ny alm) + ...+ an (aml,amQ, ...,amm) =
= (ara11 + a2a21 + ... + Gnmi, oy Q1 + 0202 + .. + G Gim)

e vemos que bj = ) agay;j. Assim, by, ..., by, contém todos os ideais da forma a1,(1)--Gmg(m)1---0m, 0 €
Sm- Sendo 0 := det (a;;) temos que ¢ &€ soma de produtos [ [ a;e(x) com sinal possivelmente
negativo. Portanto, by...b,, D day...a,,. Por outro lado, para cada 1 < j < m existem
elementos b;; € a;, 1 < i < m tais que 0 (byj,...,b;m;) = 1; € b;. Segue que (b;;) (aij)
(produto de matrizes) é a matriz identidade donde det (b;;) = 6~'. O argumento acima
mostra entdo que ai...a,, O 6 'by...b,, donde by...b,, = da;...a,, e do lema A.2.1 b;...b,, e
ai...a,, estdo na mesma classe. ]

O teorema acima é mais importante do que parece. Em efeito, o que foi demonstrado
é a caracterizacao completa dos moédulos projetivos finitamente gerado sobre dominios
de Dedekind. De fato, dado M um tal médulo, existe um natural n (o posto) tal que
M = A1 @ a onde A é o dominio de Dedekind em questdo e a € Id(A). Para o leitor
interessado ou conhecedor, podemos adiantar que a K-teoria algébrica trata desta, entre
outras, questoes e, nesta linguagem, o que foi demonstrado aqui é que o grupo Ky(A) =
Z @ Id(A). Para mais informagcoes indicamos a referéncia [Ros94] onde, entre outros
resultados interessantes, é exposto também uma relacdo interessante entre o teorema das

unidades de Dirichlet e o chamado grupo K; de A.
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Voltando ao nosso estudo, vejamos agora mais dois lemas, o primeiro sendo um reforgo

do corolario 2.4.18.

LEMA A.2.9. Sejam a e b ideais fraciondrios de A sendo a inteiro. Entdo eziste c,

ideal inteiro de A, primo com a, tal que bc € principal.

DEMONSTRAGAO. Escreva b = b* (b7) ' onde bT,b™ sdo ideais inteiros. Entdo pelo

corolario 2.4.18 existem ideais inteiros ¢/, ¢/ primos com a tais que b ¢’ e b~ ¢” sdo principais.

s 1.0
C

Também existe ¢’”, inteiro, primo com a tal que ¢”¢”’é principal. Assim, sendo ¢ = ¢/¢”,

que é inteiro e primo com a temos
N1 _on-1
bc — b+ (b ) C/C/// — (b+tl) (b c//) (c//c///)
que é principal como queriamos. ]

LEMA A.2.10. Sejam a e b ideais fraciondrios de A sendo a inteiro. Entdo A/a = b/ab
como A-mddulos.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema A.2.9, existe ¢ inteiro primo com a tal que bc é principal,
digamos, bc = pA, p € K. Defina ¢ : A — b/ab por p(a) = ap + ab que é um A-
homomorfismo. Afirmamos que ¢ € sobrejetor e que ker ¢ = a. De fato,

p(A) =pA+ab=bc+ab=(a+c)b=0>b

e temos a sobrejetividade. Agora, se a € a entdo ap € ab pois p € b donde a C ker .
Reciprocamente, seja o € ker ¢ entdo ap € ab donde apc C abec = pa e ac C a. Como
a+c = Aexistem ag € a, v € ¢ tais que ap+v = 1 donde @ = aag+ay € a. Logo, kerp = a
como afirmado. O resultado segue agora do primeiro teorema do homomorfismo. O

A seguir o principal resultado da se¢ao: o teorema dos fatores invariantes para modulos
sobre dominios de Dedekind.

THEOREM A.2.11. (Teorema dos fatores Invariantes)Sejam M, N mddulos finitamente
gerados, livre de tor¢ao sobre um dominio de Dedekind A e de mesmo posto k e tais que N C
KM. Entao existem elementos my,...,mi € M e ideais fraciondrios ai,...,a, by, ..., by de
A tais que b; Db, 1<j<k—1e

M=am @..Pagm ; N="braym; & ... D bpapmg.
Os ideais bq,...,b, sdo unicamente determinados pelo par M, N e sdo demominados o0s

fatores invariantes de N em M.

DEMONSTRACAO. Dividiremos a demonstra¢do em oito etapas procedendo por inducéo
sobre k:

(1) Assuma k > 1 e suponha o resultado valido para k —1se kK > 1. Como N C KM
podemos supor M e N imersos no mesmo espaco vetorial k-dimensional. Isto
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é, KM = KN. Assim, para todo m € M existe a € A\ {0} tal que am € N,
de fato, existe f/a € K en € N tal que m = (f/a)n € KN donde am =
On € AN = N. Como M ¢é finitamente gerado, usando o argumento acima
em um conjunto finito de geradores de M obtemos um elemento v € A\ {0}
tal que yM C N. Analogamente existe § € A\ {0} tal que 6N C M. Defina
b :={({ e K:(NC M} 36 que é um A-submodulo de K ndo nulo. Além disso,
sef eb entio EN C M = vEN C N. Pelo lema A.2.3 concluimos que € € A,
ou seja, £ € v 1A . Segue que b’ & um submoédulo de v~ ' A e, portanto, um ideal
fracionario de A. Por construcao, b’ é o maior ideal fracionério tal que b’N C M.
Colocando b := (b')"" concluimos que b ¢ o tnico ideal fracionério minimal tal
que N C bM. Isto é, para qualquer ideal fracionério ndo trivial (¢ {(0),A}) , c,
temos N & cbM.

Sejam p1, ..., ps os ideais primos distintos que contém o ideal fracionario principal
A e/ou ocorrem com expoentes negativos na fatoragado de b. Paracada 1 <i <s
podemos tomar n; € N tal que n; ¢ p;bM. O teorema chinés do resto nos da
elementos p;,1 < i < s tais que pu; = 0 modHi#pj e u; = 1 modp;. Seja
n = > un; € N. Afirmamos que n ¢ p;bM, Vi, de fato, suponha por exemplo
que n € p1bM, como un; € ptN C p1bM Vi # 1 seguird que ping € p1bM.
Como p; é ideal maximal podemos tomar ; € A, p € py tal que p+ ppr = 1
donde ny = pny + ppiny € p1bM o que é impossivel como afirmado. Obtemos
portanto um elemento n € N tal que n ¢ p;bM, Vi.

Os modulos KnNN < Ne KnNM < M sdo modulos finitamente gerados, livres
de torcao e de posto 1. Pelo lema A.2.2 existem ideais i,j tais que KnNN =in e
KnnNM =jn. Entdo b'in C b’N C M implica b’in C jn de maneira que j = £¢~1b’i
onde £ é um ideal inteiro. Em seguida temos vjin C yM C N donde «vj C i, ou seja,
vyejt
que os fatores primos de £ contém A ou aparecem com expoentes negativos na

= £b. Portanto, b contém o ideal fraciondrio principal YA de maneira

fatoracao de b. Sendo assim, os fatores primos de € estao entre p1,...,ps. Mas se
p; O tentdo n € in = tbjn C tbM C p;bM o que vimos ser impossivel. Logo,
t=Aej="0i

Sejam N1 :=in = KnNN e M; := jn = b'in = KnN M que sao submodulos livres
de torgdo de M e N respectivamente. J4 vimos no teorema A.2.6 que M /N é livre
de tor¢do. Como ele é finitamente gerado, pelo mesmo teorema, ele é isomorfo
a uma soma direta de ideais de A. Pelo lema A.2.5 ele ¢ A-mddulo projetivo.
Segue que 0 — M; — M — M/M; — 0 cinde e M; é somando direto de M.
Escreva M = M; @ M] e seja N := KM N N. Afirmamos que KN = KMj.
Como yM C N temos yM{ C Ny pois se z € M| C M entdo yx € NN KM =
Nj. Segue que KM; C KNj. Reciprocamente, N; C M = M; & M; donde
KN; C KM, & KMj (basta notar que K ® (My & Mj) = (K @ M) @ (K ® M7)).
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Agora, dado KN{ > Cy = px1+£&x) € KMy ® KM/ temos px; = (y—E&x) € KMj
pois y € N{ C KMj. Assim, pz1 =0 e (y € KM| donde KN{ C KM provando
o afirmado.

Afirmamos agora que N = N; @ Nj. De fato, da definigdo de Ny e M; temos que
K N; = KM, donde

NiNN, CKNyNKN, = KM, N KM, = (0).

Do fato que KN = KM = KM; & KM/ temos que dado € N podemos
escrever x = (n+y, ( € K,y € KM{. Entao b’z = b'(n + b'y. Mas, b’z C M
pela construgdo de b’. Também, b'(n C KM; e b'y C KM pois (n € KM; e
y € KNj. Segue que b’¢n C M; donde (n € bM; = Ny. Assim, y =z —(n €
N N KM| = N; demonstrando o afirmado. Em suma temos, M = jn & M],
N = bjn @ Nj com KM| = KNj. Fazendo a := j provamos o primeiro passo da
inducao.

Aplicando agora a hipotese de indugio sobre M| e N| obtemos elementos my, ..., mj_1 €

M eideais ai,...,a5_1,b1,...,b5_1 de A tais que b; D b1, 1 < j <k —2e tais
que

/ /
Mi=ami &..®ag_1mi_1; Ny =bragm; & ... 0 bg_1a_1mk_1.

Para demonstrar a existéncia da decomposicao é, por fim, suficiente mostrarmos
que b O by. Da construgdo, by é caracterizado como o unico ideal fracionario
minimal em rela¢do a propriedade que by M| O Ni. Como bM{ DO Nj segue que
b O b; como queremos.

Finalmente, nestas duas tltimas etapas, provemos a unicidade dos ideais b;. Sub-
stituindo M por by M podemos supor sem perda de generalidade que os b; sao
ideais inteiros de A. Do lema A.2.10 temos:

a ag A A
M/INY —6¢..&d—=2—63...%— ;b D..D by
/ bioy © ai b b1 S b1 L= ="k
Suponha que também temos
A A
M/N%b—,@...@b—, ;b) D .. Db
1 1

Note que os modulos A/b; e A/b, contém apenas umas quantidade finita de sub-
modulos (os modulos da forma A/c com b C ) e sdo, portanto, Artinianos e
Noetherianos. Pelo teorema de Krull-Schmidt [Cur62, Secao 14.5, pg.83] cada
um deles se decompode, a menos de permutacdo, de maneira tUnica em moédulos
indecomponiveis. Afirmamos que se 7 € uma poténcia de um primo entao A/m é
indecomponivel. De fato, A/m possui um tnico submoédulo minimal (em relagdo
a inclusdo) donde A/m = P & @) é impossivel visto que este tltimo possui pelo
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menos dois. Assim, usando o teorema chinés do resto, vemos que a tnica decom-
posicdo de M/N em indecomponiveis s6 possui moédulos da forma A/7 com 7
uma poténcia de primo. Segue que as poténcias de primos presentes na familia
{b;} é a mesma que na familia {b/}. Seja II; = {p]"*,...,pj'} tais poténcias de
primos.

(8) Como by D ... D by temos que by = mmcIT;. De fato, by é multiplo de comum de
ITj, pois cada p;" aparece em algum b; e, portanto, em bg. Que ele é minimo com
essa propriedade segue do fato que na decomposicao de by s6 pode aparecer um
dnico elemento de Il para cada primo p distinto, caso contrario, se p;m P D by
com p; = p, entdo p;"" """ D by mas p;" "™ ¢ IIj, o que & absurdo. Logo,
by = mmcll, = bﬁg. Fica agora claro que se II;_4
, $¢ o conjunto obtido a partir de II; ao cancelarmos os fatores de by entdo by 1 =
mmcll;_1 = bﬁg_l e o argumento segue demonstrando a unicidade dos b;.

(9) Note que, no teorema acima, se N C M entdo, por construgdo (a propriedade de
minimalidade), cada b; é ideal inteiro de A.

(10) Como my,...,my € M temos que 1 € a;, Vi donde a; O A, Vi.

Uma pequena modificacdo na prova do tltimo teorema estabelece o seguinte resultado

mais geral:

THEOREM A.2.12. Sejam M e N mddulos finitamente gerados, livre de tor¢do sobre
um dominio de Dedekind A tal que M tem posto k e N C KM. Entdo existem elementos
mi,...,mi € M e ideais fraciondrios aj,...,a,01,....,b; (onde l = (N : A)) de A tais que
bj 2bjq,1<j<I—-1e

M=ami®..apmp ; N =0braym; ® ... d byaym;.

Se N C M entao cada b; é um ideal inteiro de A.n

COROLARIO A.2.13. Todo A-mddulo finitamente gerado é isomorfo a uma soma direta

de ideais fraciondrios de A e quocientes da forma A/a onde a € ideal inteiro de A.

DEMONSTRAGAO. Seja b uma A-modulo finitamente gerado e § = {£;},_; um conjunto
finito de geradores para b. Sendo L o A-moédulo livre com base | = {I;}."_;, 0 A-epimorfismo
0 : L — b dado por 0 (> a;l;) = > a;f3; induz um isomorfismo L/M = b onde M = ker 6.
Como A é Noetheriano e L é finitamente gerado segue que L é Noetheriano e, portanto,
M é finitamente gerado. E claro que M é livre de torcao pois L o é. Assim, usando o
teorema A.2.12 temos L = ®}_ apmy e M = @, b;aqym; onde m & o posto de M, m; € L



A.2. CLASSIFICAGAO DOS MODULO SOBRE UM DOMINIO DE DEDEKIND 95

e a; e b; sdo ideais de A sendo b; inteiros. Logo,

n
Do, .

= apmy
b/ M=+ o~ el m
/ m - brapmy ® @ army

oiam h=
=1

Mas como a;m; = a; pois L é livre de torcao e (a;m;) / (bja;m;) = a;/a;b; = A/b; pelo
lema A.2.10, segue o desejado. O



Referéncias Bibliograficas

[Coh96] H. Cohen, A course in computational number theory, Graduate Texts in Mathematics, vol. 138,
Springer-Verlag, 1996.

[Cur62] I. Curtis, C. W.; Reiner, Representation theory of finite groups and associative algebras, Pure and
Applied Mathematics, vol. 11, John Wiley and Sons, 1962.

[Edw77] M. E. Edwards, Fermat’s last theorem: A genetic introduction to algebraic number theory, 1 ed.,
Graduate Texts in Mathematics, vol. 50, Springer-Verlag, 1977.

[Fro91] M. J. Frohlich, A.; Taylor, Algebraic number theory, Cambridge University Press, 1991.

[Lor95] D. Lorenzini, An invitation to arithmetic geometry, Graduate Studies in Mathematics, vol. 9,

AMS, 1995.
[Mil97] J. S. Milne, Class field theory, 1997, www.jmilne.org.
[Mil98al , Algebraic number theory, 1998, www.jmilne.org.
[Mil98D)] , Fields and galois theory, 1998, www.jmilne.org.

[Rom95] S. Roman, Field theory, Graduate Texts in Mathematics, vol. 158, Springer-Verlag, 1995.
[Ros94] J. Rosenberg, Algebraic k-theory and its applications, 2 ed., Graduate Texts in Mathematics, vol.
147, Springer-Verlag, 1994.

96



