UFSC

CTC Universidade Federal de Santa Catarina
PPGEP Programa de Pos-Graduaciao em
Engenharia de Producao
Tese
R
0]
S
A
3 Rosangela Getirana Santana
E
L
A
G
E [ o N L3 L3 [
¥ Matriz de Covariancia Corrigida para os
R Modelos Nao-Lineares
. da Familia Exponencial
A
S
A
N
T
A
N
A

2005

Florianépolis
Santa Catarina
19/12/2005




Matriz de Covariancia Corrigida para os Modelos

Nao-Lineares da Familia Exponencial

por

Rosangela Getirana Santana

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduacao em Engenharia de Produgao da
Universidade Federal de Santa Catarina como parte dos requisitos necessarios para a obtencao

do grau de Doutor em Engenharia de Producao.

Area de Concentragao: Gestao de Qualidade e Produtividade

Orientador: Paulo José Ogliari, Dr.



Banca Examinadora:

Paulo Ogliari, Dr.
(Orientador)

Gauss Cordeiro, Ph.D

(Co-orientador)

Robert Samohyl, Ph.D

Adriano F. Borgatto , Dr

Pedro Barbetta, Dr

Lucia Barroso, Dra.

Denise Botter, Dra.



i

As Minhas irmas



Agradecimentos

Ao Prof. Dr. Gauss Cordeiro, pelo exemplo de profissionalismo, pela sua orientacao e pelas

palavras de incentivo foi uma honra ter sido sua aluna.

Ao Prof. Paulo Ogliari, um dos principais motivadores deste trabalho, pois foi através do
trabalho final de sua disciplina que tomei a decisao de estudar modelos nao-lineares da familia

exponencial.

A Margareth, minha amiga ha mais de 20 anos, com quem posso contar e que esteve presente

me apoiando durante todas as fases deste trabalho.

A Isolde, uma amiga com quem aprendi a compartilhar e a desenvolver trabalhos em equipe,

obrigada, por tudo, mas em especial, pela sua sensibilidade de criticar no momento certo.
Amigas, Isolde e Margareth, estou certa que sem vocés nao teria concluido este trabalho.

A minha filha Sara que é tudo para mim e que deu um sentido novo a minha vida, por voce

e para vocé todos os dias tento ser uma pessoa melhor. Eu te amo filha.

Aos meus alunos que, sem duivida alguma, foram os maiores motivadores para comecar este

doutorado;

As amigas e ex-alunas Clédina, Valentina, que sempre tiveram palavras de incentivo, obri-

gada meninas.

Aos colegas de departamento, Josmar, pelas dicas no SAS, Darlei, pela forca e compreensao,

Doherty, pelas dicas no Maple.

Aos professores, Roberty Samohyl, Lucia Barroso, Daltom F.de Andrada pelas correcées no
exame de qualificagao.

il



Resumo

Os modelos nao-lineares da familia exponencial é uma extensao dos modelos lineares gener-
alizados, permitindo que o preditor da média seja nao-linear. Esses modelos, por serem menos
restritivos, tém sido utilizados para modelar sistemas produtivos como mais uma ferramenta
na tomada de decisao. Usualmente, os parametros desses modelos sao estimados pelo método
de méxima verossimilhanga, que tém propriedades assintéticas de O(n™!), onde n é o tamanho
da amostra. Portanto, para tamanhos de amostras pequenos, pode haver erros consideraveis,
nas inferéncias. Essa Tese tem como objetivo obter uma expressao analitica para a matriz de
covariancia de segunda ordem do estimador de maxima verossimilhanca para os parametros dos
modelos nao-lineares da familia exponencial que contribuird no procedimento de inferéncia da
verossimilhanca, quando o tamanho da amostra é pequeno. Esse estimador, que nada mais é
do que uma corregao do que vem sendo utilizado, tem propriedades assintéticas de O(n=2). A
metodologia adotada consistiu em obter os cumulantes desses modelos e substitui-los na funcao
geratriz dos cumulantes, que, pela propriedade de invariancia sob permutagao de indices nos
modelos nao-lineares da familia exponencial, pode ser simplificada e expressa em termos de
matrizes. A expressao obtida é de facil implementacao computacional, uma vez que consiste de
operagoes com matrizes. O estimador de segunda ordem da matriz de covariancia foi avaliado
por um estudo de simulacao que mostrou que esse ¢ indispensavel para amostras de tamanho
pequeno a moderado. Para ilustrar o uso da técnica proposta, uma aplicagoes na avaliacao
da qualidade do papel cujo modelo que descreve a variavel resposta grau de refino das fibras
¢ log-linear e componente aleatéria gama. Nessa aplicagao evidenciou-se a necessidade dos

estimadores de O(n™?2).
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Abstract

The exponential family non-linear models are an extension of the generalized linear models,
allowing the average predictor to be non-linear. These models, for being less restrictive, have
been used to model productive system, being one more tool on the decision-making. Usually, the
parameters of these models are estimated through the maximum likelihood method, which have
asymptotic properties of n-1 order, where n is the sample size; thus, for small sample sizes, there
might be considerable errors in the inferences. This work has the objective to obtain an analytic
expression for the covariance matrix of second-order of the maximum likelihood estimator for
the exponential family non-linear models, which will contribute to the likelihood inference
proceeding when the sample size is small. This estimator, which is anything but a correction of
what has been used, has asymptotic properties of O(n~2). The adopted methodology consisted
in developing the cumulative of these models and substituting them in the cumulative generative
function that, through the invariance property under index permutation in the exponential
family models, may be simplified and expressed in matrix terms. The obtained expression is
easily computational-implemented, seen that it consists in matrix operations. The covariance
matrix second-order estimator was evaluated through a simulation study, which showed that
this is indispensable for samples from small to moderate size. In order to illustrate the use
of the proposed technique, one application in paper quality, whose model that describes the
answer variable fiber refining degree is log-linear, and gamma random component. Into these

application, the necessity of O(n™2) estimators was evidenced.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Formulacao do problema

Os métodos estatisticos, cada vez mais, vém sendo reconhecidos para modelar sistemas de
producao sendo de grande valia na tomada de decisoes, uma vez que estes permitem especificar,

prever e avaliar resultados obtidos do sistema produtivo.

Tendo a consciéncia de que vivemos em um mercado altamente competitivo e globalizado, o
uso da modelagem estatistica, que consiste em relacionar um vetor resposta, Y, em funcao de
covariaveis X1,Xs,---, X,, possibilita significativo diferencial para o crescimento das organizagoes
no cenario atual. Considera-se que a utilizagdo da modelagem estatistica as dreas produtivas

certamente trarao luz as dificuldades, tornando-as fontes de oportunidades.

Muitos sao os trabalhos publicados, nas diversas areas, que utilizam os modelos lineares e
nao-lineares normal, mas estes sao restristos a variaveis resposta com distribuicao normal, nao
correlacionadas e variancia constante. Em muitos destes problemas, a hipotese de homocedas-
ticidade nao se verifica. Recorre-se, entao, as transformagoes, que em alguns casos pode nao
estabilizar a variancia do processo, e além disso, dificulta a interpretacao do modelo. Portanto

a necessidade de modelos menos restritos.

Os MLG ( Modelos Lineares Generalizados) e os MNLFE (Modelos Nao-Lineares da Familia
Exponencial) generalizam os modelos tradicionais de regressdo normal linear e nao-linear,
abrindo o leque de opcoes para a distribuicao da variavel resposta e permitindo maior flex-
ibilidade para ligagao entre a média e a componente sistemética, que para os modelos lineares
generalizados é linear, enquanto que nos modelos nao-lineares da familia exponencial é nao-

linear, isto é, os MLG e MNLE sao caracterizados por duas componentes descritas a seguir:

i) componente aleatéria, do vetor resposta Y com elementos Yi,- - -, Y, pertencente & familia

exponencial de distribuicgoes;
ii) a componente sistemdtica é descrita pelo preditor 1, que pode ser linear, caso dos MLG, ou

10



nao-linear, caso dos MNLFE

Para a obtencao do estimador dos parametros destes modelos, varias metodologias de infer-
éncia tém sido propostas; uma das mais importantes é decorrente da teoria de verossimilhancga

que, para Cordeiro (1999, p.3) , é fundamentada nos principios:

e de suficiéncia, isto é, vetores de dados distintos com os mesmos valores das estatisticas

suficientes para um vetor 6 de parametros fornecem conclusoes idénticas para 6,

e fraco de verossimilhanca que estabelece que vetores de dados com verossimilhancas pro-

porcionais produzem as mesmas conclusoes sobre 6 ;

e forte de verossimilhanca que garante, para variaveis aleatérias, X e Y, distintas, que
dependem de um mesmo parametro e de um mesmo espaco paramétrico; supondo que
dois modelos sao adequados aos vetores de dados x e y em questao e que fornecem
verossimilhangas proporcionais, entao as conclusoes sobre 6 tiradas destes dois vetores de

dados sao idénticas.

A metodologia baseada na verossimilhanga serd empregada para ajuste e andlise dos MLG
e dos MNLFE.

Uma das etapas do processo para ajuste e analise destes modelos é a de inferéncia,
onde o analista deve verificar a precisao e a interdependéncia das estimativas, construir regioes
de confianca e testes sobre os parametros de interesse, analisar estatisticamente os residuos
e realizar previsoes, podendo, assim, avaliar o modelo ajustado. Nesta etapa, é necessario
conhecer a distribui¢ao de probabilidade do estimador, que, em geral, é obtida por meio de

resultados assintoticos, que sao necessarios em dois casos distintos:

1° quando nao se tem solugao exata para o problema estatistico ou ela é complicada. Entao,

poderd ser de interesse obter uma aproximacao simples em grandes amostras;

2° o mais freqiiente revela o papel central da teoria assintotica da verossimilhanca na inferéncia
estatistica e ocorre quando nao se tem solucao exata, sendo, assim, inevitavel a obtencao

da solucao aproximada.

Os resultados da teoria assintética de primeira ordem sao validos quando n — oo, onde
n é o tamanho da amostra, e sao decorrentes de técnicas de linearizagao local baseadas nas
expansoes da série de Taylor e nos teoremas centrais do limite. Estes, por sua vez, sao a base
da construgao de testes e intervalo de confianca em grandes amostras e amplamente utilizados

em trabalhos aplicados nas areas de econometria, agronomia, farmacocinética, etc. O erro da

A
aproximacao assintotica para a distribuicao de 3, estimador de maxima verossimilhanca de (3, é

da ordem de n~!, assim sendo os calculos de probabilidades baseados na funcao de distribuicao

11



de probabilidade assintdtica apresentam erros da ordem n~! que, para amostras pequenas,
podem ser consideraveis. A importancia dos resultados assintoticos de primeira ordem é que
produzem simplificacoes consideraveis para problemas em grandes amostras, implicando em re-
sultados simples e elegantes, e, em alguns casos, mostram-se bastante razoaveis, mesmo quando

n, tamanho da amostra, nao é grande. Devem ser avaliadas as seguintes questoes:

e a aproximacao de 1% ordem é uma boa aproximacao para a distribuicao dos estimadores

ou de alguma estatistica de teste sob a hipdtese nula?

e E se, é possivel melhora-la?

E sabido que para amostras finitas as aproximacoes de primeira ordem podem nao funcionar
bem, levando assim a distorgoes de tamanho. Quanto a questao se é possivel melhora-la, sera
abordada nesta Tese, uma vez que nela serd obtida a matriz de covariancia de O (n™?) dos EMV
dos MNLFE.

Condigoes para assegurar fraca consisténcia e normalidade assintética dos EMV (Estimador
de Méaxima Verossimilhanca) nos MLG sao apresentadas por Fahrmeir e Kaufmam (1985). Mc-
Cullagh e Nelder (1989) estabeleceram resultados assintéticos sem fornecer provas ou suposigoes
exatas. Nos modelos lineares generalizados, os estimadores e as inferéncias sobre os (3’s, como
a razao de verossimilhanca e a estatistica escores tém como funcao densidade de probabilidade

assintética x2, que usualmente nao sao satisfatérias em pequenas amostras.

Assim, a teoria assintdtica de segunda ordem é um refinamento dos resultados da teo-
ria assintética de primeira ordem, onde se busca melhorar os estimadores e aproximacoes de
estatistica-teste. Ha alguma literatura no assunto, com artigos publicados , teses e livros,
dentre os quais destacam-se os artigos de Cordeiro (1983), que utiliza a correcao de Bartellet
para melhorar a estatistica-teste da razao de verossimilhanca nosMLG, Cordeiro e McCullag
(1991), que apresentam os estimadores de segunda ordem para os prametros de dispersao e
média dosMLG, Cordeiro Ferrari e Cribari que melhoram a estatistica escore nos MLG, Paula,
(1993) , que apresenta uma melhoria dos estimadores dos parametros dos modelos nao lineares
da familia exponencial. Cordeiro e Botter (2000), que tratam dos estimadores de segunda
ordem para os parametos dos modelos lineares generalizados superdispersados. Os livros de
McCullag e Nelder (1991) que é uma referéncia completa em MLG e Wei (1999) , que, apresenta,

alguns resultados de segunda ordem para os MNLFE, através geometria diferencial.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Avaliar os estimadores de O (n™2) dos parametros dos modelos nao-lineares da familia ex-

ponencial.

1.2.2 Objetivos especificos

e Apresentar os estimadores de O (n™!) dos parametros dos modelos nao lineares da familia

exponencial;

e Apresentar os estimadores de O (n™2) dos parametros dos modelos nao lineares da familia

exponencial;

e Obter uma férmula geral para a matriz de covariancia de segunda ordem dos modelos nao

lineares da familia exponencial;

e Apresentar a matriz de covariancia de segunda ordem, de alguns modelos, tais como o

nao-linear de regressao normal e os lineares generalizados;
e Avaliar os estimadores obtidos por meio de um estudo de simulacao;

e Avaliar a qualidade do papel, modelando a variavel resposta grau de refino, proveniente

de um experimento realizado na Klabin-Papeis;

1.3 Carater inédito, contribuicao cientifica e relevancia

Esta Tese estende os resultados apresentados em Cordeiro (2004) e deverd contribuir na
melhoria dos estimadores por intervalo e testes de hipéteses em MNLFE, uma vez que, para n,

tamanho da amostra ndo muito grande a estrutura de covariancia destes modelos ¢ de O (™).

O avango tecnoldgico, no planejamento e execucao de pesquisas, requer que técnicas cada
vez mais refinadas de andlises estatisticas sejam utilizadas. As posic¢oes criticas dos estatisticos
sao, em geral, desconsideradas pelos pesquisadores, das diferentes areas, devido as dificuldades
matematicas e estatisticas para a implementacao de técnicas refinadas de andlise de dados ex-
perimentais. Por isto, é importante obter modelos menos restritivos e inferéncias mais precisas.
Tradicionalmente, tém-se adotado os modelos de regressao normal, que sao bastante restritivos,
perdendo informagoes preciosas que, por vezes, nao sao detectadas, prejudicando assim as pre-
visdes. Além disso, a evolugao acentuada da Ciéncia da Computacao e, conseqiientemente, o
desenvolvimento de sistemas sofisticados de processamento de dados, com algoritmos rapidos e
precisos, tem contribuido muito no desenvolvimento de softwares, principalmente de natureza

livre, o que possibilita ampla utilizacao desses recursos computacionais a custos praticamente
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nulos. Baseando-se nesses fatos, uma Tese com a finalidade de apresentar uma metodologia de
modelagem, na Engenharia de Produgao, e indicar melhorias das inferéncias em modelos com
menos restrigoes, é de relevancia, permitindo assim, promover a divulgagao da teoria assintotica

de O (n™?).

1.4 Estrutura da tese

Um resumo do que é apresentado, em cada um dos capitulos ¢ relacionado a seguir:
Capitulo 2: apresenta os estimadores de O (n™!) e de O (n™?) para os MLG. Trata-se de uma
revisao de literatura que vai dar suporte aos Capitulos 3 e 4;

Capitulo 3: apresenta os modelos nao-lineares da familia exponencial e os estimadores de
O (n™') e o de O (n™?%), para os parametros destes modelos. Também trata-se de uma

revisao de literatura;

Capitulo 4: é a contribuicao tedrica desta tese que apresenta a matriz de covariancia de O (n=2)

dos EMV para os parametros do modelo nao-linear da familia exponencial,

Capitulo 5: é apresentado um estudo de simulacao, para avaliar o desempenho dos estimadores
de O (n™?);

Capitulo 6: ¢é apresentada uma aplicacao, onde espera-se contribuir na divulgacao destes

modelos na area de Engenharia de Produgao, mais especificamente na industria de papel.
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Capitulo 2
Modelo linear generalizado

Os modelos lineares de regressao normal e de andlise de variancia sao amplamente utilizados
em modelagem. Em alguns casos, mesmo quando nao é razoavel, a suposi¢ao de normalidade
ou a homocedasticidade para a variavel resposta, tentava-se algum tipo de transformacao para

estabilizar a variancia e, conseqiientemente, a normalidade.

Para fazer inferéncia, as suposicoes de normalidade e variancia constante sao necessarias, e
isto nem sempre ¢é garantido ou razoavel, em muitas aplicacoes, restringindo, assim, a adocao

destes modelos.

Pelo fato dos MLG serem mais flexiveis, permitindo outras distribuigoes de probabilidade
para a componente aleatéria e assumindo que existe uma relacao entre a variancia e a média,

estes se tornaram uma ferramenta poderosa na modelagem estatistica.

Esta classe de modelos é devida a Nelder e Wedderburm (1972), os quais propuseram uma
extensao do método dos escores, para estimar os parametros dos modelos da familia expo-
nencial. Estes modelos generalizam os modelos lineares tradicionais e possuem as seguintes

caracteristicas:

e a média da populacao pu depende de um preditor linear i, através de uma funcao g que

¢ denominada de ligacao, possivelmente nao-linear;

e a distribuigao de probabilidade da varidvel resposta (Y) pertence a familia exponencial.

Segundo McCullagh e Nelder (1989), algumas propriedades, como a linearidade e a existéncia
de um método comum para obtencao das estimativas dos parametros, permitem a unificacao
dos modelos lineares de regressao dos de andlise de variancia e dos log-lineares em uma tnica

classe denominada de MLG.

15



2.1 Descrigao e definicao do modelo

Considere g; como a realizacao de uma variavel aleatoria Y;. Assim, yq,...,y, denotara n

independentes observacoes da vetor resposta Y, com as seguintes suposigoes:

i) A distribuigdo de cada Y] pertence a familia exponencial na sua forma canonica, algumas
caracteristica desta familia é apresentada no Apéndice A, e sua funcao densidade de
probabilidade é dada por:

(Y300, ¢) = exp (¢ {uith — b (01)} + ey, 9)] (2.1)

ii) Todos os Y; tém a mesma distribui¢do, porém com médias diferentes F (Y;) = u, para
[ = 1,2,"',71,

Seja X uma matriz particionada em vetor coluna de variaveis independentes ou covariaveis,
isto é, X = [z - - - x,] , cabe ressaltar que z; - - - x,, s20 varidveis conhecidas e consideradas fixas.
A componente sistematica é definida como o modelo linear tradicional, isto é:

n=XB

Seja g uma funcao mondtona diferenciavel que serd denominada de funcao de ligacao, a

funcao g descreve como o valor esperado Y esta relacionado ao preditor linear 1, isto é:
g(u) =n=Xp3

Na formulagao dos MLG deve-se escolher a distribuicao da probabilidade da varidvel re-

sposta, as covaridveis (matriz modelo) e a fungao de ligagao.

Observacoes:

i) a matriz modelo X é suposta de posto completo;

i1) como as observagoes sdo supostas independentes, ou pelo menos sdo nao correlacionadas,
conclui-se que, dados exibindo autocorrelacoes, como séries de tempo, devem ser cuida-
dosamente analisados;

i4i) como por hipétese a estrutura do erro é suposta tnica, outras técnicas estatisticas devem
ser consideradas para analisar os dados onde os experimentos foram planejados para

apresentarem mais de uma fonte de erro, como, por exemplo, as parcelas subdivididas;

iv) se os dados tém distribuigdo nao pertencente a familia exponencial, como a distribuicao

de Cauchy e estruturas nao-lineares, sao excluidos dos MLG.
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Funcao de Ligacao Candnica

A funcao de ligagao é dita ser canonica quando ¢; = n;. Uma das vantagens em adotéa-las, no
modelo é que ha garantia da concavidade do logaritimo da funcao de verossimilhanca e, conse-
qlientemente, muitos resultados assintoticos sao obtidos mais facilmente, cuja demonstracgao é
apresentado por Fahmeir e Kaufmann (1985). A ligacao canodnica g é tal que (%jp) - og ()
¢ igual a funcao identidade, sendo que o operador o, significa composicao de funcoes, protanto

tem-se que g7 (+) = %@.

2.2 Estimacao dos parametros do MLG

Nos MLG, as observacoes sao independentes, sendo assim, a func¢ao escore e a matriz de

informagao sao obtidas como soma das contribuigoes individuais sobre os parametros.

Os parametros de interesse sao (3, ¢, # e i, e como a componente aleatéria do modelo pertence
a familia exponencial, demonstra-se que os parametros (3 e ¢ sao ortogonais, e, portanto, podem

ser estimados separadamente.

Log-verossimilhanga O logaritimo da funcao de verosimilhanca, simplificado por log-

verossimilhanga e denotado por ¢(3), para os parametros dos MLG é dada por:

0B) = Uu(B)) =D ¢ {ub — b} + ey, 6)-

Funcao de escore de 3 A funcao escore é a derivada primeira da log-verossimilhanca, e

sera obtida pela regra da cadeia:

"L or ot 90, Ou, On,
Us=U — il Sk g 2.2
mas, por outro lado:
or db (6;)
20, _d)(yl_ a0, )

. db(0 . ~
O valor esperado de Y; é u; = %j), que derivando com relagao a 6;, obtem-se:

du, d (db (el)) _ o) _

dg; — do, \  db, 967

sendo V' denominada de funcao de variancia que depende de p.

O preditor linear do modelo linear generalizado n = X3, que derivando com respeito a (3,
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obtém-se:

o _,
8ﬁr lr-
Substituindo estes valores em (2.2) obtem-se a r-ésima componente do vetor escore de 3, que
¢ dada por:
- 1 Oy
= — W) ==
; 925(}’1 MZ) Vv anl l
du\ 2
Considerando W uma matriz diagonal, cujos elementos sao com w; = m (d—;‘l’> , a funcao

escore para 3 na forma matricial é dada por:

U(B)=¢X"(y — p)V2W"/2,

Matriz de informacao de Fisher de § A matriz informacao de Fisher de 8 que serda

denotada por K (3), cujo elemento da linha r coluna s é:

0?0
K.=>» -E (W) = E(-U.),

l

demonstra-se que —U,, para esses modelos é dada por:

(9205
_Urs (‘96 86 Z¢ [ /“Ll a 2 5t wl:| LirLys, (23)

aplicando a esperanga na equagao (2.3) obtem-se o elemento K,; da matriz de informacao de

Fisher para 3,,, que é dado por:

n
Krs = E ¢ WX Tis,
=1

que em notacao matricial é:

K (B)=0¢(X"WX).
2.2.1 Estimador de maxima verossimilhanca para /3

As equagoes de verossimilhanca podem ser expressas por U (6) = 0 sendo (3 o estimador

de maxima verossimilhanca.

Estas equacoes sao geralmente nao-lineares e neste caso as solucoes de U (5) = (0 devem

ser obtidas por técnicas iterativas. No SAS estao disponibilizados dois métodos:

e O método iterativo de Newton-Raphson na versao multivariada, nas procedures NLP e
NLMIXED;
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e O método escore de Fisher, na procedure GENMOD que, em geral, é mais simples e coin-
cide com o de Newton-Raphson quando a fungao de ligagao é a canonica, pois substitui na
expansao em série de Taylor a derivada segunda da log-verossimilhanca pela sua esperanca

negativa, como serd mostrado a seguir.

Algoritmo para obtencao das estimativas de 3 Para as distribuigoes pertencentes a
familia exponencial, as duas primeiras derivadas da log-verossimilhanca existem. Dessa forma,

sera adotado um procedimento baseado na expansao de Taylor em torno de alguma estimativa

A
inicial, 59, expandindo U(3) em série de Taylor até primeira ordem tem-se:

¢
opo"

U(5) ~ oo (594

3 (89)(3-59) ~ 0. (2.4)

A solucao deste processo iterativo é o EMV para 3. Salienta-se aqui que as procedures NLP

A
e NLMIXED, fornecem [ diretamente da equagao (2.4).

O método escore de Fisher consiste na substituicao da matriz de derivadas parciais de

segunda ordem, pela matriz de valores esperados das derivadas parciais, isto é, a quantidade
02¢
9BoBT
~(i—1)
p

~ (3 A
é substituida por K (/3) . Considere ﬁ( ) o valor de 3, na iteracao ¢ e substituindo 5O por

na equagao (2.4) obtem-se:

A1) AG) NG A )
(A +K1(a >U<6 )

substituindo os valores da matriz de informacao e do vetor escore tem-se:
A(i+1)

g ={(XTWX)'XTwWZz}, (2.5)

sendo: p
m

2=+ — ) -

l l 6//51

A expressao (2.5) mostra que o procedimento iterativo pode ser considerado como estimador
dos minimos quadrados ponderados, conforme demonstraram Nelder e Wedderburn (1972). Em

geral, a convergéncia é rapida, mas depende da escolha do valor inicial 8.

2.2.2 Dewviance ou funcao desvio e critério de informacao de Akaike

(AIC)

A estatistica deviance é utilizada para avaliar a qualidade do ajuste de um MLG e também

no EMV de ¢. Para obté-la, considere a seguinte notagao para a log-verossimilhanca:
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n

Cluzy) = L (psy,), onde p, = g7 (n,) e, = XP.
=1

Considere como modelo saturado aquele em que o niimero de parametros p é igual ao niimero

de observagoes n, isto é, p = n , Para este modelo a ¢ (u;y) é estimada por:

=> v,
=1

ou seja, a estimativa de méxima verossimilhanca de y, fica no modelo saturado dada por i, = y,.
Quando p < n, a estimativa de ¢ (u;y) serd denotada por £ (f1;y). Neste caso, as estimativas de

mdxima verossimilhanga de fi, = gt (fyl), sendo 1) = XB.

A deviance, que é uma distancia entre a log-verossimilhanca do modelo saturado e o modelo

sob investigacao avaliado na estimativa de maxima verossimilhanca de (3, é dada por:

D*(y; 1) = oD (y; ) =2{l(y;y) — L (iy)}

sendo v () = pg (pu) —blg(p)] e ¢(p) = 0 = [ V~'dp, definidos no Apéndice A.

Observagao:

e Valor pequeno para a deviance indica que, para um ntimero menor de parametos, obtém-se

um ajuste tao bom quanto o ajuste para o modelo saturado.

Outra estatistica para avaliar modelos com nimero de parametros diferentes é o AIC, que

penaliza a deviance pelo nimero de parametros e é dada por:
AIC = —2logl — 2p

e Quanto menor o AIC melhor é o ajuste do modelo esse critério pode ser encontrado em
Pinheiro e Bates (2000, p.84).

EMYV para ¢ Para os modelos Poisson, binomial e exponencial, tem-se que ¢ = 1. Para
outros modelos pertencentes a familia exponencial, tais como gama, normal e inversa gaussiana,

o estimador de méaxima verossimilhanca para ¢ serd obtido utilizando o procedimento apresen-

A
tado por Cordeiro e McCullagh (1991). Para isto, considere ¢ o EMV de ¢. A fungao escore
para ¢, U (¢, 3) = (%((W pode ser obtida em funcao da deviance, isto é,

U (6,1).D (y. 1) = 2U ().
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Dessa forma a deviance é 2 vezes a fungao escore de ¢ no ponto (qﬁ,y). Por outro lado, a

A

A
equacao de maxima verossimilhanca para ¢, U ((b) = 0 é dada por:

d (¢) = 0> g () — bla ()] + (e w)) ou

D) = 23 ol + el +20d (5)]. (2.7)

=1

Assim, ¢ é uma fungao da deviance do modelo.

Uma solucéo aproximada da estimativa do parametro de dispersao o = ¢! é apresentada
por Cordeiro e McCullagh (1991), que é dada por:

n[l + {1+ 2D(y, 1) /3n}"/?]
2D(y, 1)

A
¢ =
2.3 Distribuicao assintdética de B

Para esta classe de modelos, resultados assintéticos podem ser encontrados em McCullagh
e Nelder (1983), Cordeiro (1983,1987) e Fahmeir e Kaufmann (1985). Em particular, Cordeiro
(1986, pp.39,40), demonstra que @ é consistente para (3, expandindo U (B) em série de Taylor

ao redor do parametro verdadeiro (3, obtendo a seguinte expressao aproximada:

B—0=(X"WX) ' XTWZ+0 (n");

cuja demontragao é apresentada no Apéndice C, portanto:
E (B) = /40 (n7") e
N A A T _
Cov(B) = B {(ﬁ - 5) (5-5) } — (XTeWX) '+ 0 (),

estas expressoes refletem, que para pequenas amostras (3, é tendencioso e tém poucas pro-

priedades que sao satisfeitas para todos os tamanhos de amostras.

Com argumentos do teorema do limite central adaptados & funcao escore U (), e a lei fraca
dos grandes nimeros, aplicados a matriz de informacao de Fisher Kpgg e, sob as condigoes de
regularidades apresentadas no Apéndice B, demonstra-se que B é assintoticamente normal, com
média [ e matriz de covariancia (X Tow X ) - , quando ¢ for desconhecido pode ser substituido

por alguma estimativa consistente.

Regioes aproximadas de confianca e diversos testes sao construidos através de (5 ou de

estatisticas de [, tais como a estatistica da razao de méaxima verossimilhanca, a estatistica
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escore ou a estatistica de Wald. Geralmente, a estatistica da razao de méxima verossimilhanga
¢ mais utilizada, uma vez que a mesma ¢é invariante com reparametrizacoes, o que nao ocorre

com as outras duas. Estas estatisticas sao apresentadas por Demétrio (1993).

2.4 Estimadores corrigidos

Como mencionado, os estimadores de méaxima verossimilhanca sao, geralmente, tenden-
ciosos para amostras de tamanho pequeno ou moderado. E de interesse dimensionar o viés,
possibilitando, assim, a melhoria nas inferéncias dos parametros. Cordeiro e McCullagh (1991)
apresentam o viés e os estimadores de segunda ordem dos parametros 3,m, u e ¢, dos MLG.
Nesta secao, sao apresentadas as expressoes para o calculo do viés e o leitor pode ter mais
detalhes no Apéndice C.

Viés de B O viés do EMV do parametro 3 que sera denotado por B (B) ¢ dado por :

B ([3) = (XTWwx) " xTWe, (2.8)

sendo:

_1dp; d?p
=V 1apg L.
dny dn?

F = {fy} uma matriz diagonal, com elemento f;

Z = {ZU} =X (XTWX)AXT, Zq = diag {z11, %22, --s Zun }

e 1=(1,1,...,1)";

§=—5WZiF1.

Viés de 7 Como 1) = XB, o valor esperado de ) — n é:

B(@) = E(f—mn)=E(@)-n=E(XB)-X3=XB(B)

_ 1
= X(X"TWX)'X™W (—-—w-'z,F1
(Twx) " xmw (g zarn).

resultando em

B (7)) = — (20) " ZZ,F1.

Observe que para o calculo do viés de 7), é necessario somente a variancia e a funcao de

ligacao com as suas primeiras e segundas derivadas.
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Viés de i Para o célculo do viés para i, faz-se a expansao em série de Taylor da g~ (7)) =
[, isto é,

99~ (n) 10%g7" (n)

1y -1 s H o n o

g (77) =g (77) + 87]7« (nr 77 9 anrans (777‘ nr) (773 773) )
fazendo g7 () — g~ (1) e, em seguida, aplicando esperanga, tem-se:

N L Op  1__ 0%
B (i) :B(n)%ﬂLﬁV(ﬁ)W;,
l

uma vez que pu é fungao bijetora de 1 e considerando:

1. V(7)) o termo de ordem n~! na variancia de #;
2. Dy = diag {8—’;;},

3. Dy —dmg{a“”}.

O viés de f1 em notagao matricial fica:
B (1) = (20)™" (Dy — D1 ZF) Zy1. (2.9)

Os estimadores corrigidos sao obtidos a partir dos vieses, e serdo denotados com um (7)

acima do parametro.

B=B-B(B), n=n-B(®H) ¢ h=p-B()

Viés de g}ﬁ O viés para o EMV do parametro de dispersao ¢ é obtido analogamente ao
vies de B, utilizando a expressao creditada a Cordeiro e McCullagh (1991), que é valida para
membros da famiilia exponencial em que ¢(y;, ¢) da fungao densidade de probabilidade dada

m (2.1), que pode ser decomposta em duas fungoes d; e ds, isto é,

c(y,¢) =di(¢) +da(y),

que neste caso é dado por:
Pdi(d) 82d1(¢>)

B(&ﬁ) o Powr (2.10)

o (552

Portanto, o estimador corrigido de ¢ ¢ dado por:

6=6-B(2).
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2.5 Matriz de covariancia corrigida de B

Para os EMV dos parametros do MLG, sera apresentado o resultado de Cordeiro (2004) que

obtem a matriz de covariancia de segunda ordem.

Considerando B, a estimativa de maxima verossimilhanca dos parametros do MLG, sera
assumido que B converge para 3, verdadeiro valor, quando n — oo e que sua distribuigao
assintética é N (ﬁ, ot (XTWX)_1>. Bowman e Shenton (1997,p.71) enumera o numero de
termos para o célculo da matriz de covariancia de segunda ordem do EMV, por exemplo, quando
o nimero de parametros € igual a 2, tém-se 169 termos para cada variancia e 193 termos para

as covariancia.

2.5.1 Expressao da correcao para matriz de covariancia em termos

dos cumulantes

A expressao para obter a matriz de covariancia de O (n™2) est4 apresentada no Apéndice D,
é devida a Peers e Igbal (1985). O elemento da linha i coluna j, que é corregao na covariancia

entre BZ e Bj ¢ dado por:

Oij = US) + Ug) + UE?), (2.11)
sendo:
0'2(]1) = _'%mfijbﬁcal (liabcd + Ra,bed + QHabc,d + 2/<va,bc,d + L()’/'iatc,bd) ) (212)
o 3
0'5]2) = ﬁ;m,‘{;]T/'ibeiCt (§/§abcﬁrst + 4/§ab,c/§rst + Ra,bckrst + 2/€ab,cf§r,st + Kvab,c'%rt,s) ) (213)
e
O'S)) = /ﬁ;m/ﬁ;jb"irsﬁd (2Ha,bc/§r,st + Ha,bcﬁrst + Rabclrst + 2/€abc"ir,st) . (214)

2.5.2 Obtendo 08)

Inicialmente, os cumulantes dentro do paréntese de (2.12) serao simplificados usando as
identidades de Bartlett e a invariancia dos cumulantes sob a permutacao de indices. Para isto,

considere as seguintes identidades:

(a)
Kajped = —HKabed T Rped (215)
_ _ (d) (a) (ad)
Kaped = HKadbe = Kabed = Bgpe = Kpeq T KFpe . — Rad,bes
_ (d)
Rabe,d = —Rabed + Robe:

Usando estas identidades, os cumulantes dentro do paréntese de JS) podem ser expressos
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da forma seguinte:

Rabed = Kabed,

Kabed = —HKabed T ng?m
zlia,bc,d = zﬁabcd — 2/'1((;[1)2: — 2%1()3; + 2/i[()zd) — 2/€ad,bc,
3Rachd = 3Kadbes
2’iabc,d = 2/{abcd + 2/{1()(221

(1)

Somando as 5 equagoes obteém-se o termo entre parénteses de o7, que ja simplificado fica:

US) = ’%iaﬁij'Cd <2K’l(7£cbd) - 'Lil()f;)i + Hac,bd) . (216)

Os cumulantes dentro do parénteses de (2.16) sao apresentados em Cordeiro (1984,1987) e

) . R - d
Cordeiro e Barroso (2003). Destes artigos tém-se entao que os cumulantes ks, ks, I{l(;cl ), Kab,cd

e k'Y sdo:
bed .

n
o fips = —0 1 (WTT1s);
_ n 1 [ By L (B v (dw)?
® Frst = —0) 114 i +2|3 @ ) 7= \an Ty Ly

Sendo, como ja apresentado anteriormente,

2
=(2) vyt yn="8 4, =1
. (dm) ’ 0 T 9B,

V(") denota a derivada de ordem r da funcdo de variancia V' com respeito & média.

o m?

- [ #1(58)+ () (3] -
Kl()ccbd) _ ¢Z V| \ dn} dn, dn} 2
=1

2 4
a7 (P ) (%) )
( ’7§> (d’??l> VE+am) v
4

(2.17)

LlrLis Lt Ll

® i

4 4 2
“ n| (V) (%) _ve (u) _ v <@ Py
a) V3 dn V2 \dn V2 dn d
Kped = ¢ E ! ! ! g L1aLipL1cT1d,y (2.18)
=1



® Kacbd

[0 () -5 () (59)
1% d % d d
Kacpd = @ Z b g VM K T1aTpTieTid- (2.19)
_|_l <%>
V o\ dn
Substituindo os cumulantes na expressao 2/4;1(, 9 _ /ﬁl(f;)i + Kacepd € considerando o elemento
h; dada pela equagao (2.20), obtém-se:

2/€l()ad) — Klézt)i + Raebd = hl,

sendo:

2
po L (e (P VO (P (VE) 4 (2.20)
: v dn, ) \ dnp vz \dny, dn? vi  \dp, ) - ‘

(ad 1
Substituindo 2mba ) Iil()(clc)i + Kacpd €M al(j) tem-se:
n
e - ia jb .cd
o = —K%RR ¢E hxiTwTictia,
=1

= —¢Zhl H H] $la$lb) (KJCdxlcxld) .

. . ~ 1 -
Denotando por Y a matriz cujos elementos sao agj), e fazendo os somatorios tem-se:

1

»M = ?PHZdPT, (2.21)

sendo:

-1

P = (X"Wx) X',
Z = XP=X(X"WXx) X7,
H = dla’g {hla h27 t 7hn} e

Zg = dzag {2’11,2’22, T Znn} .

2.5.3 Obtendo 0532-)

O procedimento para obter O’Z(-?) ¢ analogo ao adotado para obtencao de UU), isto é, serao
utilizadas as identidades de Bartllet e as propriedades de invariancia dos cumulantes sob a

permutacao de indices. Inicialmente serd simplificada a expressao dentro do paréntese de 0( )
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que ¢é dada por:

§f€abc/€rst + 4’£ab,c"€rst + Ra,beRrst + 2K/ab,c’£r,st + Rab,cRrt,s (222)

3 3
= 9 ~KabekKrst 1 5’£a ,be + 3/€ab clRr st = Rrst §/$abc + 5/€a,bc + 3/€ab,c/$r,st-

(2)

Os cumulantes necessdrios para obter o,;” sao apresentatados em Cordeiro (1983, p.204). O

cumulante k4. ¢ dado por:

n
Rabe = qb E Jilia L1y xic-
=1

Substituindo os cumulantes em (2.22) tem-se:

3 n
Rrst (ﬁﬁabc + 5/€a,bc> + 3/{(16,0/{7’,515 = _¢ Z_ (fm + gm) LmnrLmsTmit
+ [ 3¢ > (fita) mlaxszlc] +
[56 Y 11 GiTiaTiic)

+3{ [ [Cb Z?:1 glIlaxlbxzc] }’

¢ Z:Lnl:l gmmmaxmbxmc]

Simplificando tem-se:

3 3
Rrst (§/€abc + 5/§a,bc) + 3/€ab,c/ﬁ3r,st = ¢2 IZ (§flfm - 2glfm - 4glgm) L1aL1pLiclmrTmsTmi-

Substituindo na equacao de a ) obtém-se:
3
02(]2) = R]Tﬁbs Ct¢ Z <§flfm - 291fm - 4glgm) L1aLibLicTmrTmsTmt
ia T s c 3
— gf)? Z (n xm) (,‘QJ .Tmr) (;{b xlbxms) (H txlcxmt) <§flfm — =291 fm — 4glgm) ,
Il,m

que pode ser escrita em notacao matricial como:

1 (3
»?) — ?P (§FZ(2)F +2PGZ® — 4PZ<2>G) PT. (2.23)

sendo

Z = XP e Z® =202

o simbolo ® denota o produto de Hadamard.
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2.5.4 Obtencao de al(.j.’)

s . - . 3
Como nas duas ultimas sub secgoes, a expressao dentro do paréntese de Jgj)

(2.14) sera simplificada usando as identidades de Bartllet e a invariancia dos cumulantes sob a

apresentado em

permutacao de indices, isto ¢,

2/€a,bc/€r,st + Ra,beRrst + KabeKrst + 2’£abc’£r,st = Raq,be (2f€r,st + Rrst) + Kabe (Krst + Qﬁr,st)

= ('Lia,bc + 'Liabc) (Q/Qr,st + 'Lirst) )

substituindo os cumulantes apresentados em Cordeiro (1983), na expressao acima, tem-se:

(Ha,bc + /fabc) (257",515 + /frst) = ¢2 Z (gl - fl - 291) (224)
lym

<2gm - fm - gm) L1aL1pL1clmsTmr Tmt (225)

= ¢2 Z (gl + fl) fmxlamlbxlcxmsxmr-xmt' (226)
lym

Substituindo (2.26) na equagao (2.14) tem-se:

3 2 ia .jb
O’Z(j) = ¢ KK KTSKICt Z (gl + fl) fmxlaxlbxlcxmsxmrxmt

Im

= QK matn (fuk" Tomsor) (91 + f1) (K" Tiic) (2.27)

Im

que em notacao matricial é dada por:

1
»G) = EP (F+G)ZZ,FPT. (2.28)

2.5.5 Matriz de covariancia > em notacao matricial

A matriz de covariancia corrigida do estimador de maxima verossimilhanga para os paramet-
ros do modelo linear generalizado ¢ obtida como a soma das equacoes (4.5), (2.23) e (2.28) .E
importante salientar que a matriz apresentada em (2.28) envolve operagoes com matrizes e

pode ser facilmente implementada na procedure IML do SAS.

= 2(1) + 2(2) + 2(3) — ¢_2PAPT,

sendo:

N=HZ;+3FZOF + GZOF — GZWG + (F + G) ZZyF;

- (3) ()}
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6= aar {1 () () - % ()}
P=(X"TWX) " =XT;

Z=XP;

i (8) (8) - (8) (8o (8)' 5

H = diag{hy, ha,- -, h,};

Zg = diag{z11, 222, * *, Znn };

7Z® = 7 ® Z, o operador ® denota o produto de Hadamard.

Matriz de covariancia de O (n™?) A matriz de covariacia de O (n™') dos EMV nos

MLG ¢é dada por
1

Cov, <ﬁ> — o (XTWX)

assim, a matriz de covariancia dessas estimativas de O (n=%) é dada por:

Covs (5) — ¢ (XTWX) " 4+ ¢ 2PAPT.

2.6 Aplicagao

Para ilustrar os resultados obtidos neste capitulo, sera apresentado uma aplicacao com
varidvel resposta, simulada de uma gama, e matriz de covaridveis simuladas da uniforme [0 1].
E importante salientar que muitos processos em financas e econometria exibem assimetria
e heterocedasticidade. Exemplos incluem modelos de volatilidade, modelos de fronteira de

producao estocastica, etc. Neste contexto, nao é razoavel supor:

e modelo com erro Normal ;

e com varancia constante.

Portanto, é razodvel nesses casos usar a metodologia de MLG nessas aplicagoes. A decisao

importante é a escolha da distribuicao da variavel resposta, matriz modelo e fungao de ligacao.

Para selecionar a fun¢ao de densidade, uma analise exploratoria dos dados é necessaria e,
além disso, conhecer o comportamento da distribuicao, como adotou-se o modelo gama que é

usado para descrever dados:

1. continuos nao-negativos;

2. que apresentam variancia crescente com a média;
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3. e que o coeficiente de variacao seja aproximadamente constante.

A funcao de ligagao foi a log.

Objetivos desta ilustracao sao:

avaliar os modelos ajustados pelas distribui¢oes, gama e normal através do AIC;

avaliar as estimativas de O (n™!) e O (n™?) , comparando duas amostras sendo uma delas de

tamanho pequeno.

2.6.1 Modelo

componente aleatéria: Y ~ Gama(u, ¢), sendo p a média e ¢ = 5, parametro de precisao.

componente sistematica: 7, = log (1;) = ;X1 + B2 X + B3X3;, sendo [ = 1, - -, 30 para

amostra pequena.

Os parametros (/s foram fixados em 3, =1, B, =2 e 55 = 3.
2.6.2 Algoritmo

2.6.3 1° Passo: Obter as estimativas de O(n™!)

A procedure GENMOD fornece estas estimativas, pelo método escore de Fisher.

2.6.4 2° Passo: Resultados da procedure GENMOD

As estimativas de ordem O(n™!) dos parametros do modelo e da matriz de covariancia sao
disponibilizados em arquivos. Estes arquivos sao utilizados na procedure IML para obter as

estimativas de O(n™?).

2.6.5 3° Passo: procedure IML

Esta procedure permite ao usudrio operar com matrizes neste passo, as matrizes necessarias

para as estimativas de O(n~?2) sdo calculadas. A seguir serao enumeradas as matrizes necessarias:

V () = p?, para a distribuigao Gama.
Matriz diagonal peso, W, cujo elemento da diagonal é:
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oy = (%)_
g V(1) \ O

Matriz diagonal, F', cujo elemento diagonal destas matrizes é:

fu = 1 %82/” —1:
! V() Ony 87712 ’

Matriz diagonal, G,cujo elemento diagonal destas matrizes é:

L Oy VO (a_u) _o:

g —= —
YTV () o anp v \ oy,

Matriz diagonal, H, cujo elemento diagonal destas matrizes é:

hll == 3+2,LL2

2.6.6 Resultados

Para avaliar a qualidade do ajuste o GENMOD apresenta as estatisticas deviance, scaled
deviance, Pearson chi-square , Scaled Pearson e log-verossimilhanga Todas essas estatisticas
sao descritas em Demétrio (1993), que utiliza como critério de ajuste o quociente entre o scaled
deviance e os graus de liberdade for proximo de um, considera-se que o modelo ajusta-se aos
dados.

A tabela a seguir apresenta estas estatistica para a amostra simulada. Observe que o, modelo

ajusta-se bem amostra simulada.

Tabela 2.1: Critérios para avaliar o ajuste

Critério Graus de liberdade ~ Valor ~ Valor/graus de liberdade.
deviance 27 3,0582 0,1133
scaled deviance 27 30,5008 1,1297
Pearson chi-square 27 2,5784 0,0955
Scaled Pearson 27 25,7153 0,9524
log -verossimilhanca -36,7708

A Tabela 2 fornece as estimativas de O (n™!) e O (n™%). Observe que as magnitudes dos
vieses sao pequenos quando comparados aos erros-padrao. No entanto, as estimativas corrigidas

estao mais proximas dos parametros, justificando assim o uso dos vieses.

As matrizes de covariancia de O (n™') e O (n™?). Sao apresentadas a seguir. Observe que
os elementos da expansao sao bem maiores que os da primeira ordem, portanto deve ser con-

siderados.

31



Tabela 2.2: Estimativas do vetor de parametros (3

Parametros | Estimativas Erros-padrao da Vieses | Estimativas Quocientes
de O (n™!) | Estimativa de O (n™1!) de O (n™?) | (Viés/ erro-padrao)*100
Bo 0,743974 0,496154 -0,004900 | 0,748873 0,98%
B34 1,677566 0,546083 -0,004647 | 1,682213 0,85%
By 2,994055 0,602070 -0,007938 | 3,001993 1,30%

Matriz de covariancia de O (n™!) de B para amostra simulada

Covy (B) =

Covy (ﬁ) =

5, By B,

£, 0,0658 -0,0164 -0,0344

By 0,04653 -0,0223

By 0,0566

Matriz de covariancia de O (n™2) de B para amostra simulada

By By By

B,y 1,0556 -0,2203  -0,3405

By 0,5083 -0,241712

By 0,8394

Diante do exposto, pode-se dizer que para a amostra simulada as correcoes sao necessarias.
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Capitulo 3

Modelos Nao-Lineares da Familia

Exponencial

Esta classe de modelos é mais abrangente que as dos MLG, uma vez que permite para o
preditor i qualquer funcao da matriz modelo. Quando 7 é linear, tem-se a classe dos MLG.
Assim, a teoria unificada para os MNLFE, que sera apresentada neste capitulo, é valida para

modelos de regressao normal linear, incluindo MLG e modelos de regressao nao-linear normal.

Os MNLFE sao uma ferramenta 1itil em aplicagdes onde as suposigoes e/ou comportamento
da variavel resposta nao se adequam aos MLG ou nao-linear de regressao. Como aplicacao

destes modelos tém-se:

i) os modelos de curva de crescimento apresentados por Ratkowsky (1983), que sdo amplamente

utilizados nas ares de finangas, agricultura, dentre outras;

i1) os modelos one compartment, que descrevem a concentragao de uma determinada droga no
organismo. Estes modelos sao utilizados pelas industrias farmacéuticas para avaliar as

caracteristicas de um novo medicamento;
i1i) os modelos de demanda de energia;

iv) os modelos biexponenciais que sao usualmente utilizados para avaliar o prazo de validade

de um medicamento.

Observagao Outras aplicagoes sao encontrados em Paula (1991).

Os procedimentos de estimacao e obtencao das estatisticas necessarias para o ajuste e ad-
equabilidade do modelo sao andlogos aos apresentados nos MLG. O sistema de equacoes é

nao-linear e necessitam de um processo iterativo que sao:

e pelo método de Newton Raphson, usando um comando ou procedure de otimizacao, que
no SAS estao disponibilizadas nas procedure NLP e NLMIXED:;
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e pelo método escore de Fisher, como nos MLG, é também um processo iterativo, onde o
sistema de equacoes pode ser visto como as equacoes de minimo quadrados reponderados,
substituindo a matriz modelo X pela matriz das primeiras derivadas de 1 com relagao
aos parametros 3, que serd denotada por X e o vetor ajustado y* passa a ter mais uma
componente devido a nao-linearidade do modelo. Este método no SAS esta disponivel na
procedure GENMOD, sendo necessario o recurso da offset, que é apresentado em Cordeiro
e Paula (1989).

3.1 Modelo

Os MNLF ficam caracterizados pelo trinomio:

a) componente aleatoria, onde supoe-se que, as componentes de Y = (Y7, - -, Y,,)T sejam
variaveis aleatorias independentes e cada Y; tem uma distribui¢ao pertencente a familia

exponencial;

b) componente sistematica, onde as covaridveis x; fornecem um conjunto de preditores

Uz:f(Xi;5)> lzlv"'ana (31)

sendo: (B = (61,...,ﬁp)T definido num subconjunto B de R? onde p < n, vetor de

parametros e f(x;;3) uma fungao qualquer da matriz modelo dado 3;

c) funcao de ligacao entre média e o preditor nao-linear 7, é dado por:

g(py) =y,

em que : y; ¢ a esperanga de Yy, I =1,2,...,n e g(.) é chamada de fungao de ligacao do
modelo.

Observa-se, assim, que este modelo pode ser aplicado a qualquer membro da familia expo-

nencial, e a presenca da funcao de ligacao, quando conectada ao preditor ) para esperanca de
Y.

Como nos MLG, quando 0; = n,;, a fungao de ligacao é dita ser canonica. Em qualquer
problema poderia utilizar vérias fungoes de ligacao, contudo, é conveniente utilizar a ligacao
canonica, pois uma das vantagens de usar esta é que as mesmas garantem a concavidade da
log-verossimilhanca e, conseqiientemente, muitos resultados assintéticos sao obtidos mais facil-
mente. Além disso, a interpretacao dos parametros do modelo é em termos do parametro

canonico.

Assume-se que os MNLFE satisfazem as condigoes de regularidade, apresentadas em Wei
(1998).

34



3.2 Matriz de informacao de Fisher

As matrizes de informagcao de Fisher de B e ¢ para os MNLFE sao obtidas de modo anal-
ogo ao MLG. Sao necessarias no método escore de Fisher e ainda esta é a matriz covariancia

assintotica de 3.

3.2.1 Matriz de informacao de Fisher de 3

Esta matriz serd denotada por K (3) que por defini¢ao é dada por:
0%l
k= e (),
opop

a derivada segunda da log-verossimilhanca ¢ obtida pela regra da cadeia de segunda ordem,

cuja demonstracao é apresentada no Apéndice E, isto é,

o ot ()
~ Q (3—5) (1) 4 (1= ) 3 et 1)
=) o (),
sendo:
e quere s variamdel,-- -, p;

on, O
* (r5) = 55, 5500

92
o (rs)= TN glﬁ :
o V() — 8HV

Fazendo a esperanga de (3.2) ;tem-se:

portanto, a matriz de informagao de Fisher de 8 que serd denotada por K(3), em notagao

matricial, fica:

2€ _ _
K(B)=F (—a—T) — XTIWX,
opop
2
e a matriz W ¢é diagonal com elemento da diagonal igual V(u qm <g—;‘j> ;
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e a matriz X é a matriz jacobiana da forma

[ 0f(x1B)  0f(xy:8) 0/ (x,138) ]
95, o5, o5,
8f(x12 ::3) 8f(x2;,6) 8f(xp2 7B)
08, 9By 9B,
v v _ | 0f(X1B) O0f(X2:B) . 0f(XpiB)
X = ouX—[aﬁ17 o %,p]
8f(x1m 7/8) af(xzn 7,3) af(xpn 7ﬁ)
a5, 95, 98,

3.2.2 Matriz de informacao de Fisher de ¢

Por definicao tem-se que:

¢2

como:

ol 1 1 <= ¢ (y;, ¢)

- __D/ Y _ = I

a¢ 2 ( 7#(5)) 2121 a(b )

A
logo, ¢ satisfaz a:
n - Jc (y, qb) Dy
— 8¢ - ( 7:“)
A A
e pode-se encontrar ¢ apds obter 3. Aplicando a derivada segunda na equacao do log-verossimilhanca
obtem-se:
I

portanto,

K<¢>=—QZ&(§’;¢)-

3.3 EMYV dos parametros do modelo

Para o MNLFE, os parametros de interesse sao:

p : vetor de parametros média do vetor resposta Y;
0 : vetor de parametros canonico, da fungao densidade de probabilidade do vetor resposta Y;
¢ : parametro de dispersao, da funcao densidade de probabilidade do vetor resposta Y

B : vetor de parametros da funcao linear que relaciona o preditor nao-linear 1 ao vetor de

parametros média g .
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Observacao: Cabe ressaltar que os parametros 3 e ¢, sao ortogonais e, portanto, podem ser
estimados separadamente, como nos MLG.

EMYV de 38

O procedimento para obter o EMV de 3, para esta classe de modelos é analogo ao adotado
para a classe dos MLG, sendo portanto necessario obter a derivada de primeira ordem da

log-verossimilhanca, e igualar a zero.

A expressao da primeira derivada da log-verossimilhanga para um parametro f3,, que é

apresentada com mais detalhes no Apéndice D, é dada por:

_ ot _ Y _ L%
U, - 8@‘% 6 —m) g, (1), com
of(X;
ro=1--p.e (T): f(aﬁ”@)

O sistema das p equagoes pode ser escrito em notagao matricial. Para isto, considere X,
a matriz de derivadas parciais, como descrito na secao anterior. Assim, este sistema pode ser

escrito en notacao matricial como:

O WX oy — u(B)).

U(ﬁ)zw—

O sistema de equagoes de méxima verossimilhanca é obtido igualando a zero U (3), como V é

uma matriz diagonal e ¢ uma constante, obtem-se:

A N

TBVLB)Y — u(B)) = 0.

a solucao deste sistema de equacoes é o estimador de maxima verossimilhanca de (3.

A
Método iterativo para solugao do sistema U (,8) =0

A
Este sistema de equacoes é nao linear, ou seja, para obter 3 é necessario um método numérico
e usualmente adota-se o método de Newton Raphson, que consiste em expandir em série de

Taylor, até primeira ordem, numa vizinhanca de uma tentativa inicial 3, a equacao de verossim-

A
ilhanca U <,8> =0.
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A
A expansao de U (ﬂ) em série de Taylor até ordem 1, na vizinhanga de f,, é:

A O%¢ A
U(B) % U ) + 5 (00) (B = o).
que igualando a zero resulta:
A 0%( ~tov
B ot | ool G500 33

A
O sistema de equagoes acima fornece um processo iterativo para obtencao de (3. Para isto,

A
basta substituir na iteracao ¢ o valor de 8 obtido na iteracao(i — 1).

AN AN i1
O processo converge, quando abs [ (B) — (,8) ] < €.

Pelo método escore de Fisher, pode-se substitur na equagao (3.3) a parcela da derivada de
ordem 2 da log-verossimilhanga pela matriz de informagao de Fisher. Portanto, na iteragao i,

o estimador de ,3 ¢ dado por:

= (XTwx) Xwy

sendo, as matrizes X,W e o vetor y* = X3+diag (g—Z) (y — ) calculadas em B da iteragao

anterior.

Cordeiro e Paula (1989) apresentam um procedimento onde é possivel obter as estimativas
dos parametros dos MNLFE usando uma procedure dos MLG iterativamente. Para isto, eles

consideram como offset:

assim o vetor ajustado y* pode ser escrito como:

: (0
y" =mn— 1+diag (a_zl) (y—n).
l

No SAS, pode-se, por meio de uma macro, obter em cada iteragao os vetores 7, e 1, a
matriz X, e pela procedure GENMOD, obter o valor de (3 nessa iteracao.
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EMYV de ¢

Para obter o EMV de ¢ é andlogo aos modelos lineares generalizados anterior. Assim, a

derivada de primeira ordem do log-verossimilhanga ¢ dada por:

U(6)= 55 = —5D — @) - 5 3 2,

i=1

A
igualando a zero, tem-se que ¢ deve satisfazer:

Cordeiro e McCullagh (1991) apresentam métodos aproximados para se obter as estimativas

2

do parametro de dispersio 02 = ¢!, que é dado por:

n[l + {1+ 2D(Y, 1)/3n}/?]
2D(Y 1)

0= |

Observa-se aqui que, nas procedures NLP e NLMIXED, nao ha necessidade desta aproxi-

macao uma vez que, a log-verossimilhanca é maximizada diretamente.

Propriedades dos EMV de 3 e ¢

As propriedades destes estimadores sao assintoticas e a demostragao destas sao apresentadas

em Fahmeir e Kaufmann (1985), como segue:

. N N\ -1
(a) B é assintoticamente normal, com média ( e matriz de covariancia (X Tow X ) , quando
¢ for desconhecido pode ser substituido por alguma estimativa consistente, como ja ap-

resentada.

2
(b) (/}1 = (n—p) DY, ,l/}) sendo um estimador nao-viesado assintético de o?.

2
(¢c) 6, = (n—p)"' X2 onde X2 = (Y — )TV(1i)~1(Y — L) é a estatistica generalizada de

Pearson, que é um estimador de momento, e pode ser utilizada para avaliar a qualidade

do ajuste.

3.4 Viés de O (n_l) dos EMYV para parametros 3,17 e u

Os EMV para os MNLFE sao viesados de O (n™'). Assim, ¢ 1til, para amostras peque-
nas, obter uma estimativa do viés, pois em alguns casos o viés pode tomar valores de mesma

magnitude que o erro-padrao da estimativa.
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Paula (1991) apresenta o viés de O (n™!). Neste artigo, o viés é obtido pela expressao
apresentada por Cox Snell (1968), conforme mostrdo no Apéndice C para maiores detalhes,
mas pode-se também obté-lo pela expressao creditada a Peers e Igbal (1885), que é apresentada
no Apeéndice D.

Nos dois procedimentos sao necessarios os cumulantes x4, € Ky, para o calculo do viés do

1

estimador de maxima verossimilhanca de 3, denotado por B (ﬁa> de ordem n™", cuja expressao

Sao:
e = —6 > (F+29), (rytu) +w {(rt, 0) + () + (ru, 1)),
1
Retuy = ¢ Z ai (T) tu) + w; (Ttv U) )
l
sendo
oy 02
fl %% anl:élv

.Omy Omy Oy .
(T,t,U) “98, aﬂsﬁ,

2 oy
08,08, 08"

(ru,t) :

Substituindo estes cumulantes na expressao creditada a Peers e Igbal (1985) | e, apés algumas

manipulagoes algébricas, tem-se que o viés de O (n™!) de Ba ¢é dado por:

B(Ba) = —(2¢)_1zl:flzw:/f—‘"%2u

_ —ar ON o ON
—(2¢)7" ar 91 w
;WZﬁamg“a@

sendo r,t e u variam de 1,2,---,pe [ variade 1,2,-- -, n.

Pode-se reescrever a expressao acima em notacao matricial. Para isto, considere:

. . 7’ . . . 7’ — 2 .
Matriz Diagonal /' — é uma matriz cujo elemento da diagonal é f; =V 12—‘;37‘2‘ esta matriz

tem dimensao n X n;
~ ~ ~\—1 -
Matriz Z — Znyn = {2} = X7 <XTWX> X;

Matriz Z; — Zy = diag {z11, 292, -+, Znn }
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= ~ ~\ —1 =
Matriz C — C = diag{ci,ca,...,cn}, ¢ =tr {Xl <XTWX> }, X, é uma matriz p X p cujos

9%n

elementos sao 5.9,

Vetor 1 — 1= (1,1,...,1)T..

Fazendo o somatorio, obtém-se a seguinte expressao para o viés de B
. - -1 .
B (5) = —(20)7" (XTWX> XTWZ,W-1F1
~ N —1 - ~ - o\ —1
—(26)7" (XTWX> XTWtr {Xl (XTWX) } 1,
fazendo &, = — (2¢)_1 ZWFl1e &, = — (2¢)_1 C1 obtem-se o seguinte vetor do viés

B(B) =~ o) (XTWX) " XTW (€ + &), (3.4

Para o calculo do viés de 7), expande-se em série de Taylor até primeira ordem em uma

vizinhaca de B o preditor nao-linear 1,

Flon) = )+ 2L (5, 5)
%—ﬁgig’éf L (5,-5,) (5.-5,).

aplicando a esperanca, tem-se:

Bl = 5B (3.) + 3 agfglﬁsv (B.)

que substituindo as matrizes e fazendo algumas operacoes algébricas obtém-se a expressao para

o viés de 7) que é dado por:
B(f) = —(20) ZZaF —(29)" ZWC +(2¢) 7' C

= —(20) " {ZZ4F + (ZW — 1) C} 1. (3:5)

Para o célculo do viés de ordem n~! para fi expande-se g~! (7)) = f1 em série de Taylor,

dg~" (n)
dn,

1d*g~" (n)
2 dn,dn,

gt m—g (= (7, —m,) +

(1, =) (s = 15) s

aplicando esperanga, tem-se:



considerando I a matriz identidade de ordem n, Z a matriz de ordem n x n, semi-definida

positiva de posto p, G; = diag {%%} e Gy = diag {327’5} , a notacao matricial fica

B(p) = Gi[-(20)  {ZZsF + (ZW = I)C} + (2¢) ' GoZ4]
= (20) ' {(Gy — G1ZF) Zy— Gy (ZW — 1) C} 1. (3.6)

Substituindo ¢ por um estimador consistente nas equagoes (3.4), (3.5) e (3.6) obtém-se os
estimadores de maxima verossimilhanca de segunda ordem para 3, i e u dados, respectivamente

por:

B=B-B(B). n=n-B@) c i=p-B(H).

O viés de ordem n~! para o estimador de maxima verossimilhanca para o parametro de
dispersao ¢ a partir da equacao apresentada no Capitulo 2 que é devida a Cordeiro e McCullagh
(1991).
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Capitulo 4

Matriz de covariancia de O (n_z)

Neste capitulo, a matriz de covariancia de O (n?) é apresentada em termos dos cumulantes

e de matrizes.

A metodologia deve-se a Cordeiro (2004) e consiste em substituir, os cumulantes apresenta-

dos no Apéndice F, na expressao obtida por Peers e Igbal (1985).

4.1 Funcao geradora de cumulantes

A matriz de covariancia de O (n~?2) serd obtida por meio da expressao proposta por Peers e

Igbal (1985) e cujo esbogo de sua demostragao é apresentada no Apéndice D.

A expressao para obtencao do elemento o;; é dada por:

Oij = 0'1(]1) + 0'5]2) + 0_5]3)

sendo:
1) _ ia,.jb .cd 2 2 3 4.1
O-ij = —K KR K (/{abcd + Ra,bed + Rabe,d + /{a,bc,d + /{ac,bd) ; ( . )
(2) _ ia jr bs .ct 3 4 9 49
O-Z'j =K KR KR §K'abc/€rst + Rab,cRrst + Ra,bckFrst + Rab,cFr st + Rab,cRrt,s € ( . )
(3) ia ,.jb rs .ct
O-ij = KKK K (2’ia,bc’i7‘,st + ’ia,bcﬁrst + RabeRrst + 2liabc"{r,st> . (43)

S), 05]2-) e O'Z(-?) podem ser simplificadas através das identidades de Bartllet e

. N . ~ , . . . 1
pela invariancia dos cumulantes sob a permutacao de indices. Para simplicar al(j),

As expressoes de o
considere as

seguintes identidades:

(a)

Rabed = —Rabed + Rped
_ _ (d) (a) (ad)
Rabe,d = HKa,dbe = Rabed — Kgpe = Fpeq + Rype ~ — Kad,bes
(d)
Rabe,d = —Rabed + Rabe
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usando estas identidades, os cumulantes dentro do paréntese de o;;

seguinte forma:

Rabed Rabed

Ra,bed —Kabed "i((ltzz;v
2Kq,be,d 2hiabed — 26 g — 265y + 26507 — 2iqq e,
3Kac,bd 3Kad,be
2Kabe,d 2Kabed + 2/€de7

(1)

podem ser expressos da

somando estas 5 equagdes, obtém-se uma simplificagdo para a expressao (4.1).
)
ij
indices, sera utilizada no termo entre parénteses da expressao (4.2), isto é:

Para simplificar ¢;;’, as propriedades de invariancia dos cumulantes sob a permutagao de
Pl = Eﬁabc/{rst + 4/{ab,c/{rst + Ra,bchrst + 2liab,c/€r,st + Rab,chrt,s

= ZRKabehrst T 5’ia,bc + 3/€ab,c/ir,st

2
3
= HKrst <§K/abc + 5Ha,bc> + 3"€ab,c/§/r,st~ (44)

que é substituido na equacao (4.2). Este procedimento é também adotado para simplificar a

expressaode 0 . As expresoes simplificadas sao:

o) = =k (2000 — K0 Kacsa) (45)
(2) ia ,.jr .bs .ct 3
oy = KORTRERT | st | Shabe + SKape | + 3Kabckirst | € (4.6)
ag’) = KRR R (Kape + Kabe) (26r st + Frst) - (4.7)
Os indices a, b, c,d,r, s,t variam de 1,- - -, p, e os cumulantes da expressao acima sao apre-

sentados com detalhes no Apéndice F e sao dados por:

Cumulante k4

Kpst = qﬁz (fi +2q) (r,s,t) —w [(rt, s) + (st,r) + (rs, )] ;

Cumulante k.

n
Ra,be = ¢ Z (/{a,bc>L1 + (’ia,bc)NLl ;
l
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sendo: (Kape);, = g1 (a,b,¢) e (Kape)yp, = wi(a,be).

Cumulante kg pq

Rac,bd = ¢ Z (’iac,bd)Ll + (Hac,bd)NLl + (/'fac,bd)NLQ )

sendo:
_2V(21) (%>2 82;? _|_l (82,9)2
(Hac bd)Ll == v 8771 (1) 277[ V4 8771 (a/7b & d)
’ R ()
V3 m
(”ac,bd)Nm = g[(a,c,bd) + (ac,b,d)] € (Kac bd)NLQ (ac, bd)

Cumulante kg pq

(a) 3'fbcd _ (a) (a) (a)
Foed = N ; <Rb5d) </€b5d) NI1 + <H56d> NL2 + </€b5d> NL3'

a

sendo:

+ (a,be,d) + (a,bd, c) + (a,cd, b)

(ab, ¢, d) + (ac,b,d) + (ad, b, d) ]

2 (ab,c,d) + 2 (ac,b,d) + 2 (ad, b, d)
+ (a,bc,d) + (a,bd, c¢) + (a, cd, b)

(/{é‘i&) vps = W [(abc,d) + (bd, ad) + (abd, ¢) + (bd, ac) + (cd, ab)] .

Cumulante /@é‘;d)

sendo:




(ab, c,d) + (ac,b,d) +

(ad)
= — (g +
(Kbc )NLl g0+ 11 (ad,b,d) + (dc,a,b) + (dc,a,b) + (db, ¢, a)

(Hl(’zd))NLQ = —wj [(adc, b) + (adb, ¢) + (dc, ab) + (db, ac)] .

4.2 Obtencao de 02(-]1-)

(1)
)

2 d < )
(4.5), isto é, 2/{5,’2 ) /{l()z()i + Kaepd, COMO esta soma tem uma expressao grande, serd adotada a

seguinte notagao:

Inicialmente, sera obtida a soma dentro do paréntese de o,.”, que é apresentada na equacgao

2'%1()((2(1) - "il(ytclzl + Rae,bd = L1 + NL1 -+ ]\7.[/27

sendo:

ad a

L1:2 <"{l(7c )>L1 - <K1(702l> I + (/fac,bd)Ll ;

NL1:?2 ( W’) . ( “”) - ( (“)) ae :
Fbe ) i Fbed ) 1, Rbed ) /1 + (Kacbd) 11

ad a
NL2:2 <Kl(’c )>NL2 B (Kl(’czl> NL3 + (Hac’bd)Nm '

4.2.1 Obtendo a parcela de 08) devida a L1

0
ij
lantes em L1 e fazer as operagoes, isto é:

Esta parcela sera denotada por (a ) . Para obté-la, basta substituir parcelas dos cumu-
L1

r 2 2
w0V (o \" Puy 4 (P T 40w Py
2 <H(ad)> v om o, Vo on; V on, om;
= 2 4 4
be I _4(V(1)) auy i 21/ (2) Ay
V3 o V2 m
1 2 2 2 3 ]
_ v (O \" Py 3 (D )Ty 3 O Oy
( (a)> V2 on, on? vV \ on? 1% on?
_ — )
bed i1 +4(v(1)) oy 4 L v® (o
Vs on
1 2 2 2 2 3
oV (0w \" Py 3 (P )T 3 0m Py
(Faobd) vz o\ on 2877? vV \ on? v an, on}
ac, - 4 4
L1 4(V<1)) Ay i 2v® (o
Vs on, V2

fazendo as operacoes, tem-se o valor de L1, que é dado por:

n (1) 2 92 3 D)2 4
oy |- (5) P Low P (V) (%)](a,b,c,d)_
l

v o, 87712 Vo, 877:13 %
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O termo dentro do colchetes serd denotado por h;, portanto L1 pode se escrito como:
Ll=¢Y ha,b,cd)),
!

sendo:

l__v2

VO ()" Lou, (O (o'

on,) onF  Vom o} Vs o\ dn

(1)

A parcela (Uiy )Llé, entao,

(gl(.;.))m = — K%Kk ; hi(a,b,c,d),

para obté-la em notagao matricial é necessario reescreve-la como:

GBS (Z K <a>> (Z K <b>> (Z s (e, d>>-

a

Por outro lado, utilizando a mesma notagao da matriz de covariancia de O (n™2) dos MLG e

- -G : < 1 .
fazendo os somatoérios a matriz E(Ll), cujos elementos sao (01(-]-)) , ¢ dada por:
L1

S %PHZdPT,
sendo:
P - (Xwag)‘lch,
z = XP=X(X"wX) X",
H

= diag{hi, ho, -, h,} e

Zg = diag{zll>z227"'aznn}-
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4.2.2 Obtendo a parcela de 05;)devida a NL1

Esta parcela sera denotada por (05?) e sua obtencao é andloga a de (O’S)) , isto é,
L1

basta substituir parcelas dos cumulantes em N L1 e fazer as operacoes da seguinte maneira:

b,c,d b,d d,b,d
2(/{/(()(2@) — _2(gl+fl) ((I,C, )+(CZC, ) )+(CL ) )
NL1 + (de, a,b) + (de, a, b) 4+ (db, ¢, a)
B (H(a)) _ 7 (ab, c,d) + (ac, b, d)
bed ) N1 + (ad,b,d) + (dc,a,b) + (dc,a,b) + (db, ¢, a)
B (K(a)) _ 4 2 (ab, c,d) + 2 (ac, b, d)
bed ) N2 +2 (ad,b,d) + (dc,a,b) + (db, ¢, a)

(’iac:bd)NLl = g [((l, C, bd) + (CLC, ba d)] :

Pelo fato dos termos dentro do colchetes serem iguais quando se faz o somatério tem-se que
NL1 é dado por:

NL1=6) (=4fi+g) (a,b,cd).
l

A parcela <UEJ1-)> é, entao,
NL1

n
(1) _ da,_jb, cd o
(O'z-j )NLl = —k"K"K ¢;( 4f, + g) (ab,c,d) ,
para obter uma expressao em notacgao matricial, é feito a soma em a, b, ¢ e d, obtendo-se:

—4fi+g) (ab, ¢, d) (32, —K" (a))

ANl Ry ctred = el

. . 1 . ~ 1 ’
considerando a matriz Z§V)Ll, cujos elementos sao <a§j)> , ¢ dada por:
NL1

1
»0 = ?P (—4F + G) CPT,
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sendo:

, 1 dpy Oy
F = diag( =21
ey (V on, ont )’

G = diag (L0 Pm VO (0m\T)
V on, on; V2 \ on,

I~ ~ o\ —1
C = diag(cy), sendo ¢ = tr {Xl <XTWX> } ,
():( ) = cujo elemento da linha r e coluna séé 827”
Yoo 98,08,)

4.2.3 Obtendo a parcela de agjl-)devida aNL2

(1)

Esta parcela serda denotada por (aij > , como nas subsecoes anteriores, obtém-se N L2,
NL2

isto é,
(ad) _ .
2 (libc )NL2 = —2w;[(abd, c) + (acd, b)] — 2w, [(ab, cd) + (bd, ac)],
(/{é‘i&) = w [(abe,d) + (abd, ¢) + (acd, b)] + w; [(be, ad) + (bd, ac) + (cd, ab)] e
NL2
(Kaebd)yp; = wil(ac,bd).

cujo resultado é:

NL2 = QSZ —w; (adc, b) .
l

Para obter uma expressao em notagao matricial, é feito a soma em a, b, ¢ e d, obtendo-se:

(o Eyl))m —¢sz (Z kgl ( acd) (Z/@jb (b)),

a,c,d b

. . 1 . ~ 1 z
considerando a matriz Eg\,)m, cujos elementos sao (agj)> , ¢ dada por:
NL2

1
0, = —gPW (DER3) K™,

sendo: (DER3) nyp =| (tr[(D3), K1) --- <t7‘ [(DB)p K_1]> ] ;

[(D3)a],., ¢ a matriz cujo elemento da linha r e coluna s é :(L> ;

9p,08,.98;
tr[(D3), K~'] é o trago da matriz [(D3), K '] para cada a = 1, - - -, p, avalia-se esta matriz

pXp

nas n observagoes.
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4.2.4 Matriz XV

A matriz % cujo elenento é agjl-) é:

1 1 1 1
= Z(m) + Egvzn + Egv)sz
substituindo os valores de Z(Lll) , Eﬁ}l e 25\17)[,27 na equacao acima tem-se:

s(1) _ %pHZdPT 4+ P(—4F +G)CPT — PW (DER3) K.

4.3 Obtencgao de O'l(-?)

Este elemento da matriz de covariancia de O (n™?) é obtido de modo andlogo ao elemento

1 ~ . . e s . /,
agj)da secao anterior. Os cumulantes necessarios foram apresentados no inicio deste capitulo.

4.3.1 Obtendo k4 (%mabc + Bkape)

Q

i; » que € apresentada na equagao (4.6), serd obtida a partir

A soma dentro do paréntese de o

3 . 4.
de K,g (iﬁabc + 5/<aa,bc), isto é:

3 . 3
Eﬁabc + 5/fa7bc = Cb Zl: (_ﬁfl + 29l) (CL, ba C)

3 3 7
+wy [—5 (ab, c) — 3 (ac, b) + 3 (be, a)

Por outro lado tem-se que:
Frst = Y (=2fm = 2gm) (r,5,t) — wy [(rs, ) + (rt,s) + (ts,7)],
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fazendo entao o produto:

3 (3
Rpst <§Kabc + 55a,bc> = ¢2 ZZ (_§fl + 291) (_fm - 29m) (CZ, b7 G, s, t)

()

+ (Wi frm — 2wy gm)

(a,b,c,rs,t) ]

+ (a,b,c,rt,s) + (a,b,c,ts,r)

% (r,s,t,ab,c) ]

+§ (r,s,t,ac,b) — % (r,s,t,bc,a)

3 (ab, c,rs,t) + 2 (ab,c,rt, s)
F W Wy, +% (ab,c,rs,t) + % (ac,b,ts, )
—% (be,a,rs,t) — g (be,a,rt,s) — % (be,a,ts, e)

4.3.2 Obtendo 3k Ky st

Agora serd obtido 3k Ky s, um dos termos da equacao (4.6), que é dado por:

3RabcKrst = »? Z 3G19m (a,b,c,r, s,t) + (6wng + 3wwy,) (ab, s, c,t).

Ilym

R 2
Para obter o elemento entre paréntese de o basta somar Kyst (§/£abc + 5I<La,bc) COM 3Kab,chr,st

ij 2
que simplificando uma vez que a, b e ¢ variam de 1, - - -, p, tornando os termos das derivadas de

n com relacao a 3, iguais. Tem-se a seguinte equagao:
3 ase 4 5 +3 ¢’ En: S fif— (a,b t)
Rrs 5 Rabe KRa,be Rab,chr,s = a m " m m a,v,c,T, s,
t | 5hab b behr,st - o)1 19 919
+5wy f (ab, e, 75, 1) + wigm (ab, r, ¢, st)

9
+§wlwm (ct,rs,a,b).

2)
ij
que simplificando, uma vez que a, b e ¢ variam de 1, - - -, p, tornando os termos das derivadas de

Para obter o elemento entre paréntese de o,.’, basta somar x,.¢ (%/ﬁabc + 5I{a,bc) com 3Kap,chr,st

n com relacao a [ iguais. Tem-se a seguinte equagao:
=~ (3
2 . .
O’Ej) — KlaH]TI{bS/{Ct¢2 Z (éflfm — Jigm — glgm) (a,b,c,r,s,t)
I,m

—wy fm (1, 8,t,bc, a) + 2w g, (1, s,t,be, a)

+ Wy, (gfl - BQZ) (aa ba G Ts, t) .
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Considere:

; 3
02(]21) — KIT b3 2 Z <§fzfm — figm — glgm) (a,b,c,r, s,t);

05]22) = KU RO 2 Z 5wy frn (ab, c,rs,t) + wign, (ab, T, ¢, st);

lm

3
05]3) K1 I KPS R P Zwm (gfl - 391) (a,b,¢,rs,t).

7

(2)

Assim, ;7" pode ser escrito como:

(22)

23)
Z] °

+ 05]-

4.3.3 Matriz 22V

A matriz Y tem como elemento 0(] )

(21
termos de O’ij )

Para obté-la, basta grupar convenientemente os

, isto é,

shifm = figm = a9m) (3, 5 (@) (3, &7 (7))
Qb Z [ (les wbs (b, S)) <Zc,t K (c, t)> ] .

Nesta equagao, os termos Y, #' (a), Y2, 7" (r), >, & (b,s) e 3, K" (b, s) podem ser es-

T
critos em notagao matricial como segue, sendo o vetor p! = [ o -0 -1 -0 } :

Assim, XY é dada por:
»@) = p (gFF +GF — GG) A

sendo Z® = Z ® Z o operador ® significa o produto de Hadamard.
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4.3.4 Matriz X ®e 1(23)

A matriz ¥ tem como elemento 0532-2)

termos de 0552)

. Para obté-la, basta grupar convenientemente os

, 1sto ¢,

" fm+2gm>><za <>><zw<r>)
% ¢Z[ (0,5 09)) (S (e.1)) ]

Nesta equacao, os termos »_ #' (a), >, w77 (1), >, , £% (¢, t) foram apresentados na se¢ao an-

terior. O termo Y, . k" (bs) pode ser escritos em notagao matricial como segue:

o >, K (bs) = —p; X qucl.

Assim, a expressao da matriz £*?) é dada por:

»®) = PWC (—F +2G) PT

O elemento 0 ¥ difere do O’ (22) pela parcela w; (— fm, + 29m) que em 0532-3) é W, (%fl — 3gl).

Assim, a expressao de 223 ¢ dada por:

»E) — PWC( F— 3G)

Somando XV 2(%e £(33) obtém-se X3, cuja expressdo é dada por:

y@ — y@) L w22 | »n23)
= % [P (gFF + GF — GG> ZAPpT 4+ pwC (gF — 2(;) PT] .
~ (3)
4.4 Obtengao de o;;

Este elemento da matriz de covariancia de O (n=2) serd obtido a partir da expressio (4.7),

e os cumulantes necessérios foram apresentados no inicio deste capitulo.

4.4.1 Obtendo (kgpe + Kabe) € (2Kr5t + Krst)

Para isto, basta somar os cumulantes apresentados no inicio deste capitulo tem-se entao

que:

Kape + Kabe = gbz (—fi—2q) (a,b,c) —w; [(ab, ¢) + (ac,b)],
1
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2/{r,st + Kpst = ¢Z _fm (Tv S, t) -

4.4.2 Obtendo (kape + Kabe) (2605t + Frst)

As parcelas deste produto sao dadas por:

P1 =" 30, (fufi + 9i9m) (a, b, 7, st);

P2 = 6" > (frwm + giwm) (a,b, ¢, rs,b);

P3 = ¢2 EZm (fmwl + glwm) [(aba Gr,s, t) + (ac, ba S, t)];

P4 = ¢* > im Wmwy [(ab, ¢, s, t) + (ac, b,7s, t)].

4.4.3 Obtendo 0(31), Uz(-?Q)a US’S) € 0554)

O elemento O' 9 da matriz ©® & dado pela soma de o

W, (178, 1)
B 5682 568 o 58D sendo:
'y Yy Yy i .

g’l) KRR Ctz fifm + 9igm) (a, b, c, 1, st);

9
Il

O_Sﬁ) — ¢2 ia ]b/ﬁ?rsl‘id¢2 Z (flwm + glwm) (CL,

Im

b7 C? 7187 t) ;

05?3) = O’ RORIOKT R P Z fmwy + qrwp,) [(ab, e, 1, s,t) + (ac, b, r, s,t)];

n

lm

o3 = Pl T et Zwmwl [(ab, c,rs,t) + (ac,b,rs,t)].

A proxima etapa é escrever cada uma dessas equacoes na forma matricial, que, apds fazer

os somatorios, tem-se:

1
S6V = —P(F+G)ZZ,FPT;
1
2®) = S P(F+GWCPT;
¢2
2
28 = S pPWZCFPT,
2

»6Y — S pWWePT.
¢2
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Somando XV, 2 $33) ¢ ¥ tem-se a terceira parcela da matriz de covariancia de

O (n™2), isto ¢,
1 1
»® = ?P (F+G) ZZ;FPT + ?P (F+G)WCPT

2 1
+?PWZCFPT + ?P (F+G)WCPT

4.5 Matriz de covariancia de O (n_Q) dos EMYV nos MNLFE

Essa matriz serd denotada por ¥ = X1 + 1@ 4+ ¥.3) ¢ depende explicitamente da matriz X,
do parametro de precisao ¢ e da média desconhecida. E possivel simplificar essa matriz quando
o modelo adotado possui uma expressao para Z. Para alguns MNLFE, o termo de O (n~?) pode

ser relativamente grande devendo entao ser considerado nas inferéncias.

A matriz de covariancia de primeira ordem dos MNLFE sera denotada por Covy <B> eé

dada por:
. - N1
Couy (5) — ! <XTWX> .
Assim, a matriz de covariancia destas estimativas de O (n™2), que é denotada por Cov, (,B),
é:
R N -1
Cov, (ﬁ) _ ! (XTWX) >
4.6 Caso especial

Como ja discutido, os MLG é um caso particular dos MNLFE, ou seja, que a matriz de

covariancia apresentada em Cordeiro (2004) passa a ser um caso especial dos aqui apresentados.

Observe que para o MLG as matrizes da parcela ¥, £2) ¢ £0)s50:

1. P(—4F + G)CP" = 0;

2. K 'diag (3P tr[(D3), K~]) PT = 0;
3. X =X;

4. PWC (3F —2G) PT = 0;

5. P(F+G)WCPT =0;

6. PWZCFPT = 0;

7. P(F+G)WCPT =0.
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Portanto, as expressoes de (1) = #PHZdPT, ¥ = # P(3FF+GF —GG) Z®PT" ¢
»6) = # (F + G) ZZ4FPT, que corroboram com a expressao obtida por Cordeiro (2004).
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Capitulo 5
Estudo de simulacao

A simulagao via Monte Carlo( MC) é uma ferramenta indispensével quando o propdsito é
avaliar um estimador, uma vez que, pela lei dos grandes nimeros, é possivel, na andlise das
amostras simuladas, se forem tomadas amostras suficientes, em média, o estimador esta proximo
do verdadeiro valor do parametro e, além disso, pelo teorema do limite central, a distribuicao

da média do estimador nas amostras simuladas é normal.

Neste capitulo, é apresentado um estudo de simulacao via MC para avaliar a matriz de

covariancia de O (n™2) .

5.1 Modelo simulado

A componente aleatéria do MNLFE Y, com distribuicao de Poisson com média g, isto é,
Y"P(y;), paral=1,--- n,

sendo n o tamanho da amostra simulada.

A distribuicao de Poisson é geralmente utilizada na andlise de dados em forma de contagem,

e é satisfatéria para descrever dados experimentais em que a média é proporcional a variancia.

Este modelo tem um papel importante na andlise de dados categorizados dispostos em
uma tabela de contingéncia. As variaveis aleatdrias neste caso tem distribuigao multinomial,
mas pode-se demonstrar, segundo Cordeiro (1986, p.8), que isto equivale a um conjunto de

distribui¢oes de Poisson com a condicao do total de freqiiéncia observada ser fixado.
Neste estudo, foram simuladas 10.000 amostras de tamanhos n = 20, n = 40 e n = 60.
A matriz modelo X foi simulada de uma distribi¢ao uniforme [0 1] e fixada para as 10.000

amostras de igual tamanho.
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O preditor nao-linear 7; é dado por:

m =y = exp (81 X1 + B X + 85X3),

sendo: [, =3, [y,=4, [;=05.

5.2 Algoritmo

5.2.1 Algoritmo para obencgao das estimativas de O (n_l) e O (n_z)

Os passos a seguir descrevem como foi elaborado o programa do SAS para modelar a variavel

resposta Y:

5.2.2 1° Passo: Obter as estimativas de O(n™!)

A procedure NLMIXED fornece estas estimativas, maximizando a log-verossimilhanca, di-
retamente, isto é, obtendo as raizes do sistema de equacoes da funcao escore pelo método de

Newton Raphson.

Equacgoes necessarias na procedure NLMIXED
i) log-verossimilhanga, de uma Poisson, com parametros g e ¢ = 1, que é dada por:

[(p, ;y) = ylog (p) — p;

ii) preditor nao-linear:

m = = exp (8121 + Boza + B3x31)

Tentativa inicial,

iii) foi utilizada a procedure NLIM, para obter a tentativa inicial, pois a convergéncia do método

de Newton Raphson depende dos valores iniciais.

5.2.3 2° Passo: Resultados da procedure NLMIXED

e As estimativas de ordem O(n™') dos parametros do modelo e da matriz de covariancia,
sao disponibilizados em arquivos. Estes arquivos sao utilizados na procedure IML, para

obter as estimativas de O(n™2).
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5.2.4 3° Passo: procedure IML

Esta procedure permite ao usuéario operar com matrizes. Neste passo, as matrizes necessarias

para as estimativas de O(n~?2) sdo calculadas, a seguir serao enumeradas as matrizes necessarias:

Matriz das derivadas primeiras (X ), cada elemento desta matriz é um vetor de n elementos

T
Y — | 9n 9n on O\ _ | O 9ny . Onseo
X = [661’ 9By’ 853} ’Send‘)(am) [ 93, 0B, 28, ]

Neste problema X = [x;71, %21, X3m], com dimensao de (n x 3)

Matrizes das derivadas segundas, X, cuja dimensao para cada [ é (3 x 3)

*n, %, %,
3 9Bi 00,00, 95,05, mo omXu Xy
Y 0 0
Xl - 85%1 652353 - T]lX12l anllX2l , para [ = 17 N
0?2 2
aﬁ%l an2l

Trago da matriz de covariancia, que sera denotada por C' , que nada mais é que o tracodo
produto entre a matiz inversa de Fisher( KDEBETA) e a matriz das segundas derivadas,

isto é, C' = tr(KDEBETA % X))

V (1) = 1y, para a distribuigao Poisson;

oV
VO () = Zgted < 1

Matriz diagonal peso, W, cujos elementos da diagonal sao:

1 (am)Q 1
wy=——\=—] =—;.
TV () \on, n

Matriz diagonal, F', cujo elementos diagonais desta matriz sao:

L 0wy _
V (i) On, On?

fu=

Matriz diagonal, G, cujos elementos diagonais destas matrizes sao:

L Oy VO (%)3:o+1-

qgu = - 9
YTV ) o o Ve \an, 17

Matriz diagonal, H, cujos elementos diagonais destas matrizes sao:

1 %agm v <aﬂz)2 0y + (V(l))2 (%)4 _ 1.

on) o} Vs \dn

By — —
YTV () an op V2
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Uma das matrizes mais trabalhosa na obtengao da matriz de covariancia de O (n™2) é a

matriz, (DER3). Para obté-la, deve-se calcular suas colunas, que neste caso sao:

&y _9n 9°n 3 .2 2
R 66%3862 aﬁ§3a,83 Nxy X1T2n TIT3N
_ 9°n 9°n _ 2 2
(Dg)a:1 = 98,032 3%13353 = T1x3M $1$377 )
55,077 T
937 3n d3n 2 2
0B30B, 0B30B,  9B19B290s NT{To T1T51 T1T2T37
(D3),_y = AR TR o 1170
a=2 63 aﬂQaglaﬁg 27 12237
0°n 2
95,003 T2t
e, finalmente,
83y 3y d3n 2 2
3308, 0B30B,08, 08204, nNriT3 X137 T3T17)
(D3), _, = o 1 = iz T73
a=3 05308; 05,005 23l T3l
2%y 3
o83 21l
Portanto, coluna a da (DER3), =(tr [(D3), K ']) é dada por:
(DER3),,., (DER3),,_, (DER3);,_,
(DER3),,., (DER3)y,_, (DER3),,_,
| (DER3),,_, (DER3),,_, (DER3);,_, |

Observagao: a notagao (DER3)

a observagao 1.

a,l=1"
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5.3 Resultados

Na Tabela 5.1 sao apresentados os resultados obtidos para a amostra de tamanho n =
20. A primeira entrada desta tabela sao as covariancias de O (n™!) e O (n™?), avaliadas nos
parametros. Na segunda encontram-se as médias das covariancias de O (n™!) e O (n™?) para as
10.000 amostras e na linha 3 é apresentada a covariancia amostral. Observe que as variancias
da matriz de O (n™2) sao sempre positivas e a quase todas as covariancias estao mais proximas

da covariancia amostral do que as de O (n™1).

Tabela 5.1: Matriz de covariancia de ﬁ resultados da simulacao para n = 20.
B4 By B3
0,000599 (0,000601) -0,000373 (-0,000378) -0,000207 (-0,000206)

B, 0,000599 (0,000601) -0,000373 (-0,000378) -0,000207 (-0,000206)
0,000591 -0,000382 -0,000193

0,000853 (0,000884) -0,000386 (—0,000406)

BQ 0,000853(0,000888) -0,000386 (—0,000406)
0,000877 -0,000397
0,000517 (0,000523)
B 0,000517 (0,000523)
0,000517

Na Tabela 5.2 sao apresentados os resultados obtidos para a amostra de tamanho n = 40 as
entradas sao as mesmas da tabela 5.1 e para este tamanho de amostra nao ha muita diferenga

entre as matrizes de covariancias de O (n™1) e O (n™?).

Tabela 5.2: Matriz de covariancia de B resultados da simulacao para n = 40.
5 By B3
0,000180 (0,000184) -0,000029 (-0,000027) -0,000121 (-0,000124)

B, 0,000180 (0,000183) -0,000029 (-0,000027) -0,000121 (-0,000124)
0,000179 -0,000028 -0,000120

0,000167 (0,000169) -0,000110 (—0,000112)

B 0,000167(0,000169) -0,000110 (—0,000112)
0,000167 -0,000101

0,000198 (0,000201)
O3 0,000198 (0,000201)
0,000199

Na Tabela 5.3, sao apresentados os resultados para n = 60. Como para a amostra de

tamanho 40 nao houve grande diferenca entres os elementos das trés matrizes.
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Tabela 5.3: Matriz de covariancia de [3 resultados da simulacao para n = 60.

51 By Bs
0,000904 (0,000091) -0,000040 (-0,000040) -0,000037 (-0,000037)

3, 0,000090 (0,000091)  -0,000040 (-0,000040)  -0,000037 (-0,000037)

0,000090 -0,000040 -0,000038
0,000110 (0,000110)  -0,000062 (—0,000063)
3, 0,000110(0,000110) -0,000062 (—0,000063)
0,000110 -0,000063
0,0000923 (0,000928)
By 0,000092 (0,000093)
0,000093

Observando as tabelas acima, este estudo de simulacao mostra que a covariancia de O (n™?)

é indispensavel para amostras de tamanho pequeno.
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Capitulo 6

Modelando grau de refino das fibras de

celulose e avaliando os estimadores de
O (n_2) para os MNLFE

Como ilustragao e para mostrar que os resultados obtidos sao de facil implementacao em
problemas na area de producao, a metodologia apresentada serd aplicada a um conjunto de
dados provenientes do processo de fabricacao de papel. O interesse é mostrar que para amostras

pequenas os estimadores de O (n™?) sdo indispenséveis.

O Grau de Refino (°SR) das fibras de celulose (grau de drenabilidade da polpa celulésica) é
considerado o mais importante componente do processo, pois da ao papel parte preponderante
de suas caracteristicas finais. O refino é um tratamento mecanico dado as fibras em suspensao
com o intuito de modificar sua estrutura e melhorar as caracteristicas das fibras para a producao
do papel. Estas modificagoes sao irreversiveis e as propriedades mais afetadas sao a resisténcia

a tragao, resisténcia a tensao e a opacidade do papel.

O procedimento foi aplicado a um conjunto de dados de operagao das variaveis que teorica-
mente teriam influéncia sobre o valor do Grau de Refino (°SR) das fibras de celulose, varidvel
resposta. Aqui, serdao consideradas as covariaveis: carga do refinador e condutividade elétrica

da solucao.

Neste problema, o objetivo é encontrar um modelo que possa prever em amostras pequenas

o grau de refino e, com isto, permitir a tomada de decisao em tempo real.

Delinenamento amostral

O delineamento inteiramente casualizado foi adotado, para obter uma amostra de 800 ob-
servacoes, que foram coletados na Klabin Papéis Monte Alegre durante o ano de 2003, e foram
registradas durante o processo de produgao por meiode um aparelho que mede as covariaveis e

a variavel resposta.
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Variaveis de interesse
Variavel resposta Grau de Refino (°SR) das fibras de celulose (grau de drenabilidade da
polpa celuldsica);

Covaridveis carga do refino (z7) e condutividade elétrica da soluc¢ao (z3).

Analise de dados

Inicialmente, avaliou-se a distribuicao da varidvel resposta, por meio de uma anélise explo-

ratoria dos dados e foram consideradas as distribuicoes gama e normal.

A nao-linearidade foi detectada, através de diagrama de dispersao, sendo esta nao muito

acentuada.

O objetivo do experimento é o de usar o modelo obtido para previsoes em tempo real.
Portanto em observar uma amostra pequena e decidir se a qualidade do papel é satisfatoria.
Retirou-se da amostra observada uma amostra aleatoria de tamanho 30 para avaliar o modelo

e o desempenho dos estimadores de O (n™2) em amostras pequenas.

6.1 Componentes do MNLFE

A componente aleatéria o grau do refino das fibras de celulose (°SR), denotada por Y,
com fungao densidade de probabilidade distribuicdo Gama(y,, ¢), sendo u; a média de Y; e ¢ o

parametro de dispersao desconhecido. Para [ = 1,2, - - -, 800.

A componente sisteméatica é:

m = Ky = €xXp (51 + Bz + 533721) )

sendo:

xry — a covariavel carga do refino;
o — a covariavel condutividade elétrica;

B4, Bas Bs € ¢, —os parametros do modelo.
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6.2 Algoritmo para obtencao das estimativas de O (n_l) e O (n_z)

Os passos a seguir descrevem como foi elaborado o programa do SAS para modelar a variavel

resposta Y: Grau de refino.

1° Passo: Obter as estimativas de O(n™!) A procedure NLMIXED calcula estas estima-
tivas, maximizando a log-verossimilhanca diretamente, isto é, obtendo as raizes do sistema de

equacoes da funcao escore pelo método de Newton Raphson.

2° Passo: Equagoes necessarias na procedure NLMIXED
e log-verossimilhanca, que neste problema foram:
Normal:

l(u,aﬁ;y):—%log (;b) —(g(y—u);

Gama:

(. 61y) = — log (T (6)) + log (%") - %

e equacao que descreve a média

n; = p; = exp (By + 81 X1 + B X2)

3° Passo: Tentativa inicial

e foi utilizada a procedure NLIM para obter a tentativa inicial, pois a convergéncia do

método de Newton Raphson depende dos valores iniciais.

4° Passo: Resultados da procedure NLMIXED

e As estimativas de ordem O(n~') dos parametros do modelo e da matriz de covariancia
sao disponibilizados em arquivos. Estes arquivos sao utilizados na procedure IML para

obter as estimativas de O(n™?).

5° Passo: proc IML Esta procedure permite ao usudrio operar com matrizes, neste passo as
matrizes necessdrias para as estimativas de O(n™?) sdo calculadas. A seguir serao enumeradas

as matrizes necessarias:

e Para as estimativas de O(n™?) dos parametros 3's
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Matriz das derivadas primeiras (X ) cada elemento desta matriz é um vetor de n elementos

T
> oy O P >
X = [5[2’ gg’ , gg’} sendo(—‘9 ) = [ —agi _82? e —gg‘i“ ] Neste problema X = [n, X;n, Xyn],

com dimensao de (n x 3), sendon =30e n = 800.

Matrizes das derivadas segundas, X, que tem dimensao(3 x 3)

’ny *ny ?ny
~ ap7 05,002 05,00 o mXu Xy
\ 02 2
X = Bﬁzl 8/62297153 - an12l anllXZZ , para [ = 17 2, L
2 )
ag%l UZXQZ

Matriz de inversa de Fisher que serd denotada por KDEBETA e a matriz das segundas
derivadas que serd denotada por X, portanto C' = tr (KDEBETA*XZ) Para o
modelo com componente aleatéria normal, a matriz diagonal obtida serd denotada por
tTN(KDEBETAN*f(l) e, para o modelo com componente aleatéria gama, trG(K DEBET Agx
X)).

Matriz diagonal peso, para as componentes aleatoria normal e gama, denotados por Wy e W,

respectivamente, cujos elementos da diagonal sao:

1 du
|/[/ g B —— e — 1: I
YT V() dn ’
1 du { 1 }
|/[/ = —_— _— .
¢ Vi(p)dn  ug

Matriz diagonal, Fiy e F , cujos indices N e GG denotam normal e gama. O elemento diagonal

destas matrizes sao:

1 dud®p

Fyn = ———=0
" V() dn dn?
1 dud*p

Fo = ———+2L g
“ V() dndy

~ ~\ 1 ~
Matriz diagonal Z4, cujos elementos sao a diagonal da matriz Z = {z;;} = (X Twx > X
Vetor &€, = — (20) ' Z,W1F1=0

Vetor &, = — (2¢) ' tr(KDEBETA * X))1



6° Passo: Procedure REG O viés é a solucao do sistema de equacoes normais de minimos
quadrados ponderados, isto €, a solucao do sistema a seguir, que sao as equacoes normais com
matriz modelo X, peso W e vetor resposta &; + &,. Portanto o procedure REG calcula o viés

de B, usando a expressao,
B(B) = (20) (XTWX) KW (€ +£y).

7% Passo: procedure IML para obter a matriz covariancia corrigida Para essa matriz,
sdo necessarias as matrizes P, H, Zy, Z®, C = tr(KDEBETA*Xl), que praticamente ja foram
obtidas no passo anterior Nete passo, a dificuldade ¢ obter a matriz diag (tr [(D3), K']), que

neste modelo para

e (3, fixado, resulta:

& 6377 8317
08 98308 98308, n onTy N2
_ 9°n 93n . 9 ‘
<D3)1 o 080087 98008108, = nry nNT1T2 |
_9n 72
980963 Ny
e (3, fixado, resulta:
8377 8377 8377 9
08303, 05308, 9Be0510p5; nTy TN T1T20
D3), = &%y 9°n — 3 2
(D3), = 9B} 93203, = Ty T1T2M
1 122
98,083 1237]
e ¢ [, fixado, resulta:
93 831 93y )
8ﬂ2853 06208¢008, 8ﬁ%8ﬂ0 T2l TNIT1T2 T]{L‘2
(D3) = o o = 2 172
3 T T T 1221 T1X31)
9 3
8_ﬂg Tan

6.3 Resultados

Avaliando as estimativas de O (n™!) e O (n"2) do parametro (3

Adotou-se o modelo gama, uma vez que este apresenta menor AIC. Para este modelo, os
resultados das estimativas do parametro 3, quando, amostra ¢ de tamanho n = 30 encontra-se
na tabela abaixo. A coluna quociente avalia se as magnitudes dos vieses sao apreciaveis quando
comparada ao erros-padrao, a qual apresenta um intervalo de variacao relativamente grande,

mostrando que, neste caso, a correcao se faz necessaria.
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Tabela 6.1: Estimativas do vetor de parametros (3 para amostra de tamanho 30.

Parametros | Estimativas Erros-padrao da Vieses | Estimativas Quocientes
de O (n™!) | Estimativa de O (n™1!) de O (n™?) | (Viés/ erro-padrao)*100
B, 2,2239 0,2211 1,7340 | 3,9579 784%
B34 0,0060 0,0023 0,0211 -0,0150 917%
By 0,0343 0,0156 0,0226 0,0118 14%

A Tabela 6.2 apresenta os mesmos resultados da Tabela 6.1. Para amostras de tamanho

n = 800, observa-se que as magnitudes dos vieses sao bem menores quando comparada aos

erros-padrao, isto é, apresentam um intervalo de variacao menor como se esperava, mostrando

que para amostras grandes o viés é dispensavel.

Tabela 6.2: Estimativas do vetor de parametros 3 para amostra de tamanho 800.

Parametros | Estimativas Erros-padrao da Vieses | Estimativas Quocientes
de O (n™!) | Estimativa de O (n™1!) de O (n™2) | (Viés/ erro-padrao)*100
By 2,4591 0,0431 -0,0029 2,4619 0,11%
B34 0,0050 0,0003 0,0001 0,0049 33,33%
By 0,0174 0,0041 -0,0008 0,0182 19,51%

Avaliando as estimativas de O (n™') e O (n"2?) da matriz de covariancia de 3

Para as amostras de tamanho n = 30 e n = 800 sao obtidas as matrizes de covariancia

de O(n™1) e O(n=2). Como ¢é de interesse, conhecer a magnitude entre Cov, com Covy, em

percentual, utilizou-se como medida a seguinte expressao:

medida = abs [(Covy/Covy) * 100% — 100] ,

Observa-se que para:

e n = 30 o intervalo de variagao foi de [12% 49%] ;

e n =800 o intervalo de variagao foi de [0% 0, 7%]

A seguir, sao apresentadas as matrizes de covariancia de 3 de O (n™!) e de O (n™?) para os

dois tamanhos de amostras.

Covy (

B) - B,

Bo

By
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By

B, 0,04800 0,00040 0,00232
; 0,53E-5 0,16E-5
0,00024

Matriz de covariancia de O (n™!) de B para amostra de tamanho 30



Matriz de covariancia de O (n=2) de B para amostra de tamanho 30

By 5, By

. (6) Bo 0,03383 0,00024 0,00187

ov = ~

? 3 0,35E-5 0,08E-5
3, 0,00021

Pode-se observar que a matriz de O (n™2), tem variancias menores que a de O (n™1).

Matriz de covariancia de O (n™1) de B para amostra de tamanho 800

By by By
N 0,001861 -7,86E-6 -0,000147
00711 </6) — @0 ) ) )
B84 0,12E-6  -6,654E-8
B, 0,00017
Matriz de covariancia de O (n=2) de B para amostra de tamanho 800
Bo By B
N By 0,001852 -7.64E-6 -0,000146
Cov, (,B) = "
B84 0,12E-6  -6,606E-8
3, 0,000017

Para n = 800 os elementos das matrizes Cov; (B) e Covy (B) sao praticamente iguais.

O modelo ajustado devera ser utilizado na industria para avaliacao do processo de producao
do papel, isto é, durante o processo retira-se amostras pequenas, pois a producao nao pode

parar e, através do modelo, estima-se o valor médio do grau de refino.

E importante salientar que a tomada de decisao tem que ser em tempo real, pois a demora
pode implicar em producao de baixa qualidade. Diante disto e dos resultados obtidos, os

estimadores de O (n?) sdo indispensaveis.
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Capitulo 7

Consideracoes finais e recomendacoes

Em relacao ao objetivo geral desta Tese, considera-se que o mesmo foi alcancado na medida
em que técnica proposta é viavel e de facil implementacao, conforme mostrado no estudo de
simulagao e na aplicagao. Em ambos, a necessidade de se obter a matriz de covariancia de

O (n™?) ficou evidenciada.

Para implementacao, ha necessidade de um aplicativo mateméaticocomo o MAPPLE, para
calcular as derivadas, uma vez que a expressao obtida envolve as matrizes das derivadas se-
gundas e terceiras, que dependendo do preditor nao-linear pode ser complicada. E também
imprescindivel um aplicativo estatistico que permita ao usuario operar com matrizes e tenha

algum comando ou procedure de otimizacao, como é o caso do SAS.

Os progamas que foram utilizado nesta Tese serao disponibilizados no site da autora para

que a técnica possa ser aplicadatapor um maior nimero de pesquisadores.

A expressao obtida nesta Tese é vélida para observacgoes independentes e que o parametro
de dispersao seja constante. Portanto para experimentos que nao possuam estas caracteristica
nao de ser adotado. Portanto recomenda-se estender esta técnica para modelos em que tais
suposicoes nao sejam necessarias, como os modelos nao-lineares generalizados superdispersados

e ou os modelos nao-lineares da familia exponencial com covaridveis de dispersao.
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Apendice A
Familia exponencial

A familia exponencial de distribuicoes de probabilidade desempenha um papel importante
na inferéncia estatistica. Como a componente aleatéria dos MNLFE tem distribui¢ao de prob-

abilidade pertencente a esta familia, é de interesse apresentar alguns resultados.

Essa classe de distribuicoes foi proposta independentemente por Koopman, Pitman e Dar-

mois através do estudo de propriedades de suficiéncia estatistica.

O conceito de familia exponencial foi introduzido por Fisher, que posteriormente muitos
aspectos desta familia foram estudados por diversos autores. Jgrgensen (1992), resume e discute

alguns aspectos desta classe de familia.

A.1 Funcao de densidade

A familia de distribuigoes 7y 4, de um vetor aleatério Y tem funcao de densidade ou funcao

de probabilidade dada por:

m(y;0,¢) = exp [p{yf — b(0} + c(y, ¢)], (A.1)

onde b(.) e ¢(.) sao fungdes especificas, 8 é o parametro natural e ¢ é o parametro de precisao,¢
pertence a um subconjunto dos reais positivos, o qual pode ser denotado por ¢=2, onde 02 é o
db(6)

parametro de dispersao. Neste modelo, u = =% ¢ a média e pertence a um subconjunto dos

reais.

A.2 Funcao de verossimilhanca

Sejam y1, Yo, ..., Y, N variaveis aleatdrias independentes com funcao de probabilidade dada
por (A.l)com parametro de precisdo constante para as n observagoes e parametro canénico
0, para [ = 1,2,-- - n. Em algumas situagoes y; pode depender de uma varidavel x;; fixa,

chamada de variavel independente. A funcao de verossimilhanca dos parametros do mod-
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elo definido em (A.1) é apresentada na (A.2 e A.3) , onde vetor y = (y1,¥s,...,yn)’ e 6 =
(01,0, ...,0,) obtida como o produto de (A.1) para l = 1,2,...,n, que em notacio matricial
é dada por:

L(6,0) = exp [ {y"0 —b(8)} + cly, 9)]

ou equivalentemente:

n

L(8, ) = exp | > [o{wbh — b(6)} + c(ui, 0]

=1

Uma vez que existe uma fungao bitnivoca entre pe @, pode-se denotar o logaritmo da
verossimilhanga de y em termos de g com relacao o parametro 0, ¢ que sera denotado por

U, @) =log L(0, ¢) para um fixado parametro de precisao ¢ é dado por:

Up,9) =0 {y"0—b0)} +c(y,9), (A.2)
ou equivalentemente,
U, )= Z & {yibi — b(0:)} + cly,, ). (A.3)

A.3 Funcgao escore e matriz de informacao de Fisher

A funcao escore e a matriz de informacao de Fisher sao uteis na obtencao dos estimadores
de maxima verossimlhanga para os parametros da distribuicao de probabilidade de um vetor

aleatérioY.

A funcao escore de um parametro é definida com sendo a derivada primeira da log-

verossimilhanca com relacao ao parametro.

A matriz de informacao de Fisher é o valor esperado negativo da derivada segunda da

log-verossimilhanca.

Para obtencao da funcao escore e matriz de informacao de Fisher, foram utilizados os re-
sultados apresentados a seguir, os quais consistem das derivadas com relacao a p e 6, validas

para os modelos exponenciais:

0% (0) 0’

V 9 - V - 5 = S
(6) 06706 00706
op 00
aeT =V (9) ) 8,UT_ (l’l’) =V )
829 —1 —1 —1



Funcao escore de 6

Derivando (A.2), com relagao a 6 tem-se:

ol

U@Z%:

Sy" — p) = oy — ).
Para a componente 6, é dada por:

ol
UO’V‘ - aer - (yT_/’LT) (A4)

Funcgao escore para u

Para obter a derivada de primeira da log-verossimilhanc¢a com relagao a p,é necessario utilizar

a regra da cadeia, assin tem-se:

_ ot
" 000
o

substituindo, nesta equagao, 9,

por ¢(y.—pu,), conforme (A.4)e % por V71, a funcao escore de
p fica:

Uy =0y =)V (1) = oV e (A.5)

onde e denota o erro aleatério (y — p).

Funcgao escore para ¢

Derivando a equagao (A.2)com relagao a ¢ tem-se:

ol

Us = 55

={y"0—-0(8)} +cly,9). (A.6)

Estimador de maxima verossimilhanca para u, 6 e ¢

Os estimadores de maxima verossimilhanca de u, 6 e ¢ , serao denotados por f, 0 e gAb,
respectivamente. Para obter fi , basta igualar (A.5)a zero. Obtendo-se como estimador de

maxima verossimilhanca para p :

p=y.
Pela propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verossimilhanga e pelo fato de
que 0 = 81):9—1“(“), tem-se que:
- Ob L (i
o= A
Ofx
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Finalmente, igualando (A.6) a zero obtem-se:
(y,0) = —y" 0+ b(O)},
e ainda se a funcao for da familia exponencial linear, a estimativa ;5 ¢é dada por:
5=§4P{fﬁ—mé—@wgf
Matriz de informacao de Fisher de 0 e ¢

A matriz de informagao de Fisher, que serda denotada por K(0,¢), pode ser escrita como
Koo Koy

Kog koo
] e kpy = —F (%) .Observa-se que:

K@:E( yé)IEQﬁ%wU=¢WM-

uma matriz em blocos, da seguinte forma:[

3?1
—F [60T8¢

90007 00007

Para obter kg4 deriva-se (A.6)com relacao a ¢ obtendo-se:

too = B (~ 53 ) = B (~2l3.0).

onde é(y, ¢) é a derivada segunda dec(y,¢).

Por fim, para obter K,g, deriva-se a log-verossimilhanca com relagao a ¢ e ¢ assim

K —EC—§£>—E(—)—O
o= "\ Togoe™) Y T

Matriz de informacao de Fisher de p e ¢

Para obter a matriz de informacao de Fisher de p e ¢, que serd denotada por K(p , ), o

procedimento é analogo ao da matriz K (0 , ¢) .
K o K né
Koo Koo

Considere entao a forma:

K(p,¢) =

921 _ 92%¢

A matriz K, , é obtida pela regra da cadeia para derivadas de 2% ordem de um vetor, isto

L (00N (=P (00 | [o\"| [ 0%
opopT  \ouT 2006" ) \ ou” 00 ououT |-

Substituindo as derivadas do lado direito da equacao pelos resultdos apresentados nesta

opouT

] sendo, K,,, = —E[ ol }, K.y =

€,
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secao tem-se:

0%l

guar — VIVl — 0V VsV

= —{oV '+ o'V VISV ]},
aplicando a esperanca obtem-se K, ,que ¢ dada por:

o2l
Kuu =L <_(9,U8MT) b {(bvil + ‘Zﬁ[eTVil][VilSVil}} - Qﬁvil(“’)'

A matriz K, = F (V' (y —p)) =0.

As matrizes K (0,0) e K (u,¢) sao bloco diagonal. Portanto, mostra que, tanto 6 e ¢,

quanto e ¢, sao ortogonais e, portanto, podem ser estimados separadamente.

A.4 Deviance ou funcao desvio

A deviance para vetores aleatorios pertencentes a familia exponencial é uma estatistica
importante em modelos lineares generalizados e nos modelos nao-lineares da familia exponencial,

pois é através desta estatistica que serd avaliada a qualidade do ajuste destes modelos.

A deviance pode ser obtida através da estatistica da razao de verossimilhangas. Considere
o modelo definido em (A.1) com parametro de precisdo ¢, fixado,e o problema de testar as

hipoteses:

Hy: p=p, Hy o p # py.

A estatistica da razao de verossimilhangas de Neyman e Pearson (LR), definida em McCullag
e Nelder (1989, Apéndice C), para testar a hipétese nula, é obtida pela diferenga do log-

verossimilhanca calculada em p =1 e p = p, istoé,

LR (n) = 2{l(p5y) — Lpo; y)} (A7)
= 20{y"0 —b(0)},=y — 20{y"O0 — b(0)} 1=,
= 20{y"q(y) — b(a(y))} — 20{y" q(1t9) — bq(10))},

sendo @ = [V ldp = g(p).

A deviance que é uma distancia entre o log da funcao de verossimilhanga do modelo saturado
(com n parametros) e do modelo sob investigacao (com p parametros) avaliado na estimativa

de maxima verossimilhanca fi é dada por:
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D(y,pm) = 2¢{y"q(y) —bla(y))} — 2{y"q() — b(q(p))}
= 2{y"0 = b(0) — c(y)} =y — 2{y" — 0(0) — c(y)} (A.8)
= 2{y"0—b(0) — c(y)}u=y — 2{y" —0(0) — c(y)},

D(y, ) é chamado de deviance ou desvio.

A distribuicao assintética desta estatistica é uma y? com n graus de liberdade, a deviance

para qualquer p pode ser escrita como:

D*(y, ) = ¢D(y, ) ~ x*(n) (assintéticamente).

Wei (1998, p.9 €10) mostra que a log-verossimilhanga é proporcional a deviance. Assim pode-

se obter o EMV de @ e ;4 minimizando a deviance ao invés de maximizar a log-verossimilhanca.

78



Apendice B

Propriedades do EMV

A metodologia baseada na verossimilhanca é adotada para a obtencao dos estimadores dos
parametros dos modelos sob investigacao. Portanto, é importante descrever alguns aspectos

desta metodologia.

Considere y o vetor observado do vetor aleatorio Y pertencente a familia exponencial com
vetor de parametro canonico desconhecido 6. Seja © C RP o espaco paramétrico representando

o conjunto de valores possiveis do vetor 6.

As funcoes densidade de probabilidade que serao consideradas para a classe dos MLG e dos

MNLFE satisfazem, as seguintes condicoes de regularidade:
i) © é fechado, compacto e tem dimensao finita sendo o parametro verdadeiro 8y um ponto
interior de ©;
i1) a funcao de densidade de probabilidade do vetor Y é uma fungao bijetora de 6;

i71) a matriz de informagao de Fisher para 6 é finita e positiva definida numa vizinhanca de
0o;

iv) as trés primeiras derivadas da log-verossimilhanga existem numa vizinhanga de 6;

v) para modelos continuos a igualdade g E{t = [t(y aef y;0) dy é vélida para

quaisquer estatisticas  (y);

vi) para modelos discretos a igualdade S E {t (Y)} =Y t(y) 5/ (y;0) ¢ valida para quais-

quer estatisticas ¢ (y);

as duas ultimas condi¢oes garantem que as operacoes de diferenciacao com respeito a @ e a

integracao ou soma em y sao permutaveis.

As condigoes sao usadas para justificar expansoes em séries de Taylor, procedimentos simi-

lares e para a demonstragao das identidades de Bartllet.
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Propriedades dos EMV

Cordeiro (1992, segoes 3.2 e 3.4) demonstra as propriedades de consisténcia, unicidade, in-

variancia e suficiéncia dos estimadores de maxima verossimilhanga.

A normalidade e eficiéncia assintética, sdo apresentadas por Cramér (1946, se¢ao33.3) e
Lehmann(1953, se¢ao 6.4). Estes autores demonstran que, usualmente o estimador de maxima

verossimilhanca sao viesados.

Com objetivo de melhorar os resultados da teoria assintotica de primeira ordem Cordeiro
(1999) apresenta alguns resultados referentes a teoria assintética de segunda ordem, que neste
caso os erros associados as propriedades estatisticas sao em geral de ordem O (n™2). As identi-
dades de Bartlett facilitam a obtencao dos cumulantes, pois determinada parametrizacao pode
conduzir a um calculo direto e simples de alguns cumulantes, sendo os demais calculados in-
diretamente através destas identidades. Esses cumulantes téem como aplicabilidade principal a

obtengao de estimadores de segunda ordem.
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Apéndice C

Identidades de Bartlett

Seja L : L(0) a verossimilhanga total de um problema regular. Serd adotado a seguinte

notacgao para as derivadas da log-verossimilhanca ¢, onde todos indices variam de 1 - - p:

ol ¢

Ur = 00, Urs = 96.,.00,

, etc.

Os momentos conjuntos de derivadas de ¢ (0) sao
MT = E (UT) ’ :urs = E(UTS> ) :ur,s = E (UTU8)7 :ur,st = E (UT’USt)

e assim, por diante.
Como
ty =0

os correspondentes cumulantes conjuntos (k’s) expresso em termos dos momentos sao:

Rrs = ,ur,sa
Rrs = g,
Brst = Hrst
Krstu = HMrstu = Hrsthius
Rrst = :U’r,s,t e

Krstau = HMpstou = Z o st 4y 5
®3)
onde a )~ representa o somatério sobre todas as k combinagoes de indices.

Os momentos e cumulantes definidos nao sao independentes, mas satisfazem a certas equacoes,

as quais facilitam seus calculos. Estas equagoes, que representam condicoes de regularidade,
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sao denominadas de identidades de Bartlett.

Na deducao das identidades de Bartlett serd usada a condigao de regularidade (v ) definida

E{t )} = / 8f y, dy

que é valida em problemas regulares

no Apeéndice B, ou seja,

o k,=0.

onde L, = OL

Para verificar esta idntidade, considere U, = L = 50

Como a funcao de verosimilhanca é uma fungao de densidade de probabilidade,tem-se que

a [Ldy=1

Diferenciando com relagao a 6, esta igualdade tem-se 82 [ L dy =0. Aplicando a condigao

de regularidade acima, isto é, permutando a derivada com a integral tem-se que, [ BL dy = 0.

Logo pode-se concluir que k, = E (U,) = 0.
® Krs+ Rps = 0.

A sua dedugdo é andloga & anterior, isto ¢, diferenciando a [ L, dy = 0 com relagao a 0.

Obtem-se [ %LT dy = 0, substituindo L, por U, L tem-se que:
0 ou, oL
L == L _— —
/895 (U,L) dy /{(aes) + (895> UT} dy =0,

assim, (U,sL + U,Us) dy = 0, ou seja, ks + ks = 0.
Denotando-se as derivadas dos cumulantes com sobrescritos, isto €,

Ok 0%k Ok
() — TS (tu) _ rs (u) _ rst
"irs 691& ) "irs aetaeuv "irst agu )

etc, pode-se deduzir outras identidades de Bartlett de forma analoga, destacando-se:

® Kpst + Krst + 2(3) Ry st = 07
(r) _
® Kpst + Kpst — KRst” = 07
(t) _
L /{r,s,t - 2/{rst + 2(3) Rrs = Oa
o 0 _
K;rst - KT‘St,’M’
° + (e 0,
"ir,stu Rrstu stu

® Kyrstu + 2(4) "ir,stu + 2(3) ’irs,tu + Z( "irs ;tu + Kr,s,t,u = 07
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® Rrstu = —3Kpstu + 2 2(4) K;q(};z - 2(6) ff?("l;u) + 2(3) Rys tus

(5) _ ) o .(rs)

® Rrstu = Rrstu = Rpgy = Rsty tu — Frstu-

C.1 Viés de 12ordem do EMV

Como foi visto no comportamento assintético dos estimadores de maxima verossimilhanca,
em geral, estes estimadores sao viesados o quando o tamanho da amostra, n, é pequeno ou a
informacao de Fisher é reduzida. Porém, segundo Cordeiro (1998) o viés é algumas vezes igno-
rado na pratica, uma vez que comparando a ordem de seu viés, que é n~!, com a do erro padrao

172 observa-se que o viés é desprezivel se n

da estimativa de maxima verossimilhanca, que é n~
for grande. Mas em pequenas amostras, este viés pode apresentar uma magnitude comparavel

ao do erro-padrao de sua estimativa. Assim, é interessante estimar este viés neste caso.

A férmula do viés de ordem n~! da estimativa de maxima verossimilhanca considerando
observagoes identicamente distribuidas para modelos uniparamétricos foi deduzida por Bartlett
(1953), e, para modelos multiparamétricos com observagoes nao necessariamente identicamente

distribuidas a dedugao é apresentada por Cox e Snell (1968).

Para determinar o viés de O (n™!) do estimador de méxima verossimilhanga, Cox e Snell

(1968) expandem o sistema de equagoes

Ur=0

até o termo de segunda ordem da série de Taylor , isto e,

ot (er) *l (er) o
20 a0 (6.~ 9,)

= U+ U (0-0.) +0,(1),

Ur =

que na forma matricial fica,
U:K(95—93> +0,(1).

Resultando,
(és - 95) —K'U+0,(1). (C.1)

Assim, expandindo Ur até segunda ordem, tem-se,
. 1 . .
Ur = U, + Z U, (95 - 95> +5 2; U (98 - 95) (et - 9t> +o,(1). (C.2)
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Aplicando a esperanga em (C'.2) e como Ur = 0, tem-se
EU)+Y E {Um (és )} ZE{ - ( 95) (9t - et)} +o,(1)=0. (C.3)
Por outro lado a segunda expressao de (C.3) fica,

ZE{U( )} ZE TSZE<9 —0>+COU{UTS,<0 9)} (C.4)

e por (C.1) tem=se que 0, — Z k50U, entao (C.4) resulta,

Cou {0, (0, 0.)} - ;;E{ ( §;Hwﬁ>}
= —Z (5*) E (UrsUr)
= —Z/{St/{mt. (C.5)

E o terceiro termo da expressao (C.2) é calculado analogamente, resultando

s {0 (-0 (=0} = (). <)

Assim, a equagao (C.3), lembrando que F (U,) = 0, é a soma das parcias (C.4), (C.5) e (C.6)

resultando em:

Z Rprs Z E <és - 98) Z /{St'%rst + = Z /{rst + Op (1) 07

~

e, como Y  E (98 - 6’S> =B (0) e como 0, (1) é um valor desprezivel, obtém-se

Z HTSB (é) = (Z fiStfirs,t + % Z ﬁrst) )
s s,t s,t

cuja inversao resulta em:

B (5) = (e (s o)) ©

s,t,u

para r = 1,2, ...,p até ordem n~!. Esta férmula (C.7) é devida a Cox e Snell (1968) e através
desta, obtém-se o viés, da estimativa de maxima verossimilhan¢a em modelos multiparamétricos.
Para obter o viés de ordem n~! basta conhecer a matriz inversa da informacao de Fisher, os

cumulantes com relagao a todos os parametros. Da equagao (C.7) pode-se obter a estimativa
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de segunda ordem de 6 ou estimador de mdxima verossimilhanca corrigido, O (n™2), que nada
mais é que a diferenca entre a estimativa de maxima verossimilhanca de ordem n~!e o viés, isto

é, estimativa corrigida de 0 ¢ dada por:

erzé—é@,),

onde 6, denota a estimativa corrigida de 0, e B(.) é o viés B (.) avaliado em 0. O estimador

de mdxima verossimilhanga corrigida 6, tem viés de ordem dois, O (n™?).
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Apeéendice D
Funcao geratriz dos cumulantes

Esta funcao é apresentada em Peers e Igbal (1985), e serd utilizada nesta tese para obter
a matriz de covariancia de segunda ordem. Assumindo as condicGes de regularidade, sera

apresentado um esboco de sua deducao.

Considere as quantidades U,, U,,, U,s € U,g,. A funcao conjunta de cumulantes é definida
em Graybill et al (1974, p.160) é dada por:

M(UT,UTS,U,,.S,S,UT,SM) (7—1”’ Trss Trsty Trstu) =K [eXp (TT‘UT + TrsUrs + TrstUrst + TrstuUrstu)} .

Expandindo M Ur Ure s Uror) (Tr, Trss Trst, Trstw) €m série de Taylor e aplicando a esperanca
mYrs:Yrst:Yrstu

obtém-se

1

1 1
M = ex - T+ =7
(Ur Urs \UpstUrstw) (Tra Trsy Trst) Trstu) €XP [RrsTrs + 2!/{/1”,37—7"7—5 + n2 1+ n 2|5

onde

1

Tl = KRpstTrst + I{T,stT'r’Tst + gﬁrﬂ—rs + K;T,S,tT'I‘TSH;’I’ST’I’S + gﬁr,sTrTsTtr

1
TQ =  RrstuTrstu + Hr,stuTrTstu + _'Lir,s,tuTrTsTtu

2!
+= Hrs,tuTTsTtu + = ’ir,s,t,uTTTsTtTu .

2! 4!

Expandindo o sistema de equagoes de verossimilhanca ,Ur = 0 em série de Taylor até

terceira ordem tem-se:

Ur = U, +U, (98 - 95) + %Um (és - 95) (ét - et) + (D.1)

L -0 1 8) 5.0
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Pace e Salvam (1999, cap 9), apresentam alguns resulatdos para a expansoes assintéti-
cas, dentre elas a inversao de uma expancao em série de Taylor, utilizando este resultado
para inverter (D.1)e substituindo os cumulantes. Obtém-se a fungao conjunta dos cumulantes

w(ésfgs) (74), a

1/)(95705) (T"‘) - lIl M(UT'vU'fSaU'rstaUrstu) (TT7T7‘577—rst77—rstu)i|
TrTs s 17, .
= ——K ——Vies
o Tt
1 7,747 . )
— 2 Lsimetria +
n? 3l
17,7 17,717 -3
L — L2 2rurtose + O (n 2 > ,
n 2! n 41
sendo:
. 1 ra,.bc ra ,.bc
Vies = 5/{ K Kabe + K"K Kap,c
. . o ra, .sb, tc ra,.sb, tc
simetria = —2K"'K”K “Kgpe — 3K KK “Kap,e
b, te, . ud
curtose = KRVKK" (8Kaped T 3Kabed T Vabed T 6Kap.ed)

ra,.sb ti _uj, .cl
—12k" k7R Y K (Kape + Kabe + Kabe) (Fi,j1 + Kiji)

e a matriz de covariancia, que foi denotada por X é dada por : 0;; = UZ(;) + O'Z(»?) + O'Z(?),SGHdO

Rabed + /{a,bcd'f_
2Habc7d + 2'%a,bc,d + 3"’{'ac,bd

o\ — —K,wl‘{,]b/ﬁJCd

3
2 ; i 5Kabckrst + 4/€ab,c/€rst+
0.() — ﬁlaﬁjrﬁbsﬁct 2
i 2
Ra,bcFrst + Rab,cKr st + Rab,cFrt,s

3 o 2Kq,pckor st
O-z(') — HzaKjb,{rs/{ct a,bcvr s

J + + 2
Ra,beFrst RabeFrst Rabelr, st
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Apeéendice E
Derivadas da log-verossimilhanca

Para obtencao das trés derivadas, utiliza-se a regra da cadeia, uma vez que a log-verossimilhanca
destes modelos estao em funcao dos parametros, canonico e de dispersao, é de interesse a

3 ~ ~ /
derivada com relacao aos parametros do modelo, [ s.

E.1 Log-verossimilhanca dos MNLFE

A funcao de densidade de probabilidade de um vetor aleatério Y que pertence a familia

exponencial é dada por:

m(y;0,0) = exp [¢ ( y0 — b(0) + c(y)] + d (y,9),

cuja funcao de densidade de probabilidade da 1-ésima componente Y; é

T(y;01,0) = exp (¢ (wib — b(01) + c(yi)] + d (y1,9) ,

sendo b(.) e ¢(.) sdo fungoes especificas, @ é o parametro natural e ¢ é o parametro de precisao,
¢ pertence a um suconjunto dos reais positivos, que pode ser denotado por ¢=2, onde o2 é o
parametro de dispersao.

Nesta familia , F(Y) = pu = % ¢ o vetor de médias e pertence a um suconjunto dos reais.

A log-verossimilhanga é ,

U 3)=> & {mb — b(0) + ¢ ()} + d(y,, 6), (E.1)

=1

sendo que p é descrito pelo preditor nao-linear 1 através da relacao,

n, =g (p)=f(X;0),
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e B o vetor de parametros com p componentes.

E.2 Derivada primeira da log-verossimilhanca U,

Considere (3, a r-ésima componente do vetor 3 a derivada primeira de ¢(u, ¢) com relacao

a f3,, é obtida pela regra da cadeia, isto é,

ot 96, Op, O,

U, = = ———— : E.2
0B, 06, 0p On, 98, (E2)
= o¢ 96, 9 9
Obtencao de 55, T 8—‘7;5 e Tgi
Derivando (E.1),com relagao a 6;,0bten-se:
ol =
i — E.3
a0, = =) (E3)
conforme ja visto no Apéndice A,
20, 1
—=—. E.4
oV (E4)
E a derivada ggl' sera denotada por (r)
0
8—21 = (r). (E.5a)

Substituindo (E.3),(E£.4) e (E.5a) em (E.2), tem-se a expressao da primeira derivada da log-

verossimilhanca que é:

U, =

9§~ Lo
75, = Lo —m) p gt () (E6)

E.3 Derivada segunda da log-verossimilhanca U,

Considere (3, e 3, a, r-ésima e s-ésima componente do vetor 3, respectivamente, a derivada
segunda de £(u, ¢) com relagao a f3, e (,, é obtida derivando U,, (F.6), com relacao a 3, isto

<

0%l 0 - 1 oy,
Urs - = — _— ,
a derivada da expressao acima, nada mais ¢ que a derivada do produto dos seguintes termos:
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1

Av = (w— )y
Oy
A, — i
’ on, )
8771
A pum—
3 86 (T) )
derivando A;, Ay e A3 com relagao a [3,e fazendo algumas manipulacgoes algébricas obtem-se
entao U,
0?0 <0ul>
U = = r, s E.7
55,97, ¢Z o) ) (D
Oy 1 Py
- >VQ(%)<n$+m—mﬁﬁaﬁm@
1 8,u
sendo (rs) = 8ﬁajglﬁs’ (r,s) = gg; gg; e VO = g—‘;.

Para facilitar a obtencao dos cumulantes, U,, sera denotado pelas contribuicoes de cada

parcela na equacdo(£.7), que serao denominadas por (Urs) 1, (Urs) 19, (Urs) 15 € (Urs) n 11, S€ndo:

e 2
(Uns)ia = — (0 — ) % (22 (r,9);
(Urs) s = (y1 — 1) vz %YZZ (7, 8);

(Urs)nra = (0 — Mz)%?l(m)-

Com esta notacao, a derivada segunda resulta:
9252 rs)pn + (Urs)pg + (Urs) s + (Urs) g -

E.4 Derivada terceira da log-verossimilhanca U,

Considere f3,, B, e (3, a, r—ésima, s—ésima e t—ésima componente do vetor 3, respectiva-
mente, a derivada terceira de ¢(u, ¢) com relagao a f3,, 3, e f3;, é obtida derivando U, (E.7),

com relacao a 3, isto é,
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o i
Ut = 95,05,05, o, <¢Z (c%n) m)
V(l) Iy
szE: &%)“@>
5’
o ()

cada parcela da expressao acima citada trata-se da derivada de um produto, derivando e es-

crevendo U, com a notagao de suas contribuicoes com em U,.; tem-se:

Ust = ¢Z rst)1 T (Urst) o + (Urst) 15 + (Urst) o + (Urst) 15+ (Urst) 16 (E.8)

+ (Urst)[,7 + (Urst)NLQ + (Urst)NLB + (Urst)NL4 :

As contribuigoes lineares sao :

2(VD)? 3
Ura)ga = = (= 1) "l (32) (r5,0)

2(v)? 3
(Urst)L5 = (g — ) (Vs ) (%) (r,5,1);

(1) ou, 62
(Urst>L6 - (yl - /j“l) 3‘\;2 a_;q;; 677/;21 (Tu 87t);

(Urat)r = = (0 = ) 55 (r, 5,8).

As contribuicoes devido a nao lineridade do modelo sao:

Urat) s+ — (= ) S (88) [ 0) + (ot ) + (st 1)

(Urst) o —% <g_¢;§>2 [(rs,t) + (rt,s) + (st,7)];
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(Urst)nps = (e — 1) %%T? [(rs,t) + (rt,s) + (st,r)];

)
(Urst)NL4 Sy — ) %3_/,;; (rst).

: _ _ _9n O 2) _ 9%V
Sendo: (rst) = 59895, (rs,t) = S o - V@ — 2.
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Apeéendice F
Cumulantes

Os cumulantes dos MNLFE sao apresentados neste apéndice. Para obteé-los sao utilizadas

as derivadas da log-verossimilhanca do apéndice E.

Sera adotada a seguinte notagao:

Rrs = E (Urs) y Rrst = E (Urst) ; Rrs = E (U'rUs) y Rrst = E (UrUst) € ’11(}) - aaﬁé:;

F.1 Cumulante k,,

Este cumulante é obtido facilmente, uma vez que basta obter a esperanca de U,; cuja

expressao é apresentada na (E.7).

n 1 8Ml 2
Rrs = E (Urs) = ¢Z _V <a_m> (ry S) )
l

2
. . 9 . .
-5C-a 7 | 3 l rs
ara simplicar denotar-se-a L Ky or w; assim o cumulante s ode ser reescrito como
Vv o\ on

B n 1 a,ul 2
mrs—gbzl:—v (8_771) (r,s).

F.2 Cumulante k,

O cumulante kg, é a esperanga de U,g; cuja expressao é apresentada na (F.8), assim este

cumulante é:
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— 2V oy ’ 3 9 Oy
Rrst = E (Urst> - ¢; V2 (a_m> <T7 S, t) - Va_nlg 8nl (Ta Svt)

Oy
- ( 877;) [(rs,t) + (rt, 5) + (st,7)]

considere,
1 0p 02
fi = __,u_;;e
V On on
_ Lop®p VO (op7
n= Vonon: V2 \on/) '’

assim K, pode ser reescrito en termos de f;, g; e w; como:

Kpst = ngZ (fi +2q) (r,s,t) —w [(rt, s) + (st,r) + (rs, )]

F.3 Cumulante /i,()id)

A obtengao deste cumulante é trabalhoso, uma vez que envolve um ntimero consideravel de
derivadas. Apesar disso, ele é a derivada segunda do k., com relacao a 3, e 3. Sua expressao

é grande e, desta forma, serd apresentada em termos das trés parcelas que o compoe, isto é:

= 035 (), (), (),

(ad) sy (o 2 g2 92 2 O &3 2(V(1))2 5 V<2> o \ A ‘
(), = 12 () 2 () — e = () + 42 (3) |
(") ==+ fi) l(ab,c.d) + (ac,b,d) + (ad,b,d) + (de, a,b) + (de, a,b) + (db, c,0)];

(m,()ad)>NL3 = —wy [(adc,b) + (adb, ¢) + (de, ab) + (db, ac)] .

F.4 Cumulante /il()izl

Para este cumulante ¢é interessante obter as derivadas f;, g; e w; , uma vez que ele é igual a

derivada primeira de k4, com relacao a 3, , por isto, estas derivadas sao apresentadas.
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2
Derivada de w; = % <%> com relagao a 3,
8wl 0

o )] [ @)] e

_ v % 2 Opy gy _
= o (Y @+ 22 ) = (g0 @)

2

Derivada de f; = %%’f]g—n’; com relagao a j3,

k- e )R ()]

dBa 9B, LV on, on} B on, on} 0B, \ On; on}
—VW /o ’ Oy 1 Opy &y Oy
- = (o) o Vo g YTV (3_77?> (@)
D . d d _ 10w 32u v ou 3 1 ~
erivada de g, = 5. 55— = (8_77) com relacao a 3,
o9 _ [ £l - 9 ﬂ O N\ L
0B, " 9B on) )

simplificando tem-se:

O —4VW fop\? oy 1 (0% 1 Opy &y
o5, — vz \an) o Wtviag) W va,ap @ (F:3)
AN 2 (VD) /o \*
— 9t (a)+(—3> 9t (a),
V 8771 % on,

OKbed

substuindo estas derivadas (F.1) , (F.2) e (F.3) na expressao de a5, obtem-se :

a &‘ibcd a a a
l(za)i - ¢ Z <K’bcd> < bc?i) NIL2 + (K“I(chl> NL3 + <K'l(76l)i> NIL4 ’

sendo:

2 2 , 2 4 4
@Y v (O \T Py 3 (P )T 30w P AO) (o 4 VO (o (a,b,c,d);
bed ) || vz \ o, an? vV \on? V on, on? V3 on, vz o\ an R




(63) = =fil(ab,c.d) + (ac,b.d) + (ad,b,d) + (a, be,d) + (a, b, ) + (a, ed, b)]
(63) = —ai[2 (ab,c;d) +2 (ac,b,d) +2 (ad, b, d) + (a,be,d) + (a, b, ) + (a,cd. b))
(s4e2) ., = —wil(abe, d) + (bd, ad) + (abd, ¢) + (bd, ac) + (cd, ab)).

F.5 Cumulante x4 pq

Este cumulante é obtido pela esperanca do produto U,. por Uy, cuja a expressao é apresen-
tada no Apéndice B, equagao (E.7), para U,. serd adotado na variagdo do somatério o indice 1

e para Uyg o indice m.

As expressoes para U,. e Uy podem ser escritas como:

Use = ¢Z —w <a7 C) + A (yl - :ul) (CL, C) + B (yl - :ul) (CL, C) )

Ubd = Qb Z —Wm (b7 d) + Am (ym - /‘Lm) (b7 d) + Bm (ym - :um) (bv d) )

By = (%)z 2_7757
Bu= (), e

O cumulante K pq ¢ dado por:

Racbd = E (UacUbd) - LK (Uac) E (Ubd) 5

portanto é necessario obter o produto U,.Uyg, que é dado por:

UacUbd = ¢2 Z Z Wi Wy, (CL, c, ba d) - wlAm (ym - Mm) (CL, ¢, ba d) - wle (ym - ,le) (CL, c, bd)
l m
7Y 0> = Ay, (g — 1) (@, ¢,b,d) + A A (Yo — 1) (1 — 1) (@, ¢,b,d) + A By, (1 — 1)
l m
+¢2 Z Z _Blwm (ym - :um) (GC, bv d) + BlAm (ym - Mm) (yl - lul) (CLC, b7 d) + Ale (yl - :ul) (
l m
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Aplicando a esperanca nesta equacao e observando que:

1. para l =m, >
E(Ym — tm) (91 — )] = rx

2. paral #m
E(ym = tm) (0 — )] = 0;

3. a esperancga da primeira parcela de U,.Upq € igual a E (U,.) E (Upy), isto é,
E|6°Y > wwm (a,¢,b,d)| — E(Use) E (Upa) = 0.
l m

Tem-se a seguinte expressao para o cumulante Kqe pq:

n
Rac,bd = ¢Z (’iac,bd)Ll + (’iac,bd)NLl + (/{ac,bd)NLQ )
l

sendo:

2 2 1)2 4
| _2v® (ou T Py 1 (9P VD) (o )
(/iac,bd)Ll - |:_ V2 (8771 on? + v\ a2 + V3 o (a, b; c, d) )

1

(’iac,bd>NL1 = [(CL, ¢, bd) + (CLC, ba d)] ;

(Kacbd) Nz = Wi (ac, bd) .

F.6 Cumulante x,,

O procedimento para obtengao deste cumulante é andlogo ao cumlante kg pq.Por isto serao
omitidas algumas etapas.

As expressoes para U, e Uy, podem ser escritas como:

_ —~ 1 B Iy
Ue = 6303 =) gt ().

l

Uit = 63—t (0,0) + A (i — i) () + B (3 — 1) (b,0)

sendo:
A (0N (oma)’
m 2 an )
m m
1\ Oy
Bm ’ (V)m (917:
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O cumulante £Kqp. ¢ dado por:

Rabe = E (Uanc) -k (Ua) E (ch) )

apods a obtencao da esperanca do produto U,U,. , tem-se a seguinte expressao para o cumulante

Ra,bc-

n
Fase = 6 (Kase) s + (Fape) yis
[

sendo:

(/{a,bc)Ll =g ((1,, b7 C) ;

(Kabe) ypy = wi (a,be).
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