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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia global e unicidade de solugoes da equagao da
onda, linear e semilinear, no R™ bem como averiguamos suas propriedades assintéticas.
Mostramos novas identidades de energia consideradas por Todorova-Yordanov em [25],
as quais sao baseadas em um novo tipo de multiplicador associado a uma fungao
relacionada com o comportamento assintotico da solucao fundamental para a equagao
da onda. Importante dizer também que essas identidades produzem estimativas que tém
varias aplicagoes como, por exemplo, mostrar que a energia local, fora de uma bola com

raio dependendo do tempo, decai exponencialmente.



Abstract

In this work we study the global existence and uniqueness of solutions for the linear and
semilinear wave equation in R™. We also study their asymptotic properties. We present
new identities of energy considered by Todorova-Yordanov in [25] which are based in a
new type of multipliers associated to a function related to the asymptotic behavior of
the fundamental solution to the wave equation . It is also important to say that these
identities produce estimates that have many applications as, for example, to show that

the local energy, outside a ball with radius depending on the time, decays exponentially.
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Introducao

No presente trabalho estudamos a existéncia global e unicidade de solugoes do pro-
blema de Cauchy associado a equacao semi-linear da onda em R", bem como averiguamos

suas propriedades assintoticas. Nosso problema é dado abaixo:

Ut — Au + Ut = |u|p, (t, I’) - R+ X Rn (1)

U,y = €U0, Utl,—g = €U (2)

coml<p<L5 sen>3,1<p<oo,sen=1ou2, e>0 suficientemente pequeno,
com

Ug € Hl(Rn), Uy € L2(Rn)
suppu; C B(K) ={x e R";|z| < K}, i=0,1.

Neste estudo, destacamos o Teorema 9 que apresenta a existéncia e unici-
dade global de solucao desse problema e o Teorema 10 que analisa o comportamento da
solugao para tempos grandes.

No primeiro capitulo, deste trabalho, relacionamos alguns resultados sobre
Espacos de Sobolev e semigrupos lineares de classe C°. Mais especificamente, tratamos
nesse capitulo de resultados importantes, como a proposicao que estabelece a diferencia-
bilidade de um semigrupo, bem como os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips que
tratam da caracterizacao de um semi-grupo de classe C°. No segundo capitulo, usamos
os resultados de semigrupos, desenvolvidos na primeira parte do trabalho, para mostrar

a existéncia e a unicidade global de solucoes do problema linear associado:

uy — Au+uy =0, (t,z) € Ry xR" (3)

U,y = €Uy,  Ug,_y = EUL. (4)



Basicamente, reescrevemos o problema (3)—(4) como um problema de pri-

meira ordem, a saber:

dl{l—f) +AU(t) =0 5)
U(0) = U,
sendo A um operador linear. Em seguida, usando o Teorema de Lummer-Phillips, mostra-
mos que o operador A é gerador de um semigrupo S (t>t20 de classe CY. Assim, a solucao
do problema linear (5) é dada por U(t) = S(t)Uy.

Da mesma forma, reescrevemos o problema semilinear (1)-(2) do seguinte

modo:

d(il—it)—i—AU(t):F(U) ' (©)
U(0) = Uy

Agora, sendo A gerador de um semigrupo de classe C° e uma vez que

tenhamos provado que F' é uma aplicacao Lipischitz-continua sobre conjuntos limitados,

no espago de Hilbert considerado, obtem-se a existéncia de uma tnica solucao local para
(6).

Por fim, no terceiro capitulo, demonstramos a existéncia global de solugoes

e o comportamento assintético da energia. Mostramos que a energia total decai com

taxa polinomial e caracterizamos uma regiao em que a energia (local) decai com taxa

exponencial. Mais especificamente, provamos que o funcional de energia

W (t) = e*“ Du(t, )llee + (1 + )"/ 2 Du(t, ) e

é limitado para qualquer intervalo de tempo no qual a solucao esteja definida. Aqui a
fungao ¢(t,x) é uma fungao relacionada com o comportamento assintético da solugao
fundamental para a equacao da onda.

Em geral, como neste trabalho, os resultados de existéncia global e compor-
tamento assintético para problemas semilineares em dominios nao limitados sao obtidos
apenas para dados iniciais pequenos ([7], [16], [15], [14]). O resultado de comporta-
mento assintotico aqui mostrado, resulta de um novo método considerado por Todorova-

Yordanov em [25]. Esse método tem se mostrado eficiente e tem sido usado por outros
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autores como em [15], [14], [16]. Inclusive esse método tem sido efetivo para outras
equagoes como no caso de Charao-Tkehata [7] que o aplicaram para o sistema de ondas

elasticas.



Capitulo 1

Resultados Basicos

1.1 Espacos de Sobolev

Nesta secao apresentaremos alguns resultados da teoria de Andlise Fun-
cional e dos Espacos de Sobolev que sao necessarios neste trabalho, como o teorema de

Lax-Milgram e um teorema de regularidade eliptica.

Definicao 1. Seja Q2 um aberto do R, m e N ep € R tal que 1 < p < oo. O Espaco de
Sobolev W™P(Q) € definido por

Wwmr(Q) ={f e LP(Q);D*f € LP(Q),Va € N* 0 < |a] < m},

sendo D% a derivada no sentido distribucional.

O espago WP (2) é um espago de Banach com a norma

T / Do (L1)

laj<m

A notagao H™(€2) é usada para representar o espago WP (1), quando p = 2.

Este espago H™(€2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(f, Q)Hm(g) = Z (D*f, DaQ)]L?(Q)' (1.2)

laj<m

Naturalmente, se denota W9P(Q) = LP(Q).
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Definicao 2. Seja Q um aberto do R™. O espago Wi (Q) é definido como o fecho de
CR(Q2) em W™P(Q). Analogamente, Hy"(Q2) € o fecho de C§°(Q2) em H™(Q).

Resultados da teoria dos espagos de Sobolev podem ser encontrados em [21],

[1] ou [18].

Teorema 1 (Lax-Milgram). Seja H espaco de Hilbert e a(u,v) forma bilinear continua
e coerciva sobre H. Seja f € H'. Enlao, eziste inico w € H tal que a(u,v) = (f,v),

Yve H.
A demonstragao pode ser encontrada em Brezis [5], pg. 84.

Observacao 1. Uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R € continua se eziste ¢ > 0 de

modo que

la(u, v)] < cllullllvll Yu,v e H

tal forma bilinear é dita coerciva se existe o > 0 tal que a(u,u) > aol|ul|?, Yu € H.

Teorema 2 (Regularidade Eliptica). Sejam L um operador diferencial eliptico de ordem
2m, m € N, definido em um aberto reqular Q C R™ e u € D'(Q2), sendo D'(Q) o espago
das distribuicoes sobre 2. Seja u solucao de Lu = f, no sentido distribucional, com

f € L*Q). Entdo, u € H*™(Q).

Esse teorema é bem conhecido e sua demonstracao pode ser vista na re-

feréncia [2].

Nota 1. Os resultados apresentados acima sao utilizados, juntamente com os resultados
da teoria de semi-grupos, para mostrarmos que o problema (3.1)-(2.2) possui uma unica

solugcao global. A sequir, relacionaremos alguns topicos da teoria de semigrupos.

1.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta secao, apresentamos a definicao de semigrupo de classe Cy e alguns
teoremas importantes que sao utilizados no Capitulo2. Comecaremos com a definicao de

operador linear limitado.



Definicao 3. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear é uma aplica¢ao
linear A : D(A) C X — Y, com D(A) o dominio de A. Diz-se que o operador linear é

limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

[Aully < Cllullx, Vue D(A).

Neste caso, se 0 dominio de A é denso em X entao A pode ser estendido a
todo X (como é demonstrado em [19] pg 100).
Representa-se por B(X,Y) a familia A : X — Y dos operadores lineares

limitados de X em Y. A funcao real ||.| definida por

||A||B(X,y) = SUP{gex:|a| <1} | Azly < oo,

¢ uma norma sobre B(X,Y). Sabemos da teoria de dnalise funcional que B(X,Y’) é um

espago de Banach e B(X) representa os operadores lineares limitados de X em X.

Definigao 4. Seja X um espago de Banach e B(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Uma familia {S(t) }+>0 € um Semigrupo de operadores lineares e limitados

de X se:

a. S(0) =1, com I operador identidade de X ;

b. S(t+s)=S(t)S(s), Vt,seR™.

Além disso, diz-se que o semigrupo {S(t)}i>o € de Classe Cy se

c. lim ||[[S(t) —I]z|| =0, VzeX.

t—0t

Um exemplo de semigrupo de classe Cy é a funcdo exponencial S(t) = et4

que pode ser definida quando A for um operador linear limitado. No caso em que A é um
operador linear nao limitado, com certas propriedades boas, pode-se também definir e*4.
Isso ¢é feito pela teoria de semigrupos (Gomes|9], Pazy[24]).

Para iniciarmos o estudo das propriedades dos semigrupos de classe Cy em

um espago de Banach X, precisaremos do teorema abaixo, bem conhecidos da Anélise

Funcional.



Teorema 3 (Teorema da Limitagao Uniforme). Sejam X espaco de Banach e 'Y espago
vetorial normado. Seja (Ty,)ner familia em B(X,Y), com I conjunto de indices qualquer.
Supor que para cada x € X, o conjunto {T,x}ner € limitado em Y. Entao, {1, }ner €
limitada em B(X,Y), isto é, AM > 0 tal que ||T,,|| < M, ¥Vn € I, com M independente

de n.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em Groetsch [11],

pg.ol.

Proposigao 1. Se {S(t)}i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo ||S(t)|| € uma fungdo

limitada em qualquer intervalo limitado [0, T].

Demonstracao. : Afirmagao: Existem 6 > 0 e M > 1, tais que ||S(¢)| < M, Vt € [0, d].
Se isso nao acontecesse, haveria uma seqiiéncia (t,)nen, tn — 07 tal que ||S(t,)] > n,
Vn € N. Entao, pelo teorema 3, ||S(t,)z|| ndo seria limitado para algum z € X, o que
entraria em contradigdo com o item c) da defini¢ao 4.

Além disso, temos que M > 1, pois pela condi¢ao a) da definicao de semi-
grupo de classe Cy, ||S(0)|| = 1.

Seja t € [0,T]. Portanto, para algum inteiro ndo negativo n e algum r € R,

com 0 < r < temos que t = nd + r. Logo

IS@I = 1S(nd + )]l
= [18(8)" S < [IS@)"HIS(r)| < M"M =M™,

o que mostra que ||.S(¢)|| é uma fungao limitada em [0, 7. O

Corolario 1. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RY, ou seja, se

t € Rt entao lim S(s)x = S(t)z, Vx € X.

Demonstracao. :

Consideremos t > 0. Para cada z € X e h > 0, segue que



ISt + h)x = S(t)z]| = [|S()[S(h) — Iz
< [[S@OINSh) = 1]z]| =0

quando h — 0, pois ||S(t)|| ¢ limitada e }llir% I[S(h) — Ilz|| = 0, Vo € X.Também para

x € X e para os valores de h tais que 0 < h < t, resulta

15t = h)x = S(t)z|| = |S(¢ = KT — S(h))«|
< IS5 =mII = S(h)]zl| — 0

quando h — 0.
Portanto, lim S(s)z = S(t)z, Vo € X. O

S—)

Observagao 2. Sabemos que se A € um operador linear e limitado em X, entdo

o)

>

n=0

el =

Z |A“ L ) (1.3)

n=0

No caso da fungdo exponencial, se w > ||A|, entdo ||| < €™, para todo
t > 0. Existe uma propriedade semelhante a esta para os semigrupos, que serd mostrado

na proxima pProposicao.
Vamos precisar do seguinte lema:

Definicao 5. Uma funcao p: X — R, X espaco vetorial real € subaditiva se satisfaz

p(t+s) <p(t)+p(s), Vt,s € X

Lema 1. Seja p uma funcdo subaditiva em R e limitada superiormente em todo intervalo

p(t)

limitado. Entao, — tem limite quando t — oo e

lim p(t) = inf Q (1.4)

t—oo ¢ t>0 ¢



Demonstracao. :
. t . P
Defina wy = Ilfng ]y, sendo —oo < wy < 0o. A demonstracao serd dividida
>
em dois casos.

Caso 1: wy > —o0.
p(T)

Seja € > 0. Da defini¢ao de infimo, existe T > 0 tal que < wg + €.
Sejam t > T, n € Nerreal com 0 < r < T tais que t = nT + r.

Considerando que p é subaditiva, resulta da defini¢ao de wy que

wo < PO (1) +p(r) _ nTp(T)  p(r) _nT(wote)  p(r)
0="¢ = t Tt t t t

Também do fato que p é limitada superiormente em [0, T"), passando limite

quando ¢t — oo na desigualdade acima, obtemos
t
wy < lim suplﬁ < wg + €.
t—o0 t

Como € é arbitrério, estd provado (1.4) para wy > —o0.

Caso 2: wy = —o0.
T
Para cada real w existe T > 0 tal que p(T ) < w. Analogo ao caso anterior,
t
obtém-se lim sup M < w.
t—o00 t
Como w é arbritario, vemos que:
t
lim p_( ) = —
t—oo ¢
Isso conclui a prova do lema. O

Proposigao 2. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy. Entao

g lIS@l_

t—o0 t t>0 t

Jog SO _ 0 (1.5)

e para cada w > wy existe uma constante M > 1 tal que
IS@)| < Met, Wt > 0. (1.6)

Demonstracao. :

A fungao log ||S(¢)]| é subaditiva. De fato,

10



log [|S(t + s)|| = log [|S(£)S(s)]]
< log (IO IS5(s)I)
= log [|S(#)[| +log [[S(s)]

Pela proposigao 1, a funcao ||S(¢)|| ¢ limitada superiormente em todo in-
tervalo limitado. Assim, log ||S(¢)|| é uma funcdo limitada superiormente em intervalos
limitados e pelo lema 1. Tomando p(t) = log ||S(¢)]|, conclui-se que (1.5) é valida.

Da defini¢ao de limite e de (1.5), se w > wy, existe ty tal que para t > ¢,

vale a desigualdade
log || S(t
0g Ht (®)]] <w

Do fato que ||S(t)|| < My, ¥Vt € [0,%] e [|S(0)|| = 1, concluimos que M, > 1.

(1.7)

Agora, considerando w > 0 em (1.7), obtemos:
log [|S(t)]] < wt + log My, ¥t > 0.

Aplicando a exponencial em ambos os lados da desigualdade acima, vemos
que:

IS@)| < eels o = Moe™, vt > 0.

No caso em que M = My, verifica-se (1.6).

De modo andlogo, se w < 0 em (1.7), chega-se a

log ||S(t)|| < wt — wty 4 log My, ¥t > 0. (1.8)

Da mesma forma que o procedimento anterior

|S(t)|| < evtewhoeloeMo — Nfje—wloewt 7t > (.

Tomando M = Mye ™", obtemos (1.6).

Para concluir a prova, podemos observar que M > 1 em ambos os casos,

pois My > 1. O

Observacao 3. Quando wyg < 0, € possivel tomar w = 0, assim a proposi¢cao 2 nos diz

que eziste uma constante M > 1 tal que ||S(t)|| < M, para todo t > 0. Neste caso,

11



{S(t)}1>0 € dito Semigrupo Uniformemente Limitado de classe Cy.Também diz-se que
{S(t)}1>0 € Semigrupo de Contragées de classe Cy, se para wy < 0 tivermos M = 1. Isto
é [|S()| <1, vt>0.

Definicao 6. Seja X espago de Banach e seja {S(t)}i>0 semigrupo de classe Cy. O
operador linear

A:DA) CX — X,

definido por

h—0t

S(h) — I

D(A) = { r e X : lim %x existe }

Az = lim
h—0Tt

x, Vo € D(A)
¢ chamado Gerador Infinitesimal ou simplesmente Gerador do semigrupo {S(t)}i>0. A

S(h) — 1
.

notacao Ay, com h > 0, representard o operador linear limitado dado por

A préxima proposicao tratard da diferenciabilidade de um semigrupo asso-

ciado a seu gerador infinitesimal.

Proposigao 3. Seja A o gerador de um semigrupo de classe Cy, {S(t) }+>0. Temos que

i. Sex € D(A) et >0, entio S(t)x € D(A) e a fungao Rt — X, dada por t — S(t)x

¢ diferenciavel e

(dsg)”) _ AS(t)z = S(t) Az, x € D(A). (1.9)

ii. Se x € D(A), entao

S(t)r — S(s)x = /t AS(T)zdr = /t S(7)Axdr. (1.10)

S

1i. Sex e X et € R comt >0, entao

1 t+h
lim — S(r)xdr = S(t)z.

h—0 ¢
t
. Para x € X, tem-se / S(t)zdr € D(A) e além disso,
0

S(t)x—x:A/t S(7)xdr. (1.11)

12



Demonstracao. :

i. Seja {S(t)}i>0 semigrupo de classe Cy e A seu gerador. Parat > 0 e h > 0, vale a

ii.

identidade

St+h)—St)  Sh)—1I B B
Y = . S(t)x = ApS(t)x = S(t)Apz.

Assim, para z € D(A), o termo S(t)Apz tem um limite quando h — 0, isto é,
h)—1
S(t) (%) r = S(t)Ayz — S(t) Az,
pela definicao de A ser gerador infinitesimal.

Logo, S(t)x € D(A) e

d+
S = AS(t)x = S(1)Ax. (1.12)

Também para 0 < h <t ex € D(A), segue que

S(t - }i)h_ S(t>$ =S(t—h)Apx
=S(t—h)(Apx — Az) + S(t — h)Azx — S(t)Ax
quando h — 0.

Isso se justifica pois Apxz — Az, quando h — 0 e pela proposigao 1, ||S(t)|| é limitada
para 0 < h < t. Assim, o termo S(t — h)(Apx — Az) — 0 quando h — 0. Além disso,
da continuidade forte do semigrupo {S(t)}+>0 temos que S(t — h)Azx — S(t)Ax.

Portanto
Cji—tS(t)x = S(t)Ax. (1.13)

De (1.12) e (1.13), temos (1.9).

Consideremos = € D(A) e t, s numeros positivos. Integrando (1.9) de s a ¢, obtemos

(1.10), ou seja
S(t)x — S(s)x :/ AS(T)xdr :/ S(7)Axdr.
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iii) Pelo corolario 1, lin% S(r)z = S(t)x, Vr € X et > 0. Isto é, dado € > 0, existe
d > 0 tal que para |7 — t| < d resulta ||S(7)x — S(t)z| < e. Conseqiientemente, para
reXelO<|h <4,

1

HE /t " Sty — SWayar| < . /t IS = Sl dr <.

iii. Agora para x € X e h > 0 obtemos

A, /O ' S(r)ad(r) = % /0 ' S(r)udr = % /0 " S(h 4 7yadr — % /0 ' S(r)adr

1 t+h 1 h
=— - = dr.
h/t S(t)xdr h/o S(T)xdr

Tomando limite quando A — 0, é conseqiiéncia do item iii) anterior que

A/O S(r)xd(T) = S(t)x — =.

Proposicao 4. O gerador de um semigrupo de classe Cy é um operador fechado com

dominio denso em X.

Demonstracao.
Sejam {S(t) }+>0 um semigrupo de classe Cj e A seu gerador infinitesimal.

Seja x € X. Para h > 0, definimos:

Ty = %/Oh S(t)xdt. (1.14)

Da proposigao 3 resulta que x;, € D(A), Vh > 0 e x;, — x quando h — 0.
Isso mostra que € D(A). Logo, D(A) é denso em X.
Mostraremos que A é fechado. Tomando (z,),eny uma seqiiéncia no dominio

de A tal que z,, — = e Ax,, — y, quando n — oo, conclui-se da proposi¢ao 3 que
h
S(h)x, — x, = / S(t)Ax,dt. (1.15)
0
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Para os valores de t tais que 0 < t < h, temos da proposicao 1 que existe

M > 0 tal que
15(t) Az — S@Eyll < [[S@) [ | Azn — yl| < M [|Azy — y]].

Como Az, — y quando n — oo, concluimos que S(t)Az,, — S(t)y unifor-

memente em [0, h]. Assim, passando limite quando n — oo em (1.15), segue que

S(h)e —x = /O " Sty

Da proposicao 3, obtemos

Sh)yz —x 1 ("
—_— == S(t)ydt
. . /0 (t)ydt —y
. S(h)—1 , )
quando h — 0, o que prova que hr% Tw existe. Assim, x € D(A) e Az = y.
Portanto, A é um operador fechado. m

1.2.1 Caracterizacao dos Geradores de Semigrupos de Classe C

Nesta subsecao, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips,
os quais caracterizam geradores de semigrupos de classe Cy. O teorema de Lumer-Phillips

é estudado aqui para o caso especifico dos semigrupos lineares de contracoes de classe Cy.

Definigao 7. Seja A um operador linear em X, sendo X um espago de Banach. O
congunto X € C, para os quais o operador linear A\ — A € inversivel e seu inverso € limitado
e tem dominio denso em X, € chamado Conjunto Resolvente de A e € representado por

p(A). O operador linear R(\, A) = (A — A)™! € dito Resolvente de A.

Teorema 4 (Hille-Yosida). Seja X um espag¢o de Banach. Para que um operador linear
A, definido em D(A) C X e com valores em X seja gerador de um semigrupo de classe

Co, € necessdrio e suficiente que
i. A seja operador fechado com dominio denso em X ;

ii. Ezista M e w ndameros reais tais que, para cada real X > w, se tenha X € p(A) e para

cadan € N
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M

[R(A, A" < Dy

Neste caso, o semigrupo {S(t)}i>0 satisfaz a condi¢ao ||S(t)|] < Me™, t > 0.

Este é um importante teorema na teoria de semigrupos, pois ele nos diz
quando um operador A é gerador de um semigrupo de classe (5. Encontramos sua

demonstragao em [9].

Corolario 2. Para que o operador A seja gerador de um semigrupo de classe Cy, {S(t)}i>0

tal que para t > 0 se tenha ||S(t)| < e“, € suficiente que A seja fechado, com dominio

1
denso e exista um nimero real w, de modo que se A > w, A € p(A) e ||[R(\, A)|| < P
—w

Demonstracao. :
1
Como [[R(A, A)"|| < [|RN, A" < ) entdo o operador A satisfaz
—w n
as condigoes do Teorema 4 com M = 1. O]

Corolario 3. Para que um operador A seja gerador infinitesimal de um semigrupo de
contracgoes de classe Cy, € necessdrio e suficiente que A seja fechado, seu dominio denso

em X, (0,00) C p(A) e para todo X\ > 0, ||AR(\, A)|| < 1.

Este corolario caracteriza gerador de semigrupos de contracoes de classe Cy

e sua demonstracao ¢ um caso particular do corolario anterior, tomando w = 0.

Nota 2. Para facilitar a linguagem, usaremos a expressao A € G(M,w) para indicar
que A € gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy, ao qual

chamaremos de {S(t) }1>0, que satisfaz a condi¢ao ||S(t)|| < Me™, t > 0.

Uma outra caracterizacao dos geradores de semigrupos de contracoes line-
ares de classe Cy é devida a Lumer e Phillips, cujo o enunciado segue abaixo.
Seja X um espaco de Banach e X’ o dual de X. Para cada x € X, define-se

o conjunto dualidade J(z) C X' por
J(z) = {2’ € X'| (w,2') = [|=||* = [l«')]"}.
Pelo teorema de Hahn-Banach (Brezis [5], pg. 03), J(z) # ¢, Vx € X.
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Uma aplicagdo dualidade é uma aplicacao j : X — X’ em que j(z) €

J(z),Vx € X. Da definigao de j resulta que ||j(z)| = ||z||.

Definicao 8. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢ dissipativo relativamente a

uma aplica¢ao dualidade j, se

Re (Az,j(r)) <0, Vr e D(A). (1.16)

Teorema 5 (Lumer-Phillips). Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um
operador linear. Se A € G(1,0), entao

(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplicagdo dualidade;
(i) R(A—A)=X,VA>0.
Reciprocamente, se
(11i) D(A) € denso em X;
(iv) A € dissipativo relativamente a alguma aplicagdo dualidade;
(v) R(Ao — A) = X para algum Ao > 0 entao A € G(1,0).

O teorema de Lumer-Phillips estabelece quais sao as condicoes para que
um operador seja gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes. Este resultado
serda de grande importancia na prova da existéncia e unicidade se solugoes do problema

(3.1)-(3.2). Sua prova pode ser encontrada em [9] ou [24].
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Capitulo 2

A Equacao da Onda em R"

Neste capitulo, estudamos a existéncia e unicidade de solugoes para o se-
guinte problema de Cauchy associado com a equacao da onda em R™ com um termo
dissipativo

uy — Au+uy =0, (t,z) € Ry xR" (2.1)
u(0) = ug, u(0) =uy., (2.2)
sendo que
up € HY(R") e wu; € L*(R").

Nosso objetivo é, apds estudar o problema linear, resolver o problema semi-
linear associado que aparece em (3.1)-(3.2). Uma vez resolvido o problema de existéncia
e unicidade para o problema linear, pode-se usar o método do ponto fixo para se obter

existéncia de solucao para o problema semilinear.

2.1 Resultados e Definicoes Preliminares

Nesta se¢ao, consideramos H como sendo um espaco de Hilbert real. Aqui

apresentaremos alguns resultados e definigoes necessarias nas préximas segoes.

Definicao 9. Seja A : D(A) C H — H um operador linear nao limitado. Diz-se que A

¢ monotono se

(Av,v) >0, Yve D(A).
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Assim, devido ao teorema da representacao de Riesz, a definicao de A ope-
rador mondtono equivale a definigao de —A dissipativo ( definigdo 8). Entao, o problema

de Cauchy dado por
du

— =Au, t>0
dt (2.3)
u(0) =ug, up € D(A)
pode ser estudado a partir de agora, substituindo-se A por —A.
Ou seja, sera considerado o seguinte problema de valor inicial para um

operador mondtono A

L 0, t>0
dt (2.4)

uw(0) =wug, up € D(A).

Definicao 10. O operador A ¢é dito maximal mondétono se A é mondtono e ainda

R(I+ A)=H. Isto é,Vf € H,Ju € D(A) tal que (I + A)u = f.

Proposicao 5. Seja A um operador mazximal mondtono e H um espaco de Hilbert. Entao,
(a) D(A) € denso em H;

(b) A é um operador fechado.

Demonstrag¢ao. (a) Vamos usar um coroldrio do teorema de Hahn-Banach (Brezis [5],
pg. 07) para mostrar que D(A) é denso em H. Para isso, vamos tomar f € H em que
(f,v) =0,Vv € D(A). Como A é maximal monétono, Jug € D(A) tal que vy + Avyg = f.

Assim,
0= (f,v0) = (vo + Avo, vo) = ||Uo||2 + (Avo, vo) > ||UO||2
pois A é operador mondétono. Logo, vg = 0, o que implica f = 0.

Pelo corolario do teorema de Hahn-Banach, D(A) é denso em H.

(b) Para provar essa condicao, faremos o seguinte: Afirmacao: para todo f € H, existe
tnico u € D(A) tal que u+Au = f. A existéncia é conseqiiéncia do fato que A é maximal
monotono.

Agora, considerando u outra solucao de u + Au = f, obtemos que
(u—1u)+ A(u—u) =0.
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Conseqlientemente,
A(u — 1) = —(u — 7).

Como A é operador monotono, segue que

(A(u =), u—10) = (=(u—1), (u—7)) = = [lu—7||* > 0.
Isso implica que
||u — EHQ =0.

Assim, u = u. Isto prova a afirmagao. Portanto, I + A é bijetivo, ou seja,
existe (I + A)~ 1.
Mostraremos que (I + A)~! é continuo (limitado).

De fato, como A é mondtono, tem-se que

(u+ Au,u) = (u,u) + (Au,u) > |lul|®, Yu e D(A).

Isto é,

(I + Au,u) > ||lul|*, Yue D(A).

Do fato que I + A é bijetivo segue que

(v,(I+A) ) >||(I +A)"v| >, YwedH.

A partir da desigualdade de Schwarz, conclui-se que
(1 + A) || < ||v||, Vv € H.

Isso mostra que (I + A)~! é operador limitado (continuo).

Provaremos agora que A é um operador fechado. Seja (uy),, .y seqiiéncia no
dominio de A tal que u,, — u e Au, — f. Vamos mostrar que u € D(A) e Au = f. Claro
que

Up + Au,, — u+ f.

Agora, sendo (I + A)u,, = u, + Au,, como (I + A)~' é continuo, temos
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U, = (I + A" (u, + Auy) — (IT+A) 7 (u+ f).

Conseqiientemente, v = (I + A)~! (u+ f), o que implica que u € D(A)
e u+ Au = u+ f. Assim, provamos que u € D(A) e Au = f. Logo, A é operador
fechado. O]

Consideramos agora o problema de valor inicial

du(t) B
0 + Au(t) = f(u(t)), t>0 2.5)

u(0) = ug

em que A gera um semigrupo de classe Cy, {S(t)}i>0 sobre X, f : Rt — X é uma fungao

continua, X é um espago de Banach e uy € X. Definimos agora o que é uma solugao forte

de (2.5).

Defini¢ao 11. Dizemos que uma funcao u : R™ — X ¢ uma Solugcao Forte do problema
de valor inicial (2.5), se u for continua para todo t > 0 e continuamente diferencidvel

para t > 0. Além disso, para todo t > 0, u(t) € D(A) e satisfaz (2.5).

Observacao 4. Seja u = u(t) com t > 0 uma solugao forte de (2.5) e {S(t)}i>0 0
semigrupo de classe Cy gerado por A. A funcao g(s) = S(t — s)u(s) € diferencidvel para
0<s<tepor(2.5), tem-se

dg(s)
ds

— AS(t— $)u(s) + S(t — s)dz(s)

= AS(t — s)u(s) + S(t — s) (—Au(s) + f(u(s)))
= AS(t — s)u(s) — AS(t — s)u(s) + S(t — s)f(u(s))
= S(t— ) f(ul)).

Como f € uma funcao continua, podemos integrar de 0 a t. Assim,

/ot dﬁj)ds - /Ot S(t—s)f(u(s))ds.

Agora, usando a defini¢do de g(s), concluimos que

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(u(s))ds. (2.6)
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Essa ¢ uma condi¢ao necessdaria para que u seja solugao forte do problema
de valor inicial (2.5). Se u = u(t) € apenas uma func¢ao continua que satisfaz (2.6) entao

diz que u € uma solugdo fraca (ou generalizada) de (2.5).

2.2 Existéncia e Unicidade do Problema Linear

Finalmente mostramos a existéncia e unicidade do problema (2.1) — (2.2).

Para isso, utilizaremos os resultados apresentados até entao sobre semigrupos.

2.2.1 Existéncia

Para estudarmos a existéncia é necessaria a proposicao abaixo:
Proposicao 6. Sejam A € G(1,0) e B € B(X). Entao A+ B € G(1,|B])).

Essa proposicao fala sobre perturbacoes de um operador linear A por um
operador linear B, isto é bem conhecido e por esse motivo nao apresentaremos, aqui, sua
demonstragao. Essa prova pode, por exemplo, ser encontrada em ([25], pg 87). Outros
resultados da teoria de perturbagoes de operadores podem ser também vistas em (Yosida,
[29]).

Se v = u; em (2.1)(2.2), obtemos que

U — v = 0 em Ry xR"
(2.7)
v—~Au+v = 0 em Ry xR™
Agora, denotando
U Ug 0 —1I
U= , Uy= , A= : (2.8)
v Uy SYAN I
podemos escrever o sistema (2.7) como
L av =0 (2.9)
dt e '
O operador A em (2.8) é definido como
A:D(A)C H— H, (2.10)
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com H = H'(R") x L}(R") e D(A) = H?(R") x H*(R").
Mostraremos, aqui, que o operador A gera um semigrupo de classe Cy. Para

isso notamos que

0 -1 0 -1 0 0
A= = + . (2.11)
—-A 1 A 1 -1 0

Assim, podemos escrever A = A" + B com

, 0 —1 0 0
A= e B= . (2.12)
AT T —1 0

Notamos que D(A) = D(A’).
Bastara provar que A’ € G(1,0), B € B(H) e usar a Proposicao 6 para
concluir que A € G(1, || BJ|). Logo, feito isso, o problema (2.9) com dado inicial Uy € D(A)

terd como solugao

U(t) = St)Us, (2.13)

sendo S(t) o semigrupo de classe C gerado por A..
Para provarmos que A" € G(1,0), mostraremos que A’ é maximal e monétono

e a conclusdo seguird do Teorema 5(Lumer-Philips).

A’ é monotono:
Precisamos definir o seguinte produto interno em H = H'(R") x L2(R").

Sejam

Uy U2
U1 V2

entao

(U, V) = (Vuy, Vug) + (uy, ug) + (v1,v2),
em que os produtos internos do lado direito da igualdade acima, sao os produtos internos
usuais de L2(R"™).
Temos que para U € D(A’), (A'U,U) > 0.

De fato,
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—v U
<A/U,U>: ’
—Au+u-+wv v

= —(Vu,Vu) — (v,u) + (—Au+u+ v,v)
= —(Vov,Vu) — (v,u) — (Au,v) + (v,v) + (u,v)
= —(Vu,Vu) — (v,u) + (Vu, Vo) + (v,0) + (u,v) = (v,v) = |]v|* > 0.

A’ é maximal:

Com efeito, provaremos que, dado F' = € H, existe U =
g
u
€ D(A') tal que
v
(AA+ U =F,
ou seja,
—v U f
4 =
—Au+v+u v g

Isso nos leva ao sistema

—v+u = f
—Au+2v+u = g.

Assim, isolando v na primeira equagao e substituindo-o na segunda, vemos

que

—Au+3u=g+2f. (2.14)

Portanto, para mostrar que A’ é maximal, basta verificar que existe u €
H?(R™) que satisfaca (2.14). Para essa tarefa, usaremos o teorema de Lax-Milgram.

Como H' = H'(R") é um espago de Hillbert, definimos

a(-,) :H'x H' = R

(u,v) — (Vu, Vo) + 3(u,v).
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E claro que a(-,-) é bilinear. Vemos que a(-, ) é continua, pois

|a(u, v)| = [ (Vu, Vv) + 3(u, v)]
< [ (Vu, Vo) |+ 3|(u, v)]
< [[Vul[l[ Vo]l + 3flul[|[]

< dllullulvlla, Yu,ve H.

Mostramos agora que a(-,-) é coerciva. De fato,

a(u,u) = (Vu, Vu) + 3(u,u) = |Vul|* + 3||u® > | Vu|® + ||lu|* = ||u||§{1, Yu e H.

Definimos ainda o funcional

L:H' > R

v— (g+2f,v).

Verifica-se facilmente que L é um funcional linear. Constatamos também
que L é continuo.

Efetivamente,

L) = (g +2f,0)| < llg + 2f Il < llg + 2fHvllm, Yo e H.

Logo, pelo Teorema 1 (Lax-Milgram), existe tinico u € H'(R") tal que
a(u,v) = L(v) = (g + 2f,v),

para todo v € H'(R"). Isto é,

(Vu, Vo) + 3(u,v) = (g +2f,v), Vv € H)(R™).
Em particular, temos
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(Vu, Vo) +3(u,0) = (g +2f,0), V0 e DR")

sendo D(R"™) o espaco das fungoes testes.

Isso mostra que

—Au+3u=g+2f
no sentido de D'(R").

Também para f € H'(R") e g € L*(R"), aplicando o teorema da Regula-
ridade Eliptica para o operador eliptico 3/ — A sobre L2(R"), resulta que u € H?(R"™).

Mas, como u, f € HY(R"™), vemos que v = u — f € H'(R"). Portanto existe um tinico

v=| " |ebpw)=m®)x 1R

v

tal que
(A'+ 1)U =F.

Assim, concluimos que A’ é maximal e mondtono. Logo, segue do Teorema
de Lumer-Phillips que A’ € G(1,0). Portanto A’ gera um semi-grupo de classe C°.
Motremos agora que B € B(H).Temos que

0 0 U
1BU)||m =
-1 0 v
H
= = ||ullL2
—u
H

< lullar < flullar + (o]l

= [|U]]ar-

Logo, pela Proposicao 6, A = A"+ B é gerador de um semigrupo {S(¢) }+>¢

de classe C°. Agora , para Uy = Yl e D(A) temos que U(t) = S(t)Uy é solugao do
Uy
problema de valor inicial
d
—U +AU =0 Vt>0
dt (2.15)

De fato, da Proposicao 3 se deduz que
a) U(t) = S(t)Uo € D(—A) = D(A);
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d
b) = = = (S()Uo) = —AS(1)Uy = —AU(#), ¢ > 0

c) U(0) = S(0)Uy = Uy, pois S(0) = 1.

De b) e ¢) resulta que a funcao U é diferencidvel em ¢t > 0 e satisfaz o
problema de valor inicial (2.15).

Uma vez que para Uy € D(A), obtemos da Proposi¢ao 3 que U(t) =
S(t)Uy € D(A) e do fato que S(t) é continua resulta que, U € C'([0,00); D(A)). Também
segue da proposicao 3 que

U'(t)=—-AU(t) = —AS(t)Uy = =S(t)AU, € H.

Como S(t)AUy é fungdo continua, concluimos que
UeC (0,00);H).

Logo, U € C'([0,00); H) N C ([0,00); D(A)) dado que U(t) = S(t)Uy é a solucao é de
(2.15) se Uy € D(A). Isto é:

U e C([0,00); H) N C([0,00); D(A)) . (2.16)

Interpretemos (2.16). Do fato que U = (
v

) é solucao de (2.15) se

obtem em particular que v = u;.

Assim
U ( : ) € O ([0,00); H'(R") x LA(R")) N C ([0, 00); H*(R") x H'(R")).

Isso prova que

u e C([0,00); H(R"))
u; € C1 ([0, 00); L2(R™))
u € C([0,00); H*(R"));
u; € C([0,00); HY(R™)), ouseja, ue C([0,00); HY(R")).

I
Y

ou seja, u € C?([0,00); L*(R"));

Concluimos entao disso para (ug,u;) € H? x H', a solugao de (2.1)-(2.2)

satisfaz

u € C([0,00); H*(R™)) N C* ([0,00); H'(R™)) N C? ([0, 00); L*(R™)) . (2.17)
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Além disso, a Proposicao 3 implica que, se (ug,u;) € H' x L2, o problema

(2.1)-(2.2) possui uma solugao fraca na classe

u € O([0, 00), LE(R™) N C([0, 00), HY(R™)).

2.2.2 Unicidade:

Provamos a unicidade utilizando a proposicao dada abaixo.

Proposicao 7. Sejam {Si(t)}>0 € {S2(t) }i>0 semigrupos de classe Cy que possuem o

mesmo gerador infinitesimal A. Entao {S1(t)}t>0 = {Sa2(t) }+>0 -

Demonstracao. :

Definamos a fun¢ao W (s) = Si(s)S2(t — s). Sabemos da Proposigao 3 que

W (s) = ASy(5)Sa(t — s) + Si(s)(—ASs(t — 5))
= ASl(S)SQ(t — 8) — ASl(S)Sg(t — S) =0.

Logo W (s) é uma fungao constante em s. Mas,

W(0) = 5,(t)

W (t) = Si(t).
Portanto, Si(t) = Sa(t). O

Suponhamos agora que V = V(t) seja outra solugao do problema de valor

inicial (2.15). Entao devemos ter

d
ZV(H) = AV(t) e V(0)=U(0).

Logo nossa solucao é da forma

V(1) = T(t)Uo,
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sendo {7'(t) }+>0 um semigrupo gerado por A. Portanto segue da Proposi¢ao 7 que {S(t) }+>0 =
T'(t),5¢, ou seja, U=V.

Consequentemente concluimos que existe uma tnica fungao u = u(x,t) que
satisfaz o problema de valor inicial (2.1)-(2.2).

Além disso, para dados iniciais (u,,u;) € H? x H' a solu¢do do problema

linear, estd na classe

u € C([0,00); H*(R™)) N C* ([0,00); H'(R™)) N C? ([0, 00); L*(R™)) .

2.3 Problema Semilinear - Existéncia Local e Unici-

dade

Nesta secao, mostraremos a existéncia e unicidade da solucao local, usando
o método do ponto fixo, para a equacao semilinear associada com o problema linear (2.1)—
(2.2). A existéncia global sera apresentada no préximo capitulo.

O problema semilinear associado com (2.1)—(2.2) é:

uy — Au~+up = |ul?, (t,z) e Ry x R" (2.18)
u|t:o = Uo, ut|t:0 = Ujq. (219)
Aqui p satisfaz 1 <p < "5 sen > 3,1 <p <oosen=1,2. Da mesma

maneira que na sec¢ao anterior, tomando v = u;, podemos reescrever o problema de valor

inicial (2.18)-(2.19) na forma

d[fi—it) + AU = FU), UeDA)= HQ(Rn) x Hl(R”) cH=— Hl(R") o L2(R”),
U(0) = Uy Uy — U

(2.20)

em que A’ é o operador dado em (2.12) e
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F:H—H

U— F(U) =
|ulP + u

u
para U = € H.

v
Aqui, H = H'(R™) x L?(R™), como na segdo anterior.

Mostramos agora que F' estda bem definida para o expoente p com 1 < p <

u
De fato, seja U = € H. Devemos mostrar que |ulP +u € L*(R").
v

Temos que u € H'(R™), assim para provar que |u[P € L?(R"). Consideremos

dois casos:

Caso1ln>2:

Sabemos da teoria dos Espagos de Sobolev que

H'(R™) — LP(R™) (2.21)

2n
se2<p< ——.
n—2

Agora para u € H'(R") e usando a imersdao (2.21), observamos que para

vale

n
l<p<
n

|2 = / WPz = [ul%, < Cllul < +oc

Portanto, podemos concluir que |u|P € L*(R").

Caso 2 n=1,2:
Para este ultimo caso, observamos que, se n = 1 entao a teoria de Sobolev

diz que ( Kensavan|[18], Brezis[5])

H'Y(R™) — L>®(R") Vp>1. (2.22)
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Agora, se n = 2 tem-se que
HY(R™) —cC LY(R") Vp > 2. (2.23)

Logo, basta proceder, de modo anédlogo, como no caso 1 e teremos |ul? €
L?(R"). Conclusao:
u€ H — |ulf € L2
Portanto, concluimos, observando o fato 6ébvio que 0 € H*(R"), que F
aplica H em H, com H = H? x 1.2
Para mostrar que o problema de valor inicial (2.20) possui uma tinica solugao

local, precisaremos de alguns resultados que apresentaremos abaixo.

2.3.1 Problema Semilinear Abstrato

Consideraremos o seguinte problema abstrato de valor inicial: (2.24)

6;—1; + Au = F(u) (2.24)
u(0) = g
em um espaco normado X, em que F' é uma aplicacao de X em X, uy € X um valor
inicialdado dado e A é u o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes.

Vamos apresentar agora dois teoremas que discutem a existéncia e unicidade
de solugoes para o problema (2.24). O primeiro diz que se F' é globalmente Lipschitz
continua, o problema (2.24) possui solucao(Fraca) definida para ¢ > 0. J4 o segundo
teorema garante, caso F' seja Lipschitz continua sobre conjuntos limitados, que (2.24)

possui unica solugdo em um intervalo da forma [0,7,,], com T, > 0 convenientemente.

Esses teoremas aparecem na Dissertagdo de Mestrado Menoncini[22].
Teorema 6 (Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) espago métrico completo e P : X — X
uma aplicacao tal que

A(P(u), P(v)) < kd(u,v),  Vu,v € X,

para algum k fizado tal que 0 < k < 1.

Entdao P tem tnico ponto fixo, isto €, existe unico u € X tal que Pu = u.
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Este teorema de ponto fixo é bem conhecido e por isso sua demonstracao

aqui nao se faz necessaria.

Proposigao 8 (Desigualdade de Gronwall). Sejam g(t) > 0 e h(t) > 0 fungoes reais tais

que

ﬂﬂgC+/}@M@%,O§t§ﬂ (2.25)

T
com C >0 uma constante e h(t) satisfaz/ h(t)dt < oco.
0

Entao,

g(t) < Cexp [/OTh(t)dt}, 0<t<T.

Observacgao 5. Para a desigualdade de Gronwall devemos tomar g,h tais que
t
/ g(s)h(s)ds < oo.
0
Demonstra¢ao. Consideramos a fungao real

o(t) =C + /Otg(s)h(s)ds, com t € [0,T).

Entao, usando (2.25) temos

ou seja,

%%Q—¢@Mngm te0,T].

Notando que

cap |~ [ sias] (U4 o)) = & (otean [~ [ nisias) ) <o

e integrando essa desigualdade de 0 até ¢, obtemos



Logo,
ottjeay |- [ nisyis] < o0 =
e portanto
6(t) < Cexp [ /0 t h(s)ds} < Cexp [ /0 : h(t)dt] CteTl.
]

Defini¢ao 12. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagao F : X — X € dita global-

mente Lipschitz continua se existe uma constante positiva L tal que

d(F(v), F(u)) < Ld(v,u), Vu,ve X.

Teorema 7. Seja um X espaco de Banach. Seja A gerador de uwm semigrupo de con-
tracoes. Seja ' globalmente Lipschitz continua sobre X e sejaug € X. Entao, existe uma

unica solugdo global fraca u = u(t) de (2.24) no sentido que u € C ([0,00), X) e
t
u(t) = S(t)uo + / S(t — s)F(u(s))ds, (2.26)
0

para todo t > 0, sendo {S(t) }+>0 0 semigrupo de constragoes gerado pelo operador A.

Além disso, existe a dependéncia continua de u em relagdo a ug, isto €,

v — U s e Vo — Ug|| para toao -~ U, com v a Solu¢ao aa equacao . com
t Dl < el todot > 0 lucao d 10 (2.26

valor inicial vg.

Demonstracao. Provaremos primeiro a unicidade de solugoes. Sejam w e v solucoes de
(2.26). Como F ¢ globalmente Lipschitz e {S(t) }+>0 ¢ um semigrupo de contragoes, vemos

que
HMﬂ—v@HSLAHMQ—v@mw-

Aplicando a desigualdade de Gronwall com C' = 0, h(t) = L e g(t) =

|u(t) — v(t)]|, concluimos que u = v.
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Para provarmos a existéncia de solugoes, consideramos o espaco

E = {u€ C([0,00), X)ssupe™™ [lu(t)]| < oo},
t>0

com k > 0 constante a ser escolhida convenientemente.

Pode-se provar de uma maneira standard que o espago £ com a norma

[ull ; = sup e [|u(t)|]
>0

é um espaco de Banach.

Agora definimos a aplicagao ¢ : E — C'([0,00), X) dada por
t

o(u)(t) = S(t)ug +/ S(t—s)F(u(s))ds, uweE e t>0.
0

Sendo {S(t)}+>0 semigrupo de contragoes, facilmente vé-se que ¢(u) €
C ([0,00), X)), para todo u € E. Assim, ¢ estd bem definida. Mostraremos que ¢(u) € E,
para cada u € FE.

De fato, {S(t)}+>0 ¢ semigrupo de contragoes, conseqiientemente
¢
[@(u) (O] < Jluoll +/0 1 (u(s))| ds.

Uma vez que F' é Lipschitz continua com constante L > 0,

[1F(u(s)|| < L[uls)[| + [ F(0)]] -
Portanto,

ekt — 1

t
()OI < lluoll + ¢ [[F(O)] +LHuHE/O e™ds = [[uo|| +t | F(0)]| + L lull -
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Assim, para u € E resulta que ¢(u) € F e

) 1 L
supe ™[ o) lo(u)ll g < lluoll + — IFO)] + 7 llull g,
>0 ke k
1
pois te™* < — Vvt > 0.
ke

Agora vamos mostrar que ¢ é contragao sobre E se k > L.
Da definigao de ¢, do fato que {S(t)}i>0 ¢ semigrupo de contragdes e F' é

Lipschitz, temos

[p(u)(t) — o(v) (D] < L/O [u(s) —v(s)|l ds

et — 1

||U_U||E

t
§L||u—v||E/ eds = L
0
L kt
S%Hu—vHE, Vit > 0.

Logo,

6(u) ~ 60l < 7 lu vl
Assim, escolhendo algum k£ > L, pelo teorema do ponto fixo de Banach,
existe tnica fun¢ao u € E tal que ¢(u) = u. Conseqlientemente, u é solu¢ao da equagao
integral (2.26) e u € C' ([0, 00), X). Isto é, u é solugao fraca do problema (2.24).
Para finalizar a prova, mostraremos agora a dependéncia continua. Sejam

u e v solugbes de (2.26) associadas aos valores iniciais ug e vy respectivamente. Entao

obtemos
t
[u(t) = o()]] < [luo — voll + L/O [u(s) —v(s)]| ds.
Da desigualdade de Gronwall, verificamos que
lu(t) = o)l < lluo — vol| ™,
o que conclui a prova do teorema. O
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Definicao 13. Seja X espaco normado. Uma aplicagao F' : X — X € dita Lipschitz
continua sobre conjuntos limitados se, para cada constante positiva M, existir uma cons-

tante positiva Ly de modo que
I1F(v) = F(u)|| < L [lv —ull

para todo u,v € X tal que ||ul| < M e |v|| < M.

Para a aplicacao F' definida acima, isto é, F' uma aplicacao Lipschitz continua

sobre conjuntos limitados, é valido o resultado abaixo.

Teorema 8. Para cada ug € X, existe 0 < T < 0o e uma tinica solugao fraca u de (2.24)

definida em [0,T)]. Isto é, u € C([0,T],X) e (2.26) € vdlida para todo t € [0,T].

Demonstracao. :
Seja E = C([0,T],X) com a norma usual e T'> 0 a ser escolhido conveni-

entemente. Vamos definir o conjunto

K ={u € E;||u(t)]| < ||luo|l + 1 para todo ¢ € [0,T]}.

Assim, K é um subconjunto fechado do espaco de Banach E. Agora, para

u € K, podemos facilmente concluir que ¢(u) € E sendo ¢(u) dada por

o(u)(t) = S(t)ug —i—/o S(t —s)F(u(s))ds, te€]0,T)]

com {S(t) }+>0 0 semigrupo de contragoes gerado pelo operador A dado no problema (2.24).

Também da definicao 13 temos que

lp(v) = ()]l < LT [[o = ull g, (2.27)

para todo u,v € K, em que L = Ly com M = ||lug|| + 1. De fato, sendo u,v € K, segue

/St—s (s))ds—/OtS(t—s)F(v(s))ds
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lp(v) = o)l = sup

0<t<T




T
< / Ly ||u(s) —v(s)||ds < T Ly ||u — vl 5, aqui usamos o fato que
0

F é localmente Lipschitz com M = ||ug||+ 1. Também usamos que ||u||p = sup ||u(t)]x-
0<t<T

Provaremos que ¢(K) C K se T ( IFO)|| + L (Jluol| + 1) > < 1.Com efeito,

¢ (u) (D] gHuOH+/0 [1F(u(s))l ds, te[0,T].

Usando o fato de que se u € K, a desigualdade abaixo é vélida

1 (u(s)) = F(O)] < LJu(s)[} < L (JJuoll + 1),
para s € [0,T], L = Ly; e M = |Jug|| + 1.

Entao obtemos

[¢(u) ()] < [|uol| +T( IE ()] + L ([luoll 4 1) > , tel0,T].
Assim, tomando T suficientemente pequeno tal que
T (IFOI+L (ol +1) ) <1 (2:28)

constatamos que ¢(u) € K. Assim, com a condi¢do (2.28) sobre T, ¢ atua de K em
K. A condigao (2.28) sobre T implica que T'L < 1. Entdo a estimativa (2.27) diz que
¢ : K — K ¢ contracao.

Portanto, ¢ tem um tnico ponto fixo u € K. Esse u é uma solucao local

fraca do problema (2.24).

A unicidade de u segue da definigao 13 e da desigualdade de Gronwall, como

na demonstracao do Teorema 7. Logo o Teorema 8 estd demonstrado. O

2.3.2 Existéncia Local e Unicidade

Mostraremos agora a existéncia e unicidade local de solucao do problema

(2.18) (2.19).
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Observagao 6. Seja F(s) = |s|P + s, s € R. Entao

F(s)—F(r)=|s|P = |r]P+s—r.
Agora, se g(s) = |s|P entao ¢'(s) = p|s|P~2s. Portanto, pelo Teorema do
Valor Médio
g(s) = g(r) = ple["~*&(|s| = Ir])

para algum & entre r e s. Assim
l9(s) = g(r)] < I~ (s = r]) < p(ls| + )"~ s = [ < Cp(IslP~ + [rP)|r — s,
com C, uma constante positiva que depende de p. Logo,
|[F(s) = F(r)] < [Cp(|sPP~" + [rP7h) + 1] [r = s].
Agora sejam

u u
U= ), v=  en

(%1 V2

Entao, pela Observacao 6 temos

I1EU) = FV)l[m = l[lual” + ur — ua]” — uaflr2(m)

<N [CualP~ + ua[P™1) + 1] (wr — ua) ||L2ny,

sendo C' > 0 uma constante. Assim, para U,V € B(0, R), temos que

|F(U) = F(V)|u < C/ (Jur [P~ + JuoP =) uy — uo|*dx
<C | (ua?®™D 4 ug 2P iy — ug|?da
Rn

p—1

1
P P
< {/ (Jug[*P~Y + |u2|2(p1))p31] { luy — u2|2pdx1 ,
n Rn

com a ultima desigualdade devido a desigualdade de Holder e o fato que p > 1.

Logo,

p—1

1) - FVIE<C | [ Quf+ o] 7 o= vl (229
Rn”
Usando (2.29) e as imersoes de Sobolev (2.22),(2.22) e (2.23) resulta
2 2 2 155+ 2
1F@) = F)Iz < C [luallzs + lualli] 7 llus = sl (2.30)
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Assim, se ||U||m, ||V|lg < R tem-se de (2.30)

p—

|F(U) = F(V)|% < C [2R*) U=V (231)

e concluimos que
IFU) = F(V)llu < Lr|U = Va

p—1

com Ly = Cz 2R?] % .

Potanto, F' ¢é localmente Lipschtz continua sobre conjuntos limitados com
M = R. Como H pode ser visto como um espag¢o métrico com a métrica induzida pela sua
norma, e na segao anterior provamos que A € G(1,0), estamos nas hipéteses do Teorema

8. Assim, para algum 7" > 0 apropriado, existe uma tunica fungao

U=U(t)eC(0,T),H=H"x1L?), (2.32)

solugao fraca de (2.20) com dado inicial Uy € H.

Interpretamos (2.32). Lembrando que se pode escrever U = (u, v) segue que
U
u e v, as componentes de U, satisfazem v = Frie u; devido que U é solugao de (2.20).

Assim, (2.32) diz que

v=| " |ec(o1)H xL?).

Uy

Isto mostra que
ue C([0,T); HY);
u; € C([0,T);1L2), ouseja, ueCH([0,T);L?).

Logo, concluimos que

ue C([0,T);H)nC ([0,T);L?) (2.33)

é solucao loca fraca de (2.18)-(2.19) com dados iniciais (ug,u1) € H' x L
Constatamos, pois, que o problema de valor inicial (2.18)-(2.19) possui uma

tnica solucdo fraca u = u(z,t) com u satisfazendo (2.33). Isto é, existe tinica funcdo u
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solugao do problema de valor inicial

Ut — AU + Uy = |u|p, (t, I’) - R+ X Rn

uw(0) = ug, u(0) = uy.

com dados iniciais em H' x L? e p um numero real tal que 1 < p < sen >3, e
1<p<oosen=1,2.
Ou seja, existe uma tunica fun¢ao u = u(z,t) definida, para algum 7" > 0,

em [0,7) e que satisfaz (2.33) e é solucao do do problema acima.
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Capitulo 3

Existéncia (Global e Comportamento

Assintotico

Neste capitulo, analisamos o Problema de Cauchy associado com a

equacao semilinear da onda em R" sob efeito de uma dissipagao friccional, a saber

uy — Au+ug = |ul?, (t,z) € Ry x R”

Uy = €Ug,  Ugl,_, = €U
com € > 0 suficientemente pequeno,
Uy € Hl(Rn), U € L2(Rn),

suppu; C B(K) ={x e R"; |z| < K}, i=0,1,

e p um numero real tal que
n

n—2

2
1+—-<p<
n

sen >3, e

2
l1+—<p<o
n

sen=1,2.

O resultado principal que mostramos neste capitulo, esta enunciado nos

dois teoremas que aparecem na proxima secao. Eles mostram a existéncia global e o

comportamento assintético, no tempo, da solugao do problema (3.1)-(3.2) com dados ini-

ciais pequenos. Em geral, os resultados de existéncia global e comportamento assintético

para problemas semilineares sdo obtidos apenas para dados iniciais pequenos ([7], [16],
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[15], [14]). O resultado de comportamento assintético aqui mostrado, resulta de um novo
método considerado por Todorova-Yordanov em [25]. Esse método tem se mostrado efici-
ente e tem sido usado por outros autores como em [15], [14], [16]. Inclusive esse método
tem sido efetivo para outras equagdes como no caso de Charao-Tkehata [7] que o aplicaram
para um sistema de ondas elasticas.

Sobre comportamento assintético de semigrupos, é importante ainda citar
o trabalho de Ball[3].

Com respeito a existéncia de solugao local do problema semilinear (3.1)-(3.2)

tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 9. Suponhamos que os dados iniciais satisfazem (3.3)—(3.4) e que p €

[1,-25], sen >3 ep € [1,00), se n = 1,2. Entao o problema de valor inicial (3.1)-

(3.2) possui uma tnica solugdo fraca u tal que

we C([0,T); H{(R™) nC* ([0, T); L*(R™))

suppu(t,-) C B(t+ K), (3.5)

com T > 0 dependendo da norma ||Du(0)||L2. Além disso, a solugcdo pode ser estendida

continuamente além do intervalo [0,T) se sup || Du(t)||L2 < oo.
[0,T)

A demonstragao da existéncia local ja foi feita no final do Capitulo 2. A
prova da propriedade de velocidade finita de propagacao para a equagao semilinear da
onda é bem conhecida. O fato que a solucao pode ser estendida com base na limitacao
da norma da energia sobre intervalos limitados de existéncia segue de resultados andlogos
para equagoes diferenciais ordindrias. A existéncia local para o problema (3.1)—(3.2) nao

depende de €.

3.1 Resultados Principais

Os principais resultados deste trabalho estao enunciados nos teoremas a

seguir.
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2 n
Teorema 9. Seja 1+ — < p < 2,sen23,1+%<p<oo, sen = 1,2. Entao,
n

n p—
existe €9 > 0 tal que o problema (3.1)-(3.2) admite uma tnica solugdo global na classe

u e C(R-l—»Hl(Rn))a ug € C(R+7L2<Rn))’
para cada 0 < € < €.
Assim, esse é um teorema de existéncia global para dados iniciais pequenos.

Teorema 10. Seja p como no Teorema 9. Entdo o comportamento assintotico da energia
local, fora da bola

B(tz") = {z e R : |z < t2%0}, 6> 0,
para a solugdo global de (3.1)-(3.2), tem decaimento exponencial e € dado por

| Du(t, )| <Ce™"), t>o, (3.6)

L2(RM\B(t277))

Além disso, a energia total decai a uma taxa polinomial, isto é
| Du(t, ) ||2@ny < C(E412), ¢ >0, (3.7)
com C > 0 dependendo dos dados iniciais e 6 > 0 um numero arbitrdrio.

Observacao 7. Aqui D = (%, V). Assim,

|Dul2sq) = / lwf? + |Vul]de.

2
Observacao 8. Quando o expoente p satisfaz 1 < p < 1+ —, é possivel mostrar que o
n

2
problema (3.1)-(3.2) ndo possui solug¢ao global. O nimero p.(n) = 1+ — é chamado o
n

exponte critico do problema(3.1)-(3.2), isto é,
1. Se p > pe(n), as solugoes de (3.1), para os dados iniciais(3.2), sio globais

2. Sel < p<pen), as solugoes de (3.1), para dados iniciais (3.2) positivos, divergem
para tempos grandes (Todorova-Yordanov [25]).

O caso de expoente critico é também de importancia no estudo de problemas
semilineares, mas nao serd tratado aqui. A esse respeito citamos os trabalhos de Fujita

[6] e Todorova-Yordanov[25].

A demonstracao desses resultados dependem de diversas estimativas que

sao obtidas no decorrer deste capitulo.
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3.2 Novas Identidades de Energia

Mostramos nesta se¢ao novas identidades de energia consideradas por Todorova-
Yordanov [25]. Essas identidades s@o baseadas em um novo tipo de multiplicador associado
a uma funcao relacionada com o comportamento assintotico da solucao fundamental para
a equacao da onda. Importante dizer também que essas identidades produzem estimativas
que tém varias aplicagoes, como por exemplo mostrar que a energia local, fora de uma
bola com raio dependendo do tempo, decai exponencialmente.

O multiplicador utilizado é dado por e?®®)y,, onde u = u(z,t) é a solugao
do problema em questao. A funcao peso ¢(t,z) é tomada de tal modo que se comporta

|z

como ‘-, para |z|?/t grande. A escolha dessa fungao peso estd relacionada com a solugao

fundamental Sy(t, z) de dy — A + 0y, a qual é dada por

(

Coes (O= 1) HHE — 2Pl (3/E = TF)
se n é par
So(t,r) = ¢ 1\2-13 ; L o
Coe 8 (0= 1) HOH(E — [o)sinh (3/Z = 2P)
sen é impal"»

\
em que [ = 92— A, C,, é uma constante que depende de n. Aqui, Iy é a funcao modificada

de Bessel de ordem zero e
er/Q

VIr(l+ O(3))’
quando r = \/t? — |x|? — co. A funcao H = H(t) é a funcao de Heaviside, dada por

Io(r/2) =

1, t>0

H(t) =
0, t<0

A expressao do semigrupo dada em (3.8) é bem conhecida, pelo menos para

n=12 e 3. Essaférmula pode ser encontrada em ( Kanwal [17] Capitulo 10.)

Proposicao 10. Se u é uma funcao reqular, entao sao validas as sequintes erpressoes:

62

d [e* ¢
2wy (uy — Au+uy) = T <€7(|ut|2 + |VU’2)) — div(e**u,Vu) — ?|g0tVu —u; V|,
t
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d [e* 2
Xy (ugy — D+ uy — [ul?) = 7 (7(|Ut|2 + |[Vaul?) - Zm|u|p+1) — div(e**u;Vu)
e%e 2
— o Vu — w Vel + et
Pt p+1

sendo ¢ = p(t,x) uma funcdo satisfazendo a sequinte equagao diferencial;

o= 97 — |V’ (3.9)

Demonstracao. :

Para (a) temos

e*Puy (uy — Au+ uy) = ePuy (07 — Ng)u + uy)

= e®Pupuy — e2Pu N pu + e |uy .

Desenvolvemos cada um dos termos a direita da igualdade acima. Assim,

temos:

d [ e ad e
£ ()t

= e*Pusuy + |u|*pe®?

por conseguinte,

20 d (e 2 2 2
e uuy = o 7!ut| — || e

ii. Aqui utilizamos

div(f.F) = f.divF + (Vf,F) (3.10)

sendo F' um campo de vetores e f uma funcao escalar, regulares.
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Tomando f = e*?u; e F' = Vu e usando (3.10), temos

div(e**u,Vu) = e**u,divVu + V(e**u,) - Vu
= e*Pu,Au + €2°Vu, - Vu

+ 2e**u, Vi - V.

Entao

e*Pu Au = div(e**u, Vu) — e2?Vu, Vu — 2e*°u, VpVu.

Observamos que

[Vul?
dt \ 2

2oV, T, = ¢ L
o d 2¢|VU|2 20 2
== (e 5 e“?|Vul ;.

Logo

X u, Au = div(e*Pu, Vu)
d Vul?
- (6290%) + 62¢|qu|2gpt — QeQ%tvMqu.

Agora, com (i) e (ii), obtemos

20 d (e* 2 2 2
e Pup(uy — Au+up) = a0 7\“t| — || e

, d |V ul?
2p Sy e TN Bl B
div(e“fuVu) + 7 (e 5 )

— 2|V, ul2o; + 2e**u, Vo - Vu + e |uy)?

d (e* 2 (2
== (7(\%] + |Vu| )) — div(e*Pu Vu)

e2#
iy (IVoul e} = 2uppi (V) - (Vo) — @iu]?) — u*pre™.
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Entao, lembrando que ¢ deve satisfazer a equacao(3.9), obtemos que

i
T (IVaul?0} = 2u01(Vu) - (Vo) — @i|ug]?) — [ug[* 0™ =
t
o
- ? (’V“P%pf = 2up (V) - (Vo) + \UtP\V@’Q) + orlug[*e®? — |ugl o€ =
t
e%s

== —Eh@tvxu — utV$g0|

A demonstragao do item (a) esta concluida.

Para provar (b), basta ver que

d
a (62¢‘u’p+1) — 2¢e2¢’u‘p+1

+ (p+ De*?|ufPuy

e usar o item a. Isso finaliza a demonstracao da proposicao . O]

Vamos, agora, impor que a solugao da equagao (3.9) satisfaga ¢, < 0.

Uma solucao com essa propriedade é dada por

ot 7) — %(tJrK— JETEE -l ), |o|<t+K (3.11)

com K uma constante positiva.
Verificaremos que (3.11) ¢é solugao de (3.9).Temos

1 t+ K
wilbie) =35 (1 VE+ R - yxp) (3.12)

1 T

Utilizando (3.12 e 3.13), facilmente concluimos que

2
1 t+ K 1 ki
2_ Vx 2:— 1— __(
v; — |Vaio| 4 ( \/(t+K)2 _ |x|2> 4\ (t+ K)? — |x|?

oy th'

Notamos também que essa solugao da equacao (3.9) é bem regular em seu
suporte e também satisfaz

2
T
o(t,z) > ﬁ, se |z] <t+ K. (3.14)
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De fato, para ver isso basta observar que

0<(t+K—/t+K)?2—|z2)?=0t+K)?*=20t+K)\/({t+K)?2—|z2+ (t+K)?— |z

Ou, equivalentemente,

2
0< 2+ K)— 2/ T KPP —Jof - 7L

3.2.1 Problema Linear - Regiao com Decaimento Exponencial

Uma motivagao para se provar a primeira parte do Teorema 10 é dado pela

proxima proposicao, a qual é vélida para solugoes fracas da equacgao linear
Ut — AU, + U = O (315)

Proposicao 11. Seja u a solugao fraca do problema linear (2.1)-(2.2) obtida no Capitulo

2. Entao o comportamento assintotico de u € exponencial sobre a regiao
R™\B(t:*),

isto €

_426/4

[Du(t, )l < Cle

L2(Rm\B(12+%)) =

)

com C" uma constante positiva dependendo dos dados iniciais em (2.2) e 6 > 0 um nimero

arbitrario.

Demonstragao. : A prova dessa proposi¢ao é baseada na identidade (a) da Proposi¢ao 10
Integrando sobre o R" a igualdade dada pela proposicao (10) item (a),

temos

d Ze

e

0=— | o (lwl +|Vof)dz (3.16)

—/div(ewutvxu)dx (3.17)
e

- / ? (|90tvxu — UthQOF) dz. (3.18)
¢

Estimamos cada uma das integrais acima.

48



/div(ewutvzu)daf é/ div(e**u;V u)dx
|z|<t+k

2 / 220, u - ndl 2 0
lz|=t+K

aqui utilizamos I' = 0B(t + K) e n é o vetor normal a esfera n-dimensional B(t + K).

Seguem abaixo as justificativas de cada uma das passagens acima.

1 E conseqiiéncia de

supp(u) C B(t+ K);
2 Baseia-se no teorema da divergéncia de Gauss

3 Novamente, segue do fato que
supp(u) C B(t+ K)
ii. Como ¢; < 0, temos que —p; > 0. Entao

6230 6250
— / Emvxu — utvx¢\2dx = /_—%mvxu — utVzg0|2dx > 0.

Assim, usando (3.16), (3.15), (3.16), (i) e (ii), devemos ter

d [e* N

Agora, integrando de 0 até t (3.19), teremos

t d e?gp(t,x) 2¢(t:c
/ %/ 5 (|ue(t, 2)|* + |V (t, x) / (|ue(t, 2)]* + |Vou(t, z)|*)dx
0

(3.20)

6 »(0,x)
/ (| (0, 2)|? + |Vu(0, 2)|?)dz,
(3.21)

Portanto, de(3.19), (3.20) e (3.19), chegamos a
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2

e2¢ ()
/ 5 (|ue(t, o) |*+ | Vu(t, z)|?)dx g/ (| (0, 2) >+ |Vu(0, 2)|*)dz = C. (3.22)

Assim, conclui-se de (3.14 e 3.22)

/ (Jue(t, 2)[2 + [Vou(t, 2)2)de < C(e™™"). (3.23)
]R2\B(t1/2+5)
De (3.23) e para 6 > 0, obtemos

_ 46/
Ty / (ualt, 2)? + [Voult,2)P)de < Ce ™), (3:24)
RQ\B(tl/Z"‘é)

ou seja,

426/
||Du||]L2(Rn\B(t1/2+a)) S C'e 2 4.

3.3 Problema Semilinear - Estimativas com Pesos

Agora, provamos algumas estimativas a priori para a energia, com pesos,
que sao usadas nas demonstracgoes dos Teoremas 9 e 10. Essas estimativas sao feitas com

base na identidade (b), associada ao problema semilinear, da Proposigao 10.

Proposicao 12. Seja u = u(t, ) uma solugdo fraca do problema de Cauchy (3.1)- (3.2)

no intervalo [0,T). Entao vale a sequinte estimativa com peso para energia:

(1+ t)n/4+1/2”DU(ta e < Ce+ C[m[%x](l + T)ﬂHe&p(T")u(T, 2], (3.25)
T7€(0,t

1
para todo t € [0,T). Aqui, o(t,x) € a func¢ao dada por (3.11), 5 > 42 +—-ed>0¢um
p D

numero fizado arbitrariamente.

Proposicao 13. Seja u(t,x) uma solu¢ao fraca do problema de Cauchy (3.1)—(3.2) no

intervalo [0, T). Entao tem-se a sequinte estimativa:

e < O+ Clamgag(r + e a5 (3.26)
T7€|0,t

ed >0 um

2
para todo t € [0,T), sendo o(t,z) a funcao dada por (3.11), v > 1
p

numero fixado.
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Para demonstrarmos as Proposicoes 12 e 13, precisamos dos seguintes re-

sultados:

Proposicao 14. Seja 6 = 0(q,n) = n(%—é) tal que 0 < 0 < 1e0 <o < 1. Se

u € HYR™) com supp(u) C B(t+ K), para t > 0, entdo
le”?ullLe < Cr(1 + )2 Vul|157 (| V|72, (3.27)
sendo ¢(t,-) a fungdo peso dada por (3.11).

Observamos que essa proposi¢ao € valida mesmo que u nao seja solucao da
equacao da onda. Sua demonstragao aparece em Todorova-Yordanov [25] e serd apresen-

tada aqui neste trabalho devido a sua importancia.

Demonstracao. :

Sera necessario o seguinte lema:

Lema 2. Seja u € H'(R™), com supp(u) C B(t+ K), t > 0. Para o > 0, temos

aon

5 (t+ K) 7 e ul|E, + [V (e ) Ee < [le” I VulE,, (3.28)

em que @(t,-) € a fungdo peso dada por (3.11).

Demonstracao. :

Para provarmos esse lema, tomamos f = e??u, para o > 0. Entao
u=-e"%f, (3.29)
assim, utilizando (3.29), chegamos-a
Vu=Ve ?f+eVf=—-0efVo+e °Vf=e7?(Vf—0cfVp).
Logo
le? IV ullEe = |V f = 0fVellie = (Vf = 0f Ve, VI =0 fVy)
= / |V f|?dx + 02/]“2|Vg0|2 — 20/f(Vf -V)dz.

Além disso, sabemos que

V f?

fVf =~

(3.30)

51



e usando (3.10) concluimos que
VVp = div(f*V) — [N,
Portanto, verificamos de (3.30) e (3.31), que

—Zi/fﬁﬁ~V¢Mx:—Qa/

2
=—0 (/ div(f*V)dr — /fQAg)da:)
W _ (—a/f2A<pda:> = a/fQAgod:c.

A igualdade em (1) é verificada observando que

2

v/ - Vipdx

supp(f) C B(t + K),

o que, do teorema da divergéncia , resulta em

/div(fzvxgo)dx :/ div(f*V ,p)dx
B(t+K)

= /fzvxsondr = 0.
r

em que I' = 0B(t + K).

Observacao 9. Notemos que de (3.11), obtemos

Dpp(t,z) = !

Portanto,

e Valts = [ [9fPdo+o? [ 29ePd 20 [ £(95- Tyt

:/]Vf|2dx+02/f2]Vg0\2d:U+a/fZAISOdIB
> [194Pde+o [ P10

> [195Pdz o [ £+ ) s
:/yvf|2dx+g(t+K)‘1a/f2dx

an

2
on

= W) 2+ T e+ 1) e a2

= |Vflt: + =@+ K)7fIE
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Essa estimativa conclui a demonstracao do Lema 2.

]

Voltamos aqui a demonstracao da Proposicao 14. Pela desigualdade de

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, tomando f = e’%u, temos que

1-6 0
1o < ClLAI v £,

(3.34)

onde § = 0(q) = 0(q,n) =n(5 — %) é tal que 0 < 6 < 1. Agora, pelo Lema 2, vemos que

IV £llee < Jle??®)Vul|p2

2 \? 1 golt.-
I < () 4 BHer Tl
on
Logo, a partir de (3.34), (3.35) e (3.36) chega-se a

||f||]Lq < C(l + t)(l—@(q))/Q||ea<p(t,-)vu||i;9(‘1)||eaw(t,-)vu||€‘(;)

= C(1 + t)1=0D)/2|| g7ty | o
Observamos que
e?7?|Vul? = 62”@|Vu|2”|Vu|2(1_”),
Assim, utilizando (3.38) e interpolagao, constatamos que

le”?Vullf2 < [le? Va7 Vulljz".

Portanto, usando (3.37), concluimos

£l < CQ+HD 2P Vul 7| Vul|37

Proposicao 15. Seja m € [1,2]. Entao,
10FV2 S (t) * fllLe < C(1 4 6)" /422 fllgm || F | ppsion),

para cada f € L™(R™) N HFFlel=1(R").
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Para a demonstracao da Proposicao 15, sera preciso o resultado que desen-
volvemos agora.

Consideremos a seguinte equacao

Ut — Au + up = O, (340)

com condigoes iniciais bem regulares dadas por

u(z,0) = P(z) (3.41)

Assim, se u = u(t,z) ¢é solugao de (3.40), é possivel escrever u = u(z,1)

como
u(x,t) = Ky« U + Ky x . (3.42)
Seja R;(t,€) a transformada de Fourier de K;(t,z) (i = 1,2). Aplicando-a

em (3.40), teremos

d—ZR- + Ly + [£]*R; = 0 (3.43)
a2 dt v '
Ri(0,6) = (¢

d

- (3.44)
%Ri(07£> = ‘Ij(f)

Proposicao 16. Se em (3.44) tomarmos (/Is(f) =0e (I\J(f) =1, parai=1c¢e CAD(ﬁ’) =1, e

\TJ(S) =0 para i =2, entao

N |

22 mh<_vl—24'f'2t) el <

Ru(t,€) = !
e 2 > sm< AP + 1t> B

|=

N

VAEPR +1 2
1.
t 1 — 4)¢|?
2e”2 cosh Tmt , el <5
RQ(tag) =
: VAIE2 +1
2¢72 cos (#t) 1€l >3

100

R3<t7 g) = R1(£7t> + R2(£7t>
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Demonstragao. : De (3.43), deduzimos que
o +a+ ¢ =0. (3.45)

A equagao (3.45) tem duas solugdes:

ay = —% + —V1_24|§|2 (3.46)
oy = —% - —”;W (3.47)

Assim, chegamos aos seguintes casos:

19 caso:
1
1—4)EP>0=[¢| € <o,§>.
Ao utilizar (3.46) e (3.47), obteremos
B WV R 1 Vi-deP
Ri(t,€) = AT n (4T (3.48)
e
dRy o (L VIR () (1 VISR ()
— ) =—-—=+L——"]Ae +|—=—-+——>]Be
dt 2 2 2 2
(3.49)
d
Impondo que R;(0,£) =0e ERl(g, 0) = 1, temos de (3.48) e (3.49) que
1 —1
A=—8— B=—-——. (3.50)
V1 —4lgP? V1 =4l
Entao,
VAL _1_yi-dle?
Rute) = L (HEE) L )
V1 —4|¢]? 1 — 4f¢]
_t Vi-ag? o Vi-dge?
- 2e” 2 e 2z —e P
V1P 2
2e 2 ol V1 — 42
= ——— Sl _—_— y
V1P 2
se 1 —4|¢] > 0.
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2° caso :
1
1—-4)¢P < 0= [¢] € (5,00) :
Portanto, de (3.43) chega-se a

Ri(t, &) =e 2 (A cos (—‘4@2_115) + Bsin (—‘4’62‘2_115>> (3.51)

e
1 VAER -1 Valglr -1
iRl(t,é) =——e 2 || Asin Lt + B cos |§+|t
dt 2 2 2
e | VAP -1 VAP -1 Vi R VS
5 A 5 Ccos 5 t]+ BT sin Tt . (3.52)
- d :
Com a condicao de R;(0,£) =0 e ERl(O,é) = 1, deduzimos, de (3.51) e
(3.52), que
A=0eB=—o
Nz
Logo, obtemos
2e73 VAER -1
Rit,€) = 2 gin VA=)
Vo 2
d
Neste ponto, usando (3.43) e tomando Ry(£,0) =0 e —R»(£,0) = 1, pode-

dt

mos demonstrar, de maneira analoga a que fizemos acima, que

2¢~7 cosh (—'1_4|€|2t> . 1<

N =

2

41£12
<_@t> el

R2 (ta g) =

—

_t
2e”2 cos

|

R3<t7 5) = Rl (tv 5) + RQ(tv f)

[]

Agora, enunciamos o lema que nos ajudara na demonstracao da Proposicao

15. A demonstragao ¢ obtida de (Matsumura, [20], pg 178).

Lema 3. Seja f € L™(R") (N HV2++(R™) com 1 <m < 2. Entdo

o o0 _n ol
(37) () 20| _<ce & (11 Tom 41 £ Ngss)

) (@

.

n_n _,; lof
<c(T+t) 2= (] f flum + 1S o) -

]LZ
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Se f € L™(R™) N HEFHF (R ¢ 1 <m < 2.

Temos

i |(55) (g ) (0| < ea 075 (17 fom 11 Do)

'(8#) (38:1') (K2 * f)

Antes de comecarmos a demonstracao do lema acima, demonstramos as

2.

n_n _; lof
<c(U4t) 2 ([ f w4 S Hliggar) -
L2

seguintes afirmacoes

Afirmagao 1. Se Ry € a funcao dada pela proposicio (16), entdo:

|4 _z (1+\/4!€\2 )’

d i VAEE -1
)= e ”5.2&{ e (Y))
| d » VAEE -1

i fpneaf o[, { ey (VIF1)|

+ sup {COSh( 4JeP - )}]
5<lgl<i

iv. i#hag‘ o | =V AP s yimim , (L VEZARP) o /e
dt V1 —4[¢)? V1 —4[¢?

Comegamos com a demonstracao do item (i).

Demonstracao. :

ol

2e” .
——————gin
VAR -1

o
dade, vamos tomar [ = /4[¢|?> — 1. Podemos escrever R(t,&) = eﬁ : sin (gt)

Para |£] > 1, temos R(¢,t) = 5

t). Por simplici-

Assim, temos para i = 1

t

d (t €)= —% sin (§t> + €77 cos <§t)
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e dal

/AIE12 —
< (Ce™ 2 1—|——‘ = Ce 2 1+ﬁ’ — Ce 2 L+ V4] L
p VAR -1

No caso de i = 2,

5—;]%(75,5) — 3 {(1 ;ﬁ 2) sin (gt) — COS (§t>]
e assim,
5—;]%(15,5)‘ — e 2 (1 5552) sin (gt) — COS (§t>‘
|14 B3
<ot (S55) |
et O (1 + AEE 1)
2 VAT
Para ¢ = 3,
j—;R(t,f) —e2 {(?ﬁzﬁ_ 1) sin <§t) + (3 _462) cos (gt)}
logo,
O;J—;R(t,f)‘ —es (Bﬁiﬁ_ 1) sin (gt) + (3 _4ﬂ2) cos (gt)‘
ceni3F). ()
—C - 1+62+3ﬁ+63
= Ce %
(1 + 3 (14 VAR — 1)3
<Ce 3 = Ce T

Repetindo esse processo i-vezes, obtemos o resultado em i .

Agora demonstramos o item (ii).
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Demonstracdo. Para demonstrarmos ii, basta observar que de i

di - VAL -1 Cig VAP -1

R(t.6) = Clg cos (Tt> " \/4|§|T ( 2 >]
e assim,

4 L VAR -1 Cle VA -1

%R(t,f)‘ — ¢ 2 C£|COS< 2 t) i V=1 ( 2 )‘

1+ sup { L sin ( 4P - ) }]
1< | VA€ -1

o que demonstra ii.

Agora demonstramos o item (iii)

Demonstracao.

1

5 » ¢ tomando novamente 3 = /1 —4[{|?, temos, da

Ry(t,€) = 2652 sinh (gt) .

No casode i =1

R(t, &) =e2 [—— sinh (gt) + cosh ( )]
—% sinh (gt) + cosh (§t> ‘

1
<Cez|l+ sup —smh( )
s<le|<L B 2

1 (TP
o e (M)

Para § < [{| <

proposigao (16),

portanto,

d

t

(tﬁ)‘: -4

=Ce 2

Para ¢ = 2,

d2
SR =

m\ﬂ

(55 (5 (2)
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logo,

<ﬁ22; 1) smh(§ t) — (?) cosh (§t> ‘
1+ sup {— sinh (§t> }‘
3<lg|<3

1+ sup {1—4|£’281nh <1_—4|§|2t> }]

s<lel<t 2

_1

< Ce 2

= 0675

Repetindo o processo acima i-vezes, verificamos que iii.
Agora demonstramos o item (iv).

Demonstra¢ao. Quando €| < §, constatamos novamente que

Ri(t,€) = 265_2 sinh (§t> .

Para i =1,
d o~k 1 . B B
d—tR(t ) = {—B sinh (525) + cosh (525)]
entao
d e P é
aR(t,{)‘ =e smh(2t) +cosh(2t)‘

e
2y/1— 4¢P 2y/T— 4¢P

(1- 1—4||)eg —4P) | L+ VI 4EP) eap i 4I£)]

No caso de 1 = 2,
d? 24+1\ . . B f+1 B
a ()= (7)o (31)

m\ﬁ-

R(t,€) = e
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assim,

E
(L= VT TP - yimmem) 1+¢T:@@2*M”FM1'
T 1P ARl

Procedendo dessa forma 7 — vezes, obtemos iv.

Afirmacao 2.

(+)

L fy lelFeeleltde < O(1+ )75, vt > 0;

i, sup {|¢[Fe kY < C(1+1)"2, V> 0.
0<[¢|<o

Demonstragao. : Demonstramos primeiro o item(i).

/ |f‘k 7C|£‘2tdf / / r* 7CT2tdS dr —/ rke=er’t {/ ng} dr
|l=r 0 1€l1=

Vs k+n 1 —z d
z
_ k+n—1 —crt
_wn/ dr—wn/ T
0 0 t 2

| »—‘

2

k+ \/i(s 2
=wpt 2 hn—le=2"

0

em que w, = f\£|=1 ds,

Agora, observamos que
Vs ) 00 )
/ rr—le=2" 1, < / nle=2 g, < O
0 0

e existe C' > 0 tal que
< C(1+1)", vt>0.

Entao

1
/lﬁf“ﬁﬁéca+wk5,wz&
0

como queriamos mostrar.
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Demonstragao. Demontramos agora o item (ii)

Notamos que:
: k_—cl¢l?t ko
thm 1€]%e (1+t)2=0
, ou seja, existem N > 0 e C >0 tais queset > N
€|Fe P (1 4+ )2 < C, Vit > 0.
Isso prova ii O

Proposigao 17. ( Desigualdade de Hausdorff-Young )

Seja f € LN HZH A com 1 <m <2, entio

~

e < @m)2 75 fllun

1 ~
z + — =1, sendo [ a transformada de Fourier de f.
m

A demonstracao dessa proposigao pode ser encontrada em(Reed-Simon,[27]).

Vamos agora demonstrar o Lema 3.

Demonstrag¢ao. do Lema 3: Usando a Proposigao 17 e A = (2 ﬂ%’%), chega-se a

H<at>( a)“(l*fH < 4| e L R0 7te)

< O/!&\"‘

]Ll

e IFe

em que C' = Ail®l Seja § > 0 com § < %

Podemos, nesse contexto, dividir a integral acima da seguinte forma :

[ e

ii £ - lat] i £l
| IFilas = [ 16" | ren| IFelas

s f g
z<lél<t

s [ e
5<lel<d

2

||
n /IE G

Estimamos, a partir de entao, as integrais acima.

@Ru‘u e

Gren|1Fole

SR )| IF€)de.
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la| 75( 41¢17 — n
G| o < [ jeice |

_t (1+ /4[> = 1) lo|+i—1| 7
< Ce 2 d
: wp{KP¥4KP_1}/¥Jﬂ e

2 t n n - ~
g0e2/ [l e e
[€]>1

/ e
|€1>1

M

:oa-/“ €[ 71311 gl 31| ) | de
[€]>1

<ot ([ i) ([l figpag)
<cet ([ e i) Ropa)

4 _t
= Ce 2| flljaj4(2)11

Justificamos as desigualdades 1,2, 3 e a iguadade 4

1. Segue da afirmagao(1) item (i).
2. Ressaltamos que
1 41612 — 1)¢ ,
i (CHVIE=D o
e el /AEP — 1

entao existe C' > 0 tal que:

LAV -1 _
?ﬁ{mwwﬂW—l}—

3. Primeiramente, sabemos que, se n é par

/ €222 de = €] 2dg = / / r" 2 dSedr = / PR, dr
[€1>1 [§1>1 1 |€]=r 1

1
:wn/ —SdrgwnC’SK
LT
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e, para f € HlolHzl+

/lf . ¢[eRE Fe) P < / (1+ |ef) 52 ey Pag

< FE N 41z116 < 00

Entao, usando a desigualdade de Holder, constatamos que

/5|>1 €] ~2B1-2 | jHeI+2A3+2) £¢) 12dg <

([t (e i)
|€]>1 [€]>1
< K ( / \512'5'“[31“%?(@|2ds) ‘

Para n fmpar, o processo é andlogo, o que demonstra a passagem (3).

4. Segue do fato que f € HIEHIzI+

i

dtZ

&1
/;<<|<1

1 . 4¢P — 1 lof| 7 2
1+ i t d¢ <
;&{ 4|§|2_lsn(v | )}] o I CED I

o+ et ( [1FoPa)" 2 el

st\u )lde <

Ce 2

Justicamos as desigualdades 1,2 e a igualdade 3:

1. Segue da afirmacao (1) (ii)

2. Notamos que

1 V4?2 —1 t
lim sin q t]=-<t.
=3 4lE17 =1 2 2
e
1 VAEPRE -1 1 1
lim sin <] t| = —sin(z\/g) < —@ _ ! <t
=1 \/4]€]2 — 1 2 V3 2 32 2



portanto,

1 [ VAP 1
e e (S oo

e, além disso,

-~

/ el e de < / F(©)lde
1<lgl<t l¢]<1

<(f ) ([, o)
<c ( / |f<s>|2d§)2

Isso demonstra 2

3. Basta aplicar a identidade de Parseval. Ou seja, de Parseval sabemos que

[flle2 = {1/ ]le2,

entao
C(1+t)e ( / |f(£>|2d§)2 = O+ t)e 8|1z = CL+ )5 1 e

il

d -
|t R )| 1l <
s<lgl<} dt
s 1 (VAP -1
Ce 1+ 55‘32% { RS sinh (—2 t) }

+ sup {Cosh <&t> }]/Mél 17 (©)lde

s<le|<L 2 <

% Ce‘(l“/l“*'ﬂz)%||f||L2-

1
2

Justificamos abaixo as desigualdades (1 e 2) :

1. A justificativa vem da afirmagao (1) item (iii).
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2. Note que

e inh AlgP? - 1t _t eﬁt e*@t
——————5In Y > ] =e2
[P -1 2 2/1 — 4]¢]?
_ /14t
= @_%(l_m) <1 € | ) )

21— 4P

Como

1 — e VIR 1
lim = ,
o o T-1EE 21 1RE
logo
_t AleR — 1
sup {%sinh (L >} < Cemz(mVI-4ER),
s<igl<t (VA€ -1 2

Analogamente, temos

sup {eé cosh (—”4|§|2 )} < Ce s(=V1-4E%)

s<lel<} 2

Além disso,

el F(ed )d
[ e < [ Fone

mm( ;2%)(A$r@mg
(/ Qdﬁ) = 1F©) ez "= ()l

Isso mostra a desigualdade (2).

w\»—'

VI

v

| d

[ e n) Feyae <

C |l (1- V1 — 4¢P ) —L(1—4/1-4)¢]2)
/£|§6 y Vv 1—4¢)? ’

1 —

C 2itlal =€ F o) de + Ce 2 F(O)|d %
Aqm F©)lde + Ce 4 Flo)lde

~(ntm(2i +\a|)>} ~ 4 ;o

C [(1 +1)
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As desigualdades (1,2,3 e 4) serao aqui justificadas:

1. Segue da afirmagao(1) item (iv).

2. Observamos que
1
4¢P < ~1+ VTP < ~20¢f? para |é] < 5.

Portanto

o3 (C1+H/1I7AEP) < A(-206P) — o—tiel?

(1= V1= 4[g2)] =] = 1+ /1= 4fg])| < [(=2[¢°)"] = 2'I¢["
Agora, se |{] < 0

|@M1+VT?E?' 2i gl <c
V1 —4¢)? 1—4l¢®

Logo, de acordo com o que foi feito acima

/ gl
|€| <o

(1 — V1 -4)gP)
V1 =4l

o5 0—/1-1€R) <

C 2i+|a| —|€]2t) T d
/g|<'§' e P Flo)de

(4 VTG gy romem
Vv1—4¢P

£(6)|de <

Ce™2 £(€)|dE.
e /Ig PGLE

/|€|S5

Isso conclui 2.
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3. Para % + % = 1, temos, pela desigualdade de Holder, que

/ gl (1= V1 —4IEP) e y/raem
jel<o V1 —4f¢?

C/ |€|2i+|a\e—\§|2t|f(€)|d€ Hoéder
l€1<

C m(2i+a|)em|£2t) < Y k)
( 4 i 4 el

Fle)lde <

3=
==

e, novamente, usando a desigualdade de Holder,

LQ

(A VI TG gy
Vv1—4¢P

Holder

~

[f(E)ldE <

Da Afirmacao 2 item(i), obtemos que
(1—/1—4gP)

o]
[asa d V1 —4[¢?

C |:(1 + t)_m(2i+2|o¢\)+n

3y
SIS
—
[
|
=
|
L
CAs3
©
N

O |:(1 n t)_m(2i+2|a\)+n

—_ —_
3=
7 N N

Observacgao 10. E possivel observar que existe C > 0 tal que

n+m(|a|+217)
e E < O+t " V> 0.
Para mostrar esse fato, basta verificar que existe C' > 0 de forma que a fungao

F)=e s — O+t

seja:
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L f(0)<0
ii. Se t1 < to, f(tl) > f(tg)

Demonstracao. :
Dado que

f0)=1-C<0
, basta tomar C' > 1

Agora derivaremos a fungao f

t
, e 2 n 4+ m(|a| + 21') _ ntm(lal+2i)
t) = — C 1+t 2m <0
O e () <
Portanto, como t > 0, verificamos que
ol + m(|a| + 21) <1

m

Como devemos ter, pela primeira condicao, que C' > 1,tomaremos

m
¢ ma’X{ ’n—l—m(|a|+22’)}

As colocagoes acima demonstram nossa observacao. O]

Finalmente, da observagao (10), constamos que

cet ([ 17te )+C[<1+t> =17 (([1e )

_m(27,+\a|)+n m
<o+ o =] )
4. Basta usar a Proposi¢ao 17. Assim, decorre da Proposicao 17, que

[(1 +1)”

Agora, utilizando (i, ii, iii, iv), || fllLe < || fl[[2]+i+/a| € a observacao(10), che-

n . e

1f e < AL+ )73 5|l

m(21+\o¢|)+n:|

gamos:

o' 0° _t _t
(aw) (a )(Kl*f)H < Ce2|| flligiritia + O+ D)e72 | fll2

4 e 3(1-VI=8) ||f|| . +C(1 —{—t)_ﬁ_ -1 ||f||]Lm <O +t) " 5 Hf|| [2]+i+]e

n

+ C(L+ 075 fllgprisa + CO+ 87575

n

<CU+ 6755 (I sivsen + 1l )
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Demonstracao. : A demonstracao da Proposicao 15 segue do Lema 3 item ii. O
Demonstramos agora a Proposicao 12.

Demonstragao. Proposigao 12: Reescrevendo o problema de Cauchy (3.1)(3.2) na equagao

integral .
u(t) = eur(t) +/0 So(t — 1) * |u(7)Pdr, (3.53)

em que u(t) = 0pSa(t)*up~+S2(t)* (up+uy) é solucao da equagao linear (O +A+0;)ur, =0
com dados iniciais up|—o = ug, Qyur = uy, € Sy é a solugdo fundamental dada por (3.8).
Observamos que a justificativa do porqué podemos reescrever o problema (3.1)—(3.2) na
igualdade (3.53) ¢é similar ao que fizemos na observagao(4), sendo assim, nao a faremos
aqui.

Usando a Proposicao 15 com m = 1, o termo linear é limitado por:

| Deur(t,-)||Le = €| D(0:Sa(t) * ug + S2(t) * (uo + u1))l|r2
< €([|0:DSo(t) * ug|L2 + [[DSa(t) * (uo + u1)||L2)
< Ce(1+1)7 2 (JJuollr + I|uolem)
+ Ce(1+ )75 2 (fJuaflur + [Jua [12)
<C

_n_1
e(14)" 472 (JluollLr + [Juollmr + Juallur + [JualL2)-

Como supp(u;) C B(t+ K), i=0,1, obtemos
el| Dur(t, )||l: < Ce(t+1)"5 2. (3.54)
Agora vamos estimar a integral em (3.53). Observemos que
t z t
/ So(t) * |u(r)[Pdr = / So(t) * |u(T)[Pdr —|—/ So(t) * |u(r)[Pdr. (3.55)
0 0 L
Para a primeira integral, vamos aplicar a Proposi¢ao 15, com m = 1. Logo,

IDSs * Ju(r)Pllz < C(t =7+ 1752 ()P + [llu(r)[l2) (3.56)

<Ot =7+ 1)1 2 ([u(m)E, + [lu(r)|[F2). (3.57)

70



A partir do fato de que supp(u) C B(t + K) e da desiqualdade de Cauchy,

destacamos que

mvm;:/wvwwmsz |Mn@%w=/ &) P50 (7, 1) P
B(t+K) B(t+K)

< (/ e PO )dx) (/ PPy (T, x)|pdar>
B(t+K) B(t+K)

Observacao 11. Sabemos que
/ e dz = r. (3.58)

/ dS = r"tw,, (3.59)
Ja|

sendo w, a medida da casca esférica.

Por consequinte, obtemos
_ péla|? Pl o ps|r|?
e 20+ dx = e 0+ dS,dr = w, e T2 R dr
|z|=r 0

(25 (5

27 2 n n
:wn<p—5) (T+K)2 <Cgs(r+1)2.

Portanto, de (3.14), obtemos

pd|z|?

/ e PPy < / e 20+K) dx
B(t+K) B(t+K)

_ polz|?
S e 2(7+K) d‘r

< CK(;(T + 1)%

Logo concluimos, através da Observacao 11, que

[u(PIfs < Crs(r + 1) T2 u(r, )|y (3.60)
sendo ¢ > 0 arbitrario.
Dando seqiiéncia ao raciocinio, visto que ¢ > 0, concluimos que
Ju(lEzs < Colr +1)H [ u(r, L (3:61)

71



Usando (3.56), (3.57), (3.60) e (3.61), vemos que

/2 Sa(t) * |u(r)[Pdr < /2 | DS * |u(T)|P||L2dt
0 0

<0 [M=r+ )T + DB, aaldr
0

. p
0

[0,¢]

¢ . n :
< 054075 [+ D31, )] ar
,t

p
t%(T + 1) ||e?¢ )y (T, ')HL2P}] dr

Portanto,

% n 1 P
/ Sy(t) s |lu(r)Pdr < (t+1)"7"2 {%%]X {(T + 1)ﬁ’|€6<ﬂ(77-)u('r, -)H]sz}} dr. (3.62)
0 b

Para a segunda integral, usamos a Proposicao 15 com m = 2. Assim, temos

n_n_1

IDSs * u(r)[Pll2 < C(¢ — 7+ 1) 171727 ([[Ju(r) P[lez + | fu(r)[?[[so+1-1)
=C(t—7+ 1) 2 ([[[u(r)Pllez + [u(r)[?[l2)
=Ct =7+ 1) 2([[u(r)lIf2)-
Além disso, vemos que
a2 = (L4671 + )5 [Ju(T)[[F2,

P
< C(+1t)"17! |max {(1 + t)‘&+zl)||u(7)||L2p}] ;

[5:1]

e, portanto,

=

IDSs # fu(r)P e < C(t =7+ 1751+ )75 [max {o- t>4’%+i||u<r>||w}] (3.63)

[5:1]
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Observacao 12. Observamos que

¢
/ (t—7+1)"2dr = C(1+1)=. (3.64)
Assim, a partir da Observagao 12 e de (3.63), obtemos que:
J 1082t Plhsr <€ (0= 1) At e
P
n_1 n 1
<C(+t) 172 [max {(1 + t)‘erpHu(T)Hsz}] :
[5:4]
Como ¢ >0ed >0
. 1P
/ So(t) * |u(T)Pdr < C(1+1t)"i 3 [max {(1 + t)%P’LEHe‘s“"(T”)u(T)Hsz} . (3.65)
L [3:4] |
Entao, juntando (3.54), (3.62) e (3.65) chegamos-a
|1 Du(r, Y| < (1+1)" 52 [C’e+C’ n[%afc{ (1+7)°)1 e u(r, ) ||uas )P - (3.66)
¢
Isso demonstra a proposigao (12). O

Demonstracao. da Proposicao 13:

Integrando em [0, t] x R" a desigualdade b na Proposic¢ao 10, deduzimos que

2¢
o 1/ /gp e |u|PH dwdt >/ /dt ( (Jue)® + | Vul?) — p(:_ 1]u\p+1) dxdt
—/ /dz’v(ewutVu)dxdt
/ /—|gotVu—uth0| dxdt

Observamos que:

t
/ /div(eQ“"utVu)dxdt =0,
0

t 62@
0 t

i. Sabemos que
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ii. Por Fubini, verificamos que

e%?
//dt( |ut|2+|Vu|) p+1|u|p+1> dudt
// |ut|2+ [Vul?) — 62—(p|u|p+1 dtdx
dt p+1

1 trd 2p
= gl Dutt. )P = e a0, = [ [ 4 (1) ot
0 p

Portanto, usando (i) e (ii), concluimos que

1 1 Cfd (e
sllesDute = 3l Duo P - [ [ 4 (Sl ot
p
+1/ /(p e*?|ulPTdxdt. (3.67)
P

Como u(0,z) = eug u (0, 2) = euq, com supp ug, uy C B(K) verifica-
mos que:
1.
670 Du(0, )P = & [ 0 fuaf + [V P
< (—:2/ sup {2 (jug|? + |[VUI|?) } do < Cé
B(K) B(K)
2.
/ / |u|erl dxdt = / )|u(t z) [P ) do—
dt \ p+1
24,0 (0,z) 62gp(t z)
/ (0, 2)[7*! ) dz < / u(t, )P da + Certt =
p+1 p+1
e, L, + Cet
3.

¢ ¢
//gpt(T,x)e2"°(T’x)|u(t,a:)|p+1dxdtS/ /|90t(7'7$)|€2w“’z)|u(t,$)|p+1dxdt
0 0
¢
< [ (L max ) o)) el
0

supp(u(7,-))
2

- @2=y(p+1))e(,2)
em que Y(7,T) = T,T)|e , Y > .
que P(7,z) = [p(T, 7)| Y ( 1)
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Entao usando 1,2 e 3 obtemos,

1?7 Du(t, )22 < Ce + C|le®Pr0eEu(r ) [I77 (3.68)
+ C/ ( n%a(x (T, x)) |7 (r, 2)||PEL, dr (3.69)
supp(u(T,-
Para terminarmos a demonstragao, basta provarmos que
wx {ulro)} < = (3.70)
max T, T — .
suppu(T,) T4+ 1
pois,
t t C
/ ( max (7, 1’)) [&#Tu(r, ) |[fy i dr < / ¢ u(r, )| dr
0 suppu(T,) o T+ 1
a, [0 C
< mal |l i) |
< If(l)a]x{ln(T + 1) || (T, )| ﬁﬂl
it
Observagao 13. Dado § > 0, existe Cs > 0 e de modo que
In(r + 1) < Cs(r +1)°.
De fato, dado é > 0, consideremos a funcao
f(s) =In(s) — C(s + 1)°. (3.71)

Assim, basta mostrar que f(s) <0, Vs > 0. Observemos que

L f(0) = -
2. f'(s) = — Co(s+ 1)
f(s) = g — Cols +1)
1
Impondo que f'(s) < 0, devemos tomar C' > 5 Portanto, pela observagao (13), con-
cluimos que
t
[ (Lmax o0 169 utr ol < Comax((r-+ 11 utr ol )
0 suppu (T,
(3.72)

Logo, chegamos a

le? ™I Du(t, )||2> < Ce+ Cle® P (T, ) 7

+ Cmac{ (7 4+ 1)7 €77 u(r 2) 114,
it
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e assim,

pt1
12 Du(t,)||2 < Ce+ Cx%aﬁx{(r + 1% u(r, 2)|| 2, )
Vamos demonstrar (3.70). Sabemos que

1((t+K)? =)z —t+ K
2 ((t+ K)? — )z

|oe| = : (3.73)

para |z| <t + K.

Observagao 14. Escrevendo o = (t + K) e r = |z|?, consideremos a fung¢do

N[

f(r)=2Cr* — a? + a(a® — r?)
com 0 < r < a. Entao, ezxiste C > 0 tal que f(r) >0, se 0 <r < a. A demonstragio é
andloga a feita na Observagao 13.
Portanto, concluimos, da Observacao 14, que

Claf? |
(t+ Kt + )2 — faf?]

|pe(T, )| < (3.74)

E conhecido que as solucoes da equacio (3.1) com dados iniciais (3.2) satisfa-
zem a propriedade da velocidade de propagacao finita. Ou seja, como supp(ug), supp(u;) C

B(K —d), suppu(t,-) C B(t+ K —d) em que d =distancia(supp(ug) | supp(u)). Assim,

L{((t+ K= |z)2)2 —t+ K
oult ) = & [ EP )2
2 ((t+ K)? — [z]?)2
Sl t+ K :
21 ((Jz| + d)? — |z]?)z
< C(t+ K)
- d
portanto,
Cit+ K
|s0t(t,x)|§—< g ) (3.75)
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(1 + K)

Logo, se |z| < e utilizando (3.14) e (3.74), temos

w(T, $) = |g07_(7'7 I) |6(2—7(P+1))<p(7,x) |

2
Clz| | et ) el 4D
(T + K7+ k)* — |z
2
Cla| 21D (2 U+ K)
T (t+ K)A(T + k)

2
Como ~v > , verifica-se facilmente que
p+1

2
2P e e < o
AT + k) -

Entao,
Ck

v(re) < (1+ K)

(1 + K)
2

(3.76)

Agora, se |z| > e usando (3.14) resulta que

| |? (t+k)? (14+K)
90(7’”’”)24(T+K)216(7+K)* 16

2 :
Como v > , constatamos que existe C' > 0 tal que
p

+1

(T + k;)26(2—7(79+1)(t+K)/16) <C.

Assim obtemos, de (3.75), que

(T, x) = | $)|e(2—7(p+1)so(m) < C(t+ K)B(Q—’Y(p+1)(T+K)/16)
M) b) ) d

o7 ~ Cka
< r+ K 2,2 (p+1)(T+K)/16) L _TH.a
_<T+K)( ) T~ (1+K)

Portanto,
Ck.a

(t+K)’

e, dos resultados dados por (3.76) e (3.77), concluimos (3.70), o que completa a demons-

(T, z) < (3.77)

tracgao.

77



3.4 Demonstragao dos Teoremas (9) e (10).

3.4.1 Demonstracao do Teorema (9)

Iniciaremos a demonstragdo do Teorema (9). Faremos uso da Proposigao
17 para a existéncia global e unicidade de solugbes do problema (3.1)-(3.2), ou seja,
mostraremos que a energia ¢ limitada para qualquer intervalo limitado para o tempo

t>0.

Demonstracao. :

Consideramos o funcional de energia com peso

W(t) = eI Du(t, )|z + (1 + )2 Dut, )|z, (3.78)

em que a funcdo peso (14¢)™*+/2 indica a propriedade de decaimento da equacdo linear.
Mostrarenos que W (t) < K para alguma constante K, com K dependendo
dos dados iniciais. Das Proposi¢oes 12 e 13, constatamos que
W(t) <Ce + C(maxo (7 + 1)7| 2T Iu(r, ) ||L20 )P (3.79)
+ Cmaxjo (7 + 1)°[|e#Tu(r, ) [[per) 7HI72.

Usaremos a Proposi¢ao 14 para estimar o lado direito da desigualde (3.79).

Observamos que como p.(n) < p < o ) temos
1 1 1 n-2 2
0<6(2 = - —_ — < - — =—n—m =1
< 0(2p) n(2 2p)—”<2 2n) on

Assim, aplicando a Proposigao (14), obtemos
1227 u(r, lizn < Crlr + 1)) V| 152Vl |
< Cu(r + 1)I-0CO2(7 4 1y(=n/a=1/2(1=5)
(7 + DTy Va2
< Ck(T ) (1— 9(2p))/2(7_+ 1)( n/471/2)(175)W@)lﬂﬁw(t)é
(

:Ck T+1)(1 0(2p))/2—(n/4+1/2)(1— 5)W(t)
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Portanto,

e u(r, Yo < Cy(r + 1)0-0CN 220Dy (1) (3.80)
Analogamente, obtemos também que

17T (7, Y ||2e < Ol + 1)I70CFD2=/AH/D A=D1y (), (3.81)
Logo, utilizando (3.79),(3.80) e (3.81), concluimos que

W (t) < Ce 4+ Cmax(r + 1)pBer(l*9(2P))/2*p(n/4+1/2)(1*5)(W(t))p
N [0,2]

+ C'max(T + 1)(p+1)5+(p+1)(1—9(p+1))/2—(p+1)(n/4+1/2)(1—7) > (W(t))(p+1)/2. (3.82)
[0,¢]

Mostramos que pode-se escolher constantes positivas o, 3 e 7 tais (3.82) é

reescrito como

n[%a;]xW(s) < Ce+ C(Il[%atu]}cW(s))(pHW + O(If(l)ag]XW(S))p. (3.83)

Observemos que dessa desigualdade podemos concluir que
W(t) < K = K(p,€,C) (3.84)
com K < Ce. Com efeito, considere a funcao
F(z)=Ce+ Ca™s + CaP — . (3.85)

Notemos que F(0) = Ce > 0 e, para algum § > 0 tal que para todo
0 < € < existe xg > 0 tal que F(xy) < 0. Assim, podemos tomar 0 < ¢, < d, de forma
que 0 <z <z, <zpe F(x)>0,see<e.

Agora, fazendo x = I%%}XW(S) temos de (3.83) e (3.85), que F(%%XW(S)) >

0. Portanto, constatamos que rfla]xW(s) < z,, isto é, W(t) < K. Logo, se provarmos
0,t

(3.83), estara concluida a demonstragdo do Teorema 9.

2 1 2
Recordemos que p > 1+ —, ﬁ>2+—ev>—.
n 4 " p p+1

Entao existem €; e ey positivos tais que
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Logo, para o expoente do primeiro termo do lado direito de (3.82), deduzi-

mos que
1 6(2p) n 1 n

pB+py —p—5 -yt (5 + Z) 0 (3.86)
1 n n 1 n

“rlatir g5+ (2+3)] 5

S EALER - P

2
como p > 1+ —, podemos escolher § e €; de forma que (3.88) seja negativo.
n

Agora, para o segundo termo do lado direito de (3.82), temos

R N (O N
S(p-l—l){%Jr]ﬁ—ivL(%ng)V} (3.90)
—(p+1) {%+<%+%)7} - {W”]’ (3.91)

assim, como p > 1, podemos escolher v e € de forma que (3.91) seja negativo. Isso
verifica (3.83).
Agora, denotando M(t) = n[qa]xW(t), segue de (3.83) que M(t) < K =
0,

K(p, e, C), para € > 0 suficientemente pequeno chegamos na seguinte estimativa:
W(t) = ||e“”(t")Du(t, Mz + (1 + t)"/4+1/2|]Du(t, e < K. (3.92)

]

3.4.2 Demonstracao do Teorema (10)

A demonstracao do Teorema 10 é conseqiiéncia direta da desigualdade

(3.92), como vemos abaixo:
Demonstragao. : Usando (3.92), observamos que
K Z ||€‘P(t")Du(t,-)HL2(Rn)

> el AR Doy, MLz @m B2+

> R Dut, g s/
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Portanto:
[ Du(t, ) [[L2@m prrzrey < Ke

Analogamente:

| Dut, -)|Jremny < K(1+¢)7/4712,

Isso conclui a demonstragao.
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