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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a homogeneizagao da equacao da onda com condigoes
de fronteira de Dirichlet homogéneas num dominio contendo pequenos buracos, pe-
riodicamente distribuidos na direcao de cada eixo-coordenado. Para este problema,
provamos a convergéncia do processo de homogeneizacao e resultados de correcao. As
demonstracoes serao desenvolvidas de acordo com o quadro abstrato de hipoteses in-
troduzido por D. Cioranescu e F. Murat para o estudo de problemas elipticos, o qual

esta baseado no uso adequado de fungoes testes adaptadas a geometria do problema.

vi



Abstract

In this work we study the homogenization of the wave equation with homoge-
neous Dirichlet boundary conditions in a domain containing small holes periodically
distributed in the direction of each coordinate axis. For this problem we prove the
convergence of the process of homogenization and corrector results. The proofs are de-
veloped according the abstract framework of hypotheses introduced by D. Cioranescu
and F. Murat for the study of elliptic problems, which is based on the use of suitable

test functions adapted to the geometry of the problem.
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Introducao

O método de homogeneizacao é uma técnica que possibilita véarias aplicacoes,
destacando-se entre elas, a modelagem de fenomenos fisicos caracterizados por prob-
lemas com multiplas escalas, ou seja, o comportamento macroscopico é resultante da
superposicao de fenomenos que ocorrem em diversas escalas inferiores. A abordagem
matematica destes problemas pode ser feita utilizando-se as técnicas da teoria da

homogeneizacao. Citamos alguns exemplos onde esta situacao ocorre com freqiiéncia:

e A modelagem de escoamentos (monofésicos e multifasicos) acoplados a dis-
persao de contaminantes, transporte de calor e massa e deformagdes/tensoes em
formacoes geologicas heterogéneas sao processos que envolvem multiplas escalas.
A correta descrigao de processos que ocorrem na escala de campo (quilémetros)
tais como a macro-dispersao em reservatorios de petroleo bem como o trans-
porte de contaminantes em aquiferos esta fortemente atrelada ao atendimento
dos diversos fenomenos que ocorrem nas escalas inferiores. Exemplos: na escala
do poro (mm), onde valem as equagoes da Mecéanica do Continuo; na escala de

laboratério (e¢m), onde vale a lei de Darcy...

e Na Mecanica dos Materiais, varios modelos macroscopicos de plasticidade em
metais sao correlacionados com fenomenos microscopicos referentes ao movi-
mento de discordancias ocorridos na microesturtura cristalografica do material.
Analogamente, fendmenos de plasticidade em meios granulares estao fortemente

ligados a fenomenos de friccao na estrutura microscopica granular.

e Na drea da climatologia e metereologia, o acoplamento entre modelos de pre-



visao climatica globais macroscépicos com modelos regionais microscépicos, por
exemplo, relativos a precipitacao e temperaturas locais, envolve o entendimento

de um processo como multiplas escalas conhecido como downscaling.

e Na Mecanica de Fluidos, o fenomeno de turbuléncia estd associado ao movi-
mento de flutuacao das particulas de fluido em torno da velocidade média da
corrente fluida. A influéncia da perturbacao relacionada com a flutuacao sobre
o comportamento do fluido a nivel macroscépico enovlve o estabelcimeno de um

modelo com multiplas escalas.

e Na area da biologia estrutural, o processo envolvendo multiplas escalas ¢ bas-
tante freqiiente. Por exemplo, o correto entendimento do campo de forcas que
atua na estrutura e arranjo de proteinas esta fortemente relacinado com os dados
relativos as seqiiéncias de DNA sendo também governado pelas forgas atomicas
que atuam na microfisica. Além disso, o estudo de propagacao de populacoes
e epidemias em ecossistemas envolve fenomenos com muiltiplas escalas advindos

do acoplamento entre interacoes globais e locais entre as espécies.

e Na drea da farmacologia, o transporte macroscépico de drogas nos organismos
vivos é fortemente determinado pela micro-fisico-quimica resultante das com-

plexas interagoes que ocorrem entre farmacos e células.

Como vimos, a teoria de homogeneizagao é uma técninca que permite modelar
fenomenos de transporte e difusao numa escala macroscopica através de informacoes
numa escala microscopica. Como exemplo, o escoamento de um fluido, em rum rio
ou em um lago, com obstaculos, onde estes obstaculos seriam constituidos por uma
regiao com arvores. Numa escala “microscopica”’, de alugns metros, as equagoes que
descrevem um tal escoamento, sao as equacoes de Navier-Stokes, numa geometria
muito complicada. No entanto, fenomenos de grande interesse ocorrem numa escala
de quilometros, escala “macroscépica”’. As equacoes desse escoamento nesta escala

podem ser bem mais trataveis quando escritas em termos de grandezas médias, onde os



efeitos locais de flutuacao sao incorporados a certos parametros desses novos modelos.
Busca-se assim, obter exatamento o correto tratamento, na escala macroscopica, de
efeitos nao lineares descritos pela equacao de Nawier-Stokes numa escala microscépica.

O tratamento matematico, em geral, do método de homogeneizacao se da em duas
abordagens.

A primeira é exemplificada em J. L. Lions (cf. [16]), onde estuda-se o problema:

—Au, = fo, em €,
(1)

u, satisfazendo a certas condicoes de fonteira,

onde €2, denota um dominio aberto limitado “perfurado”do R™, obtido de um aberto
2 do R" pela extracao de um certo niimero de orificios distribuidos periodicamente
com periodo € > 0. Problemas deste tipo aparecem no estudo da torsao elastica de um
tronco cilindrico com r cavidades ou furos. Obviamente que, para ¢ > 0 poderiamos
resolver o problema (1) usando métodos variacionais, mas tal procedimento dependeria
de €, ou seja, o espaco no qual se aplicariam os métodos dependeria de €. Por outro
lado, a obtenc@o de uma solucao aproximada de (1), para e suficientemente pequeno,
demandaria muito esfor¢co do ponto de vista da andlise numérica e computacional.
E necessario, portanto, um método que nos proporcione uma solucao aproximada do
problema (1) e que nao dependa de e. Para isto usamos o método de homogeneizagao.

Para que obtenhamos a homogeneiza¢ao do problema (1) realizamos um desen-

volvimento de ordem qualquer em € para u,:

ue(x) = uo(x,y) + euy (z,y) + 62u2(x,y) + ...+ ejuj(x,y) + ...

onde y = %, x representa uma variavel macroscopica e y uma variavel microscopica.
As funcoes ug, uy, us, ... sao construidas independentes de €, de tal forma que se

tenha algum controle de erro, por exemplo

llue — (up + €uy + ... + €™uy,)|| < Ce™,



com uma norma adequada, ou ainda que o erro seja de ordem €™, num espago de
Sobolev sobre ()., para todo m € N. Desta forma, podemos afirmar que a solucao

aproximada do problema (1) sera:

Uy + €Uy + ... + € Uypy,.

As funcoes u; da expansao assintética se d4 impondo-se a condicao de que u. seja
solugao do problema (1) com a vantagem destes problemas, agora, estarem definidos
em todo dominio (). Esta seria a abordagem através da expansao assintotica. Fazendo-
se uso desta abordagem, relaciona-se os efeitos microscocpicos e macroscépicos de
fenomenos envolvendo escoamentos de fluidos.

A segunda abordagem sera exemplificada nesta dissertacao no decorrer dos préximos
capitulos.

Nesta dissertacao, estudamos o artigo de D. Cioranescu, P. Dona to, F. Murat e

E. Zuazua de 1991, mais precisamente, a homogeneizacao da equagao da onda

/

u! — Au, = fe em Q.x(0,7), T>0
uc(z,0) =ud(zr) em Q.

u(z,0) =ul(z) em Q.

ue =0 sobre ¥, =T, x (0,7), I'c = 09,

(
com os seguintes dados u? € HJ (), ul e L*(Q,), f. € L'0,T;L*(£,.)), em um
dominio perfurado 2., obtido pela extracao de subconjuntos fechados de um conjunto
) C R", aberto e limitado, distribuidos periodicamente com periodo 2¢, ¢ > 0, na
direcao de cada eixo coordenado.

Nosso objetivo é obter a convergéncia, quando € — 0, da seqiiéncia das solugoes u.,
do problema (2), e identificar a equagao satisfeita pelo limite u, ou seja, caracterizar
o limite dessa sequiéncia como sendo a solucao definida em todo dominio €2 e obter
resultados de correcao, isto é, resultados de aproximagcao para as solucoes u, quando

€ é pequeno.



Em toda a apresentacao deste trabalho, os conjuntos ). serao supostos satis-
fazerem as condigoes do quadro funcional abstrato introduzido por D. Cioranescu e
F. Murat para o estudo da homogeneizagao de problemas elipticos em dominios per-
furados com pequenos buracos com condi¢oes de fronteira de Dirichlet homogéneas,
(cf. [9]).

Este trabalho é somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogéneos,
o caso de dados de Newman homogéneos deve ser tratado de modo diferente, (cf. [6]).

Dividimos este trabalho em seis capitulos e um apéndice:

No capitulo 1, apresentamos resultados basicos para o estudo das E.D.P.’s, re-
sultados de andlise funcional e espacos de Sobolev. No capitulo 2, apresentamos o
contexto geométrico do problema a ser estudado, como também, resultados sobre a
homogeneizacao de problemas elipticos. No capitulo 3, mostramos a existéncia e a
unicidade de soluc¢ao para o problema (2), para cada e > 0, fixado, através do método
de Faedo - Galerkin. No capitulo 4, fazemos as seguintes hipoteses sobre os dados do

problema (2):

w0’ — ug, fracamente em H}(Q),

u! — wuy, fracamente em L*(1)),

fe— f, fracamente em L'(0,T;L*(Q)),

onde @0, u! e f. representam, respectivamente, as extensoes por zero fora de €, das

0

0 ul e f.. Mostramos, com essas hipéteses, que 4, = u, fraco-estrela em

funcoes u
L>(0,T; Hy () N Wh(0,T; L*(2)), onde u , definida em todo €, é a solugao do

problema homogeneizado

(
W —Au+pu=f em Qx(0,7),T>0
u(z,0) = ug em ()
(3)
u'(x,0) = wy em
| =0 sobre ¥ =T x(0,7), I' =09,

onde p é uma medida de Radon finita e nao negativa.



Esse é o principal resultado deste trabalho, que é demonstrado no teorema 4.1.
No capitulo 5, apresentamos o resultado de correcao para a equagao da onda. Para

isso, fazemos novas hipéteses sobre os dados, a saber,

ul € Ho(9);
Jg. € H1(Q), tal que

p

—Au? = g, em D'(Q),
ge — g, fortemente em H (),

u! — u', fortemente em L*(Q),

]A{e — f, fortemente em L'(0,T; L*(Q)),

0 que permite-nos mostrar que u, pode ser escrita como

Ue = UWe + T,

onde u é a solucao de (3), w, a funcao dada pelo quadro abstrato de hipéteses e o

residuo r. satisfaz

r. — 0, fortemente em C°([0,T7]; L*(Q)).

O termo ww,, chamado de corretor, é entao uma boa aproximacao da solucao u..

Temos, também, que

u. — o', fortemente em C([0, T]; L*(2)).

No capitulo 6, consideramos o caso dos buracos menores do que o tamanho critico,
apresentado no capitulo 2, e finalmente, no Apéndice, demonstramos a densidade de
D(Q) em H}(Q) N L*(Q;du) quando p é uma medida de Radon finita e ndo negativa
de H71(Q).



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo enunciaremos algumas defini¢coes e alguns resultados auxiliares
que serao utilizados nos capitulos posteriores, omitiremos as demonstracoes por se
tratarem de resultados conhecidos. Também, neste capitulo, fixaremos as notagoes a

serem usadas no presente trabalho.

1.1 Calculo Vetorial

Funcgao Escalar e Campo Vetorial

Uma fung¢ao v cujo dominio é um conjunto {2 C R"™ e cuja imagem esta contida
em R, isto é, u : Q C R*” — R, é dita ser uma funcdo escalar. Por outro lado a
aplicacao U : 2 C R" — R™ que associa a cada x no seu dominio 2 um vetor U(x), é

denominada um campo vetorial.

Gradiente, Divergente e Laplaciano
Se u: 2 C R" — R é diferenciavel, entao o gradiente de u, denotado por Vu, é

definido como o vetor do R™ dado por

ou ou
Vu- (a—'xl,,a—xn)



Se U : 2 C R® — R" é um campo vetorial de classe C!, definimos o divergente de

U, denotado por divU, por

v —v. U =52
3@-
=1
onde V é o operador definido como V = i, i, cee i .
0xq, O0xo o,

O Laplaciano é definido como

n 2
div(Vu) =V - Vu = Z (gg) ;

r=1

e é denotado por Au.

Identidades Uteis
Se u e v sdo funcoes escalares de classe C', ¢ uma constante real, e U, V campos

vetorias também de classe C!, entao as seguintes identidades podem ser demonstradas:
1. V(u+v)=Vu+Vu
2. V(cu) = cVu
3. V(uv) = uVv +vVu
4. div(U + V) = divU + divV

5. div(uU) = udivU + U - Vu.
1.2 Analise Funcional

Funcionais e Operadores Lineares - Espaco Dual
Seja X um espago vetorial normado sobre K (R ou C). Um funcional linear sobre

X é uma aplicagao f : X — K linear.



Denotamos por X’ o espaco dual de X dado por
X'={f: X — K, linear e continua}.
O espago X’ é um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais

(f +9)(x) = f(z) +9(z), zcX;
(af)(z) =af(x), z€ X, acK.

A norma em X’ é dada por

171l = sup{lF @)l s lally <1}

Temos que (X', || - ||x/) é um espago de Banach.

Quando f € X' ex € X, geralmente denotaremos ( f, x) no lugar de f(z). Dizemos
que (-, -} é um produto escalar na dualidade X', X.

Também podemos tomar o dual de X', denotado por X”, que também é chamado
de espaco bidual de X.

A norma em X" é dada por

1€l = sup {1, 1)l 5 1 f Il < 1}
fex/

Sejam X e Y dois espagos de Banach. Um operador linear é uma aplicagao T : X —
Y linear. Designaremos por £(X,Y’) o espaco dos operadores lineares e continuos de

X em Y, munido da norma

1T exvy = 8161)1?{||T(x)|| el <13

Teorema 1.1 Se uma seqiiéncia eqiicontinua de funcgoes f, : X — R converge sim-



plesmente num subconjunto denso D C X, entao f, converge uniformemente em cada

parte compacta K C X.
Demonstragao: Ver [12], p. 327. O

Teorema 1.2 (Arzela Ascoli) Seja K C R compacto. Toda seqiiéncia eqiiicontinua
e simplesmente limitada de funcoes f, : K — R possuit uma subseqiiéncia uniforme-

mente convergente.
Demonstragao: Ver [12], p. 329. O

Teorema 1.3 (Banach-Steinhauss) Sejam X e Y espacos de Banach. Seja {T;}icr
uma familia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de
X em Y. Suponhamos que

sup [ Ti(z)[| < oo, VaelX,

i€l
entao,

sup || Tl cox,vy < oo.
i€l

Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que
[Ti(2)|| < Cllzf], VazeX, Viel
Demonstragao: Ver [2], p.16. O

Corolario 1.1 Seja {T,}nen € L(X,Y), X, Y Banach. Suponhamos que para cada
x € X existe lim T,(z) =: T(x). Entao temos
(1) sup | Tyl cex ) < o0

(ii) T € L(X,Y)

(iii) | T\l cexyy < liminf [ Tollzcxy)

10



Demonstragao: Ver [2], p. 17. O

Topologias Fraca e Fraca-Estrela

Seja X um conjunto nao vazio e 7 C p(X). Suponhamos que
(i) 9, Xer

(i) UAa €T, se AT, Yael

a€cl

n
(i) NAier, se A,er,i=1,2,....n;
i=1

onde p(X) denota o conjunto das partes de X. Nesse caso, dizemos que 7 forma uma

topologia sobre X e o par (X, 1) é chamado de espago topoldgico.

Definicao 1.1 Seja X um espaco de Banach. A topologia fraca sobre X, denotada

poro(X, X"), € a topologia menos fina sobre X , que torna continua todas as aplicagoes

feX'.

Notagao: Dada uma seqiiéncia {z,},eny em X, denotaremos por =, — x, a

convergéncia de z,, para z, na topologia fraca o(X, X’).

Proposicao 1.1 Seja {x, }nen uma seqiiéncia em X . Entao,
(i) x, =z em o(X,X') se, e somente se, (f,x,) — (f,x) V feX';
(ii) se x, — x fortemente, entao x, — x fracamente em o(X, X’);
(i11) sex, — x fracamente em o(X, X"), entao ||z, || € limitada e ||z| x < ligg)lf |Tnllx;

(v) se x, — x fracamente em o(X,X') e se f, — f fortemente em X' (isto ¢,

[fn = flixr = 0), entao (fn,zn) — (f, ).

Demonstragao: Ver [2], p.37. O
Seja X espaco de Banach e consideremos z € X fixo. Definamos a aplicacao

Jo: X' = K, por (J,, f) = (f,x).

11



As aplicacoes J, sao lineares e continuas. Logo, J, € X", Vo € X.
Definamos, agora, a aplicagdo canonica J : X — X" dada por J(z) = J,.

Dizemos que X ¢ reflexivo se J(X) = X". Em geral, temos J(X) C X".

Proposicao 1.2 Seja X espago de Banach reflexivo, consideremos {x,}nen uma
seqiiéncia em X, limitada. Entdo existe uma subseqiéncia {x,, tren convergindo na

topologia fraca o(X, X').
Demonstracao: Ver [2], p.50. O

Definigao 1.2 A topologia fraca-estrela, denotada por o(X', X), é a topologia menos

fina sobre X', que torna continuas todas as aplicacoes J,.

Notagao: Dada uma seqiiéncia {f,}nen em X', denotaremos por f, —* f, a

convergéncia de f,, para f na topologia fraca-estrela o(X’, X).

Proposicao 1.3 Seja {f,}nen uma seqiiéncia em X'. Entao,
(1) fo2f emo(X', X) se, e somente se, (fn,x) — (f,z), VaeX;

(i1) se fn, — [, fortemente, entao f, — f fracamente em o(X', X"),

se fp = f emo(X', X"), entio f, =f em o(X', X);
(11i) se fp, =f em o(X', X) entao ||f,|| € limitada e ||f]| < liminf || f,||;

(iv) se f, =f emo(X', X) e se x, — x fortemente em X (isto é, ||z, —x|x — 0),

entao (fn,xn) — (f, ).

Demonstragao: Ver [2], p.41. O
Seja X espaco métrico. Dizemos que X é separdvel se ele possui um subconjunto

enumeravel e denso.

Proposicao 1.4 Seja X espago de Banach separdvel e consideremos { fu}nen uma
seqliéncia limitada em X', entdo existe uma subseqiiéncia { fn, }ren que converge fraco-

estrela em X'.

12



Demonstragao: Ver [2], p.50. O

Teorema 1.4 (Alaoglu-Bourbaki) Seja X espaco de Banach. Entao o conjunto

Bx: ={f e X"/ |fll £1}, € compacto na topologia fraca-estrela o(X', X).

Demonstra¢ao: Ver [2], p.43. O

Espacos LP
Seja Q C R™, aberto. Definimos o espago LP(€2), 1 < p < 00, como sendo o
conjunto das fungdes u definidas em € com valores em K, mensurdveis tais que |ulP é

integravel no sentido de Lebesgue em (2, isto é,
LP(Q2) = {u : Q — K ; u é mensuravel e / |u(x)|Pde < oo} :
Q

Se p = o0, definimos o espago L>°(2) como sendo o conjunto das fungdes u : Q — K

mensuraveis e essencialmente limitadas em €2, isto é,
L) ={u:Q — K ; u é mensurdvel e |u(x)| < C q. s. em Q}.

Os espacgos LP, para 1 < p < oo e L™ sao espacos de Banach com as seguintes

normas, respectivamente

follrer = |u<x>|pdx);

|w|| Lo () = supess|u(z)| = inf{C : |u(z)] < C q.s. em Q}.

e

Se p = 2, temos que L*(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno

(u, )20 = /Qu(a:)v(x)dw, Vu,v € L*(Q).

Temos que LP(Q2) é reflexivo para todo 1 < p < oo e que LP(£2) é separavel para
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todo 1 < p < o0.

O teorema abaixo identifica o dual de LP(2) com L4(2), onde %—i—% =1,1<p< .

Teorema 1.5 (Representagao de Riesz) Sejam Q@ C R™ aberto, 1 < p < o0,

w € (LP(Q)) com % + % = 1. Entao existe uma tunica v € LI(2) tal que
.y = [t vie @,

llell ey = llullzo@)

Demonstragao: Ver [2], p.61. O

Se p = oo, temos

Teorema 1.6 Sejam Q C R" aberto, ¢ € (L'(Q)). Entao existe uma tnica u €
L>(Q) tal que
(o.5) = [uf, vreri@), o
Q
||80|| LY(Q)) = ||U||L°°(Q

Demonstragao: Ver [2], p.63. O

A seguir, enunciaremos alguns resultados tteis para os espagos LP.

Observacao 1.1 Quando ndo especificarmos, estaremos considerando €2 um aberto

do R".

Desigualdade de Holder

Suponhamos que p; > 1, i =1,...,m sao tais que

1,

=1 Pi

Se f; € LPi(Q) para i =1,...,m entio temos que [] f; € L'(Q) e ainda

[T foe< BT (o)
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes L?((2)

Sejam u,v : Q — K duas funcoes em L*(Q). Entdo

[ utortoad < [ |u<ac>|2da:)é (f W)M); = lullo]

Teorema 1.7 Seja {f,}nen uma seqiéncia de fungoes em LP(Q2) e f € LP(Q), tais

|(u, V)2 ()| =

que || fn = fllzr@@) — 0. Entao existe uma subseqiiéncia { fn, }ren tal que
(i) fo.(x) = f(x) q.5. em Q,
(i1) | fo, ()| < h(z) Vk € g.s. em Q, com h € LF(Q).

Demonstracao: Ver [2], p.58. O

Teorema 1.8 ( Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja { f,, }nen uma segiiéncia

de funcoes em L'(Q). Suponhamos que

(i) {fn} = f(2); ¢ 5. em Q;

(ii) existe h € L'(Q) tal que para cada n, |f,(z)] < h(z) ¢. s. em Q. Entao,

fe L) ellfu— fllr — 0.
Demonstragao: Ver [2], p.54. O

Teorema 1.9 (Densidade) O espaco Cy(f2), espaco das fungdes continuas em €2
com suporte compacto em ), € denso em L'(Q), isto é, para toda u € L'(Y) e para

todo € > 0, existe v € Cy(Q) tal que ||u —v| 1) <e.

Teorema 1.10 (Fubini) Suponhamos que f € L'((0,T) x Q),

entdo para quase todo t € (0,7,

f(t,x) € LL(Q) e /Qf(t,x)dx € L} ((0,7)).
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Igualmente, para quase todo x € €,

ft,r) € L;y((0,T)) e /0 ft, x)dt € LL(Q).

Portanto temos

/OT/Qf(t’x)dxdt:/Q/OTf(t’x)dtdx:/(o,T)XQf(t’x)dtdx'

Os Espagos C([0,T];Y) e L?(0,T;Y)

Sejam Y um espacgos de Banach, T > 0 um nimero real e 1 < p < oc.

Definimos o espago C([0,7T];Y) como sendo o conjunto das fungoes u : [0,7] — Y,
tais que t — [Ju(t)||,- é continua em [0, T7].

A norma em C([0,7];Y) é dada por

@) lloqorvy = s lu®)ly-

Definimos o espago LP(0,7;Y) como sendo o conjunto das fungoes u : (0,7) — Y
tais que u é mensuravel e ||u(t)||y € LP(0,T).

A norma em LP(0,7;Y) é dada por

T , %
lllory = ( / Hu(t)lly)

O espago LP(0,7;Y), munido da norma acima, constitui um espago de Banach.
Observemos que se 1 < p < oo e Y ¢é reflexivo, entdao LP(0,7;Y) também é
reflexivo. E, se Y é separavel, entdao LP(0,T;Y") é separdvel, para 1 < p < co.
O espago L9(0,7;Y"), sendo Y’ o dual topoldgico de Y e ¢ tal que % + % =1,
1 < p < o0, é dito ser o dual topolégico de LP(0,T;Y).

Sep=2eY éum espago de Hilbert, entao temos que L*(0,T;Y) é um espago de
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Hilbert com produto interno

() = [ (ult), o)yt

€ norma

T
lalZs 070y = / ()2t

Quando p = oo, definimos o espaco L>°(0,7T;Y), como sendo o conjunto das fungoes

u: (0,T) — Y mensurdveis e essencialmente limitadas em Y, ou seja,
sup ess||u(t)|ly < oo.
A norma em L*>(0,7;Y") é dada por

[l oo 0.7v) = sup ess||u(t)]y -
1.3 Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Distribuicoes

Seja f : 2 — K. Definimos suporte de f e escrevemos supp f, como sendo o fecho
do conjunto {z € Q; f(z) # 0} em .

Designaremos por C°(2) o espaco das fungoes f : 2 — K, de classe C* em Q e
que possuam suporte compacto contido em €.

Dados o = (aq,a9,...,0a,) € N" e (x1,29,...,2,) € R" definimos o operador

derivacao de ordem « definido por

onde o] = ag + -+ + .
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Se a = (0,0, ...,0), definimos D% = u.

Em C§°(©), introduzamos a seguinte nogao de convergeéncia:

Definicao 1.3 Dizemos que uma seqiiéncia {¢, }ren C C§(S2), converge para zero, e

denotamos p, — 0, quando existe um subconjunto compacto K C 2, tal que
(1) suppp, C K, Yv €N,
(i1) D%, — 0 uniformemente em 2, Vo € N™.

Dizemos que uma seqiiéncia {¢,} C C5°(Q2) converge para ¢ € C5°(€2) quando a
seqiiéncia {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(£2), com essa nocao de convergéncia, denomina-se espago das fungoes
testes e é representado por D(2). Denominamos distribui¢do sobre (2), a toda forma
linear e continua em D(£2). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre {2 é um espaco
vetorial sobre K, com as operagoes usuais de soma de fungoes e produto por escalar;
e é representado por D'(£2).

Em D'(Q2), temos a seguinte nocao de convergéncia: dizemos que uma seqiéncia

{T,},en C D'(R2), converge para T em D'(Q), se

(T,,p) = (T,p) em K, Vo€ D).

Definimos a derivada de ordem o de T', de uma distribuicao 7" sobre €2, como sendo

o funcional D*T'; em D(f), dado por:

(DT, ) = (=1)*NT, D*¢); Vo € D(Q).

Temos que DT também é uma distribuicao. Assim, temos que toda distribuicao
sobre () possui derivadas de todas as ordens, as quais constituem, também, dis-

tribuicoes sobre ().
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Espacos de Sobolev
Sejam m € N e 1 < p < oco. Representamos por W™P(Q2) o espago vetorial de
todas as fungoes u € LP(Q2), tais que D € LP(Q), V|a| < m, sendo D% a derivada

no sentido das distribuicoes sobre (2, isto é,
W™P(Q) = {u e LP(Q) /| D*u € LP(),Va € N" com |a| < m}.

O espago WP () é chamado de espaco de Sobolev de ordem m relativo ao espago
LP(92).
Quando p = 2, escrevemos H™(2) no lugar de W™?(Q).

O espago W™P () é um espago de Banach, com a seguinte norma

T / D*uf?

O espago H™(Q2) é um espago de Hilbert com o produto interno

() mmey = Y (D%, D*0)12(),  Vu,0 € H™(Q).

|| <m
Definamos o espago Wy (2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q), ou seja,

WP ()

)" = wy(a).

Sejam 1 < p < oo e ¢ tal que %—i—é = 1. Representamos por W=%(€) o
dual topoldgico de Wy""(Q). Conseqiientemente, representamos o dual topolégico de
H"(Q) por H™(Q).

Quando m = 1, temos o espaco de Hilbert H'(§)) munido do produto interno
(U, U)Hl(Q) = (u7 U) + (VU, VU),
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e da norma induzida

1
lullm ey = (Jul® + [Vul?)2.

Desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Seja Q@ um aberto limitado do R™. Se v € H}(Q), entdo
[vllL2@) < ClIVollzam,

onde C' € uma constante que depende somente de €2

Como conseqiiéncia desta desigualdade, considera-se a norma de H;(€2),

||U||H3(Q) = ||VUHL2(Q)7

sendo [|v]|g1() € V| r2() equivalentes.

Demonstragao: Ver [2], p.174. O

Teorema da Divergéncia e Férmula de Green
Seja Q@ um aberto limitado do R™, com fronteira de classe Ct. Entdo valem as

sequintes formulas

(i)
/ div(F(z))dx = / F(z)-n(x)dz, Fe[H Q)"
Q o0

(i)
/vAudx:—/Vv~Vudx, v e Hy(Q), ue H* Q).
Q Q

Desigualdade de Gronwall

Suponhamos que u, v e w sao fungoes positivas satisfazendo

w(t) < o(t) —{—/0 u(s)w(s)ds, VYt € [0,T].
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Entao temos que

w(t) < v(t) —i—/o u(s)v(s)efst urdr s,

Demonstragao: Ver [24], p.13. O

Corolario 1.2 Suponha que sejam validas as hipoteses da Desigualdade de Gronwall,

e consideremos v uma funcao crescente. Entao temos
w(t) < v(t)elo me)ads,
Em particular, se v(t) = C, temos
w(t) < Celou)ds,

Demonstragao: Ver [24], p. 14. O

1.4 Imersoes em Espacos de Sobolev

Sejam V' e H espacos de Hilbert, tais que V C H e seja ¢ : V — H, a injecao
canonica de V em H que a cada v € V associa t(v) = v como elemento de H.
Dizemos que o operador linear ¢ é o operador de imersao de V em H.

Dizemos que a imersao ¢ : V' — H ¢ continua e indicaremos por <—, quando existe
uma constante C' > 0 tal que ||v||g < C|v|ly, YveV.

Um exemplo simples é o caso V = H}(Q) e H = L*(Q) ou V = H(Q) e H =
L*(Q), ou ainda V = H™(Q) e H = L*(Q).

Dizemos que a imersao ¢ : V — H é compacta e indicaremos por <%, quando a
imagem dos limitados de V' ,por ¢, sao conjuntos relativamente compactos de H, isto é
conjuntos cujo fecho é compacto em H, ou ainda, quando as seqiiéncias limitadas em

V' sao levadas por ¢ em seqiiéncias que possuem subseqiiéncias convergentes em H.
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Teorema 1.11 Seja Q um aberto de classe C' com fronteira T limitada e seja 1 <

p < 0. Entao,

« 1
se 1 < p<n, tem-se que W"P(Q) — LP (Q) onde — =

11
pr p n

se p = n, tem-se que WHP(Q) — L(Q) Vq € [p, +00),

se p>n, tem-se que WHP(Q) — L>(Q).

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov)Suponhamos @ C R"™, aberto, limitado e de

classe C*. Entao,

1 1 1
se p < n, tem-se que WP(Q) <-L4(Q), Vq € [1,p*) onde - — i

se p=mn, tem-se que WhP(Q) <-L9(Q) Vq € [1, +00),
se p > n, tem-se que WHP(Q) <-C(9Q).
Demonstragao: Ver [2], p.169. O

1
Teorema 1.13 (Sobolev) Se 1 < p < n, tem-se W™P(Q) — L%Q) para — =
q

1
LN

p n

Demonstragao: Ver [24], p. 120.
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Capitulo 2

Contexto Geométrico

Neste capitulo apresentaremos a estrutura geométrica do problema a ser estudado,
a qual nos permitira introduzir o quadro funcional abstrato de hipéteses construido por
D. Cioranescu e F. Murat. Apresentaremos, alguns resultados de homogeneizagao de
problemas elipticos, supondo satisfeitas as hipéteses de tal quadro e também resulta-
dos de compacidade nos espacos LP(0,T; X) sendo X um espaco de Banach. Também
introduziremos o operador “quase-extensao”, P., que serd de grande utilidade nos

préximos resultados.

2.1 Geometria do Problema

Seja @ C R™ (n > 2), dominio limitado. Consideremos €2, o dominio obtido pela
N(e)
extracao do conjunto fechado S, = J S§, de Q, ou seja,
i=1

(e)
Q. =9\ s,
=1

onde S§ sao “pequenos”subconjuntos fechados (buracos) de €, € é um parametro que
tende a zero enquanto N (€), o nimero de buracos, é um inteiro que tende ao infinito.
Essa estrutura possibilita-nos obter o quadro funcional abstrato de hipoteses, con-

struido por D. Cioranescu e F. Murat, no qual supoe-se a existéncia de uma familia
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adequada de funcoes testes.

Admitiremos, entao, que:

(

Existe uma seqiiéncia (we, pe, 7.) de fungoes testes, tais que:
) e HYQ) N LRQ), o < Mo
i)  we=0em S

(
(
(i17) we — 1, fracamente em H'(Q), e q.s. em §;
(

iv) —Aw. = ju. — v onde pe, . € H1(2) com 2
e — 1, fortemente em H1(Q),
(Ye, ve)o = 0 para todo v, € H}(Q)
\ tal que v, =0 em S..
Em (2.1) estamos representando por (- , -)g, o par dualidade entre H~'(Q) e

H}(Q). Daqui em diante, continuaremos adotando tal notagao.

Observacao 2.1 Em algumas demonstracoes que se sequem, usaremos a sequinte

hipotese no

lugar da hipdtese (iv) em (2.1):

(
Consideremos a seqiiéncia v, e a fungao v tais que:

ve — v, fracamente, em H'(2),
(v) ve =0, sobre Sf, 1 <1i < N(e).

Entao, para toda funcao ¢ € D(Q2), temos:

\ <_Awev 901}6)(2 B <ﬂ7 (PU>Q

E de fécil verificacio a implicacao de (iv) em (v).

Exemplo 2.1 Um exemplo, onde o quadro de hipdteses (2.1) € satisfeito, se dd ao

considerarmos o caso em que ) € periodicamente perfurado, com um periodo 2€ na

direcao de cada eizo -coordenado, por buracos S§ dados por:

S§ = a.S + 262ikek, (2.2)

i=1
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sendo (iy,19, ...,1,) um multi-indice de Z", {e1, e, ...,e,} a base candnica de R" e S
um congunto fechado contido na bola By , de raio 1 e centro na origem, (no caso
n = 2, admite-se que S contém uma bola centrada na origem, (cf. [14], obs 2.2), e

a. < € satisfaz:

eloga, — — Cy, sen =2

(2.3)
ace " — C,, sen>3
para um dado Cy > 0.
O caso modelo é dado por
a. = 0, exp(’e—go), se n =2, com €logd. — 0 quando € — 0, e (2.4)

_n_
a. = Coen—2, sen >3

e S sendo escolhido como a bola unitaria do R™.
Se a. for dado por (2.3) ou (2.4), podemos construir “explicitamente”as fungoes

n

we: sobre o cubo Pf de tamanho 2e com centro z§ = 2¢ E ix€k, consideremos a funcao
i=1

we € HY(P¥) definida por

Aw, =0 em Bf \ 5]
we =0 em Sf (2.5)

we =1 em Pf~\ Bf.
A fungao w, definida em (2.5), em cada Pf, satisfaz (2.1) com

S —
B= g5 se n =2

(2.6)

o= C§;2.C’ap(5, R™), se n >3

onde Cap(S, R") = 1Dn(]£ : Jn IV|?dzx é a capacidade em R” do buraco fechado S.
pE m
p=1lem S

Observagao 2.2 No exemplo (2.1), o tamanho a. definido em (2.3) é critico no

sequinte sentido: se tomarmos r. como sendo o tamanho dos buracos, com r. << a,
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1sto €, quando

e2logre — —o00, sen =2
(2.7)

e/m2r, — 400, sen >3,

a hipdtese (2.1) € satisfeita, mas em (ii1), w. — 1, fortemente em H'(Q) e, em
(), pe e . convergem fortemente para zero; neste caso u = 0. Por outro lado,
se tomarmos a. << r., o que corresponde a substituir oo por 0 em (2.7), podemos
demonstrar que nao existe seqiéncia de fungoes w. satisfazendo (i), (i1), e (iii) do
quadro de hipdteses (2.1).

O tamanho a. dado em (2.3) € portanto, o unico para o qual (2.1) € satisfeito com

convergéncia fraca, e nao forte, de w. para 1 em (iii).

2.2 Alguns Resultados Elipticos

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados sobre a homogeneizacao de proble-

mas elipticos, supondo-se que o quadro de hipéteses (2.1) seja satisfeito.

Lema 2.1 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao a dis-

tribuicao p que aparece em (iv) € dada por
(1. p)o = lirrol/ |V Pde, Yo € D(Q).
€— 0
Logo, ji é uma medida de Radon positiva e pertence a H=*(2). Também, p € finita.

Demonstracao: Seja ¢ € D(£2), entdo pelas hipdteses (iii) e (iw) em (2.1), segue

que

(—Awe, pwe)a = (e — Yer PWe)o = (fhe; PWe)o — (Ve PWe) = (He, PWe)a — (1, )0

Por outro lado, pela féormula de Green, temos
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(—Awe, pwe)o —/Vwe~V(g0wE)dx
Q

= /QVwe- (pVwe + wV)dx
= / \Vw,|*odx + / wVw, - Vdr.
Q Q
Notemos que o segundo termo desta igualdade tende a zero, pois usando a hipdtese
(7ii) de (2.1) e o teorema de Rellich-Kondrachov, temos que, w. — 1, fortemente em
L*(Q), e Vw, — 0, fracamente em [L*(Q)]".

Assim, obtemos

lim(—Awe, pwe)q = (i, p)q, €

e—0

lim(—Awe, pwe)q = lir%/ ©|Vw|*dz
€— 0

e—0

Da unicidade do limite, segue que

(1, ) = lir%/ ©|Vw|*dz, Yo € D(Q).
“rJa

Observagao 2.3 Um resultado de J. Deny (1950) nos diz que, se £ é um conjunto
aberto do R" e p uma medida de Radon positiva tal que u € H~ (), entdo, para
todo v € H} (), v é mensurdvel com relagio a medida du, v pertence a L'(Q;du), e

<M7 U)Q = fQ Udlu“

Podemos definir, entao, sem ambigiiidade, o espago

V = HYQ) N L2(Q; dp) (2.8)
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que é um espacgo de Hilbert munido do produto interno

a(u,v) :/Vu-Vvdx + /uvd,u. (2.9)
0 Q

Definigao 2.1 Para qualquer v € L*(Q).) definimos ¥ como a extensdio de v por zero
fora de ), isto é€,
_ v(xz) se x €
() =
0 se x €S,

Teorema 2.1  Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e con-

sideremos a sequéncia de problemas de Dirichlet

—Av. = g., emD'(Q,)

(2.10)
ve € H} ().
onde g. € H™*(Q) € tal que
ge — g, fortemente em H™'(Q).
Entao a seqiiéncia v, satisfaz
U — v, fracamente em Hy(Q),
onde v =wv(x) € a unica solugdo de
—Av+ pv =g, em D(Q2
(©) (2.11)

veV.

Demonstragao:  Multiplicando a equagao em (2.10) por uma fungao teste u €
H}(£.), obtemos, por meio da integragao por partes e da férmula de Green, a for-

mulagao variacional do problema (2.10) dada por
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er Ve - Vu = (g, u)q,
ve € H} Q)

(2.12)

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré-Friedrichs, temos

- - 1,
/Q|VUE|2 < Ngell2@) Vel 2() < ngHLQ(Q)a||Vve||L2(Q)7

onde a > 0 é a constante dada pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Assim, temos

~ 112 L.~
HUEHH(%(Q) < ||96||L2(Q)EHUE||H&(Q)7

o que nos da,

~ 1
||Ue||H3(Q) < ||g£”L2(Q)E-

Isto nos diz, que v, é limitada em Hj(£2), que é um espaco de Hilbert reflexivo. Assim,

existe uma subseqiiéncia v, tal que

U — v, fracamente em H ().

E, como HJ () <% L?(€2), temos que existe subseqiiéncia v, tal que
U, — v, fortemente em L*(2).

Agora, usando as hipdteses (i) e (ii) de (2.1), temos que para toda ¢ € D(), a fungao
pw, pertence a Hj(€)). Com isso, podemos usar a formulacao (2.12) para tal fungao.
Assim,

V'Ue * V(UJEQO) == <g€7 w5(20>ﬂe
Qe

o que nos da

/ oV, - Vw, + / WV - Vo = (ge, W) q. (2.13)
Q Q

Analisemos as convergéncias em (2.13):
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Pela hipétese (iii) em (2.1) e pelo teorema de Rellich-Kondrachov, concluimos que

w, — 1, fortemente em L*(12). (2.14)

Analisemos, agora, a primeira parcela do primeiro membro de (2.13). Pela férmula

de Green, temos:

/@V@Vwe = (—Aw,, PV o — / U VeVuw,.
Q Q

Pela hipdtese (v) de (2.1) temos que

/@Vngwe — / ©VeV1=0
Q Q

Dos resultados obtidos, passando o limite quando ¢ — 0 em (2.13) temos

/ VoV + (uv, p)a = (g, ¢)a-
Q

Logo, a fungao v é solucao de (2.11) e é unica, pois p é positiva. E ainda, a
unicidade do limite, implica que a seqiiéncia toda, v., e nao apenas uma subseqiiéncia,

converge para v.

OJ

Teorema 2.2 (Semi-continuidade inferior fraca da energia) Suponhamos que
o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao, para toda seqiiéncia v. e para toda

fungdo v tais que v, — v, fracamente, em H}(Q) e v. =0 em S, temos:

liminf/\V06]22/|Vv|2+<,u,02>
Q Q

e—0

Demonstragao: Seja ¢ € D()). Temos que
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/ |V(U€ - w5¢)|2 = / |VUE - vaws - wEvS0|2
Q 0
= / Vo> — oVo Vw, — w VvV — oVw Vo, + (pVw,)?
Q

+ow Nw.Vyp — w VeV, + ow. VoV, + (w.Vp)?
= / Vo> = 20V, Vw, — 2w Vo Vo + 20w Vw.Vp
Q

+HeVw* + |w.Vp|?

(2.15)
Agora, notemos que
(—Aw, pve) = / Vo Vw, + / v.VeVw,. (2.16)
Q Q
Substituindo (2.16) em (2.15), obtemos
Jie—wip = [Vl + [ upi9er+ [ opva?
Q Q Q Q
—2/w6Vv€Vgo+/<pw5Vw€Vg0 (2.17)
Q Q
—2(—Aw,, pve) +2/ v.VoVw,
Q

Consideremos, agora, uma subseqiiéncia ve de v, tal que fQ |Vve|? seja conver-
gente.

Assim, usando a hipétese de que v, — v, fracamente em H}(Q) e v, = 0 em S,
o teorema de Rellich-Kondrachov, as hipéteses (iii) e (v) de (2.1) e o Lema (2.1),

conseguimos passar o limite no segundo membro de (2.17), obtendo:

im [ V(0 —we0) =lim [ [Vof*+ /|Vs0|2 (1, 0%)

€ —0 [e) € —0

(2.18)
—2/9VUV<p — 2(p, pu).
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Escolhendo v de tal forma que:

.. 2 qa . 2 IERT 1112 BERT 2
hmlnf/Q |Vu|* = llinOleHUEHH&(Q) = },IE%)HUeHHa(Q) = 61/13%)/9 Vo,

e—0

temos

lim/|V — wep)|? —hmmf/\VUe]? /|Vgo|2 {1, ©)

e—0

(2.19)
- /QVvVgp — 2{u, pv).

Observemos, agora, que o primeiro membro de (2.19) é positivo, logo, podemos

concluir que

hmmf/ Vo |* > 2/ VoV — /\V(p]2+2<,u, ov) — (1, %), Yo € D(Q). (2.20)
Finalmente, tomando ¢ € H}(2), em (2.20), temos

hmmf IV |? > / [Vol? + (i, v?).
Q Q

O

Teorema 2.3 Suponhamos que as hipdteses do teorema (2.2) sejam satisfeitas e que

a sequéncia ve satisfaca:

/|w6|2ﬁ/|vv|2+<u,v2>. (2.21)
Q Q

Entao

(ve — wew) — 0, fortemente em W, (). (2.22)
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Demonstragao:  Usando a hipétese (2.21) e a igualdade em (2.18) do teorema

(2.2), temos que

ing [ V(0= weplP = [ 9o + () + [ [Vl + ()
“~rvJa

/ VoV — 2(u, pv) (2.23)
Q

:/Q\V(v—so)|2+<u, (v —9)%), Ve € D(Q).

Assim, se v € D(2), tomamos ¢ = v em (2.23), o que nos da (v, — wv) — 0,
fortemente, em Hj(£2). Mas, se v nao pertence a D(2), entdao como v € H}(Q),Vn > 0
e p € D(Q) fixo, existe ¢(n) tal que [|v — @[l g1q) < 7.

Com isso, de (2.23), temos

ing [ V(0w < 77+ oo = el
=7+l [ V(0= (221)

— 0+ il / 2w — @)V (v~ ).

Em (2.24), usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Poincaré-Friedrichs,

obtemos:

iy [ 190 = wpl <0+ a2l | V0= P [0 =)

=+ [l 1.0 2[ V(0 = W)HL?(Q)HU - 90HL2(Q)
2
<0+ -1 201V (0 = @)20

N

(2.25)
2
<0+ [l lly-r.2lv = @l 0y

<0 + || pllyy-1.00 20
= 7 (1 4 2| el yy-1.00)-

Assim, 3 ¢g > 0, tal que Ve < ¢, temos

[ve — wESOHHl(Q) Cin?,
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mas, sendo

[ve — w€v||W01,1(Q) < lve — weSOHngl(Q) + [Jwe(v = QO)HWOLI(Q)?
segue que

o = wolgu < Cun+ [ Vo= o)
—Cin+ [ [Vulo = ¢) + w V- )
Q

< O+ [Vwell o) llv = @l 2 ) + l[well 20y + V(0 = @)l 120
< O+ 20|Vl g2 V(@ = )l 120

= Cyn + Cy,

sempre que € < €y, 0 que demonstra (2.22). Observemos que, na estimativa acima,

novamente usamos as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Poincaré-Friedrichs.

O proéximo resultado segue como um corolario dos teoremas anteriores.

Corolario 2.1 Suponhamos que as hipdteses, em (2.1), sejam satisfeitas. Entdo, as

solugoes v, dos problemas de Dirichlet, em (2.10), em ., verificam
776 = WU + T,

com r. — 0, fortemente em W, (Q), sendo v a solugio de (2.11).

2.3 Alguns Resultados de Compacidade

Consideremos X e Y dois espacos de Banach reflexivos tais que X C Y, com

imersao continua e densa.
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Definamos o seguinte espaco

Co%0,T;Y) :={f € L>=(0,T;Y) : t — (f(t),v)yy" continua de [0,T] em R,

para qualquer v € Y’ fixado }
Entao temos os seguintes resultados:

Lema 2.2 Consideremos g. uma sequéncia de fungoes tal que

ge = g, fraco-estrela, em L*(0,T; X
( ) (2.26)

ge — g, fortemente em C°(0,T;Y).
Entao

ge — g, fortemente em C2([0,T]; X),

isto €, para todo v € X', a fungdo h. : t — {(g(t),v)xx pertence a C°([0,T]) e
satisfaz

he — h, forte, em C°([0,T)), (2.27)

onde h é definida por h : t — (g(t),v)x x-

Demonstragdo: Do fato de L>(0,T; X) N C%0,T;Y) = C%0,T; X), (cf. [18], lema
8.1 p.297), segue por (2.26) que g. pertence a C%(0,7;X) e assim, h. pertence a
Co([0,T7).

Afim de demonstrarmos a convergéncia em (2.27), mostraremos que h. é uma
seqiiéncia de Cauchy.

Seja v € Y’ e definamos a funcao

iLE = (ge(t), A>Y,Y"
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Temos,

|h5(t) - hE’(t” < |h6(t) - Hc(tﬂ + |Be(t) - BE’(t)l
= [{ge(t), v = D) x x| + [{ge(t) — ger(t), O)viyr| + [{ge (), v — 0) x,x/|
< (Ngellzo,7:x) + llgell oo o)) lv — 0l xe

+1ge = gerll oo, [10]]v7-
(2.28)

Combinando (2.26), (2.28) e a densidade de Y’ em X', seque que h. é uma
seqiiéncia de Cauchy em C°([0,T]), que é completo. Logo h. — h, fortemente, em
c?([0,77).

Il

Proposicao 2.1 Suponhamos, agora, que a imersao X C Y seja compacta. Con-

sideremos g. uma sequéncia tal que:

ge — g, fracamente em L'(0,T;X) e

g.— ¢, fracamente em L*(0,T;Y).

Entao,

ge — g, fortemente em C°([0,T];Y).

Demonstragao: Por um resultado de J. Simon, (cf. [25], teorema 3), para obtermos

a convergéncia desejada, basta provarmos que
llge(- +h) = ge(-)|lL<0,r—n;yy — 0, quando h — 0, uniformemente eme. (2.29)

Temos que

t+h
o+ = 5 Ollmorn < s [ lg)lvds (230
te[0,T—h] Jt

Mas, por outro lado, J. Diestel e J.J. Uhl, (cf. [10], p. 104), nos diz que a norma

em Y de uma seqiiéncia que converge fracamente em L'(0,7;Y) ¢ uniformemente

36



integrével sobre [0,T]. Assim, o lado direito de (2.30) converge para zero, quando

h — 0, uniformemente em ¢, o que demonstra (2.29).

0J

Corolario 2.2 Suponhamos que a imersao X C Y seja compacta. Consideremos g.

uma sequéncia que satisfaz

ge = g, fraco-estrela em L*(0,T; X)

g. =g, fracamente em L'(0,T;Y).

Entio, g. converge fortemente para g em C°([0,T]; X), isto é,
(9:(-), ) x xt = (9(),v)x.x, fortemente em C°([0,T]), Vv e X".

Demonstracao: A demonstracao deste corolario é uma conseqiiéncia direta do

lema 2.2 e da proposicao 2.1.
OJ

Proposicao 2.2 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e con-

sideremos uma seqiéncia de fungoes v, em L>®(0,T; Hy(Q)) N WE(0,T; L*(Q.))

satisfazendo
O v, fraco-estrela em L°°(0,T; HL (2
2 f ( 0(2)) 2.31)
v, ', fraco-estrela em  L>=(0,T; L(52)).
Entao,
0,0.())a — (0,v(-))q, fortemente em C°([0,T)), (2.32)
para qualquer 0 € H=*(QQ), e por outro lado,
v e L0, T; V)N Wh>(0,T; L*()). (2.33)

Demonstragio: Fazendo X = H}(2) e Y = L*(Q) no corolério 2.2, obtemos a

convergéncia em (2.32).
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Notemos que (2.32) nos diz que
Ue(t) — v(t), fracamente em H}()) Vt € [0,T] fixado.
Assim, usando os teoremas (2.1) e (2.2), obtemos que, para qualquer t € [0, T] fixado,
v(t) €V,

()] = {/Q|Vv(m,t)|2dx+/g|v(:v,t)|2d,u(x)} gmgglf/ﬂ|w€(x,t)|2dx.

Como

sup ess [ [V (o, 6)ds = 3~ oriny0) < Co
te[0,7) Q

para algum Cjy < 0o, segue que

v(t) eV Vt€[0,T] e que sup ess||v(t)|]%/ < ().
te[0,T

Para mostrarmos que v € L>®(0,T; V) N W (0,T; L*(Q)), resta mostrar a men-
surabilidade da fungao v : [0, 7] — L*(Q;dp), uma vez que v € L®(0,T; Hy(2)) N
Whee(0,T, L*(9)).

Para isto, sendo L*(2;du) separdvel, é suficiente demonstrar, pelo teorema de
mensurabilidade de Pettis, cf. [10], teo 2, p.42, que v é fracamente mensurével.

Comowv € L>(0,T; H}()), segue da observacao (2.3), que v € L>(0,T; LY(Q; dp)).
Assim, a funcdo t — [, v(z, t)1(t)du(z) é mensurdvel para alguma ¢ € C°(Q). Aprox-
imemos, agora, ¢ € L(Q;du) por uma seqiiéncia 1, € C°(€Q).

Como v(t) € L*(Q;dp), Vt € [0,T], temos

/Q o(, () dpu(x) — / o(z, Op(x)du(z), Vi € [0.T).

Isso demonstra a mensurabilidade da funcao t — [, v(z,t)p(z)du(z).
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2.4 Um Operador Quase-extensao

Vamos introduzir, agora, o operador P., dado por

Pap = wi, em Q, Wi € I2(Q,), (2.34)

onde ¥ é a extensao de 1) por zero nos buracos S..

Esse operador nos serd de grande utilidade nos proximos resultados.

Observacao 2.4 Observemos que o operador P, nao € um operador extensao, pois
P.) nao coincide com 1 em €, pois w. nao coincide com um neste conjunto.

No entanto, para qualquer ¢ € L?(Q.), temos P.p — @, fortemente em L?*(Q).
De fato! [ Seja p € L*(Q), entio P.p = w.p. Por (i) e (iit) de (2.1), seque que

(Pbp—@p) —0,q s. emQe

|Pep = 21" = |wd =@ = 3" + 1 — w.|”

< 2/GP*(1 + Jwel?) < 2181*(1 + po) = Cl2I%,

isto nos diz que (P.p — @) € limitada por uma funcao pertencente a L*(S)). Logo, pelo
teorema 1.8, seque que P.p — @ em L*(Q), e por conseqiiéncia em L*(Q). |

Assim, podemos dizer que P. atua como um operador ”quase-extensao”.

Proposicao 2.3 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao,

P. € L(L*(Q0); L*()), (2.35)

| Pell cz2(00):L2(0)) < Mo.

Além disso, o operador P, € estendido a um operador definido em H (), e para

qualquer € > 0 e qualquer q € (1 %1), temos

‘n

P. € L(HY(Q); Wh9()), (2.36)

| Pell -1 0w-ragey < Cq.
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Demonstragdao: Seja € L*(€), entdo P = w.p. Claramente P, € L(L*(2); L*(9).

Também, temos

| Pepll 200y = lwepllz2) < l[welle@ll@llzz) < Mollellz2 )

isto significa que || P||zz2(0.):02(0)) < Mo.
Provemos, agora, a assergao (2.36). Seja p > n fixado e consideremos o espago

Wy P (Q). Definamos o operador

0., Yo e WyP(Q). (2.37)

Rep = pw,

Temos

V(R.p) = wVo + oVw,, em €.

Assim,

/]V(Recp)|2dx gz/ |we|2|Vg0|2dx—|—2/ o2V, da
Qe Qe QE

2
< 2Myllln iy + 20 el el o

2
< C;?HSOHWOLP(Q)a

onde C, ndo depende de €, uma vez que Wy (Q) < W, (Q) e W, P(Q) — L®(9).
Logo,

Re € LIWy"(); Hy (), e (2.38)

1Bell 2wz )z 0y < G

Consideremos, agora, o operador R definido em H!(Q.), por

(R, O)wragywivi) = (U Bep) a1 myns YWH ' (Q), Vo € Wy (),

onde ¢ é dado por Il)—{—%: 1.
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A identidade

(%, R 16 / bow.dz = / Pappde, VOL?(Q.), Yo € WEP(Q),

demonstra que R = P, é uma extensdo de P. e (2.38) imediatamente implica (2.36).

OJ

Proposicao 2.4 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e consid-

eremos o operador P, definido em (2.34). Seja v, uma seqiiéncia em L>(0,T; L*(Q))N

W0, T; H1(Q,)) tal que

U 2 v, fraco-estrela, em L>(0,T; L*(2))
Pal — ', fracamente, em LY(0,T;W~14(Q)),

€

para algum q € (1, %)

Entdo, para toda ¢ € L*(Q), temos

/ (z,)o(x)dx —>/ x)dx, fortemente em C°([0,T)),

1sto €,
U, — v, fortemente em CY([0,T); L*(Q)).

Demonstracao: Notemos que
P.v. = wo, = v, fraco-estrela em L>°(0, T; L3(€2)).
De fato! Temos por (2.39); que
(O, ) — (v, ), Y € LY(0,T; L ().

Assim,

/ @)t — / it

(2.39)

(2.40)



integrando em 2 e aplicando Fubini, temos

/0 ' /Q Tepdadt — /0 ' /Q vibdzdt. (2.41)

Por outro lado,

(P, — v)wdxdt'

(Wl + WV — W — v wd:cdt‘

/ @ wd:pdt'

Logo, combinando (ii7) de (2.1, (2.41) e (2.42), segue que

< M,

- 1) vwda:dt‘
(2.42)

T
/ /(PEUE — v)pdrdt — 0, Yo € LY0,T; L*(R)), quando e — 0,
o Ja

o que demonstra (2.40).
Assim, por (2.39), e (2.40), a seqiiéncia g. = P.v, satisfaz as hipdteses do corolario
(2.2) com X = L*(Q) e Y = W h(Q).
Logo,
P, — v, fortemente em CY([0,T]; L*(Q)),

ou seja,

w.v, — v, fortemente em CY([0,T]; L*(Q)),

o que nos da,
/ Wl pdr — / vedr, fortemente em C’O([O, T)), Vo € LQ(Q). (2.43)
Q Q

Agora, notemos que

/@goda::/wefﬁewdx—i—/”ﬁggo(l—we)da:. (2.44)
Q Q Q
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Mas, por (i) e (ii7) de (2.1), por (2.39) e pelo T.C.D.L., temos

S ”iJJeHLOO(O,T;LQ(Q))H(P(]- — w€)||L2(Q) — 0 (245)

/ V(1 — we)dx
0

Assim, combinando (2.43), (2.44) e (2.45), segue que

/ﬁegodxﬁ/vgpdx, fortemente em C°([0, T7).
Q Q
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Fracas

Neste capitulo apresentaremos, através do método de Faedo - Galerkin, as condicoes
para a existéncia e unicidade de solugao fraca do Problema de Cauchy associado a
equagao da onda, no dominio §2, definido no capitulo 2, para cada € > 0 fixado. Di-
vidiremos este capitulo em trés secoes. Na secao 3.1 apresentaremos o problema, na
secao 3.2 mostraremos a existéncia de solugao fraca para o probema enunciado na

secao 3.1 e na secao 3.3 mostraremos a unicidade da solucao.

3.1 Apresentacao do Problema

Consideremos 2. C R™ ;n > 2, um conjunto aberto, limitado e bem regular.
Representaremos por I'; a fronteira de €2, por Q. o cilindro Q. = Q. x (0,7") e por X,
a fronteira lateral de @, isto é, ¥, =T x (0, 7).

O problema consiste em:

Dados f € L'(0,T; L*(Q) e ug € L*(€), encontrar u = u(x,t) definida em Q.,
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tal que:

u! — Au.=fo em Q.=Q x(0,7), T>0
u(0) = u! em €
(3.1)
ul (0) = u} em Q.
ue =0 sobre ¥, =T, x (0,7).

\

Observacao 3.1 Em (3.1) estamos representando por u'. e a derivada de u.(x,t) em

relagdo a t e por u! a derivada de u. em relagao a t.

Formularemos agora, o conceito de solucao fraca.

Para u,v € H}(€.), consideremos a forma de Dirichlet

ou 61}
(u,v) Z / ox; E)xz
Uma solu¢ao fraca para o problema hiperbdlico (3.1), é uma fungao u. : (0,7) —

H}(£,), tal que

S0, 0) + ((e0), v)) = (1)), Vo € (),

sendo esta igualdade entendida no sentido das distribuigoes.

Enunciaremos entao, o seguinte teorema, a ser demosntrado nas secoes 3.2 e 3.3.

Teorema 3.1 Consideremos f € L'(0,T; L*()), v? € H}(Q), u! € L*(Q.). Entdo,

existe uma unica funcao u. : Q. — R, satisfazendo:

ue € L0, T; H ()
ug € L2(0,T; L*()); (3.2)
u” € LY0,T; H ()

i(ué(t),ve) + ((ue(t), ve)) = (fe(t),ve), Yo € Hy(S2), no sentido de D'(0,T); (3.3)
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u(0) = u? eul(0) = ul. (3.4)

€

Na demonstracao desse teorema usaremos o método de Faedo - Galerkin, o qual
consiste em aproximar a solucao desejada, por solucoes de problemas andlogos, mas

em dimensao finita.

3.2 Existéncia de Solucao

Dividiremos a demonstracao da existéncia de solucao para o problema enunciado

no teorema (3.1) em quatro etapas, a saber:
(i) construcao de solugbes aproximadas em subespacgos de dimensao finita,
(ii) estimativas a priori sobre as solugdes aproximadas;
(iii) passagem ao limite das solugoes aproximadas;
(iv) verificacao da condigao inicial.

Etapa (i) - Problema Aproximado
Sendo H}(Q.) um espacgo de Hilbert separdvel, segue que existe uma seqiiéncia de

vetores

Wel,We2y o v oy Wemyy -+« »
tais que:
o w, € HJ(Q), Vi=1,2,....m,...
® W, We, ..., W, sao linearmente independentes para cada m fixo;
e as combinagoes lineares finitas dos w,; sao densas em Hg(€,).

Seja, entao, W, = [Wer, Wea, - .., Wem| 0 subespago m-dimensional de H&(Qg),

gerado pelos m primeiros vetores.
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Queremos encontrar

Uem (0, T) — Wep,

sob a forma:
m

uem(t) = Z gﬁjm(t)WEJ’

J=1

sendo 0s g.j, determinados pelas seguintes condigoes:

d

7 (Uen (1), 0) + ((uem(t),0)) = (fe(t), ), Yo € Wen, (3.5)
U (0) =, lim u® = u em Hy(Q), (3.6)
ul, (0) =wul,, lim ul =u! em L*(Q), (3.7)

Substituindo v, por we;, 0 < j < m, em (3.5), resulta que as funcées ¢t —

(Uem (t), we;) devem satisfazer

d / _ .
%(uem(t)awd) + ((uem(t)7wej)) = (fe(t)awej)a J=12,...,m.

Agora, notemos que u) € H}(€,), logo pode ser aproximada pelos w,;. Assim,
existem o, € R, tais que

m
0 __ 1:
u, = lim E QjnWej, (3.8)
m—oo & !
‘7:

€ COIMo queremos
m
uem<t) - dejm(t)weja
j=1
temos

Uerm (0) = Z Geim(0)we;. (3.9)

Fazendo v, = > ajmw,;, de (3.8) e (3.9), deduzimos que (3.6) equivale a
j=1

Geim(0) = ajm, 7 =1,2,...,m. (3.10)
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1

€

Analogamente, usando a densidade de H}(2.) em L*(€.), concluimos que u
também pode ser aproximada pelos we;, com isso, existem 3, € R, j =1,2,...,m,

tais que que

m
1 1:
u, = lim E BimWej.
m—oo £ 7
J:

Assim, tomando e, = Y, BjmWe;, obtemos que a condi¢ao em (3.7) equivale a
j=1

gé]m(o) :ﬁjnﬂ .7 = 1a27'~->m- (311)

Obtemos entao o sistema

d m m
Ezgéjm(t)(wfhwéi) + dejm(t)((wej,wd)) = (fe(t),wgy), i=1,2,...,m; (3.12)

Geim(0) = jm, 7=1,2,...,m; (3.13)

Notemos que o sistema dado por (3.12), (3.13) e (3.14), constitui um sistema lin-
ear de equacoes ordindrias, que pode ser escrito numa forma adequada a aplicacao do
teorema de existéncia de Caracthéodory. Logo, existe a solugao aproximada e, (),

para t no intervalo [0, 7.
Etapa (ii) - Estimativas a priori
Fazendo v, = u.,,(t) € W, em (3.5), obtemos:

1d

5 Ul O + (e (t). wen ()} = (felt). 1 (1) (3.15)
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Vimos na etapa (i) que uy,(t) existe em [0,¢,,). Entao, tomando 0 < t < ¢, e

integrando (3.15), temos

¢
[t (D)7 + (e (t), e (1)) = U (0)F + (uem(0), em(0))) + 2/0 (fe(s), uem(s))ds
(3.16)
Notemos que de (3.6) e da desigualdade de Poincaré-Friedricks, podemos con-
cluir que ((ten(0), uern(0))) é convergente, logo limitada. De modo andlogo, de (3.7)
também temos que |ul,,(0)] é convergente e com isso limitada.
Vamos analisar, agora, o termo 2 fg(fe(s), ul,.(s))ds.

Pela desigualdade de Schwarz e da desigualdade 2ab < a? + b%, temos:

2 / (fuls), 1t ())ds < 2 / F(3)] s
= 2 [V £u(3) 2| fe()|2 |ul s (3.17)
< V1 fuls)lds + [y 1 fo(s)ds| [, [2ds

Como f. € LY(0,T; L*(€,)), temos que a primeira integral do segundo membro,
em (3.17), ¢ um ndimero independente de m.

Assim, das estimativas acima e de (3.16) obtemos:

[t (D) + [luen (B)]* < C +/0 [ fe(s)| gy, (5)*ds. (3.18)

Segue, agora, pela desigualdade de Gronwall, que |u.,,(t)| é limitada por uma
constante em [0, 7), independente de m.

E, pela desigualdade de Poincaré-Friedricks, ||te,(t)| também é limitada por uma
constante em [0,7"), independente de m.

Com isso,

{tem (t) bmen € limitada em L>(0,T; Hy())) independentemente de m; (3.19)

{ul,, () }men ¢ limitada em L>(0,T; L*(€2,))) independentemente de m.
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Etapa (iii) - Passagem ao limite
Pelas estimativas (3.19), segue que existem subseqiiéncias {ue, }ren de {tem bmen

e {ul,}en de {ul,, tmen, tais que:

Uey = u,, fraco-estrela em L>(0.7; H}(S)), (3.20)

ul, = v, fraco-estrela em L>(0.T; L?(Q.)). (3.21)

€

Isto significa que para toda w € L'(0,T; H*(Q.)) € L'(0,T; H(€.)) tem-se:

/0<u5u(t),w(t)>dt—>/0 ((ue(t),w(t))dt. (3.22)

Identificando L?().) ao seu dual, via teorema da representagao de Riesz, temos

que para cada w € L'(0,T; L*(€)), vale que:

/O<u;,(t),w(t)>dt—>/o (ul(t),w(t))dt. (3.23)

Como a forma bilinear ((.,.)) é continua em H}(£2,), ao fixarmos uma coordenada,
a forma resultante serd continua em Hj(€2.). Com isso, pela convergéncia fraca-estrela

de u¢,,, temos que:

/0((uem(t),w(t)))dte/o((uﬁ(t),w(t)))dt. (3.24)

Notemos que (3.20) e (3.21) nos diz que u, € L>(0,T; Hy(Q)) eu. € L>(0,T; L*(€)).

Mostremos, agora, que u, é solu¢do da equagao em (3.3), no sentido de D'(0,7).
Consideremos myq fixo e v > my. Multiplicando a equagao aproximada (3.5) por

0 € D'(0,T) e integrando de 0 a T', obtemos



para toda v € We,,.

Integrando por partes a primeira integral, obtemos
T T T
- [ @i+ [ (.= [ o080
0 0 0

Tomando o limite quando v — oo, por (3.22) e (3.23), obtemos

_ /0 (1), 0)0 (£)dt + /0 (ue(t), 0))0()dt = /0 (o (), )08 dt (3.25)

para toda v € Wep,,.

Como t — (ul.(t),v) € L>(0,T), esta fungao define uma distribui¢ao sobre (0,7).

€

A primeira integral em (3.25) é derivada desta distribuigao, logo

/0 %(ule(t)w)@(t)dwr /0 ((uc(t), v))0(t)dt = /0 (£.(),)0(t)dt (3.26)

para toda v € We,,, e 8 € D(0,T).

Pelo fato dos We,,, serem densos em H_}(€.), podemos concluir de (3.26) que

/0 %(UQ(t),v)Q(t)dtJr /0 ((ue(t),v))0(t)dt = /0 (£.(1), v)8()dt

para toda v € H} () e 8 € D(0,T).
Isto nos diz que u, é solu¢do da equagao em (3.3) no sentido de D'(0,7).
Mostremos, agora, que u” € L*(0,T; H ().

Como u/ € L*(0,T; L*(9,)), . define uma distribuicao vetorial u/, dada por:

(@, ) = / (ul (1), v)p(t)dt € LA(Q) © H N (). (3.27)
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Assim, u! € L(D(0,T), H(Q.)) e possui derivada no sentido das distribuicoes

vetoriais, dai,

o que nos dé (u!) € L(D(0,T), H ().

Entéo, podemos calcular ((u.)', ) € H () em v € H} ().

€

Assim,
(), o) Do = (@) O
= ([ 6o Ot g
= - [ we .o
= - [ wen oo
Logo,
(b Dy = [ ), o)ttt 3.25)

Mas, u. € L>=(0,T; H} (£2)) nos da que —Au € L*(0,T; H~(Q,).
Entao,

(A, 9), 0) iy = /0 (— A, v)p(t))dt Vo € HY(QL). (3.29)

De modo analogo, temos f. € L'(0,T; L*()), assim, f.(t) € H (), o que nos
da

((Fe(), 0}, 0) () :/0 (fe(t), v)p(®)dt Vv € Hy (). (3.30)

Agora, identificando u, com a distribui¢ao u. dada em (3.27), sendo u. solugao da

equagao (3.3), concluimos de (3.28), (3.29) e (3.30) , que u, satisfaz a equagao

ul — Au = f,
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no sentido das distribuigoes vetoriais em H~1(Q.) e também u” € L*(0,T; H=*()).

Etapa (iv) - Verificagao das condigoes iniciais

!/
em)

Observemos que, pelas estimativas obtidas para e, e u.,,, temos que (Uey) é
limitada em H'(Q.). E, como H'(Q.) <% L*(Q.), segue que a subseqiiéncia (e, )
converge para ., fortemente em L?(Q.), logo, converge fracamente em L?(Q.).

Assim, para 6 € C1([0,T];R), 6(0) =1, 0(T) = 0, temos:

/0 (e (£), )0 (1)t — /O (u (1), 0)0/ (1)t

Ao integrarmos por partes, como u, € C°([0,T]; L?(Q.)), segue que:

{— | wo.ona- <uw<0>,v>} - {— [ wo.oa- <ue<o>,v>}.
Usando (3.23), concluimos que:
(e (0),v) — (uc(0),v), Yo € Hy(Q).

Assim,

(1, (0)) — uc(0), fracamente em L*(€2,).

Por construcao temos que

e, (0) = ul, — u?, fortemente em H ().

Logo,

e, (0) = u?, fracamente em L*(€2,).

Assim, pela unicidade do limite fraco, segue que u,(0) = u?.

€

1

Analogamente concluimos que u.(0) = ..
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3.3 Unicidade da Solucao Fraca

Nesta se¢ao demonstraremos, com as hipéteses do teorema (3.1), que a solugao
encontrada é tnica.

Na sec@o 3.2 vimos que toda solugao u. do teorema (3.1), satisfaz
T
0

—A(W@@mﬁﬁMHl(ww@wwﬂwﬁz/(ﬂ@wﬁ@ﬁ+wumm%W€C%Mﬂﬂ%

Notemos que z(t) = 0(t)v € CH([0,T]; H} () C LY(0,T; H}(Q)).
Assim, supomos u. e u} duas solugoes nas condigoes do teorema (3.1). Temos que

we = u, — u’ satisfaz:
—/0 (wi(t),%(t))dt%—/o (we(t), z(t))dt =0 Vz € C*([0,T); Hy (). (3.31)

Seja s € (0,7).

Observemos que w, é solugao nas condigoes do teorema (3.1), com f. = 0, w(0) =
wl(0) = 0.

Temos que w, € L'(0,T; H}(€2,)), assim

z(z) = (3.32)
é uma fungao de C*([0, T]; HL(Q2.)).

Temos 2'(t) = we(t).

Substituindo z(t), dada em (3.32), em (3.31), temos que:

[ o, woa+ [ (0,00 o

o que nos da:
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Mas, 2(s) = 0 e w.(0) = 0, logo, ((2(0)), 2(0))) + |w.(s)|> = 0. Como ((2(0)), 2(0))) >
0, temos que |w.(s)|*> = 0, logo w.(0) =0, Vs € [0,T].

Portanto a solucao fraca do teorema (3.1) é tnica.
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Capitulo 4

Homogeneizacao da Equacao da

Onda

Neste capitulo mostraremos o resultado de homogeneizacao para a equacao da

onda, e também, a semi-continuidade inferior da energia.

4.1 O Processo de Homogeneizacao

O capitulo 3 nos garante a existéncia e a unicidade da solucao da equagao da onda
no dominio €2, para ¢ > 0, fixado, vamos obter nesta se¢ao a solucao desta equacao
em todo o dominio €. Vamos, para isto, fazer ¢ — 0. Isto é o que chamamos de

resultado de homogeneizacao, que é apresentado no seguinte Teorema.

Teorema 4.1 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e consid-

eremos as sequéncias de dados satisfazendo:

w0 — 1w, fracamente em H}(Q)
J}_ —ul, fracamente em L*(Q) (4.1)

fe — f, fracamente em L'(0,T; L*()).
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Entao, a seqiiéncia de solugoes u. de (3.1) satisfaz

U, = u, fraco-estrela, em L>=(0,T; H} ()

~ (4.2)
u. = ', fraco-estrela, em L>(0,T; L*(2)),
onde u = u(x,t) € a unica solugdo da equag¢ao da onda homogenizada:
(uN—Au—i—uu:f, em Q=Qx(0,T)
u =0, em =1 x(0,T), I' =09
u(0) = u?, em (4.3)
u/'(0) = u', em
| ue €0, 7): V) 1 CH([0, T]: L2(2),

onde V.= Hj ()N L*(Q,du) definido em (2.8)e p € uma medida de Radon dada pelo
Lema (2.1).

Observagao 4.1 Notemos que, devido ao produto escalar a(-,-) de V, definido em

(2.9), a formulagdo variacional da equagdo da onda, em (4.3); é:

% [ e tete)ds + atu(v)v) = [ fatul)ds
em D'(0,T), YveV (4.4)

w e L0, T; V) N Whe(0, T; L()).

Notemos, também, que de acordo com o Teorema 2.2, a fun¢do u® (que € o limite fraco
em H} () das funcoes u? que se anulam sobre os buracos S, ) pertence a' V', logo nao e-
ziste contradi¢do entre as duas condigoes u(0) = u® e u € C°([0,T); V). Observemos
que os resultados cldssicos garantem a existéncia e a unicidade de solugdes de (4.3).
De fato, a unicidade é garantida na larga classe L>(0,T;V) N Wh=(0,T; L*(2)).

E vdlido, também, observarmos que ﬁ ¢ assumida convergir fraco em L*(0,T; L*(Q)),

que € uma hipotese mais forte que ser limitada neste espago. [J

Demonstracao: (do teorema (4.1)) Procederemos a demonstragdo em quatro etapas:
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12 etapa - Estimativas a priori

Das estimativas obtidas em (3.19) segue-se que existe uma subseqiiéncia {tey, bmen

tal que
Uern = U, fraco-estrela em L>(0,T; Hi () (45)
u,, = u,, fraco-estrela em L°(0,T;L*(Q))
Assim, pelo teorema de Banach-Steinhaus, temos:
el oo (0,753 (02)) < lim inf [temll Lo om0y < €5 Ve >0 (46)
||'UJ/€||LOO(07T;L2(Q)) < hmHLIOIéf ||u/€m||Loo(07T;L2(Q€)) < C, Ve > 0.
onde C nao depende de € devido as condigoes em (4.1).
Logo,
. é limitada em L>(0,T; H}(€2)), independentemente de ¢ > 0 (47)

u. é limitada em L>(0,T; L*((2)), independentemente de € > 0.

Com isso, existe uma subseqiiéncia, a qual continuaremos a denotar por ., tal

que:
Ue = u, fraco-estrela em L>(0,T; Hy(f2)) (48)
u. =, fraco-estrela em  L(0,T; L2(Q)).
Assim, pela proposi¢ao(2.2), segue que
w € L®0,T; V)N Wh=(0,T; L*(Q)). (4.9)

22 etapa - Passagem ao limite na equagao (3.1);
Sejam 1 € D(0,T), ¢ € D(R) e w, a seqiiéncia de fungoes do quadro de hipdteses
(2.1). Consideremos a funcao teste ¥ (t)w.(x)p(x) e vamos compd-la com a equagao

(3.1),.
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Temos:

(ue, " ()we(x)o(2)) Q. + (=Aue, p(O)we(x)p(x))q. = (fe, Y(H)we(x)p(1))q.-
(4.10)

Observagao 4.2 Em (4.10) estamos representado por (-, -)g. 0 par dualidade entre
LY0,T; H1(2)) e L>(0,T; H ().

Integrando por partes, na variavel x, o segundo termo do primeiro membro de

(4.10), obtemos:

(—Aue, Ywep)g, = / Vue - V(Ywep)dzdt =
Qe

(4.11)
= / Vue - YyVwepdxdt + Vue - pw.Vpdxdt.
€ QC
Mas, por outro lado, temos que
(—Awe, Yucp)g. = / Vwe - V(Yuep)drdt =
e (4.12)
= Vuw, - YVucpdxdt + Vuwe - Yu.Vipdrdt,
QE QE
entao segue que
Vu, - YyVwepdrdt =
Q- (4.13)
= (—Aw,, Yucp)g, — Vw, - Yu.Vodrdt.
Qe
Substituindo (4.13) em (4.11), obtemos
(=Auc, Ywep)q, = (—Aw,, Yucp) . —
(4.14)

— Vuwe - Yu.Vpdrdt + Vue - pw . Vopdxdt.
Qe Qe

29



E, substituindo (4.14) em (4.10), temos

(ug, Ywep)q, + (—Awe, Yuep)g, — [ Vwe - uVodrdi+
@ (4.15)

+ Vue - pw Vodedt = (fe, pwep)q. .
Q€

Anailise dos termos de (4.15):

Antes de analisarmos, termo a termo, a equagao (4.15), faremos algumas consid-
eracoes.

Notemos que, em (4.8) temos a convergéncia
U = u, fraco-estrela, emL>(0, T’; Hy(9)),
que implica na convergéncia

T T
/ (i, vt — / (u,0)adt, Vo€ L0, T; H (),
0 0

em particular, para v(z,t) = ¢(z)1(z), com ¢ € H1(Q), ¢ € L'(0,T), assim,

T T
/ (i, Pt — / (u, phaudt, Vi € H'(Q), v € L}0,T).
0 0

Com isso,

T T
/ (/ ﬁecpdx) Ydt — / (/ ugpda:) vdt, Yo € H1(Q), Yy € D(0,T).
0 Q 0 Q

Pelo teorema de Fubini, segue que

T T
/ (/ @/}&@h‘) pdr — / (/ @Zzudt) odr, Yo e HY(Q), Y € D(0,T).
o \Jo a \Jo
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Isto significa que
T T
/ Yedt — / Yudt fracamente em Hj (), (4.16)
0 0
logo, por Rellich-Kondrachoff, (inclusdao compacta de H~(Q) em L?*(f2),) segue que
T T
/ Y dt — / Yudt fortemente em L*(12).
0 0
E, como ¥ € D(0,T), seque que 9" € D(0,T), logo,
T T
/ w"ﬁedt—\/ Yudt fracamente em H}(Q) e fortemente em L*(Q).  (4.17)
0 0

Vamos, agora, a andlise dos termos em (4.15).

12 termo:
Estendendo por zero fora de €2, e aplicando o teorema de Fubini no primeiro termo,

obtemos

T T
(Ue, V" wep) g, = / /Qﬁew”wegpdxdt = /nggo (/ @b”ﬁedt) dx. (4.18)
0 0

Usando a hipétese (i7i) de (2.1) e o teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma

subseqiiéncia, ainda denotada por w,, temos que
w, — 1, fortemente, em L*(€2). (4.19)

Assim, de (4.16) e (4.19), temos a seguinte convergéncia em (4.18)

T
(e, V" wep) . — /Q@ </o w"udt) dx. (4.20)
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2° termo:

Pela hipdtese (iv) de (2.1) (—Aw, = pe —7¢), € pelo teorema de Fubini, segue que

<—AU}€,1/}UE§0>Q€ = <(M6 - 7&)7 77Z)ue§0>Qe =

- <<u€ ), ( / ' Wldt) ¢>Q (121)
- <ue, ( / ' wmdt> ¢>Q,

pois, (e, ¢ fOT Yucdt)g = 0.

Logo, de (4.16) e de (iv) em (2.1), temos a seguinte convergéncia em (4.21)

- vuisia = (o ([ vuat) o) (122

32 termo:

Aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de 2., temos

T
Vw, - YpuVodrdt = / Vw, - (/ wﬁedt) Vdz.
Qe Q 0

Pela hipdtese (ii7) de (2.1), para uma subseqiiéncia, que ainda denotaremos pelo

mesmo simbolo, temos que Vw, — 0, fracamente, em L?*(2). Dai e de (4.16), temos

Vw, - YuNVpdedt — 0. (4.23)
Qe

4° termo:

Aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de 2., temos

T
Vu, - Yw.Vodrdt = / wVy -V (/ wﬁedt> dx. (4.24)
Qe Q 0
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Por (4.16);, para uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo, temos que:

T T
\Y </ QMZEdt) -~V (/ @budt) , fracamente, em [L*(Q)]". (4.25)
0 0

Assim, de (4.19) e (4.25) obtemos a seguinte convergéncia em (4.24):

T
/ Ve - YpwVedrdt — / V-V </ ¢udt> dx. (4.26)
€ Q 0

52 termo:
Também aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de €2, temos

que

T ~
(fe, Yvwep)g, = /Q Wep ( /0 wfedt) dz, (4.27)

e da hipdtese (4.1)3 temos que

T T
/ ) fedt — / Y fdt, fracamente, em L?*(€2).
0 0

Assim, desta convergéncia e de (4.19), obtemos em (4.27) que

(o twep)a, — /Q . ( / wadt) dr. (4.28)

Agora, usando as convergéncias obtidas em (4.20), (4.22), (4.23), (4.26) e (4.28),

segue de (4.15), que

[ ([ e ([ ) )
+/QV¢V</O 1/1udt)dx:/ﬂg0(/0

" fdt) dz,
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por Fubini e pelo teorema de Deny (ver observacao (2.2)), obtemos

/OT@D” </Q;wdm) dt—l—/OTl/J(/ngodu)Tdt
+/0 w(/ﬂvu.wdx)dt:/o ¢(/990fdx)dt.

Pela arbitrariedade de ¥ € D(0,T), segue demonstrado que

d2

— [ ulz, t)p(z)dr + a(u, ¢) = / fedz, em D'(0,T),Yp € D(Q). (4.29)
dt Q Q

Por (4.9) e pela densidade de D(£2) em V' (ver apéndice A), segue que (4.29) pode
ser estendida para toda fungao v € V', o que demonstra (4.4) que equivale a (4.3); e
(4.3)s.

32 etapa - Passagem ao liminte nos dados iniciais

De (4.8) e da proposicao (2.2), temos que

(o, .(-))a — {p,u(-))q, fortemente em C°([0,T]), Vo € H *(Q). (4.30)

Com isso e de (4.1),, obtemos que u(0) = u’.

Mostremos agora que u'(0) = wu', para isto, aplicaremos a proposicio (2.4) a

Ve = Ul

Verifiquemos que Pu! — u”, fracamente em L'(0,T; W ~57(Q)). De fato! Temos
u! = Aue + fo,

assim,

Pu! = P.Au. + P.f..

Por (4.8)1, segue que ||Auc||poru-1(0,)) < C, logo, pela proposicao (2.1), temos
n
“PeAue||L°°(0,T,W*1»‘I(Q)) <y Vge|l, n_1)"
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Analisemos o termo P.f.. Pelas hipéteses (i) de (2.1) e (4.1) temos que w.f, é
limitada em L'(0, 7 L*(2)), também [, we fudt é relativamente compacta na topologia
fraca de L?(Q) para qualquer subconjunto mensurdvel E de [0, 7], pois as funcoes
t— |If r2(0) sao uniformemente integraveis sobre [0,7], devido ao fato de que a
sequéncia ﬁ ser relativamente compacta em L'(0,T; L*(f2)), cf. [10] coroldrio 13
p.76, podemos aplicar o teorema de Dunford, (cf. [10], teorema 1, p. 101).

Logo, P.f. = weﬁ é relativamente compacto na topologia fraca de L*(0,T; L?(Q2)).

Com isso, Pu! = P.Au. + P.f. é relativamente compacto na topologia fraca de
L0, T, W=14(Q)).

Assim, por (2.1) e (4.8)9, segue que
Pl = wei, = ', fraco-estrela, emL>(0, T'; L*(€2)).
Mas, (Pul)" = P!, logo,
Pa — ", fracamente em L'(0,T; W 1(Q)). (4.31)
Logo, por (4.8)2, 4.31 e pela proposicao 2.4, segue que
/QJ’G(&:,')go(x)dxﬁ /Qu’(x,-)w(x)dx, fortemente em C°([0,T]), Vo € L*(Q).

(4.32)

Portanto, usando (4.1)q, segue que u'(0) = u'.

42 etapa - Conclusao da demonstracao
Demonstramos, pela extracao de uma subseqiiéncia (ainda denotada por (u.) que

a subseqiiéncia (u.) satisfaz (4.2) onde o limite
u € L0, T; V)N W (0,T; L*(Q))

e satisfaz (4.3).
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A unicidade da solugao de (3.3), permite-nos deduzir que a seqiiéncia inteira sat-
isfaz (4.2).

Portanto, o teorema (4.1) estd provado.

4.2 Semi-continuidade Inferior da Energia

Nesta se¢ao, mostraremos um resultado de convergéncia pontual (no tempo) e a
propriedade de semi-continuidade inferior da energia.

Definamos, para qualquer ¢t € [0,T] a energia F — €(-) por
1 ! 2 1 2
E(t) = §||ue(t)”L2(Q€) + EHVUEU)HL?(QE)‘ (4.33)
Temos a seguinte identidade da energia,

E.(t) = E(0) + /Ot g fe(x, s)dxds. (4.34)

Teorema 4.2 Suponhamos que as hipdteses do teorema (4.1) sejam satisfeitas. Entdo,

para qualquer t € [0,T], firado temos

u(t) = u(t), fracamente, em H(Q),

N (4.35)
ul(t) = u'(t), fracamente, em L*(Q),
[ 1vut@ P+ [ a0 Pdute) <
2 0 (4.36)
< lim inf / Vu(z, ) 2de.
e—0 Q.
/|u’(a:,t)|2dx < limionf |ul(z,t)]*dz e (4.37)
Q “ Qe
E(t) <lim i&lf E.(t), (4.38)
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onde a energia E.(-) € definida em (4.33) e e a energia E(-) € dada por
Lo 1 2 1 2
E(t) = §|U (O] z2(0) + §|vu(t)|L2(Q) + 5 [u®) 720,000 - (4.39)

2

Demonstracao: Em (4.30), obtemos
(0, U.(-))a — (@, uc(-))q, fortemente em C°([0,T]), Vo € H ().
Em particular, V ¢t € [0, T], temos

(o, 1c(t)a = (@, uct))a,

isto é

. (t) — u(t), fracamente em Hy(Q), Vt € [0,T],

o que nos dé (4.35);.

Analogamente, de (4.32) temos
/Qtll(x,~)gp(x)dx—> /Qu’(x,-)go(x)dx, fortemente em C°([0,T]), Vo € L*(Q).
Em particular, V¢ € [0, 7], temos

(o, 0 (1)) r2(0),12(0) — (0, ue(t)) 120, 12(00), Vo € L*(Q),

isto é,

a.'(t) — u(t), fracamente em L*(Q), Vt € [0,7],

o que nos dé (4.35)s.

Ja a assercao em (4.36) segue diretamente do teorema (2.2).
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De (4.35)3 segue que

/]u’(x,t)|2dleim/ |u'(x,t)|2dx§1iminf/ |Vl (x,t)[dx.
Q e—0 Q. e—0 Q

Agora, combinando (4.36) e (4.37) temos

/|Vuxs]dx—|—/|ux5|d,u /|ux5|dm

< lim 10nf{fQe Vue(z, t)|*de + [, |ui(x, t)]*dz}.

Assim,

/|Vuxs|dx—|— /|uxs|d,u /|uxs|dx

< 111gllglf{§ Jo [Vuc(z, t)Pdx + 5 [, |ui(z,t)]*dx},

isto é,

E(t) <lim ionf E. (1),

o que demonstra (4.38).
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Capitulo 5

Resultados de Correcao

Neste capitulo estabeleceremos e demonstraremos o resultado de corregao para a
equacao da onda. Para isto serao necesséarias hipdteses especiais sobre os dados. Uma

das principais etapas da demonstragdo é a convergéncia forte da energia em C°([0,T7).

5.1 Convergéncia Forte da Energia

Com relagao & condigao inicial u?; suporemos que

ug € Ho(Q);
Jg. € H (), tal que
—Aud = g., em D'(Q),

ge — g, fortemente em H1(Q).
Assim, pelo teorema (2.1), temos

0

u — u”, fracamente em H} (),
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onde u° = u°(x) é a tinica solucao de

—Au® + pu® = g, em D'(Q)

u e V.

Teorema 5.1 Suponhamos que as hipdteses do teorema (4.1) sejam satisfeitas e que

a seqiiéncia de dados u?, ul, f. satisfacam (5.1) e

€’

f. — f, fortemente em L*(0,T; L*(Q)),
(5.2)
1

ul — ul, fortemente em L?(2).

Entao,

E.(t) — E(t), fortemente em C°([0,T1]), (5.3)

onde E.(-) e E(-) sdo dadas por (4.33) e (4.39), respectivamente.

Demonstracao: Temos as seguintes identidades:

E.(t) = E.(0) +/Ot /Q fe(z, s)ul(z, s)dzds e

E(t) = E(0) + /Ot/gf(x,s)u’(a:, s)dxds,

com

1 1
E.(0) 25/9 |ui\2d:c+§/g |Vul|*dr e

1 1 1
E0) = —/ |u1|2dx—|——/ |Vu0|2dx+—/ [u°|d .
2 Ja 2 Ja 2 Ja

Pelo teorema (4.1) e pela hipétese (5.2)1, temos

/0 t /Q £(x, $)il(z, 5)dzds — /O t /Q o, ) (x, 5)dads,

para qualquer t € [0, 7.
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Por outro lado, das hipdteses (5.1), (5.2)2 e do teorema (2.3) resulta que
E.(0) — E(0).

Logo,
E.(t) — E(t), para qualquer t € [0,T], (5.4)
0 que é apenas uma convergencia pontual no tempo.
Para obtermos a convergéncia uniforme da energia, usaremos o teorema 1.2. Mostraremos,

entdo, que a familia de energias { F(t) }~o é eqiiicontinua. Com efeito, sejam ¢ € [0, T]

e h > 0 suficientemente pequeno. Entao, temos:
t+h

/H

gu%mwuﬂm@»/ 17:(3) 2.

t

|E.(t+ h) — E.(t)] fE(:v s)u.(z, s)dxds

(x,s)||u.(x, s)|dzds

Como . ¢ limitada em L>(0,T; L3(2)) e f. — f, fortemente em L'(0, T; L2(R)),

temos que

|E.(t+ h) — E(t)] — 0, quando h — 0, uniformemente em e, (5.5)

o que nos diz que a familia de fungoes {E()}e~o ¢ eqiiicontinua.

Logo, de (5.4), (5.5) e do teorema 1.2, segue-se a convergencia (5.3).

O
5.2 Resultado Auxiliar
Vamos definir, agora,
eu(0)(t) = 2|0/ (1) o, + 2 IV0(D)2 (5.6)
‘ 2 L%(Q) T 5 L2(Qe) :
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para v € C°([0,TT; Hy () N CH([0, T]; L(2)), e

1 1 1
e(v)(t) = §|U/(t)|%2(sz) + §|Vv(t)|%2(9) + §|U(t)|%2(ﬂ;du)’ (5.7)

para v € C°([0,T]; V) N CY([0,T]; L*()).

Temos, entao, o seguinte resultado:

Proposicao 5.1 Suponhamos que as hipdteses do teorema (5.1) sejam satisfeitas,

entao

ec(tue — wep)(-) — e(u — @)(+), fortemente em  C°([0,T]), (5.8)

para toda ¢ € D(0,T;D()).

Demonstracao: Temos que

ee(ue —wep)(t) = ec(ue)(t) + ec(wep)(t) — / (@ we()¢' (2, t)dx
(5.9)
/VuE x,t) we(x)p(z,t))de.
Tomando o limite em cada termo do lado direito da equacao (5.9), temos
12 termo. Como e(u.)(t) = E.(t),do teorema 5.1, segue que
ec(u)(-) — e(u)(), fortemente em C°([0,T7]). (5.10)

22 termo. Derivando-se no tempo mostra-se que a funcao |w6g0(')|%2(ge) ¢ limitada
em Wh(0,T) <-C°([0,TY), pelo teorema (1.12) ).

Assim, usando (iii) de (2.1), obtemos que

|w€<,0’(-)|%2(96) = |w6¢/(')|i2(ﬂ) - |80/|%2(Q)v fortemente em  C°((0, TY), (5.11)
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e também que

t t
/O\wego(s)|%g(ﬂe)ds—>/0 |0(5)|72(q)ds, fortemente em  C°([0, T]). (5.12)

Por outro lado,

/ |V (wep(s |[L2 ds-/ |V (wep(s L2 jnds
/0 (V(wep(s)), V(weipls)))ds
(—div[V (wep(s))], wep(s))ds

—div[Vwep(s) + wVp(s)], wep(s))ds

t

o\o\w

||

(div(Vwe)p(s) + Vw, - Vo(s) + div(Ve(s) )we + Vwe - Vo(s), wep(s))ds

(Awep(s) + 2Vwe - Vip(s) + Ap(s)w,, wep(s))ds

t

(Awep(s), wep(s))ds — 2 / (Ve - Vip(s), wep(s))ds
(Ap(s)we, wep(s))ds

(Awep(s), wep(s))ads — 2/ Vwe - V(s)wep(s)drds

Q
//Ago (s)|we*¢(s)dxds

Por (iit) e (iwv) de (2.1), podemos tomar o limite em cada termo do lado direito, e

t

observando que cada termo é limitado em W>(0, T'), obtemos

//A(p Nwe2o(s)dzds — — //Ag@ s)dxzds, (5.13)

fortemente em C°([0,T);

t
—/ /VwE - Vo(s)wep(s)drds — 0, fortemente em  CY([0, T]); (5.14)
0
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(—Awep(s), wep(s))a = (—Awe, wep?(s))a = (e — Ve, weip?(8))a
= (e, wep®(s))a — (11, ©*(5)) o,
fortemente em C°([0,77).
Logo,
- [t wasohads -~ [ s, (.15

fortemente em C°([0,T7).

Combinando (5.11) e (5.15), obtemos que

ec(wep(+)) — e(p)(+), fortemente em C°([0,T]). (5.16)

32 termo. Notemos que, de (4.32), temos
/ W ()i (x)de — / u/(x,)y(z)dz, fortemente em C°([0,T)), V ¢ € L=(1Q),
0 Q
assim, como

sup < el oo, 2200) 19 | oo 0y llwe — 1| p2gy — 0,

t€[0,T]

/Q @ () (e (z) — 1) (a)da

por (iii) de (2.1), e assim
A&e(x,t)we(x)w(x)dx — /Qu’(:c,t)lp(a:)daz, fortemente em C°([0,T]). (5.17)

Aproximando ¢'(z,t) em C°([0,T]; L*()) por fungoes da forma > n;(t)w;(x), onde
i=1
n; sdo fungdes continuas sobre [0,7] e as ¢; pertencem a L>(Q2), Vi € {1,2,-- -, k},
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deduzimos, de (5.17) e por (i) de (2.1), que

/&E(x,t)we(x)cp/(x,t)dxﬁ/u/(x,t)go'(x,t)dx, fortemente em C°([0,T7).
Q Q
(5.18)

4° termo. Observemos que

/Q Vi (2,5) - V(wd(z)p(z, $))dz = (~Awe, (t)o()e

(5.19)
—2/9176(:1:,15)Vw6($)-Vgp(m,t)dx—Aﬂe(x,t)we(x)Aw(x,t)dx.

Consideremos a fungao

t— —Q/Qﬂe(x,t)Vwe(ac) -Vo(z,t)de — /Qﬂe(x,t)weAw(x,t)dx.

Agora, do teorema (4.1), temos que U, é limitada em W1>°(0,T; L*(Q2)), logo a
fungao é limitada em Wh>(0,T) e é relativamente compacta em C°([0, TY).

Com isso,

—Q/QHG(x,t)Vwe(:L‘)-Vgo(m,t)dx—/Qﬂe(m,t)weAgp(a:,t)dx

(5.20)
— —/Qu(m,t)Aw(x,t)dx = /QVu(x,t) -V(z,t)dr,

fortemente em C°([0,77).
Analisemos, agora, o termo (—Aw, u.(t)p(t))q-

Como, u. = 0 em S, segue que

(=Awe, uc(t)p(t))a = (pe, Ue(t)p(t)) -

Mas, como u € H™1(Q), e L2(2) = H1(Q) existe uma sequéncia v em L?(Q) tal que

. (5.21)

| =

Ve — ptll 1) <
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Assim,

[(—Awe, tep)a — (1, up)allreor) < [[{te =t tep)allze o)
[ — i, (e — U)>QHL°°(0,T) (5.22)

K wr, (e = w)all(o.1)-

Por (iv) de (2.1) e por (4.2), temos

lim [[{pe = p1, Uephall e o.1) <

< 11_1[% (|We%0”Loo(o,T;H5(Q))Hﬂe - /L”H*1(9)> =0,

e, de (5.21), temos

(e = vy (e — u))al| Lo,y <

e

< [lp(ue — u)”LOO(O,T;Hol(Q))H:u - VkHH—l(Q) <

Além disso, de (4.2) e da proposicao (2.1), temos que
. — u, fortemente em C°([0,T], L*(Q)), e

portanto, para k fixado,

lim [[ (v, ©(@e — u))all=@or) <
=0 o (5.23)

< Tim (el 2o |21l 2o ke = wllcogoryz2(@y)) = 0.

De (5.22) e (5.23), segue que
(—=Awe, Uep)q — {11, up)q, fortemente em C°([0,T)).

Assim,

/ Vi (z,t) - Vw(x)p(z,t)de — / Vu(z,t) - Vo(z, t)dr + (p, up)a, (5.24)
Q Q
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fortemente, em C°([0, TY).

Portanto, por (5.10), (5.15), (5.18) e (5.24), segue que

ec(ue — wep)(-) — e(u — ¢)(+), fortemente em C°([0,T]), V¢ € D(0,T;D(Q)).

OJ

5.3 Corretor para a Equacao da Onda

Nesta se¢ao apresentaremos o resultado de corregao para a equagao da onda, em um
dominio com pequenos buracos. Para isto usaremos a convergéncia forte da energia,

demonstrada na secao 5.1 e o resultado auxiliar visto na secao 5.2.

Teorema 5.2 Suponhamos que as hipdteses do teorema (5.1) sejam satisfeitas. Se
u denota a tnica solugdo do problema homogeneizado (4.3), entao a seqiéncia de

solugoes {uc}eso do problema (3.1) satisfaz:

w. — ', fortemente em  C°([0,T); L*(Q)), (5.25)
Ue = WU + 1o, cOM (5.26)
re — 0, fortemente em  C°([0,T); Wy (Q)). (5.27)

Além disso, se u € C°(Q x [0,T)), entdo

re — 0, fortemente em  C°([0,T]; Hy(Q)). (5.28)

Antes da demonstracao do teorema 5.2, faremos a seguinte observagao:

Observagao 5.1 Seu € D(Q), o teorema 5.2 é uma conseqiiéncia direta da proposi¢ao

5.1. De fato, (5.26), e (5.28) sequem imediatamente de (5.8) e (5.25) é também uma
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conseqiiéncia de (5.8), observando que

/ / / / /
u, —u' = u, —wau' + (we — )u'.

Mas, se u nao pertence a D(Q), o teorema 5.2 ndo pode ser obtido tdo facilmente.

Nesse caso, a solucdo u deverd ser aproximada por uma sequéncia de fungoes requlares

¢ para deduzirmos (5.25), (5.26) e (5.27) de (5.8). E o que faremos na demonstracio

abaizo.

Demonstracao: (do teorema 5.2) Pelo teorema 4.1, temos que
u € C([0,T; V)N CH[0, T]; L*(2)).
Seja (pg) uma seqiiéncia em D(Q) tal que
pr — u, em C°([0, T; V) N CH([0, T]; L*(%2)),

quando k — oo.

Pela proposigao (5.1), temos

lim sup {||(17e - we@k)’”%oo(o,T;L?(Q)) + IV (e — wﬁ‘pk‘)H%O@(O,T;L?(Q))} <

€E—

< 2le(u = wp)ll L= 0,1),

e assim,

im lim sup {n (e — wepr)' |3 oo 011200 +

k—oo 0

+|IV (u, — we¢k)||2Loo(o,T;L2(ﬂ))} =0
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Notemos que

||17'e - U'||Lw(o,T;L2(Q)) = ||17e + we% - we% + 802 - 902 - u/”LOO(O,T;L?(Q))
< ' — wepil| Loz @)y + 1605 (We — 1)l Lo 0.1:22(02))

+Hlor — @l o172 @)
(5.31)
Por (5.29), (5.30), (5.31) e (2.1), deduzimos que

w' — ', fortemente em C([0, T]; L*(Q2)).

Logo, (5.25) esta demonstrada.

Por outro lado, temos

IV (e = wew)|| oo 0,731 () =
= |V (U — weu) = V(wepr) + V(wepr) |z 0.1 ()
= ||V(te — wepr) + V(we(pr — u) || e o.1;20 0)
<||V(ae — weSOk)HLOO(O,T;Ll(Q)) + [V (we(pr — U))||L°°(0,T;L1(Q)) (5.32)
< O V(e — wepr) || L 0,152 + | Vwe(0r — )| Lo 0,7521 (02))
HweV(or = u)|| oo/ (@)
< C||V(u. — we@k)HLoo(o,T;H(Q)) + C”VU)GH[H(Q)]N ok — U”CO([O,T};LQ(Q))

‘I‘OHU/EHLQ(Q) Nlr — U||CO([0,T};H§(Q))-

Assim, combinando (2.1), (5.29), (5.30) e (5.32), segue que
Vr. = V(i — weu) — 0, fortemente, em C°([0,T]; [L*(Q)]™).

o que demonstra (5.27).
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Consideremos, agora, o caso em que u € C°(Q x [0,T]). Neste caso, a seqiiéncia

(pr) pode ser escolhida de maneira que satisfaga, além de (5.29), a seguinte hipdtese
¢r — u, fortemente, em C°(Q2 x [0,T])).
Com isso, podemos estimar V(u, — weu) em L°°(0,T; L?(Q2)) e ndo apenas em

L>(0,T; L*()), como fizemos em (5.32). Com efeito, temos que

|V (we(or — w))|| Lo 0/m522(0)) <
< [Vwe(eor, — U)||L°°(0,T;L2(Q)) + lweV (or, — u>||L°°(0,T;L2(Q))

< CHVWH[mmnN Nlow — UHCO(ﬁx[o,T}) + CHweHLw(Q) lor — u”L“’(O,T;H&(Q))'

Analogamente a (5.32), isso nos da

Vre = V(. —wu) — 0, fortemente, em C°([0, T]; [L*(Q)]"),

o que demonstra (5.28).
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Capitulo 6

O Caso dos Buracos Menores que o

Tamanho Critico

Neste capitulo estudaremos o caso partidular onde os buracos sao menores que
o tamanho critico. Neste caso, a sequéncia w., do quadro de hipéteses (2.1), con-
verge fortemente em H'(), o que resulta u = 0. Os resultados de homogenizagao e
corre¢ao, apresentados nos capitulos 4 e 5, continuam validos neste caso, podendo ser
melhorado o resultado de corregao, substituindo-se w, por 1, e assim a convergéncia
forte dos dados agora implicarda na convergéncia forte das solugoes.

Admitiremos que:

.
Existe uma seqiiéncia de funcoes testes w,. que satisfaz

1 wEGHl Q, We || Lo SM
(i) (), llwellLoe(e) < My 61)

(1) we=0em S,

| (i) we — 1, fortemente em H'(2).

Observacao 6.1 Notemos que a hipotese principal nao € feita diretamente sobre a
forma e o tamanho dos buracos, mas em termos da familia de funcgoes testes w.. As
hipdteses (6.1) dizem que o tamanho dos buracos r. é menor que o tamanho critico

dado em (2.4), ou seja, r. € tomado satisfazendo
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e2logr, — —oo, sen =2

¢/ (n—2) (6.2)
— 400, sen > 3.

Te
A principal diferenca entre as hipoteses (2.1) e (6.1) é que, em (iii) de (6.1), ad-
mitimos a convergéncia forte de w.. Neste caso, a hipdtese (iv) de (2.1) é claramente
satisfeita com v, = 0, pe = —Aw, e p = 0.
Notemos, também, que se admitirmos que (2.1) € satisfeita com pu = 0, o uso de

ve = pw, com @ € D(Q) em (iv) de (2.1), implica que
w, — 1, fortemente em Hj, (Q),

isto nos diz que a condi¢ao = 0 em (2.1) pode ser entendida como uma “ versao

local” de (6.1), onde H*(QY) € substituida por H}, ().

Exemplo 6.1 Um exemplo em que o quadro de hipdteses (6.1) € satisfeito, se da
quando ) € periodicamente perfurado por buracos S. da forma S dada no exemplo
(2.1) e tamanho como em (6.2) (ver observacgdio (2.2)).

Outro exemplo que satisfaz (6.1) é o caso onde S, € a unido de um nimero finito

N (fizo) de buracos que se dissipam, ou seja,
N
Se=Jss,
i=1
com S¢ conjuntos fechados tais que S¢ C K para algum K tal que K C Q e
diam(S5) — 0, quando € — 0.

Teorema 6.1 Suponhamos que o quadro de hipdteses (6.1) seja satisfeito e consider-
emos uma seqiéncia de dados que satisfazem (4.1). Entdo, a sequéncia u, de solugoes

de (3.1) satisfaz:
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U = u,  fraco-estrela em L°°(0,T; Hi(9))
u’ = ', fraco-estrela em L>(0,T; L*(Q)),

uc(t) — u(t), fracamente em HJ(S2)

ul —u'(t),  fracamente em L*(2),

para todo t € [0,T], onde o limite u € a unica solugao de:

' — Au=f, em Q=Qx(0,7T)
u =0, em X =002x(0,7T)
(6.3)
u(0) = u®, u'(0) = ul, em €
| e €0, 7 () N M0, T L)
Além disso, se os dados satisfazem
fo— f, fortemente em L'(0,T;L*(Q))
w’ —  u®  fortemente em HE(Q), (6.4)
ul — u', fortemente em L*(Q),
entao,

U — u, fortemente em C°([0,T]; H}()) 65)

~I

u, — u, fortemente em C°([0,T]; L*(Q)).

€

Observagao 6.2 Notemos que a substituicao da hipdtese (2.1) pela hipdtese (6.1)
implica que a condi¢do (6.4) equivale a hipdtese do teorema (5.1).[ Com efeito, quando
(5.1) e (6.1) sdo satisfeitas, o teorema (2.1) nos dd a convergéncia forte de U0 para
u’, em HL(Q), pois p = 0 em (2.10). Reciprocamente, g. = —Au§ e g = —Au°

claramente satisfazem (5.1)].

Demonstracao: ( do teorema (6.1)) A demonstragao da primeira parte do teorema

(6.1) (passagem ao limite em (3.1)) é uma mera reformulagdo dos teoremas (4.1) e
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(4.2). Por outro lado, as hipdteses em (5.3) implicam que as hipdteses do teorema
(5.2) sobre os dados u?, u! e f. sao satisfeitas, entao (6.5)s é dada por (5.25).

Para demonstrarmos (6.5);, procederemos como na demonstragdo do teorema
(5.2). Seja ¢r € D(Q) uma seqiiéncia satisfazendo (5.29).

Assim, temos

IV (e = w)l| Lo rizz@m < V(@ = weipr) | oo 0.1:22(2))
HIV (T = we)pr)| Lo 0,152 () (6.6)

[V (or — )| Lo 0,752 (02)) -

Raciocinando como na demostragao do teorema (5.2), e usando agora a convergéncia
forte de w, para 1, em H'(£2), no segundo termo apés a desigualdade (6.6) ( esta é a

novidade importante aqui), obtemos facilmente (6.5);.
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Apendice

Neste apéndice apresentaremos a defini¢ao e enunciaremos alguns resultados sobre

medidas de Radon e provaremos a densidade de D(€2) no espago V, definido em (2.8).

A.1 Medidas de Radon (ou medidas de ordem zero)

Sejam 2 C R", aberto e K um subconjunto compacto de 2. O espaco
Ce(Q2) ={p € C(Q?) : supp ¢ C K},
munido da norma

ol = max {[p(t)] : ¢ € K7},

¢ um espaco de Banach.

Definicao A.1 Seja {¢n}nen uma seqiéncia em C,(S2), escreveremos ¢, — 0 se, e

somente se, existir um subconjunto compacto K C €, tal que
(1) supp ¢, C K, ¥n € N,
(i1) o, — 0, uniformemente em €.

Dizemos, entao, que {pn,tnen converge para zero, em (ou no sentido de) C,(£2).

Definicao A.2 Uma medida de Radon real p, em €2, é uma forma linear em
Ce(Q), que é continua no sentido em que {@n}n C Co(Q) e v, — 0, juntos, im-

plicam lim p(p,) = 0.
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Analogamente define-se medida de Radon complexa.

Proposicao A.1 Uma forma linear p em C.(2) € uma medida de Radon, se, e

somente se, para todo conjunto k C €1, existir my > 0 tal que

(P < millllse, ¥ € Ce(Q),

com supp [ contido em K.

Definicao A.3 Uma medida de Radon real 1, em €0, € positiva no sequinte sentido:

para toda ¢ € C.(Q2), com p(x) > 0, para todo x € €,

| etrint) =

Nesse caso

p(e) = sup{u() : Y € Cer (), ¥ < @},

para cada @ em C.y (), conjunto das fungoes positivas em C.(S).

Exemplo A.1 Sao exemplos de medidas de Radon: medida de Lebesque, medida

atomica, densidades, medida de Lebesque-Stiltjes.

A.2 Um Resultado de Densidade

Teorema A.1l Seja Q C R"™, aberto e limitado. Consideremos u € H'(Q)

uma medida de Radon finita e positiva sobre ).  Entao D()) € denso em V =
H(Q) N LA(Q;du).

Demonstracao: Dividiremos a demonstragao em trés etapas:
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12 etapa - Densidade de V N L>(Q2) N L>®(Q;du) em V

Sejam v € V e r > 0. Definamos

r, se v>r
Tiv= v, se |v]<r

—r, se v < —T.

Temos que T,v € HL(Q) N L>®(Q), Vr >0 e que

T,v — v, fortemente em H;(f2), quando 7 — oo.

Também, |T,(z)| < r, Vo € Q, exceto sobre um conjunto de capacidade zero.

Sendo ;1 uma medida de Radon pertencente a H~1(f2), e como todo conjunto de
capacidade zero é u - medida zero, temos que |T,v(z)| < r, Vo € €, exceto sobre um
conjunto de medida zero.

Logo, T,v € L>®(Q;du) C L*(Q;du). Com isso, T,v € V.

Da convergéncia forte de T,v para v, em H} (), existe uma subseqiiéncia, ainda
denotada pelo mesmo simbolo, tal que T,v(z) — v(x), Vo € Q, exceto sobre um
conjunto de capacidade zero.

Assim, T,v(xz) — v(x), Vo € §, exceto sobre um conjunto de p - medida zero.

Aplicando o teorema de Lebesgue, temos T,v — v, fortemente em L*(€);du),
quando r — 00.

Portanto, V' N L>(2) N L>°(Q;du) é denso em V.

22 etapa - Densidade de VN CY%(2) em V

Consideremos v € V N L*(2) N L>®°(Q;du) e v, uma seqiiéncia tal que

v, € D(Q), para cada r fixo,

v, — v, fortemente em H} (), se r — oc.
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Seja M = [[v]| poc () = [Vl poo(0ay) € cOnsideremos a seqiiéncia w, = Thr41v,. Temos
que w, € C%(Q).

Sendo a aplicagao Thryq : HY(Q) — H(Q), continua, segue que

w, = Tarp10, — Tarpv = v, fortemente em Hy(Q), ser — oo.

Para uma subseqiiéncia adequada, temos que w,(z) — v(x), Va € €2, exceto sobre
um conjunto de y - medida zero.

Como |w,(x)| < M +1, exceto sobre um conjunto de x - medida zero, pelo teorema
de Lebesgue, w, — v, fortemente em L*(£2;dpu), se r — oo.

Logo, para v € V. N L®(Q) N L>®(2; du), temos

w, € VNCYUND)

w, — v, fortemente em V., quando r — oo,

usando a 12 etapa, segue que V N C%(Q) é denso em V.

32 etapa - Aproximagao de fungoes de V N CY(Q2) por fungoes de D(2)

Seja v € V N CL(Q) e definamos ve = p * v, com pe(x) = +p(%), onde p € D(R")
é uma funcao nao-negativa com suporte compacto contido na bola unitaria do R™ e
satisfaz [p, p(x)dx = 1.

Temos que, para € > 0, suficientemente pequeno, v, € D(2). Também,

v, — v, fortemente em Hj(2) N C(Q), quando € — 0.

Sendo p uma medida de Radon finita, temos C(Q) — L2(;dpu).
Logo,

v, — v, fortemente em L*(Q;du), quando e — 0.
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