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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de solugoes globais
do problema de valor inicial e de fronteira associado a uma equagao de placas semi-
linear com efeitos de inércia rotacional em um dominio exterior do R™ , n > 2.
Consideramos os casos conservativo e dissipativo. Para o caso linear dissipativo
obtemos taxas polinomiais de decaimento no tempo para a energia e a norma L2
da solucao. As taxas melhoram com a regularidade dos dados iniciais. Para o caso
semilinear dissipativo é estudado primeiro a existéncia de solugoes locais fracas.
Para dados iniciais mais regulares mostramos a existéncia global de solugoes fortes

simultaneamente com o comportamento assintético da energia.



Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of global solutions
of the initial boundary value problem associated to the semilinear plate equation
with rotational inertia effects in a exterior domain of R™ , n > 2. We have considered
the dissipative and non dissipative cases. For the linear dissipative case we obtain
polynomial decay rates in time for the energy and the L2- norm of the solution. The
decay rates are improved if the initial data are more regular. For the semilinear
dissipative case we first show the existence of local weak solutions. The existence of
global strong solutions is obtained simultaneously with the asymptotic behavior of

the energy.
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Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é estudar existéncia, unicidade e com-
portamento assintotico de solugoes para o seguinte problema semilinear de valor
inicial e de fronteira dissipativo para a equacao de placas com inércia rotacional em

um dominio exterior de R", a saber:

() — 7 D ug(z, t) + A%u(x, t) + My (2, ) + Bu(x, t) = |u(x, t)|P reN t>0
u(z,0) = up(x) x €}
9
u(z,0) = uy () x €
ou
u(z,t) = —(x,t) =0, red, t>0
| ulwnt) = o)

(1)
onde € é um dominio exterior, ou seja, 2 = R"\O, n > 2, sendo O um conjunto
compacto de R™. Os coeficientes da equacao sao tais que B,A > 0 e v > 0
constantes. No problema acima u = wu(z,t) representa o deslocamento da placa no
ponto = e no instante de tempo t. O expoente p no termo nao linear é constante
ou

sen >2el <psen =2 A notagao 5:(z,.)

n

e assumimos que 1 < p < 25

denota o valor da derivada de u na direcao da normal exterior unitaria 7 no ponto
x € 99. Os dados iniciais u, e u; sdo escolhidos de modo que [ug, u1] € (H3(2) N

HZ(Q)) x H3(Q). O problema acima é um modelo opcional, para certos casos, do



modelo para vibragoes de placas finas dado pelo sistema completo de von Karman
que tem sido estudado por muitos autores, como pode ser visto no trabalho de J.
Luyo [21] e suas referéncias. J. Luyo estudou a existéncia e unicidade de solugoes
do sistema completo de von Karman em um dominio exterior e no espago todo, mas
nao o comportamento assintético. De fato, Perla-Menzala e Zuazua [19] mostraram
que a equacao de placas pode ser obtida como um limite singular do sistema de von
Kérman. Além disso, L. Luyo [21] provou que o modelo de placas termoelasticas é
limite singular do sistema de von Karman sob efeitos térmicos.

Neste trabalho mostramos estimativas de decaimento no tempo para
a energia total do sistema acima e para a norma L? da solucdo. As taxas obtidas sao
polinomiais, embora a dissipacao considerada seja linear. Isso é devido a natureza do
problema em um dominio exterior. Mesmo para o caso da equacao da onda linear,
em um dominio exterior, as taxas que tem sido obtidas sao polinomiais, como pode
ser visto em Nakao [16], Ikehata [9] [10] e suas referéncias.

Para estudar o problema acima, a idéia é estudar primeiro de maneira
completa o caso linear para depois estudar o caso semi-linear usando as estimativas
obtidas para o caso linear. Mesmo o caso linear ¢ dividido em partes. Primeiro
estuda-se o problema com 3 > 0 e depois o caso = 0. O trabalho é dividido em
capitulos. No capitulo 2 estudamos a existéncia e unicidade para o caso linear, via
teoria de semigrupos , usando idéias de J. Luyo [21]. No capitulo 3 é estudado o com-
portamento assintotico para os dois casos lineares mencionados acima. No capitulo
4 é estudado a existéncia, unicidade e o comportamento assintético do caso semi-
linear. A existéncia local de solucoes fracas para esse caso é obtida via teorema de

ponto fixo usando o semigrupo obtido no estudo do caso linear. A existéncia global



e o decaimento, em taxas polinomiais no tempo, sao obtidas, simultaneamente, por

argumentos andlogos como em Ikehata [9] [10], Nakao [16].



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que
serao utilizados no decorrer deste trabalho. As demonstragoes sao omitidas por se
tratarem de resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados,
junto com suas demonstragoes, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo () representara um subconjunto

aberto do espaco R", que eventualmente poderd ser todo R™.

1.1 Notacoes
1. K indica o corpo R ou C.

2. lal = a; + as + -+, para o = (aq,+- ,a,) € N*, neN.

a a‘OL'u n
3. D U:m,a = (Ozl,"',Oén) c N™,

4. Se f: Q) C R* — R é diferenciavel, entao o gradiente de f, que serd denotado

por V[, é definido como o vetor do R"™ dado por Vf = (%: T %)
1 n



ou

5. Se x € 99 e u é diferencidvel em z entao 8—n(x) = n(x). v u(x) é a derivada

normal em z, sendo n(z) o vetor unitario exterior a {2 em z.

6. Se F(x) = (fi(x),..., fo(x)) é um campo vetorial de classe C", definimos o
: : : =~ O f;
divergente de F(x), denotado por divF, como divF =V - F = 5 o onde
T
i=1

V é o operador definido como V = 0 , 0 R, 0 .
0x,1 0xo oz,

n_ o2
7. O laplaciano de uma fungao f é definido como div(Vf) =V -V f = Z g J;
i=1

e é denotado por Af.

Identidades tteis

Se f,g sao fungoes escalares de classe C*(Q2), Q@ C R" ¢ é uma
constante real e F e G sdo campos vetoriais também de classe C*(Q), entdo as

seguintes relagoes podem ser facilmente comprovadas.
1. V(f+9)=V[f+Vg.

2. V(ef)=cVf.

w

. V(fg) = fVg+gVf.

4. div(F 4+ G) =div F + divG.

ot

L div(fF) = fdivE + <7 f.F.

MM

Observagao: O ponto ”.”em x .y indica o produto interno em R™ do vetor x e



1.2 Distribuicoes

Seja u uma funcao numérica definida em €2, u mensuravel, e seja
(K;)ier a familia de todos os subconjuntos abertos K; de Q tais que u = 0 quase

sempre em K;. Considera-se o subconjunto aberto K = U K;. Entao
el

u=0 quase sempre em K.

Como conseqiiéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por

supp u, como sendo o subconjunto fechado de €2
supp (u) = Q/K.

Definicao 1.1 Representamos por C§°(2) o conjunto das fungdes u : Q — K,
cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é um con-

Junto compacto de Q2. Os elementos de C§°(§2) sdo chamados de fungoes testes.

Naturalmente, C§°(€2) é um espago vetorial sobre K com as operagoes

usuais de soma de funcoes e de multiplicagao por escalar.

Nogao de convergéncia em C3°((2)

Definicao 1.2 Sejam {py}ren uma seqiéncia em C§(Q2) e ¢ € C*(Q). Dizemos

que pr — @ se:
i) 3 K C Q, K compacto, tal que supp ¢, C K, para todo k € N;
ii) Para cada o € N", D* pp(x) — D p(x) wuniformemente em x € €.

Definicao 1.3 O espago vetorial C§°(2) com a nogdo de convergéncia definida
acima € denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungoes testes.

6



Definigao 1.4 Uma distribui¢ao sobre Q € um funcional linear definido em D()
e continuo em relagdo a nogdo de convergéncia definida em D(Q). O conjunto de

todas as distribuicées sobre Q0 € denotado por D' ().

Desse modo,

’

D () = {T:D(Q) — K; T é linear e continuo}.

Observamos que D’'(Q) é um espaco vetorial sobre K.
SeT € D'(Q) e ¢ € D(N) denotaremos por < T, » > o valor de

T aplicado ao elemento .

Nocdo de convergéncia em D' ()

Definigdo 1.5 Dizemos que Ty — T em D' (Q) se < Ty, ¢ > — < T, ¢ >, para

toda ¢ € D(Q).

1.3 Espagos L"(QQ)

Neste trabalho as integrais realizadas sobre () sao no sentido de

Lebesgue, assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Definicao 1.6 Sejam Q2 um conjunto mensurdvel e 1 < p < oco. Indicamos por

LP(§2) o conjunto das fun¢oes mensurdveis f: Q0 — K tais que || f| r) < 0o onde:

3=

1 fllzr (@) = /|f(9:)|pdg: L sel<p<oo
Q

[ fllze () = sup esszeq |f(z)| =nf{C € RT / med{z € Q / |f(z)| > C} =0}

7



=inf{C; |f| <C quase sempre}.

Observacao: As funcoes ||. ||rr) : LP(2) — R*, 1 <p < oo, sdo normas.

Na verdade LP(£2) deve ser entendido como um conjunto de classes de
funcoes onde duas fungoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em
Q.

Os espacos LP(Q)) , 1 < p < oo , sdo espagos de Banach, sendo L?(Q)
um espago de Hilbert com o produto interno usual da integral. Além disso, para

1 <p < oo, LP(Q) é reflexivo.
Teorema 1.1 C§°(Q2) € denso em LP(Q2), 1 <p < +o0.

Teorema 1.2 (Interpolagao dos espagos LF(Q2)) Sejam 1 < p < ¢ < oo. Se

ferP(Q)NLIQ) entio f € L"() para todo r € [p,q]. Além disso,

1@y < 1 oy 1 15

1 1 1
para todo o € [0,1] tal que — = a—+ (1 — a)—.
r p q

Espagos L} (Q)

loc

Definicao 1.7 Sejam €2 um aberto do espago R™ e 1 < p < oo. Indicamos por

Lp

1 (8) o conjunto das fungoes mensurdveis f 1 @ — R tais que fxx € LP(Q),

para todo K compacto de §2, onde xi € a func¢ao caracteristica de K.

1
loc

Observagao: L, .(€2) é chamado o espago das fungdes localmente integraveis.



Para u € L} () consideremos o funcional T = T, : D(Q)) — K

loc

definido por

<T, o>=<T,, ¢p>= / u(z) p(z) de.
Q

E f4cil verificar que T define uma distribuicio sobre Q.

Lema 1.1 (Du Bois Reymond) Seja u € L} (Q). Entio T, = 0 se e somente

loc

se u =0 quase sempre em §).

A aplicacao
Ll

loc

(@) — D@
U — T,
é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.1 ). Em decorréncia disso é comum

identificar a distribuigao T, com a fungao u € L}, (). Nesse sentido tem-se que

Ll

loc

(Q) € D'(Q). Como LP(Q) C L} () temos que toda fungdo de LP(S2) define

uma distribuigdo sobre €, isto é, toda fungao de LP(Q2) pode ser vista como uma

distribuicao.

Definigdo 1.8 Sejam T € D'(Q) e € N*. A derivada de ordem o de T, denotada

por DT, é definida por
< DT, ¢ >=(—=1)l*l < T, D* >, para toda ¢ € D(Q).

Com esta defini¢ao tem-se que se u € C*(Q) entdao DT, = Tpa,, para
todo |a| < k, onde D% indica a derivada cldssica de u. E, se T € D'(Q) entdo

DT € D'(Q) para todo o € N™.



1.4 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secao podem ser encontrados em Adams

[1], Brezis [5], Kesavan [11] ¢ Medeiros [14], [15].

Definigao 1.9 Sejamm € N e 1 < p < oco. Indicaremos por W™P(§) o conjunto

de todas as fungoes u de LP(SQ) tais que para todo |o| < m, D*u pertence a LP(S),

sendo D*u a derivada distribucional de u. W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev

de ordem m relativo ao espago LP ().

Resumidamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(9),

Norma em W™P(Q)

Para cada u € W™P(Q)) tem-se que

p

g = | 3 10%uly | = X [ 10"

lo|<m loj<m

2|00 = Z ||Dau||L°°(Q)7

laf<m

define uma norma sobre W?(2).

Observacoes

L (WmP(Q), | - [|mp) € um espago de Banach.

10

o <m}.
1
P
()" dx | l<p<oo
p=00



2. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™2(2) torna-se um espago de Hilbert

com produto interno dado por

(u,v) = Z (D%u, D)12(0) u,v € W™2(Q).

laf<m

3. Denota-se W™2(Q2) por H™(2).

4. H™(Q) é reflexivo e separdvel.

O Espaco W,""(2)
Definicao 1.10 Definimos o espago Wi'*(2) como sendo o fecho de C§°(Q2) em

Wmp(Q).

Observacgoes
1. Quando p = 2, escreve-se H'(2) em lugar de W, (Q).

2. Se Wy"P(Q2) = W™P(Q), o complemento de @ em R" possui medida de

Lebesgue igual a zero.

3. Vale que W"*(R™) = W™P(R").

O Espago W™4(Q))

1 1
Definicao 1.11 Suponha 1 < p < oo eq>1 tal que — + — = 1. Representa-se por
P g

W=m4(Q) o dual topoldgico de W' (Q).

O dual topolégico de H'(Q2) representa-se por H " (£2).

11



Os espagos H*(R"), s € R

Definicao 1.12 Uma fungao f definida em R™ € dita ser rapidamente decrescente

no infinito, se € infinitamente diferencidvel e

pi(f) = sup sup (1 + |z|)*|(D*f)(z)] < 00, ¥V keN.

lo|<k z€R"

Denotamos por S(R™) o espaco das fungoes rapidamente decrescentes
no infinito.

Considere o espago vetorial S(R™), no qual definimos a seguinte nogao
de convergéncia: uma sucessao {f,},en de funcoes de S(R™) converge para zero,
quando para todo k € N a sucessao {pk(f,)}ren converge para zero em K. A
sucessao {f, }oen converge para f em S(R") se {pr(f, — f)}ven converge para zero
em K para todo k£ € N.

As formas lineares definidas em S(R™), continuas no sentido da con-
vergéncia definida em S(R™) sdo denominadas distribuigées temperadas. O espago
vetorial de todas as distribuigoes temperadas com a convergéncia pontual de sucessoes

serd representado por S (R™).

Definigao 1.13 Se f € S(R") ou f € LY(R"), entio denotamos por Ff a Trans-

formada de Fourier de f dada por

wn@={ LV [ e

2
Definig¢ao 1.14 Seja u € L*(R"), u, = uXp, ) onde Xp, o) € a fungdo carac-

teristica da bola de raio v e centro na origem, e Fu,, v =1,2,..., as funcgoes

(Fu, ) () = { % }2 /| e e, (y) dy

12



para todo x no R"™. Mostra-se que Fu, € L*(R") e que {Fu, },en € uma sucessio de
Cauchy no espago de Hilbert L*(R™). O limite em L*(R") da sucessao {Fu,},en €

denotado por Fu

Proposigao 1.1 (Identidade de Plancherel) Para toda funcio v € L*(R™) tem-

se que

||u||L2(Rn) = ||IFU||L2(Rn).
Proposigao 1.2 0 espago H™(R™), m € N coincide com o conjunto
{ue S R"):; J,Fue L*(R")}

onde J,, € a funcdo dada por J,,(z) = (1+ ||z||?)%, = € R™.

Além disso, a fungao ||| . |||m : H™(R™) — R" definida por
lulllm = [l TmFul| L2
€ uma norma equivalente a norma de Sobolev.

A partir dessa proposicao se define:

Defini¢ao 1.15 Para s € R, indicaremos por H*(R™) o conjunto
{ue S [R"); JFue L>R")}
onde Jy(x) = (1+ ||z]|?)2, = € R™.
Proposicao 1.3 H*(R"™) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(U, U)HS(]R") = (JS]FU, Js]FU)LQ(RTL).

13



Os espagos H*(f2), s € R

Definicao 1.16 Um aberto 2 do R™ ¢ dito ser bem reqular se a fronteira de €} é
uma variedade C° de dimensao n — 1 e ) estando localmente de um mesmo lado

da fronteira.

Observacao: Seja R > 0. O interior de um circulo de raio R em R? é um exemplo
de aberto bem regular. J4 o interior de um quadrado de lado R em R? é um conjunto

aberto, porém, nao um aberto bem regular.

Definicao 1.17 Sejam s > 0 e  um conjunto aberto limitado bem regular. O

espago de Sobolev H*(2) € definido por
H*(Q) ={u=v|q;v e H*(R")}
onde vlq indica a restrigio de v ao aberto €.

Para cada u € H*(2) tem-se que

lull s @) = inf{l[vlls@n;v € H*(R") e vlo = u}

define uma norma em H*(€2).

Observacoes
1. HY(Q) = L*(Q).
2. H*(Q2), s > 0, é um espaco de Hilbert.

3. H*(2) coincide com o espago usual de Sobolev H™((2), definido anteriormente,
se s =m € N e se 0f) for regular. Tal resultado é provado usando a teoria do
prolongamento (ver Adams [1], Kesavan [11] e Medeiros [14]).

14



4. H§(S2) é definido como sendo o fecho de C3°(€2) em H*(2). Além disso,

Hi(R™) = H*(R™).

5. H=#(Q2) é definido como sendo o dual de H§(2), s > 0.

Os espagos H*(I'), s € R
Seja 2 um aberto limitado bem regular do R™.

Definigao 1.18 Seja Q o fecho de Q em R™. Denotaremos por D(Q) o sequinte

conjunto:

D(Q) = {¢la; » € DR™)}.
Observagao: D() é denso em H*(Q2), s > 0.
Defini¢ao 1.19 Denotaremos por D(I') o sequinte conjunto:
D) ={u:T — K; u e C®T) e tem suporte compacto em I'}
onde I' denota a fronteira de €, isto é, I' = 02.

Seja u : Q — K. Entdo yu = u|r estd bem definida como uma

fungao de T" em K. Com isto tem-se que se u € D(Q2) entao you € D(T).

Definigao 1.20 Um sistema de cartas locais para Q) é uma familia (@;, U;)ier tal

que U; € um aberto limitado e,

i) para todo i € I:

onde Q = {(z1,...,zp) ER"; O0<x; <1, i=1,..n—1le—-1<ux, <1} ¢€
um difeomorfismo de classe C'*° tal que

15



e pi(U;NQ)=Q" ={(x1,...,2,) ER"; O0<x; <1, i=1,...,n};
e p;(U;NIN) =Ty = {(z1,..,zn) ER 0< 2, <1, i=1,...,n—1ce
x, = 0};

i) 00 c U = JUi;
iel
w) Se Uy NU; # 0 e seW, = (U "NU;) e W; = ¢;(U; NU;) entao
ilpr) Wi — W e %(soj_l) : W; — W, sao de classe C*°.

Agora, sejam (¢, U;),- -+, (¥n,Uyx) um sistema de cartas locais e
N

o1, ,on funcoes testes do R™ tais que Zai(x) = 1 para todo x € I' = 00 e
i=1

supp o; C U; (tais fungbes existem pois €2 é um aberto limitado bem regular).
Para uma func¢io w definida em ' = 99 sejam w; : R"' — K,
j=1,2,--- N fungoes definidas por:
(ajw)(z/Jj_l(x/, 0)), se x € Qy=(0,1)""".
wj(z) =
0, se x € R*1\Qy

Definigao 1.21 Denotaremos por H*(I') o conjunto das fungoes w : I' — K tal

que w; € HS(R™™), j=1,--- N, onde w; sao definidas acima. Isto é,

H () ={w:T — K; w; € HS(R"Y), j=1,--- ,N}.

Observacoes

1. Para u,v € H*(I"), a fungao

N
(u, V) sry = Z(Uj, V;) Hs(Rn1)

j=1

define um produto interno sobre H*(T").
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2. H*(I') é um espago de Hilbert.

3. D(I') é denso em H*(I').

Proposigao 1.4 A aplicagdo

N

Yo : D(Q) — H2(T)

definida por you = ulr, € continua na topologia de H*(SY), isto €, existe uma cons-
tante positiva C tal que

ol gy < Cllullmoy.

Como D(Q) é denso em H*(Q), em particular em H'(2), segue da
proposicao acima que existe uma aplicacao, que continuaremos denotando por ~,
de H'() em Hz(T) linear e continua que estende o, isto ¢, tal que you = u|; para
toda u € D(Q). Esta aplicacio v : H'(2) — Hz(I') é chamada de funcio traco e

seu valor em um dado u € H'(Q) é chamado o trago de u sobre T\

Teorema 1.3 (Teorema do trago) Seja 2 um conjunto aberto limitado bem re-

gular do R™ . A func¢ao traco
Yo : H'(Q) — Hz(T)
¢ sobrejetiva e Ker(vo) = Hg(9).

Observagao: Quando dizemos que u € Hj () anula na fronteira de €2, isto ¢, que

u = 0 sobre I' = 02, na verdade significa que you = 0 sobre T'.
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1.5 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.4 (Teorema de Sobolev) Sejam m >1 el <p < occ.

1 1 1
i) Se — — " 0 entio wmp(Q) C L), - =-— T;
p n g p n
g I m -
ii) Se — — — =0 entao W™P(Q) C LUQ), q € [p,o0);
p n
1 m ~
i) Se — — — < 0 entao W™P(Q2) C L>(1)
p n
sendo as imersoes acima continuas.
1.6 Desigualdades importantes
Desigualdade de Holder
. 1 1
SeJameLP(Q)egELq(Q)coml<p<ooe]—?+5:1011

g=lep=occoug=ocep=1. Entao fg € L'(Q)e

/Q ol < 1l llglzecen.

Desigualdade de Young

1 1 1 1
Sea>0eb>0el<p,g<oocom-—+—=1entao ab < —a”+ -b7.
b q b q

1.7 Teorema da divergéncia e féormula de Green

Valem as seguintes féormulas para um aberto limitado {2 bem regular:

/(div F)(x) dx = /F(m) -n(z)dl, F e [H'(D)]".
Q r
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ii.
/ v(z)Au(z) do = —/ Vo(z) - Vu(z) dr, v e Hy(Q), ue H*(Q)
Q Q
iii.
/ v(x) Au(x)de = / Av(z)u(r)de, v e H3(Q), u € H*(Q)
Q Q
onde 2 é um aberto limitado do R™ com fronteira de classe C? e n(z) denota a

normal exterior unitaria no ponto x € 9€). A fungao F integrada sobre 02 é no

sentido da funcao traco, isto é, /

A F(x) - n(x) dl significa /F(%F)(x) -n(x)dl.

1.8 Teorema do valor médio para integrais

Teorema 1.5 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo [a,b]. Entao,

existe um niumero ¢ € (a,b) tal que

b
/ £(s) ds = F(©)(b—a).

1.9 Operadores elipticos
Definicao 1.22 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N da forma

Lu = Z Co(2)D*™u, x€Q
la|<m
€ chamado de operador eliptico se existe uma constante C' > 0 tal que
Y Cal@)e® = Clefr
|a|<m

para todo & € R™ e para todo x € 2.
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Teorema 1.6 (Teorema de regularidade eliptica) Sejam L um operador dife-
rencial eliptico de ordem 2m, m € N, definido em um aberto Q2 do R™ e u € D'(Q) )

Se u € solugao de Lu = f, no sentido das distribui¢oes, com f € L*(Q) entao

u € H*™(Q).

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis-

Nirenberg [2] (ver também Perla Menzala [18]).

1.10 Teorema da aplicacao aberta

Defini¢ao 1.23 Seja X e Y espagos métricos. Entao T : D(T) — Y com dominio
D(T) C X ¢ dito uma aplicagcao aberta, se para todo conjunto aberto de D(T) a

imagem € um conjunto aberto de Y .

Teorema 1.7 (Aplicagao aberta) Um operador linear limitado T de um espago
de Banach X em outro espaco de Banach'Y ¢ uma aplicacao aberta. Em particular,

se T € bijetiva, T~ é continua.

A demonstracao do teorema da aplicacao aberta pode ser encontrada

em Kreyszig [12]

1.11 Forma bilinear e Teorema de Lax-Milgram

Definicao 1.24 Seja H um espaco de Hilbert real. Um funcional B : H x H — R
¢ chamado uma forma bilinear se B(.,y) € linear para cada y € H e B(x,.) € linear

para cada x € H.
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B € chamado de limitado (continuo) se existe uma constante K tal
que

1B(z,y)| < Kllz| llyll,  VzyeH.
B € chamado coercivo se existe uma constante § > 0 tal que
B(z,z) > §||=||>, V€ H.

Teorema 1.8 (Lax-Milgram) Seja B uma forma bilinear, limitada e coerciva so-
bre um espaco de Hilbert H. Entao para cada funcional linear continuo F em H,

existe um unico u € H tal que
B(z,u) = F(x), Vazé€H.

As definicoes e a demonstracao do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [5].

1.12 Semigrupos de operadores lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como re-

feréncias Alvercio [7], Brezis [5] e Pazy [17].

Defini¢ao 1.25 Seja X um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores
lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢ao S : RT — L(X) € um semigrupo

de operadores lineares limitados de X se:
I- S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X);
II- S(t+s)=S(t)S(s), Vt,seR".

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se
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IT1- lin(}JrH(S(t) —DNz||=0, VzelX.
t*)

Proposi¢ao 1.5 Todo semigrupo de classe Cy é fortemente continuo em RT, isto
é, set € RT entdo

lim S(s)x = S(t)xz, VzelX.

s—t

Definicao 1.26 Se |S(t)|| < 1, VYt >0, S € dito semigrupo de contragoes de

classe Cy.

Definigao 1.27 O operador A : D(A) — X definido por

—1I
D(A>:{ reX | hlim %x existe }

—0

Alz) = lim % r, Ve D(A)

h—07F

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.6 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy € um ope-

rador linear e fechado e seu dominio € um subespago vetorial denso em X.

Proposicao 1.7 Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de

S. Sex € D(A), entio S(t)xr € D(A) Vit>0e
d
ES(t)x:AS(t)x:S(t)Ax.

Definicao 1.28 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Ponhamos A = I, A' = A e, supondo que A*~' esteja definido, vamos definir A*

pondo
D(A*) ={x | x € D(A* 1) e A* 1z € D(A)}

AFp = A(A* 1), ¥V x € D(AF).
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Proposicao 1.8 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao:

I- D(A*) ¢ um subespaco de X e A¥ é um operador linear de X;

II- Se x € D(A*) entao S(t)x € D(A*) t>0ce

k
%S(t)x:AkS(t)x:S(t)Akx, VEkeN;

IT1- ﬂ D(A®) ¢ denso em X.
k
Lema 1.2 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x € D(AF),

k
ol =) || Az (1.1)
§=0

o funcional |.|;, ¢ uma norma em D(A¥) munido da qual D(A*) é um espaco de

Banach.

Definigao 1.29 A norma (1.1) é dita norma do grdfico. O espago de Banach que

se obtém munindo D(AF) da norma (1.1) serd representado por [D(AF)].

Teorema Lumer-Phillips

Definicao 1.30 Seja A operador linear de X. O conjunto dos \ € C para os quais
o operador linear \I — A € inversivel e seu inverso € limitado e tem dominio denso
em X, € dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A).

O operador linear (A — A)™', representado por R(\, A), é dito resol-

vente de A.
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Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (., .) a dualidade

entre X e X*. Ponhamos, para cada x € X,

J(x) = {2" € X*|(z,2") = 2| = [|]2"[I"}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # © V x € X. Uma aplicacao
dualidade é uma aplicagao j : X — X* tal que j(z) € J(z), VreX.

Imediatamente se vé que ||j(z)|| = ||=]-

Definigao 1.31 Diz-se que o operador linear A : X — X € dissipativo se, para

alguma aplicacao dualidade, 7,

Re(Ax,j(z)) <0  Vz € D(A).

Teorema 1.9 (Lumer-Phillips) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracgoes de classe Cy entao:

i- A € dissipativo;

ii- RA—A)=X, A>0 (R\A—A)= imagem de A\— A=)\ —A).
Reciprocamente, se

i- D(A) € denso em X;

ii- A € dissipativo;

iii- R(A—A) =X, para algum Xy > 0,

entdio A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy.
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Capitulo 2

Equacao Linear de Placas -

Existéencia e Unicidade

Neste capitulo, mostramos através da teoria de semigrupos, a
existéncia e unicidade de solugoes fracas, para o seguinte problema de Cauchy asso-

ciado a uma equagao de placas com inércia rotacional em um dominio exterior:

vz, 1) — v DN vy, t) + A?v(x, t) + Avg(z, 1) + Bo(z,t) =0 em Q x (0,00)
v(x,0) = vo(x) z €
v(z,0) = vy (2) x €}
ov
v(x,t) = —(x,t) =0 red), t>0
| vl = 5w

(2.1)
onde Q é o dominio exterior, ou seja, 2 = R"™\O, n > 2, sendo O um conjunto
compacto de R", [vg,v1] € (H3(Q)NHZ(Q)) x HX(Q), B,A >0 e v > 0 constantes.
A fungao v = v(x, t) descreve o deslocamento transversal da placa. O termo Avy(z, 1),
se A > 0, representa uma dissipacao friccional na placa. Assim, se A > 0, o sistema

(2.1) ¢é dissipativo.
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Finalmente, dizemos que neste trabalho o produto interno em L?*(Q)

serd indicado por ( . ) e a norma em L*(Q) por || . |.

2.1 Equacao linear nao dissipativa com 3 > 0

Nesta secao, mostramos a existéncia e unicidade de solugoes fracas,
do problema de valor inicial e de fronteira (2.1), com A =0 e 3 > 0, de modo que o
problema (2.1) nao tem uma natureza dissipativa.
Agora, queremos definir um operador A com dominio em HZ(1).
Definimos seu dominio como sendo o subespago de HZ(f2) dado por:
D(A) = {v e HAQ) | Ty =y, € HH(),
(Av, AY) + B(v, ¥) = (y,¥) +7(Vy, V), Ve HF(Q)}
Da definicao de D(A) é natural definir o operador A, como:
A:D(A) — H}(Q)
Av=vy,, wve DA

Mostraremos no lema 2.1 que A esta bem definido.

Teorema 2.1 Seja n > 2. Para [vy,v1] € (H3(Q) N HZ(Q)) x HE(Q), o problema

(2.1) com A =0 e 8 >0 admite uma unica solu¢ao fraca v, tal que
v € C([0,00); H*(Q) N HF(Q)) N CH([0, 00); HF (2)) N C2([0, 00); H ()

(0 (t), ) + 7 (Vou(t), V) + (Du(t), Ay) + B(u(t), ¢) = 0, Vi>0

v(z,0) =vo(x) e wv(x,0)=v(x) x em §)

para cada ) € HZ().
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Demonstracao:

Fazemos a demonstracao usando teoria de semigrupos e seguindo idéias
de Luyo [21] e nos lemas a seguir.
As idéias da prova sao as seguintes.

Definir o operador:
B: D(B) = D(A) x H}(Q) C H3(Q) x Hy(Q) — HF(Q) x Hy(Q)
por
Blv,w] = [w, —Av], [v,w] € D(B)

onde A é o operador definido acima.
O trabalho serd mostrar que B gera um semigrupo de contracoes de

classe Cy. Feito isso, o problema

%Z(t) = BZ(t), Vt>0 0

Z(0) = Zy = [vo, 1] € D(B)

pela teoria de semigrupos (A. Gomes [7]), tem unica solu¢ao Z(t) = [v(t), w(t)] na
classe

Z € C([0,00); [D(B)]) N C([0, 00); Hy(2) x Hy(€2)) (2.4)

onde [D(B)] representa o espa¢o D(B) munido da norma do gréfico.

Além disso, como sera mostrado no lema 2.2,
|v]| a3 < C |Av||gr)y, YV ve D(A) onde C € RT. (2.5)
Assim, pela definicao de B

[01(t), we(t)] = [w(t), —Av(t)], >0
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Isto é:

Entdo, disso resulta de (2.4) e (2.5) que
v € C([0,00); H*(Q) N Hg (€2)) N CH([0, 00); Hy(2)) N C*([0, 00); Hy (2))
e além disso, da definicio de A tem-se que V ¢ € H2(R)
(Ao, M) + B(v,9) = (Av,¥) +7(V(Av), Vi) = (—vee, ¥) +7(V (=), V).
Isto &,
(Vs ) + V(T 0u, VY) + (Dv, &) + B(v,90) =0, Vo € H(Q)

e também [v(0), v,(0)] = Zy = [vg, v1].
Portanto, a primeira componente v(t) de Z(t) é a solu¢ao do problema

(2.2).
Lema 2.1 Para qualquer v € H2(S)) existe no mdrimo um y =y, € H} () tal que

(A, &) + B(v,4) = (y,¥) +v(Vy, V), Vo € HF(Q). (2.6)

Prova:

Se y1,y2 € H}(Q) satisfazem a relagao (2.6), tem-se
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Isto é,

(Y1 — y2,¥) + (V1 — y2), V) =0, Ve Hi ().

Seja y := y; — y» . Pela densidade de HZ(2) em HJ(Q), existe

{,}ven € HE(Q) tal que lim 1, =y em HJ(£2). Assim,

[, =yl < ||¢u—y||H1(Q) — 0, se v — 00.

Em particular

‘Wu” - H?JH, se vV — o0.

Mas, por (2.7) tem-se

e =yl = lyll? = 2(y, ¥0) + ||| — 0,  se v — oo.

Logo, usando (2.8) e (2.9) conclui-se que

Tim (y,) = [yl?, em R

Analogamente,

lim (vy, 7)) = | vyl?, em R,

Assim, como

(v, ) +v(Vy, Vi) =0, VrveN

obtém-se por passagem ao limite que

lyl* + 1 7 ylI* = 0.
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Isso implica que

lyll* = 0.

Logo

Y1 = Y2

e portanto o lema esta provado.

Observacao 2.1 Comov =0 € D(A), seque do lema 2.1 que A estd bem definido.

Lema 2.2 D(A) C H*(Q) e 3C > 0 tal que |[v|p3@) < CllAv||m@), Vv €

Dado v € D(A) pela defini¢cao de D(A), 3y € H}(Q2) tal que

(Av, D)+ B(v,9) = (y,¥) +4(Vy. Vo), ¥ € H3(Q). (2.10)

Seja F': H}(Q) — R dado por

(Fop)y = (y, ) +v(vy, V), e Hy(Q).

E claro que F' é linear e bem definido.

Também F' é continuo. De fato,

[(E ) < [, O+ A7y, v < Myl Tl + 1T 7yl 7 9l <
Uyl + 2 7y 1 lla), Vo € Hy().

Assim, F € H1(Q).
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Entao o problema variacional (2.10) toma a seguinte forma:

(Dv, ) + Blu, ) = (F,4), Y € HE(Q). (2.11)

Do fato que F' € H~1(Q), da teoria de interpolagao, segue do problema

variacional (2.11) que v € H3(Q2) e
||UHH3(Q) < CHFHH*l(Q). (2.12)
Assim, D(A) C H3(Q),

Agora, como F' € H™1(Q) estd definido em termos de y € Hy(f2) por:

(o) g—@),m ) = (0, ¥) +v(Vy, V), Y € Hy(Q).

Entao,

< Cllyllar o)

Fyn) -
1F vy = sup (F,n) -1(0).11(Q) < sup Nyl Il +~Il 7 yll | 7 7l
70 In 71 ) 70 191 &1 )

Logo de (2.12) tem-se que

[ollms) < Cllyllar), ¥ ve D(A).

Como Av = y (definigdo de A) resulta que a estimativa do lema esta

também provada.

Lema 2.3 H3*(Q) N HZ(Q) C D(A), ou seja, dado v € H*(Q) N HZ(Q) podemos

encontrar y € H}(Q) tal que

(Ao, &) + B(v,¥) = (y, ) +9(Vy, V), V¥ € HF(Q). (2.13)
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Prova:

Vamos provar que dado v € H*(Q) N HZ(Q), Iy € HL(Q) tal que,

—(V(Av), 7)) + B(v, ) = (y,¥) +v(Vy, V), V€ Hy(Q).

Sejav € H3(Q) N HZ(Q) e F: HY(Q) — R dado por:

(F, ) = =(V(Av), v¢) + B(v,), Vo € Hy(Q).

Entao F estd bem definido, é linear pois v € H?(€2). Além disso, F é

continuo pois

[(F, ) < (v (Lv), 79)| + Bl(v, ) < | 7 (Do)l [ 7 ¢l + Bllvll 4] <
(7 (A + Bllvl) 1l @ < A+ B)lvllase 1¥lme, Ve Hy(Q).
Assim F € H1(Q).

Seja a : HY(Q) x HY(Q) — R, tal que

a(p, ) = (. ) +7(Ve, V), V¥, € Hy(Q).
Entao a( ., .) bem definida e
i) a(., .) ¢é bilinear;
ii) a(., .) é coerciva:
a(p,9) = [l + 7 7 @lI> = min{ 1,7} @l g, ¥ @ € HQ.
iii) a(., .) é continua:

la(e, V) < [, V)| + (v, V) < llell 19l +~1l w7 el I 7 4

< V2max{L, 1} lelm@l¢lme, Vev e Hy(Q).
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Logo, o problema variacional

aly, ) = (F.¢), Ve H}(Q) (2.14)

tem, pelo Teorema de Lax-Milgram, uma tnica solugao y € Hj ().
Em particular (2.14) vale para cada ¢ € D(f), isto é, existe tinico

y € HL(Q) tal que
(4, 0) +7(Vy, V¥) = =(V(L0), v¥) + B(v,4), ¥V € D(Q). (2.15)

Mas, se ¢ € D(2) tem-se

—(V(AU)7 VW = (AU, Al/})

Substituindo em (2.15) e usando a densidade de D(Q2) em HZ(Q) segue
que (2.13) ¢é valido.
Logo, pela definicao de A tem-se que v € D(A), isto é, H?(Q) N

H2(Q) € D(A).
0

Agora, consideramos o operador B definido no espago H3 () x Hj (),

cujo dominio é dado por
D(B) = {(v,w) € D(A) x H§()}
e é calculado por
Blv,w] = [w,—Av] , V (v,w) € D(B) (2.16)

sendo A o operador introduzido no inicio desta secao.
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Lema 2.4 Se p € p(B) e |p— A < entio A € p(B), a série

1
|1 R(p, B

(n—=N)" R(p, B)"*!

n

converge e

RO\B) =Y (n—\)" R(u, B!

n=0

A demonstragao deste lema pode ser encontrado em (A. Gomes [7])

Lema 2.5 Seja B um operador linear com dominio denso D(B) em um espaco de
Hilbert H. Se B € dissipativo, sobrejetivo e 0 € p(B), o conjunto resolvente de B,

entao B € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes em H.

Prova:

Vamos mostrar primeiramente que B ¢é fechado.

Seja {x, },eny uma sucessdo em D(B) tal que
z, —x em H

Bx, —y em H.

Por hipétese, tem-se que B! é continuo e definido em todo H. Assim:
B 'Bx, =z, — B 'y em H.

Pela unicidade do limite z = B~'y. Logo z € D(B) e Bx = y.

Portanto B é fechado.

Seja A tal que 0 < A < ||B7Y|7!, pelo lema 2.4 tem-se que \ € p(B).
Sendo B fechado, R(A, B) é igualmente fechado, logo R(\, B) é um operador linear
limitado e fechado em um conjunto denso em H. Seu dominio é, pois, H.
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Portanto, segue do Teorema de Lumer-Phillips que B é o gerador de

um semigrupo Cj de contracoes sobre H.

Observagao 2.2 Para um operador A definido em um espaco de Hilbert, a dissi-

patividade € equivalente a que (Az,x) <0, VYV x € D(A).
Lema 2.6 HZ(Q2) munido da norma

[ollg = llol* + 1 A0l?, v e Hi(Q)
€ um espaco de Hilbert.
Prova:

Seja {v, },en uma seqiiéncia de Cauchy em (HZ(Q), || - [lo)- Logo {v, },en
e {Av,},en sao seqiiéncias de Cauchy em L*(92).

Agora definimos v, a extensao de v, ao R" por:

v, em
v, =

0 em R™\Q

Como v, € HZ(Q) segue que v, € H*(R") e Av = Av.
Assim, {0, },en € {20, }en sdo seqiiéncias de Cauchy em L?(R™).
Seja Jo(z) = (14 |z]?), = €R™

E sabido que a funcao

lulll = I2Fule@n, ue H*R")
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é uma norma equivalente a norma usual de Sobolev em H?(R"), onde Fu é a trans-
formada de Fourier da funcao u.
Sendo F linear e F (D%u)(x) = [il* 2$* 25% ... 29 Fu(x), com o =

(o1, g, ..., ) € N, tem-se
F (Au)(z) = —|z|*Fu(z), u € H*(R™).
Assim,

IF(AD) 2@y =1 | - PFo, [lr2@ny,  VveN
Entao pela equivaléncia das normas, existe C' > 0 tal que

10| 2@y < Cll 2 FOy |2y = Cll (1 + | - P)F0, [| 2y < CLIFG || 2@n+
I PFO, [lr2@n) } = C{IFO | 2@n) + | F(AG) | r2@ey }, Vv eEN.

Usando a identidade de Plancherel, obtém-se que

1ol 2@ny < CLllOoll 2@y + | A Ollp2@ny ), Vv eN

Assim, {0, },en é uma seqiiéncia de Cauchy em H?(R"), pois como
mencionado anteriormente, {0, },en € {AU, },en sao de Cauchy em L?(R").
Entao existe v € H?(R") tal que v, — v forte em H?*(R™).
Tem-se que
/ | D0, (z) — D0 (x)|? dx < |D*0,(z) — D*v(x)|? dz, V¥ |a| < 2.
Q Rn

Entao, conclui-se que

D0, |q — D*|q em L?(92), Vol < 2.
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Seja v = v|q a restricdo de v a Q. Entao vale que

D%, — D*v em L*(Q), Vel <2

onde v = V|gq.
Portanto, v, — v em H?*(Q), com v, € HZ(Q), Vv € N. Como

HE(Q) é fechado, resulta que v € Hg(2). Mas, naturalmente que ||. [lo < ||. || m2()-

Assim v, — v em (HZ(Q), || - |lo)-
0
Lema 2.7 Em H{(Q) as normas || . ||m2@ € || - |lo, sdo equivalentes.
Prova:
Pelo lema 2.6, H2(2) munido da norma || . o é um espago de Banach.

Dado v € HZ(), é claro que
101§ = [0l + [ A vl < [[ollF2q)-
Entao o operador identidade I é tal que

I (HZ (), - Nez@) — (HE(Q), | - [lo),

¢ continuo. Pelo teorema da aplicacao aberta, segue que

I (HF (), 1 - llo) — (HF(Q), - )

é também continuo.

Assim, existe uma constante C' > 0 tal que,

lvllz2@) < Cllvllo, Vv € HF ().
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Portanto as normas sao equivalentes.

Lema 2.8 O operador B : D(B) — HZ(Q) x H}(Q), definido em (2.16), gera um

semigrupo de contragoes em HZ(Q)) x HY(Q).

Prova:
A idéia da prova é mostrar que B atende as hipdteses do lema 2.5.
Seja [v,w] € D(B). Assim, v € D(A) e w € HZ(Q).
Calculamos o produto interno em HZ(Q) x H (), usando em HZ(Q)
o produto interno que define a norma || . ||o:

(Blv, w], [v, w]) m2(@) i) = ([w, =Av], [v, w]) r2@)xm @) =
(0, V) 2(0) + (—Av, 0) 1) = (w,v) + (Aw, Av) + (V(=Av), Yw)+
(—Av,w) < C{(Aw, Av) + B(w,v) + ¥(V(=Av), Yw) + (—Av,w)} =
C{(Aw, &v) + B(w,v) — (Aw, Av) — B(w, v)} =0

pela definigio de v € D(A) e de Av.

Portanto

(B[U’w]v [U, w])HQ(Q)XHl(Q) <0, v (Ua w) < D<B)
Logo, B é dissipativo.
Vamos mostrar que 0 € p(B).

Dado [f,g] € HZ(Q) x H}(Q), primeiro devemos mostrar que existe

[v,w] € D(B) tal que, Blv,w|=1f,g].
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Equivalentemente

[w, =Av] = [f, g]

Assim, deve-se ter

w=f e HQ)
—Av =g, com g€ HQ).
Sejay = —g € H}(Q). Para ver que y estd na imagem de A temos

que demonstrar que existe v € H2() tal que

(Av, &) + B(v,¥) = (y,¥) +v(Vy, V), V¥ € HF(Q).

Para isso, definimos a forma

a(.,.): H3(Q) x H3(Q) — R
tal que
a(n, ) = (An, &)+ B(n,¢), Vv € HF(Q).
Tem-se que:
i) a(., .) esta bem definida e ¢ bilinear.

ii) a(., .) é continua. De fato,

la(n, V)] < [(An, &)+ Bl(n, L) < Al | A ¢l + Bl

<A+ D)nllz@lvlme, Vv € Hi(Q).

iii) a( ., .) é coerciva, pois Vn € HZ(Q) tem-se
a(n,n) = (An, &) + Bm,n) = | Anll? + B[nl* = min{L, B}z

A seguir, seja F': H2(Q2) — R, definido por

(F0) = (y,0) +v(vy, V), ¢ e H3Q),
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comy = —g € Hi(Q).
Tem-se que F' ¢ linear e continuo. De fato, a linearidade é imediata e

a continuidade segue do fato que:

[(E )] < [y, O+ 17y, VO < Myl Tl + A1 7yl 7 ¢l
<yl + v ylD 1llme, Ve Q).
Assim F € H%(Q).

Entao pelo Teorema de Lax-Milgram, existe tinica v € H2(Q) tal que

a(v, ) =(F,¢), Vo€ H;Q).

Isto ¢, existe tinica v € HZ() tal que:

(Av, &) + B(v,¥) = (y,¥) +v(Vy, V), Vo € HF(Q)

onde y = —g.

Assim, por definigdo tem-se que v € D(A) e que B é um operador
sobrejetivo.

Pelo lema (2.2), [|v||gs@) < C||Av||g1). Logo B é injetivo e, sendo

v € D(A) tal que —Av = g, obtém-se que

1B glllx = I=A7"g, fIlI5 = [l A% = ollze@ + 15 @
< ol + 1 @) < Cll = 9l @) + 172 < CIIF glll%-
onde X := HZ(Q) x H}(Q).
Assim B! é continuo e portanto 0 € p(B).
Além disso, D(B) = (H*(Q2) N H(R)) x H(Q) é denso em HF(Q) x
Hy(92).
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Entao, pelo lema 2.5 B é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj

de contragoes em HZ() x H} ().

Assim o problema (2.3), tem tnica solugado Z(t) na classe
Z € C([0,00); [D(B)]) N C*([0, 00); X)

e portanto v(t), a primeira componente de Z(t) é a tinica solugao do problema (2.2)

e

v € C([0, 00); H*(Q) N Hg(2)) N CH([0, 00); Hy(2)) N C*([0, 00); Hy ().

2.2 Equacao linear dissipativa com (> 0

Nesta secao, vamos mostrar a existéncia e unicidade de solucao fraca

para o problema de Cauchy (2.1), para o caso A=1e (> 0.

Teorema 2.2 Seja n > 2. Para [vy,v1] € (H3(Q2) N HZ(Q)) x HE(Y), o problema

(2.1) com A =1 e 3 >0, admite uma inica solu¢ao fraca v, tal que:
v e C([0,00); H*(Q2) N HF (2)) N CH([0, 00); HF (2)) N C?([0,00); Hy(2)) &

(vt (1), ) +7(Vou(t), V¥) + (Dv(t), M) + (vi(t), ) + B(u(t),4) =0, =0

v(z,0) =vo(z) e v(zr,0)=1v1(2) r e
(2.17)
para cada ¥ € HZ(Q).
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Demonstracao:

Dado z € H}(Q), pelo Teorema de Lax-Milgram, existe unico 2 €

H} (), tal que,

Assim, definimos f : H}(Q) — H(Q) tal que para cada z € H}(Q),
f(2) é dada pela equagao:
—(f(2),0) =9(Vf(z), V) = (z,9), Ve Hy(Q). (2.18)

Em particular, v A f(z) — f(z) = z em D'(2). Também v A —1 é
um operador eliptico de ordem 2.
Entao, pela teoria de regularidade eliptica, f(z) € H3(Q) e existe uma

constante C' > 0 tal que
1f s < Cllzllme. V2 € Hy(Q).
Além disso, é imediato que
1f(21) = f(22)lm3) < Cllor = 2ollmie), V21,22 € Hy(Q). (2.19)

Observagao 2.3 Notar que f(z) = (y A —I1)7'2. Assim, se z € HZ(Q) entdo
f(z) € H*(Q) N H{(Q). Além disso, ||f(2)|ln2@) < Cllz|ln2@) se z € HF() sendo

C > 0 constante.
Seja V = (H3(Q2) N HZ(R)) x HZ(Q). Definimos para ¢ > 0:
Z(t) =), w(t)], F(Z(t)=10f(w®)] e Zo=][vo,v1].
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Observagao 2.4 Se Z € D(B) = (H*(Q) N HZ(Q)) x HZ(Q) =V entio FZ €

D(B). Além disso, |F(Z1) — F(Zo)|lv < C||Z1 — Ze|)v.

Consideramos o seguinte problema de valor inicial no espaco X =

HZ(Q) x H}(Q):

d
5 Z(t) = BZ(t) + F(Z(1)) (2.20)

com Zy € D(B) e B o operador definido em (2.16).

Para mostrarmos que (2.20) admite uma tnica solugao, vamos usar o

seguinte resultado:

Proposicao 2.1 Seja B : D(B) C X — X gerador de um semigrupo de con-
tragoes, com X Hilbert. Suponha que Zy € D(B). Se F : X — X € Lipschitz
continua globalmente, entdo o problema (2.20) tem uma unica solug¢ao cldssica, isto

é, existe unico Z € C([0,00); [D(B)]) N C'([0,00); X), que satisfaz (2.20).

As idéias para a demonstracao desta proposicao, podem ser encon-
tradas em Brezis-Cazenave [6] e é baseada, essencialmente, na férmula de variagao
de parametros combinada com o Teorema do ponto fixo em um espaco métrico
completo adequado ao problema.

Vamos mostrar que F', do problema (2.20), dada por F[z,w] = [0, f(w)],

¢ Lipschitz continua globalmente. Dados

Zl = [Ul7w1]7 ZQ = [/027w2] € X
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e usando (2.19) tem-se da defini¢ao de F":

1F(Z1) = F(Z2)lx = [[f(w1) = f(w2)l[ (o) < [[f(w1) = f(w2) |53y <
Cllwy — wa|| i) < C|Z1 — Zol|x
No problema (2.20) tem-se que X = HZ(2) x H}(Q) é Hilbert, Z, €
D(B). Também, mostramos que F' é Lipschitz continua globalmente. Logo as
hipdteses da proposicao 2.1 sao verificadas.

Assim, o problema (2.20) tem uma tnica solugao
Z € C([0,00); [D(B)]) N C([0, 00); X). (2.21)
Temos que v = v(t), a primeira componente de Z = Z(t) é tal que
v € C([0,00); HP(Q) N Hy (2)) N C([0, 00); H3(Q)) N C*([0,00); Hy () (2:22)

e é a unica solugao do problema (2.17).
De fato, se Z = [v,w] entao do fato que Z satisfaz (2.21) e do lema

2.2 resulta que v satisfaz (2.22). Além disso, vale que
[ve(t), we(t)] = Blo(t), w(t)] + Flv(t), w(t)] = [w(t), —Av(@)] + [0, f(w(t))].

Assim, v; = w e wy = —Av + f(w).
Portanto, vy = —Av + f(v) ou Av = —vy + f(vy). Como v(t) €

D(A), VY t>0,resulta da defini¢ao de (A; D(A)) que:
(Av, &) + Bv, ¥) = (Av, ¥) + 7 (V(Av), v¥), V¥ € Hy(Q).
Assim

(AU, A¢) + ﬁ(U, ¢) = (_Utt + f(vt)v ¢) + 7(v<_vtt + f(vt»’ V¢)7 v 1/} S Hg(Q)
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Portanto, v satisfaz

(Vet, V)7 (T2, V) (D0, AP)+B(v, ) = (f(ve), ) +(V f (ve), Vo) Yo € Hy(Q).
Usando a definiio de f resulta que v = v(t) satisfaz:

(vu(t), ) +9(Tou(t), V) + (Do(t), Ap) + Bu(t), ¥) = (—u(t), ) V¢ € Hy(Q).
Portanto, v satisfaz o problema (2.17), j4 que

[0(0), v:(0)] = Z(0) = Zo = [vo, v1].

Corolério 2.1 Seja B o operador definido na secio 2.1. Seja Zy € D(B*), k > 1.

Entao existe inica funcdo Z = Z(t) tal que
Z € C([0,00); [D(B%)]) N C* ([0, 00); [D(B*)])

tal que

Z,(t) = BZ(t) + F(Z(t)), ¥t>0
(2.23)

Z(0) = Zy
com Flvy, vy = [0, f(v2)] e f definida em (2.18)

A justificativa deste corolario segue da teoria de semigrupos e do fato

que F : [D(B*1)] — [D(B*71)] ¢ Lipschitz continua globalmente.

Lema 2.9 Para k € N tem-se que

D(B*1) € (H***(Q) N HF(Q)) x (H**(Q) N H{(Q))
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Prova:

Usando a defini¢ao do operador A e o teorema de regularidade eliptica,
é imediato que se APu € H7(Q)) entao u € HIT?(Q).

Seja U = [uy, us] € D(B*1) entao:
U = [uy,us] € D(B*) ¢ D(B) e B*U e D(B).
Assim,
up € H*(QNHZQ) e uy € HY(Q).
Se k é par, de B*U € D(B) tem-se
Asu; € H3(Q)NHAQ) e Auy € HA(Q).
Logo,
up € H"3( Q)N HE(Q) e uy € H(Q)n HE(Q).
Se k é fmpar, de B*U € D(B) tem-se
AT u e Q) NHZ(Q) e AT u e HA(Q).
Desta forma
up € H¥S3( Q)N HE(Q) e uy € H(Q)n HE(Q).
Portanto

D(B*) € (H**(Q) N Hy () x (H*(Q) N Hy(Q)).
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Corolario 2.2 Seja [vg,v1] € D(B*1). Entao existe tnica v = v(t) tal que

v € C([0,00); H¥*(Q) N HZ(2)) N C1([0,00); H>TH(2) N HZ(2))N
C*([0, 00); H™(Q) N H3 ()

e v solugao de (2.17).

A prova segue do lema 2.9 e do corolario 2.1, pois a primeira compo-

nente da solu¢do do problema (2.23) é solucao da equagao (2.17).

2.3 Equacao linear dissipativa com 3 =0

Usando os resultados obtidos nas secoes anteriores, vamos mostrar a

existéncia e unicidade do problema linear (2.1), com A =1e g =0.

Teorema 2.3 Seja n > 2. Para [vy,v1] € (H3(Q2) N HZ(Q)) x HE(Y), o problema

(2.1) com A =1 e =0, admite uma inica solu¢ao fraca v, tal que:
v e C([0,00); H*(Q) N HF(2)) N C([0, 00); Hy (2)) N C2([0, 00); Hy(2))

(v (1), ) + Y (Tvu(t), 70) + (Av(t), D) + (v(t), ) =0 Vi>0

v(x,0) =wvo(z) e v(z,0)=1v1(x) r €
(2.24)
para cada 1) € HZ(L).

Demonstracao:

Seja [v(t),w(t)] € HZ(Q) x H} (), Vit >0, tal que v(0) = vy e

w(0) = vy. Definimos
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Z(t) = o), w(t)], F(Z(t)=10,f(w(t)) = Bf(v())] e Z(0)=[vo, ] €V
sendo f definido em (2.18)
Entao (2.1) com A =1 e § = 0 é equivalente ao seguinte problema de

valor inicial no espago X = HZ(Q) x H(9Q):

; _
S 2(t) = BZ(t) + F(Z(1) (2.25)

Z(0) =2y, Zy€ D(B)
Para mostrarmos existéncia de tnica solugdo do problema (2.25),
usamos novamente a proposicao 2.1.
Vamos mostrar que F é Lipschitz continua globalmente. Dados

7y = [v1,wy] e Zy = v, ws] € X usando (2.19), tem-se

1F(Z1) = F(Z)llx = |lf(w1) = Bf (v1) = f(ws) + Bf (v2) | (o)

< [[f(wr) = flw2)llms ) + BIf (v1) = f(02) |30

< Cllwy — wal[m) + Cllvr — v2| gy < C(llwr — wallm@) + [lvr — vallm2(0))

<202y — Zo||x
com C' > ( constante.

No problema (2.25) tem-se que X = HZ(Q) x H} () é um espago de

Hilbert, Z, € D(B) e mostramos acima que Fé Lipschitz continua globalmente.
Logo, as hipdteses da proposicao 2.1 sao verificadas.

Assim, o problema (2.25) tem uma tnica solugao

Z € C([0,00); [D(B)]) N C([0, 00); X)
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isto é, existe um unico

v € C([0,00); H*(Q) N Hg (Q)) N CH([0, 00); Hy(2)) N C*([0, 00); Hy ()

que satisfaz (2.24), onde v = v(t) é a primeira componente de Z = Z(t). A justi-

ficativa desse fato é analoga a que foi feita no final da secao anterior.

Corolario 2.3 Seja [vg,v1] € D(B?). Entao existe tnica v = v(t) tal que

v € C([0, 00); H*(Q)NH(2))NC ([0, 00); HH(Q)NHg (2))NC*([0, 00); H*(QNHG (2))

e v solugdo de (2.24).

As idéias para a prova deste coroldrio sao andlogas as apresentadas na

secao anterior.
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Capitulo 3

Comportamento Assintdtico -

Problema Linear

Neste capitulo, encontramos taxas de decaimento para a energia do
sistema (2.1), com A = 1 e § > 0 e também analisamos o comportamento assintético
das solugoes fracas e da energia do problema (2.1) com A =1 e = 0. Em ambos

os casos, usamos o método de multiplicadores para realizar as estimativas.

3.1 Comportamento assintético com > 0

Com respeito as solugdes do problema (2.1) com A =1 e 3 > 0 tem-se

o seguinte resultado de comportamento assintotico das solugoes.

Teorema 3.1 Sejan > 2. Se [vg,v1] € HF(Q) x HYT*(Q), k € N e k > 1, entdo

existe uma unica fung¢ao v na classe

v € C([0,00); H3(Q) N HE(2) N CH([0, 00); Hi(2)) N C2([0, 00); H; (€2))
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satisfazendo o sequinte problema variacional:

(vee(), 1) +v(Vou(t), Vi) + (Do(t), Av) + (w(t), ¥) + Bu(t),) =0 V>0
v(z,0) =wvo(z) e v(z,0)=v1(x) x em )

3.1
para cada 1) € HZ(L). (31)

Além disso,

(1 + O B(t) < OO (leolpaenioy + ot [poniey)s YHEN € k21

para alguma constante positiva C(k) que ndo depende dos dados iniciais, onde a

energia E,(t) é dada por:

&

B.(t) = )P + 217 )l + 51 200l + Soio)?

Demonstracao:

Na demonstracao desse teorema a letra C' podera indicar diferentes
constantes positivas que nao dependem dos dados iniciais.

A existéncia e unicidade da funcao v é garantida pelo Teorema 2.2.

Inicialmente vamos supor que os dados iniciais [pg, p1] € D(2) x D(€2).

Seja ¢ solug¢ao do problema:

(pue(t), V) + 7 (Veu(t), V) + (Dp(t), Av) + (@u(t), ¥) + B(e(t),¥) =0, ¢>0
2(0,2) = @o(z),  @u(0,2) = pa(2) x €Q
para cada ¢ € H3(Q).
Devido a regularidade dos dados iniciais, tem-se regularidade na solucao,

de forma que para cada o € N com |a| < k sejam vélidas as seguintes igualdades:
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(D%pu(t), D%py(t)) + Y (VD%pss(t), W D¥py(t)) + (ADYp(t), ADp4(t)) (3.2)
+(D%u(t), D*pi(t)) + B(Dp(t), D¥py(t)) = 0

(D*eu(t), D%p(t)) + Y (VD%u(t), vD*¢(t)) + (AD%(t), AD%p(t)) 33)
+H(D%u(t), D*(t)) + B(D*p(t), D*o(t)) = 0

Para provar a estimativa de decaimento enunciada, primeiro definimos:
_ 2 2
I = |leollgzer) + 11l Fee)-

Denotamos D%p por w®. Por (3.2) tem-se

d 1 Y 1 ﬁ a 2 __
7 | 51O+ 27w P + 51 D we P + el | + @] =0

Seja
Eue(t) = Sl O + LI 7 wf O + 2 5w @) + 2 ot ()]
Assim,
d (e
= Bua(8) + [lwf (O] = 0

Multiplicando essa identidade por (1 + t)!, | € N e integrando em

(0,t) tem-se apds integragao por partes, que

(14 1) Eya(t) + /0 (1+ 8)H|w?(s)||* ds = Eya(0) + l/o (1+8)" Eya(s) ds
(3.4)
Agora, por (3.3) tem-se
i 1 ) a 2
at | (i), w (@) +(Vwp (), vu (1) + 5w @)l + Bl @)l
(3.5)

—lwf @I = A 7w @O + | Aw*(@®)]* =0
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Definimos:

Fo(t) = (wi(t), w(t)) + 7(Vwi(t), vw (1)) + %Hwo‘(t)ﬂ2

Entao

L a o gl a gl a
[Fa(D)] < Sl OIF + 10O + 5| 7 wf O + I 7 w1 (3.6)

Pelo Lema 2.7, existe uma constante C' > 0 tal que
[ullfz) < CLIull® + 1 Aul?}, YV ue H Q)

Em particular
v ul? < C{ull + [ Aul?}, ¥V ue HF(Q)

Com isso, (3.6) implica que

F < 1 « 2 Y [ 2 1 ) C « 2 C’Y A w® 2
a(t) < Sllwi @I + Il v i O + 52+ EPllw* @I + C5 I A w @)

2

Portanto, existe constante C' > 0 tal que

Fy(t) < CEya(t), Yt>0 (3.7)

Multiplicando (3.5) por (1 + t)! e integrando em (0,¢) tem-se

(1+ 1) Fo(t) + 5 / (1+ 8| (s)]> ds — / (1+ s)lug(s)]? ds
— / (L+ 9| v w(s)]? ds + / (L+ )| Aw ()| ds = Fa(0)

i / (14 8) 1 E(s) ds

93



Da identidade acima e de (3.7) obtém-se que

BAU+$WW%NNB+AU+@WAw%ﬂF%=—G+QTN)

+Fa(0)+/0 (1+8)' wy(s)]? d8+7/0 (1+ )l 7 wi(s)I|* ds

+1 /t(1 +8) T F,(5) ds < C(1 + 1) Eya(t) + CEya(0) +/ (1 + ) lw(s)||* ds

+C/O (1+ 81| 7 we(s)||* ds + lC/O (14 5) " Eya(s) ds
(3.8)

com C' > 0 constante positiva.

¢ ¢
Somando/ (1+8) |w(s)|? ds+7/ (1+8)' |7 w(s)||? ds em (3.8)
0 0
tem-se

t

/Ot(l + 8) Bya(s) ds < (1 +1)'CEya(t) + CEua(0) + C’/O (1 + ) |w(s)||* ds

t ¢
+C/ (1+ 81| 7 w(s)||* ds + lC/ (1+8)" Eya(s) ds
0 0

com C' > 0 constante positiva.

Assim por (3.4), conclui-se que para o € N™ tal que 0 < |o| < k

/t(l + 5) Eya(s) ds < 2CE4« (0) + 12C /t(l + 8) B ya(s) ds+
" ’ (3.9)

t
c/u+@mvwﬂMPw.
0

Tem-se para e; = (0, ..., 1,0, ...,0), 1 na posicao i:
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t t
/ (1+ )| D (s)|? ds = / (1+ ) e (s)|? ds
0 0

t
S Eon-ei (O) + l/ (1 + S)lileoH-ei (8) dS
0
Assim,
t n n t
[ 17 @ ds <3 By + 301 [ (1491 By (s) ds
0 i=1 i=1 v0

Mas

1

ate; Y a+e; 1 a+te; ﬁ
Ewa+ei(0)=§||wt+ (0)||2+§||th+ (0)||2+5||Aw )P+ 5

e O))

1 aT€; "y AT€; 1 aT€; /8 aT€;
= §||D oo |? + §|| v Do |? + §|| A D ig||” + §||D i |?

Donde se |of <k —1:

- ]' ,y aT€; 1 a-Te; 6
> Buerai(0) < C leallyorss + 317 D=1l + 51 A D00 + ol ares)
=1

< OHSOOH%JM + C||<P1||12qk+1 = C1y

Logo

t n t
/ (1+ )| 7 wi(s)||* ds < C’]k+2l/ (14 8) " E ot (s) ds
0 i=1 V0

Assim (3.9) fica:

t ¢
/ (1 + 8)' Eya(s) ds < CEua(0) + Cl/ (1+8)" Eya(s) ds
0 0
¢ ¢
—i—C’/ (1 4+ 8)|| 7 w(s)||? ds < CEya(0) + C’l/ (1+8)" Eya(s) ds
0 0

n t t
+CI; + Cl Z/ (14 8)" B jare (5) ds < OI, + C’l/ (1+8)" Eya(s) ds
i=1 70 0

nooa
+Cl2/ (1 + S)l_lea+ei (S) ds
i=1 70
(3.10)
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Logol=kea=(0,..,0) em (3.4) e considerando (3.10) tem-se

(14 )" E, (t) < E,(0) + k:/t(l +8)F B, (s) ds < E (0) + kCLy+
Ck(k—1) /t(1 +8)*2E,(s) ds + Ck(k — 1) Zn: /t(1 + )2 Byei (s) ds

<Ol + Ck(k—-1) [ Cl,+C(k—2) /t(l +8)"3E,(s) ds

n

+Ck(k—1)>" |:C[k

i=1

+C(k —2) Zn: /t(l + 8)F B3 By (s) ds

+C(k —2) /t(l + 8 B Eyei(s) ds + C(k — 2) z’"‘: /t(l + 8)" 3 E e, () ds} .

Por recorréncia
(1+t)E,(t) < C(K)Ii (3.11)
Seja {[pf, ©1] tven uma seqiiéncia em D(2) x D(Q) tal que
g, 1] — [vo,va] em HE*(Q) x Hy™(Q) (3.12)

Para cada v € N seja ¢ a solugdo do problema (3.1) para os dados
iniciais [, ¢7]. E imediato que ¢” — v é soluciio do problema (3.1) para os dados

iniciais [pf§ — vo, ] — v1] e que E,v_, definido por

Bpet) = 56t (6) = v + 21 7 64 (0) = T + 1) & (1) — Ao(r)|+

=3
e ) —vo)?

satisfaz

vy (t) < EW—v (O>
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Mas por (3.12)

lim E_,(0) =0

V—00
Logo,

lim B, (t) = E,(t)

V—>00
uniformemente em ¢.

Por (3.11) tem-se
By (t) < Co)(lleglipzeniay + ot linmn@)1+ 67, VE>0, VveN.
Assim, por passagem ao limite:

Fo(t) < OO leolldasuqey + on s (1+17%, V2 0.

U
3.2 Comportamento assintético com (=0
Seja fo o numero positivo definido por
I = [[vollZay + vl (3.13)
Teorema 3.2 Sejan > 2. Se [vg,v1] € HF () x H3(Y), entdo a solugdo
v € C([0,00); H3() N HE (©2)) N C([0, 00); Hi(2)) N C*([0, 00); Hy (2))
do problema linear
(0 (t), ) +7(Vou(t), V¥) + (Av(t), AY) + (vi(t),$) =0, V>0
v(0,2) = wvo(x), v4(0,2) =vy(x) reQ, Ve H(
(3.14)
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satisfaz
()2 < CTo(1+1)!

E,(t) < CIp(1 + )2

para alguma constante C' que nao depende dos dados iniciais.

Para fazer a demonstracao precisamos de alguns lemas. Notamos que

com os dados iniciais como no teorema, entao Iy dada por (3.13) estd bem definida.

Lema 3.1 Assumindo as hipdteses do teorema 3.2, tem-se

t

A+ )o@ + / L+ 8) A o(s)|? ds < CTy + © / (L + 9] v uls)|P dst

o [ 1t as

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.
Prova:

Pelo Teorema 2.3, para os dados iniciais [vg, v1], existe inica fungao v
satisfazendo (3.14).

Substituindo ¢ = v; em (3.14) tem-se

(ve(t), ve(2)) + Y(Vva(t), Vvi(t)) + (Av(t), Dvg(t)) + (ve(t), ve(t)) = 0

Assim,

— | = 24 7 \Vi 2, - 2 | + HIIZ =0

A energia associada ao problema (3.14) ¢ definida por:
E 1 2 7 o 1 A 2
A0 = 2w+ LN @I + 1 2 o)
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Assim,

d

S0+ )P =0 (3.15)

Integrando em [0, ¢], tem-se

¢ +/Ot v (s)||? ds = E,(0) (3.16)

Multiplicando por (1 +¢) em (3.15) e integrando em [0, ] tem-se

t

(14 t)E,(t) + /t(l + 5)||ve(s)|]* ds = E,(0) +/ E,(s) ds (3.17)

0

Substituindo ¢ = v em (3.14) tem-se

(0n(t), v(8)) + 7 (Vou(t), Vo(t) + (Do(t), Du(t)) + (u(t), v(t)) = 0

Assim,

d 1 2
at | (), 00) + A (7ult), 7o) + @) | = lu®l
(3.18)

v u@IF+ [ Av@)]* =0

Multiplicando (3.18) por (1 + ¢)™ e integrando em [0,¢] obtém-se a

seguinte identidade, véalida para m =0 e m = 1:

(L4+8)" (v (t), v(t)) + (1 + )" (Vuu(t), Vo(t)) + lv(®)[I*

(T+t)™
2
t t
_/ (14 8)" o (s)]I? ds—’Y/ (L+ )" 7 w(s)|* ds
0 0
t 1
+/ (L+8)™| A v(s)|)? ds = (vi,v0) + v(v1, Vo) + §||Uo|\2
0
+m/ Ut ds+m/ Vvt ) VU( )) d5+_/ ||U ||2 ds
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Assim, para € > 0, vale que:

(14+t)™

t
1
5 IW@WQ+/X1+QWHA0@N%ES(mw®+7@thm)+§Mﬂ2
0

b [ amla@I ds+y [0 omlvu? i+ e

-H1+®mWM®W*j%O+¢VWVMH&W+vd1+®mHVv@W2

t m t m t
s [P ds+ 5 [ ds+ 5 [ g uGs)P ds
0 2 0 2 0

t
mry
S0 [P ds
0
(3.19)

Lembrando que C' > 0 podera indicar constantes que nao dependem

dos dados iniciais, mas que podem ser calculadas explicitamente.

Agora, pelo lema 2.7, sabemos que existe C' > 0 tal que

[ullf) < CLllull® + 1T Aul?}, ¥V ue Hi(Q) -

Em particular

I7ull® < C{llull® + | Aul?}, Y ue Hi(Q).

Substituindo essa estimativa em (3.19), obtém-se que
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(14t)™

t
1
o) + / (148"l B u(s)|? ds < (01, 00) +1(T0r, Tv0) + 5 ol
0

t

[ @I dsq [ @+ T u@IF dst @+ 0ol
P 7 w0+ O+ 0 o(e)[P -+ O=(1 -+ 2| A ()P
s [l ds+ 5 [l s+ G 1w ds

t t
+m0/ lo(s)|I? ds+mc/ | A o(s)|? ds
’ ’ (3.20)

Tomando m = 0 em (3.20), segue que

1 t 1
I @IF + / | Aw(s)[* ds < (v1,v0) + (V01 Vo) + Flool?
0
t t ’7
+/0 [oe(s)]? d5+7/0 |7 ve(s)|I” ds + Hw(ﬂ!lﬂgl\ v v(t)|?
+Cellv@)|]* + Cel| A v(®)|?

Neste ponto, tomando € > 0 suficientemente pequeno e usando (3.16)

pode-se concluir da estimativa anterior que:
t R t
o+ [ N8P ds<chve [ guPa G20
0 0
Combinando as estimativas (3.16) e (3.21) com (3.17) conclui-se que

(1+1)Ey(t) + /Ot(l + 8)l|oe(s)|I* ds < CTo + C/Ot 17 v(s)]1* ds (3.22)

Agora, tomando m = 1 em (3.20) e € suficientemente pequeno, resulta

que
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t

(A + Do) + / (1+ )] A v(s)]? ds < Chy + C / (1+ 8)on(s) | ds
+C/O (L4 s)| 7 v(s)|]> ds + C(A+8)[lu(@)]]> + CA+ )| 7 vt
L+ D) AP+ C / lo(s)|2 ds+ C / l(s)| ds + C / | wn(s)|? ds

t t
+o/ | A (8|2 ds < CIo+C(1+t)EU(t)—|—C/ E.(s) ds
0 0

+c/0 lo(s)|I? ds+C/0 (1+ ) [[u(s)]2 ds+C’/0 (1+ )] 7 ()| ds

com a ultima desigualdade devido a defini¢ao de E,(t).

Combinando (3.21) e (3.22) com a estimativa acima, resulta

t

L+ 6 o(t)]? + / (L+9)] A o(s)|? ds < CTy + / (L4 )] v wls)]? ds

t
40 [ ot ds
0
com C > 0 alguma constante positiva que pode ser calculada explicitamente. O

lema esta provado.

Lema 3.2 Com as hipdteses do teorema (3.2), tem-se que a solugdo v do problema

(3.14) satisfaz:
t
[l ds < ¢
0

onde C' > 0 € uma constante que nao depende dos dados iniciais.

Prova:
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t
Definimos w(t,x) = / v(s,z) ds onde v é a solucao do problema
0

(3.14) para os dados iniciais [vg, v1] € Hg () x HZ(2). Entao

w € C([0,00); H3(2) N Hg(Q2)) N C2([0, 00); H5(€2)) N C*([0, 00); Hy (2))

e além disso:

(Utt<t>> W + 7<vvtt(t)> Vw> + (Av(t)> A¢) + (Ut(t)a w) = 07 V w € HS(Q)
v(0,2) = vo(z), v:(0,2) = vy(x) zr €

Integrando em (0, t), resulta que w satisfaz:

(

(wtt(t)7 ¢) + 7(tht(t>7 VW + (Aw(t)v Al/}) + (wt(t)a w) = (UO + U1, 2/})

+y(voL, V), V€ Hg(Q) (3.23)

w(0,2) =0, w(0,z) = vy(x) x €

\

Substituindo ¢ = w; em (3.23) e integrando em (0,t), segue que

1 v 1 t 1
Sl @IF + 17w + Z1 A w(@)]? + / lwe()I ds = 3wl +
(3.24)

t

t
%H VUOI\2+/ (vo + v1, we(s)) ds+’y/ (Vvr, Jwi(s)) ds
0 0

Para cada w, € D(2) tem-se

(vo + vi,w,) + (Vi Vw,) = (A A7 (vo + 1), w,) + (v, Tw,)
= (A vy + 1), Aw,) — y(vy, Aw,)
por causa da regularidade sobre os dados iniciais vy e v;.

Entao, devido a densidade de D(£2) em HZ(Q) segue que
(A A7 (vo + ), w(t)) +v(or, vw(t) = (A7 (v +v1), Aw(t)) = y(vr, Aw(t))

pois w(t) € HF(Q) para cada t.
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Agora, do fato que w(0,x) = 0 e da identidade acima obtém-se

/0 (vo + o1, wi(s)) ds + 7 / (Vor, Vun(s)) ds = (w(t), vo +v1)
Fy(ult), 7o) < |(Dw(t), A e +v)] +1(Aw(t), v)] < <]l Aw )P

g1 B g1
S A7 o+ o) + 26l A wOIF + 4
(3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24) e tomando ¢ > 0 suficientemente pe-

queno, pode-se facilmente ver que

t
lwoe@®I* + 7 w1 + || A w(B)||* +/0 lwe(s)[I* ds < Cllwoll*+

Cll v woll* + Ol A7 (vo + ) |* + Clln|* < €T

Mas, como v = w;, conclui-se que
t ~
/ lv(s)|* ds < Cl,
0
Assim, o lema 3.2 também esta provado.
Lema 3.3 Com as hipoteses do teorema 3.2, tem-se
t ~
[ slvusl s < chy
0
com C' > 0 uma constante que nao depende dos dados iniciais.

Prova:

Primeiro consideramos os dados iniciais [pg, 1] € D(2) x D(2). Seja

© solucao do problema:

(0u(t), V) + Y (Teu(t), V) + (Ap(t), M) + (t),¥) = 0, t>0
©0(0,2) = @o(x), @(0,2) = p1(2) x €
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para cada ¢ € H(Q).
Devido a regularidade dos dados iniciais, tem-se regularidade na solucao,

de forma que para cada a € N" com |a| < 2 sejam validas as igualdades:

(Da%t(t): Da%(t)) + 7<VDa90tt(t)a VDa¢t(t)) + (ADQSO(t)a AD&SOt(t))

(3.26)
+(D*@u(t), D¥¢(t)) = 0
e
(D%pu(t), D% (1)) + (VD pu(t), vD¢(t)) + (AD%(t), AD%p(t)) (3.27)
+(D%e(t), D*p(t)) = 0
Denotamos D®p por w®. Por (3.26) tem-se
L I NNTER a2 |+ w2 =0
% | 2l + v ug @ + 1 aw @) |+l =
A energia de w*(t,x) é dada por:
E _ 1 for 2 v a 2 1 A w® 2
we(t) = llwf O + S| v W (O + 51l A w(@)]
Assim,
d e 3.28
= Euwe (t) + [Jwi (#)]I = 0 (3.28)
dt
Integrando em (0, ¢), obtém-se
t
Bur() + [ [0 (6)] ds = Eue(0) (3.29)
0
Multiplicando (3.28) por (1 +t) e integrando em (0, ) tem-se
¢ ¢
(400 + [ 1+t ds = Bun0)+ [ EBunls) ds (330
0 0

Por (3.27) tem-se

(wii (1), w* () + y(Vwi(t), Yw(t)) + (Dw(t), Sw(t)) + (wi (t), w*(t)) = 0
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Assim,

d 1 a 2
i (%tf?(?f)ﬂl)°“(t))+v(vua?(t),vw‘”(lf))+§Hwa(f)H2 mLcaoll

7 wf@IF + | Aw(@®)]* =0

Integrando em (0,t) resulta da desigualdade de Young que
1 for 2 ' a 2 ' o 2 ! o 2
Sl @I+ | FAw ()" ds < | Jlwi ()" ds+ | | 7 wi(s)]” ds
0 0 0
1 a 2 ot 2 l oy 2 ot 2 D D
+ [ O + 0 O + I v e O + el 7w @1 + (D%, D%00)
«a «a 1 a 2
UV D1, VD %0) + S [ Dol

(3.31)

Pelo lema 2.7, sabemos que existe constante C' > 0 tal que

[ullfe) < CLlull* + 1l Aul?}, ¥ ue Hi(Q).

Em particular

I7ull? < C{llull® + | Aul?}, Y ue HF(Q).

Assim, levando isso em conta e tomando ¢ suficientemente pequeno

em (3.31) obtém-se que

t t
[ @ + [ | 8w ds<Ch+c [ Jui G ds
0 0

t
+0 [ 9P ds+ Clap O + €1l 7wt O + O Aw @)
0
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para alguma constante C' > 0.

Por (3.29), obtém-se da estimativa acima que

t t
lwr@IF + [ 8w ds < Ch+C [ gt ds
0 0
Agora, usando essa estimativa e (3.29) conclui-se de (3.30) que
t R t
[P ds<chrc [ vurePds jo=1.  332)
0 0

Isso diz que

/0 (1+ )| D% r(s)|? ds < Cly + / v (D)) s (3.33)

com e; o j-ésimo vetor canonico do R".

Usando novamente (3.26), com |a| = 2 tem-se que

— o 2 Y o 2 «a 2 a 2 _
dt { §||wt I+ §|| v wi ()7 + §|| ANT(]| } [wi (#)[7 = 0

para |a| = 2.

Integrando em (0,t), resulta

t
[ )P ds < Boe0) < €T, (3.34)
0

para || = 2.

Em particular, como w® = D%p, tem-se que

t o2 2 ~
/ ( POt ) (S) ds S CIO
0

31:2-1:]'
Dai, somando em ¢ obtém-se que

/

2
( v%% ) (s) H ds < CT, (3.35)
J

67



Substituindo (3.35) em (3.33), tem-se

/Ot(1+s)

para j = 1,...,n. Finalmente, somando em j segue

2

dsSC’Z)

0
’ a—xj%(s)

t
/ (1+ )| 7 @uls)|? ds < CTy
0

sendo ¢ a solugao do problema (3.14) para os dados iniciais [pg, p1] € D(2) x D(Q).
Por argumento analogo ao usado no Teorema 3.1, a prova do lema

segue.

0
Demonstracao do Teorema 3.2
Para a prova do teorema 3.2, usamos que FE, é decrescente. Assim
d
G 2 Ey(1)] =2(1 + t)E,(t) + (1 +¢)2EL(t) < 2(1+ t)E,(t)
para t > 0.
Integrando em (0, ), resulta que
t
(1+ )2 E,(t) < E,(0) +2/ (1+ $)E,(s) ds (3.36)
0

Agora, dos lemas (3.1), (3.2) e (3.3) obtém-se imediatamente a esti-
mativa do Teorema para a norma L? da solucao.
Finalmente, combinando com (3.36) os lemas (3.1), (3.2), (3.3) ¢ a

estimativa (3.22) obtém-se que

(14 )2E,(t) < CTy, Y t>0.
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Capitulo 4

Equacao Semi-Linear

Neste capitulo, mostramos a existéncia de solugoes globais e taxas de
decaimento das solugoes e da energia associada ao seguinte problema semi-linear de

valor inicial:

g (2,1) — v DN ug(z, 1) + AN2ulx, t) + Mug(z,t) + Bu(z, t) = |u(z, t)P Q x (0,00)
u(z,0) = up(x) x €}
ur(z,0) = uy () r e

\ u(a:,t):g—:;(a:,t):(), red, t>0

(4.1)
onde 2 é um dominio exterior.

Inicialmente, vamos mostrar que se u(t) € H*(Q) N HZ(Q) entao

lu(t)|P € L*(Q2), para 1 < p <

n—2

Usaremos o seguinte resultado conhecido da teoria dos Espacos de

Sobolev:
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Lema 4.1 Seja Q2 C R™ um aberto reqular. Sen >mr er < q < entao
n—mr
Wwmr(Q) C LYSY) continuamente.
Pelo lema acima, se r=2,m=1,n>2e 1 <p< tem-se
n —
HY Q) C L*(Q) continuamente.
Assim, se u € H'(Q) e n > 2 tem-se
2 2
P 12 = a(t) [0y < Cllu®)]%,q (4.2)
n
para 1 < p < ——. Desse modo
n—2
Ha)P || < C a0
paral <p < n 5 onde C' > 0 é uma constante.
n —
Para o caso em que n = 2 tem-se
HY(Q) C LYQ)  continuamente ¥ q € [2, 0.
Assim,
Hu@P | < Cllu®)fn @ (4.3)

Dessa forma, concluimos que |u(t)|P € L*(2), se u(t) € H*(Q)NHF (),

n
paral <p < QenZZ.

Agora, definimos g : H} () — H}(Q) tal que para cada z € H} (),

g(z) é dada pela equagao

—(g(2),¥) —v(vg(z),v¥) = (|2 ",¢), Ve HH(Q). (4.4)

Pelo lema de Lax-Milgram, ¢ estd bem definida, j& que se z € HZ ()
entao |z|P € L*(Q).
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Por regularidade eliptica, se |u(t)[P € L*(Q), tem-se que g(u(t)) €

H?(Q), ¥ t > 0. Além disso, existe C' > 0 tal que
lg(u(E)lm2@) < Clllu@)P],  VE=0 (4.5)
Também, usando regularidade eliptica em (4.4) obtém-se que
19(u1) — g(ua) |20y < Cll fuafP — [waf? ||, Vur,us € Hy(9) (4.6)

Usando a regra da cadeia, tem-se que g(u(t)) € HZ(Q), se u(t) €
HE (<)
De fato, —g(u(t)) = (I —yA) HulP com (I —~yA)~' um operador

linear limitado.

4.1 Existéncia de solucao local
Sejam u = u(t) e w = w(t) fungdes. Definimos:
U(t) = [u(t),w®)], GU®) =1[0,9(u(®))] e JU®)=(2+G)(UE) t=0

sendo ¢ definida em (4.4) e ® uma fungao arbitraria.

Consideremos, o seguinte problema de Cauchy, associado ao operador

B: D(B) C X — X definido no capitulo 1:

d
Z U0 =BU®) + J(U(#)) (4.7)

U(0) = Uy

com Uy = [ug,u1] € V = (H*(Q) N HZ(Q)) x HZ(Q) e X = HZ(Q) x H}(Q).
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Teorema 4.1 Sejan>2el <p< LQ Se & : X — X ¢ Lipschitz continua
n —_—

globalmente e ®(U) € V para cada U € V entdo, para cada [ug,u;] € (H*(2) N

H2(Q)) x HZ(Q), existe Ty > 0 tal que o problema (4.7) tem wma tinica solugao

U € C([0, To]; [D(B)]) N CH([0, To]; X).

Verifica-se facilmente que toda solugao U de (4.7) satisfaz a seguinte

equagao integral (férmula de variagdo de parametros) associada a (4.7):

t
U(t) = S(t)Uo +/ S(t—s)J(U(s))ds (4.8)
0
com {S(t) }+>0 0 semigrupo gerado pelo operador B.

Teorema 4.2 (Ponto fizo de Banach) Seja (X, d) espago métrico completo e P uma
aplicagio P : X — X tal que d(P(u), P(v)) < Kd(u,v)Yu,v € X, para algum
K fizado, tal que 0 < K < 1. Entao P tem um unico ponto fixo, isto €, existe um

inico u € X tal que P(u) = u.

Lema 4.2 Seja V = (H*(Q) N HZ(Q)) x HX(Q) = D(B) e T, R nimeros positivos

fizados. Seja {S(t)}i>0 0 semigrupo gerado pelo operador B e Uy € D(B). Entdo o

conjunto
Xa(T) = {U € C(10,T]:V) [ U0) = Uy ¢
sup | U(E) = ST - /0 tS(t—s)CI)(U(s)) ds ) < R}
com a métrica d(Uy,Us) = ||Uy — Usl|eo, onde |U]|oo = oililfTHU(t)H% € um espago

métrico completo. Sendo V = D(B) consideramos V' com a norma do grifico de B.

Prova:
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Observamos primeiramente que o conjunto Xg(7') nao é vazio pois
pela Proposicao (2.1) existe tinico U € C([0,00); V) N C*([0,00); X) solucao do
problema:

d
2 U() = BU(t) + (U (1))

U(0) = U,

pois @ é, por hipdtese, Lipschitz continua globalmente e Uy € D(B).

Assim, da férmula de variacao de parametros tem-se que U satisfaz:
t
U(t) = S(t)Uo — / S(t— $)O(U(s)) ds, V¢ > 0.
0
Portanto, U € Xg(T') pois

=0<R
1%

H U(t) —S(t)UO—/OtS(t—s)CD(U(s)) ds

Como C([0,T];V;|l.|le) ¢ Banach e Xgr(T) < C([0,T]; V5|l |loo),
basta mostrar que Xg(7") é um subconjunto fechado. Para isto, consideremos uma
seqiiéncia {U, },eny € Xgr(T) tal que U, — U em (C[0,T]; V|| - ||oo)-

Seja € > 0. Como U, — U,d1y € N tal que
10, (1) = U ()]l < Vitel0,T]

com C' a constante Lipschitz de .
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Assim, para cada t € [0, 7] tem-se do fato que ® é contracdo sobre V:

wa—swar:[sa—@@w@»@

14

HUE#) = U ()]l

sHadn—am%—AEw—@wadmds

< RA|U®) - U,@)v
\%

i H / 5(t— )(BU(5)) — B(Un(s) ds

t
—1—0/ |U(s) —Uy(s)|lv ds < R+¢
0

Na estimativa acima usamos o resultado da seguinte observacao.
Observagao 4.1 Como V = D(B), a norma que consideramos em V € a norma
do grifico de B. Assim

IUI% = lUl% + I1BUI%  para U € V.
Em particular, notar que para U € V
ISOUIR = [ISOUIE + IBSOUIX = 1S@OUI% + 1S(H)BU|%

< UI% + IBUI% = U1V,

pois {S(t) }+>0 € semigrupo de contragoes sobre X = HZ(Q)) x HY(Q).
Assim,

<R+c¢
v

t
‘hwyﬂ@%—/ap@ywm@
0
Da arbitrariedade de ¢ segue que

<R, Vtel0T)
\%

H Ut)—St)U, — /Ot S(t—s)®(U(s))ds

Agora, como ||U,(t) = U(t)||.c — 0, ¥ t > 0, obtém-se em particular

que ||U,(0) — U(0)||y — 0. Mas como U,(0) = Uy, Vv € N, concluimos que
U(0) = Uy.
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Logo U € Xg(T).
Portanto, Xg(T") é fechado e consequentemente, espa¢o métrico com-

pleto.

Demonstracao do Teorema 4.1

Vamos provar que para Uy € (H3(Q) N HZ(Q)) x HZ(Q), existe Ty > 0
e uma unica fungao U € C([0,To]; V') que é solugao de (4.7).

Para T > 0 e R > 0 fixados, consideramos o espago métrico completo
Xgr(T), conforme o lema anterior.

Agora, definimos a aplicagao:

P: Xgr(T)— C([0,T}; V)

dada por

(PU)(t) = S(t)U0+/tS(t— s)CIJ(U(s))ds—l—/tS(t— $)G(U(s)) ds, U € Xp(T).

Vamos provar que P esta bem definida.

Sendo Uy € D(B), tem-se para U € Xg(T) que

U(t) = S(t)U, + / tS(t —S)B(U(s))ds €V

para cada t > 0 e é uma funcao continua, devido a propriedade do semigrupo
{S(t)}+>0 que é gerado pelo operador B e pela hipétese que ®(U) € V se U € V.
t
Falta provar que a integral / S(t—s)G(U(s))ds € V para cada
0

t > 0 e é uma fungao continua em ¢.
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Para isso, observamos primeiro que G(U(s)) € V, pois ja foi provado
que g(u(s)) € HZ(2), desde que u(s) € HZ(Q).

Da teoria de semigrupos resulta que S(t — s)G(U(s)) € V = D(B) e
¢ uma funcao continua na variavel t.

Segue da definigao de integral que /t S(t—s)G(U(s)) ds € V e é uma

0

funcao continua em ¢.

Portanto, (PU) € C(]0,T],V), o que mostra que P estda bem definida.

Agora, vamos mostrar que existe 77 > 0 tal que P(Xgz(71)) € Xg(T1).

Seja R > 0. Parat € (0,7],s € [0,t] e U € Xg(T), tem-se pela

observagao 4.1 que:

\%4

(PUY(t) — S(E)Uy — /0 S(t — $)(PU(s)) ds

/0 S(t—s)®(U(s)) ds +/O S(t—s)G(U(s)) ds —/0 S(t—s)®(PU(s)) ds y

/||<I> (PU(s >>uvds+/ |G )y ds

<0/ 1U(s) — PU( )||vd8+/ IGW(s)lly ds

sendo U = [u,v] elemento de V. Acima usamos a hipdtese do Teorema 4.1 que P é

globalmente Lipschitz.
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Assim, temos obtido que

< [ @iy

+0/0 HU(s)—S(s)UO—/O S(t — s)®(U(s)) ds—/ S(t — s)G(U(s)) dsl|y ds

H (PU)(t) — S(¢ UO—/ S(t — s)(PU(s)

w+o/ng Dlizze

T
SC’TR—I—C’/
0

t
/ S(t—s)G(U(s)) ds
0
<C/ || |u(t |p\|ds—|—C’TR+C'/ / IG(U(s)llv ds ds
t T T
< C’/ 1w ()] a1 () d3+CTR+C/ / IG(U(s))||v ds ds
0 o Jo
T T T
< CTR+ C/ U (s)|lv ds + C/ / WU (s)|lv ds ds
0 o Jo

Mas, como U € Xg(T):

IU@Bv < H U(t)—S(t)UO—/OtS(t—s)(IJ(U(s)) ds )

t
SR+MMW+/MW@—$¢WQMds
0

+HS@MH:[S@—QQWQ»d$ )

Entdo, temos que ||U(t)|lse < C com C constante positiva. De fato,

< [|Uollv
1%

H S(H)Uy + /Ot S(t — s)B(U(s)) ds

t t
+ [ 10Uy ds < Ul + € [ 10Oy ds
0 0
para 0 <t <T.

Assim
¢
U@l < R+ |Usllv + C/ 1U(s)]lv ds
0

para 0 <t <T.
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Portanto, pela desigualdade de Gronwall tem-se que
IU@)llv < (R +[[Uollv)e™ = C (4.9)

para 0 <t < T, onde C constante Lipschitz de ®.

Assim,

< OTR+CTC +T2CC
Vv

H (PUY(E) — S(t)Up — /0 "S(t — ) D(PU(s)) ds

=T[CR+ (CT + C)C]
sendo C' e C' constantes positivas.

Entao, para T} suficientemente pequeno tem-se

<R, Vtel0T]
\%4

H (PU)(t)—S(t)Uo—/OtS(t—s)tb(U(s)) ds

e (PU)(0) = Up.

Logo, PU € Xg(T1). Assim mostramos que P : Xz(T)) — Xg(T1),
para 17 > 0 suficientemente pequeno de modo que T} [C'R + 6(CT1 +O)] <R.

Agora, vamos mostrar que existe Ty com 0 < Tg, com Tg [C’R—i—é (CTo+
C)] < R, tal que a aplicagao P : Xg(To) — Xg(Tp) é contragao.

Para T, > 0, sejam U; = [uy,v1],Us = [ug,ve] € Xg(T3). Entao

conforme observado em (4.9) tem-se que

1@y, 1Ub)vy <C, Vtel0,Ty).
Calculamos, para t € [0, T5]

[(PUL)(E) = (PU2)(#)[lv < /0 15t = s)(G(UL(s)) = G(Ua(s)))lv ds

n / 15(t — )(@(T1(s)) — B(Ua(s))) - ds
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Por (4.6), tem-se

Wmew4PuwwvsAme@»—m@@mww

/ |B(U(5)) — B(Ua(s))llv ds < C / lg(eus(5)) = g(us(5)) ey ds
(4.10)

+c/ﬁm UéMv%<C/HW1|—MwWH%

#1046 - Ut s

Se p > 1, tem-se que h : Rt — R* dada por h(S) = S? é uma

fungao convexa, pois h”(S) >0, V S € RT. Logo

h(1S1 + (1 =1)S3) < 1h(S1) + (1 —=1)h(S2), V1e€]0,1].
) 1
Assim, para [ = 37 Sy =a—be Sy =>b, tem-se

1 1
—aP — —bp < §(a —b)P

1
E, paralzé, Sy =b—ae Sy =a, tem-se

1 1 1
S g < Z(b—q)P
2pbp 5" < 2(6 a)
Seja a = |u(t)| e b = |v(t)|. Usando as duas ultimas desigualdades
L P =P ds< [ o) = po(s)] 7 ds

Assim

Hu@®F = fw@P [ < ut) = o(O)l|72 0
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Usando a ultima estimativa em (4.10) e considerando (4.2) resulta que

nwmww«m@@MSoAWM@ﬂmw@@@+AHw@—w@mws
—c/um 2 (5) ke s (5) — wa(8)l oo w+/um Us(s)]ly ds
SCAWMUMmﬁWMﬂ%@WM@—W®MWW

+ [ 10166) = Ualo)l ds < 201+ T = Ul
(4.11)

1
lelel !

Tomando 0 < T < min ( T, +C ) conclui-se que a aplicacao
P : Xgp(Ty) — Xg(Ty) é contracao.

Do Teorema de ponto fixo de Banach, existe uma unica funcao U €
Xr(Tp) tal que PU = U. Assim, U é solugao de (4.8).

Mostramos que o problema (4.8) tem tnica solucao em Xg(7p).

Resta mostrar a unicidade da solugdo do problema em C([0, Tp]; V).

Sejam Uy, Uy € C([0,Tp]; V) solugao da equagao (4.8), com U;(0) =
Uy(0) = Uy e Uy € V. Entao PU; = Uy e PUy = U,. Dai, da mesma forma que em

(4.11), para t € [0, Tp] tem-se

[UL(t) = Ua(B)lv < C/O 1UL(s) — Ua(s) |57 1UL(s) — Uz(s)|lv ds

/Wm )M%CAUHM@—%@%WM@—%@M%

Neste ponto precisamos usar a desigualdade de Gronwall, cuja demons-
tracao € bem conhecida.

Usaremos o lema de Gronwall.
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Lema 4.3 (Desigualdade de Gronwall) Sejam g1(t) > 0 e go(t) > 0 fungoes reais
tats que:

t
a(t) < K+ / 0(s)ga(s) ds, 0<t<T
0

T
sendo K > 0 uma constante e / g2(s) ds < co. Entao:
0

T
gl(t)SCeXp{/ g2(s) ds}, 0<t<T.
0

Vamos usar esse lema com: K =0, g1(t) = ||U1(t) — Us(t)||v e g2(t) =
Cl|UL(t) — Uy(t)|[5" + 1]. Como Uy, Uy € C([0, Tp); V) estao definidas no compacto
[0, Ty], tem-se que

T
/ g2(s) ds < oo.
0

Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall, para g; e gs definidas

acima, conclui-se que
g1(t) = [[UL(t) = U2(t) lv = 0.

Segue imediatamente que U; = U, e portanto a unicidade estd provada.

Para finalizar, o estudo de existéncia e unicidade de solugoes locais,
vamos mostrar que a solucao local obtida para a equacao (4.8) é solu¢ao do problema
de valor inicial (4.7).

Defimos U(t) = /t S(t—s)G(U(s)) ds e vamos mostrar que a fungao

0

U (t) é diferenciavel em [0, Tp).

Sejat € [0,Tp) e h > 0 tal que t + h € [0, Tp]. Usando as propriedades

de semigrupos, tem-se
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U(t+h})l U(>:%/o+ S(t+h— $)G(U(s)) ds
1 [ st=s6wie as =201 s 6w as
+¥/t S(t - $)G(U(s)) ds

Como o ultimo integrando na igualdade anterior é continuo, pelo Teo-
rema do valor médio para integrais, segue que:

Ut + h) — U(t)
h

_ S(hil— 1 /f S(t — $)G(U(s)) ds + S(h)S(t — t)G(U ("))

para algum t* entre t e t + h.

Entao,

lim U(Hh / S(t — $)G(U(s)) ds + GU(D))

h—0+

pois t* — t quando h — 0 e {S(t) }+>0 ¢ semigrupo de classe Cy gerado por B.
Assim U ¢ diferencidvel em [0,Tp) e

d ~

~0(t) =B /0 S(t — s)G(U(s)) ds + G(U(¢))

t
Além disso, a funcao V(t) = S(t)U, +/ S(t —s)®(U(s)) ds ¢ dife-
0

renciavel e %V(t) =BV (t) + (U(1)).

~

Assim, do fato de que U(t) = V (t) + U(t), resulta que

d

7 U(t)=BU(t)+ J(U(t))

Logo, U é diferencidvel e solugao local em [0,7}) do problema (4.7).
Il
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Corolario 4.1 Sejan >2el <p< LQ Para cada [ug, ui] € (H*(Q)NHZ(Q)) x
n —

HZ(Q), existe Ty > 0 e uma tnica fungdo
u € C([0, To]; H*(Q) N Hy (92)) N C([0, To]; Hy(2)) N C*([0, Tol; H ()

solucao do problema:

/

(ue(£),¥) + Y (Vu(t), V) + (Au(t), Av) + (ue(t), ©) + S(u(t), v) = ([u@) P, )

Vt>0

\ u(z,0) =ug(x) e wz,0)=wu(x) x em ()

(4.12)

para cada ¥ € HF(Q).

Prova:
Se z € H} (), pelo Lema de Lax-Milgram, 3 tinico z € H}(Q), tal que

Assim, da mesma forma que na segao 2.2, definimos f : Hj(Q2) —

H} () tal que para cada z € Hi (), f(z) é dada pela equagao

—(f(2),%) =T f(2), V) = (z,¥), V€ HHQ) (4.13)

Por regularidade eliptica, existe C' > 0 tal que

1f(21) = f(22)|lm30) < Cllzr — 2219, V 21,2 € Hy(Q) (4.14)

Seja u solugao do problema (4.12), com [ug,u;] € V = (H3(Q) N

H2(Q)) x H2(Q). Entao o par U(t) = [u(t),u(t)] é solugdo do problema:
d

ZU(t) = BU() + F(U(1) + GU () (4.15)

U(0) = Uy
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em X = H2(Q) x H}(Q2), onde B é o operador da segao 2.1 e

FU@®) =10, flw®)] e GUR)=10,9(u(?))]

onde f esta definida acima e g estd definida em (4.4).

Reciprocamente, se U = U(t) é solugao de (4.15) com U, € V entao a
primeira componente de U(t) é solucao de (4.12).

Vamos mostrar que F é Lipschitz continua globalmente. De fato,

dados Z; = [v1,wy] e Zy = [vg, we] € X entdo, usando (4.14) tem-se

|1F(Z1) = F(Za)||x = [|f(w1) = flw2)l[m) < [1f(wi) = f(w2)lm30) <
Cllwy — wel|m) < C||Z1 — Zo||x

Assim, pelo teorema 4.1 existe tinica solu¢ao do problema (4.15) com
U(t) = [u(t),v(t)] € C([0,T); V) N C*([0, Tp); X)
Assim, obrigatoriamente, v = u; e
u € O([0, To]; H*(Q) N Hg () N ([0, To]; Hy(2)) N C*([0, To); Hy ()
que satisfaz (4.12).
0

Corolario 4.2 Sejan >2el <p< LQ Para cada [ug, ui] € (H*(Q)NHZ(Q)) x
n p—

HZ(Q),3 Ty > 0 e uma tnica fungao
u € C([0, To]; H*(Q) N Hy (92)) N C([0, To]; Hy(2)) 1 C*([0, Tol; H ()

solucao do problema:

(utt(t)v ¢> + V(VUtt(t% VW + (Au(t)7 A¢> + (ut(t>’ 1/}) = (|U(t>|p7 77Z)> t>0

u(z,0) =ug(x) e w(z,0)=u(x) em €
(4.16)
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para cada ¥ € HZ(Q).

Prova:

Sendo V = (H*(Q) N H3(Q)) x HZ(Q). Definimos, V¢ > 0,

U(t) = [ut),w(t)], FU®) = [0, fw(t)) = Bf (u(t)] e G(Z(1) = [0, g(w(1))

onde f e g definidas em (4.13) e (4.4) respectivamente.
Entao (4.16) é equivalente ao seguinte problema de valor inicial no

espaco HZ(Q) x HY(Q) =X

; _
- U(t) = BU(t) + F(U() + GU(1)) (4.17)

U(0) = U,

Aqui, novamente mostramos que F é Lipschitz continua global-

mente. Dado Z; = [v,w;] e Zy = [vg, wy] € X entdo, usando (4.14)

IF(Z) — F(Zs)llx = |1f(w1) — BF(v1) — fws) + BF(02)l| 120
< C([[f(wr) = flw2) gy + Bl f(v1) = fv2)l|msey) <

C(lwy — w2 ) + v — v2lla2) < CillZ1 — Za||x

Assim, pelo teorema 4.1 existe tinica solugao do problema (4.17) com
U(t) = [u(t),v(t)] € C([0, Tp); V) N C*([0, To]; X)
Logo, de (4.17) temos que v = u;. Portanto
u € C([0, ToJ; H () N Hg (92)) N CH([0, Tol; Hy () N C*([0, Tol; Hy (2))

que satisfaz (4.16).

85



4.2 Existéncia de solucao global e comportamento

assintotico

Vamos encontrar estimativas de decaimento para a energia do pro-

blema (4.16) para o caso em que n =3 e p = 3.

Teorema 4.3 Sejan = 3. Existe um numero real 6 > 0 tal que se os dados iniciais
[ug,ui] € V= H3(Q) x HE(Q) satisfazem Iy < &, o problema (4.16) com p = 3
tem uma tnica solugao global u € C([0,00); H*(Q) N HZ(Q)) N C*([0,00); H(2)) N
C*([0, 00); Hy (2)) tal que

E,(t) < CLy(1+ )™

com C' > 0 alguma constante que nao depende dos dados iniciais.

Demonstracao:

Seja S(t) : V — V dado por

S®)vo, 1] — [v(t), v (t)]

onde v(t) € C([0, 50); H3() 1 HA(©)) 1 CH([0, 00); HA(Q)) N C2([0, 50); HY() é a
tnica solugdo do problema linear (2.17).

i) S(0)[vo, v1] = [v(0),v:(0)] = [vg, v1], V [vg,v1] €V

assim S(0) = I, onde I é o operador identidade.

ii) Seja [vg, v1] € (H3(Q) N HZ(Q)) x HZ()
S(t+ s)[ve, v1] = [v(t + s), v4(t + )]

86



S()S(s)[vo, v1] = S(B)[v(s), ve(s)] = S(t)[20, 21] = [2(t), ()]
Mas,
[2(8), 2(8)] = [o(t + 5), vi(t + 5)]
¢ tal que
[2(0), %(0)] = [20, 21]
pela unicidade da solugiio tem-se
[2(t), Z(8)] = [v(t + 5), va(t + 5)] = [2(t), 2(t)]
isto 6, S(t+5) = S(t)S(s), Vit seRT

iii) Seja [vg, v1] € V, sendo [v,v;] € C([0,00); V), tem-se

lim [[(S(t) = Dlvo, villlv = lim [[[o(t), ve(t)] = [vo, vally =0

t—0t
Por i), i), i) tem-se que {S(t) }+>0 ¢ um semigrupo de classe Cj em
(H*(2) N H3(Q2)) x H§(%).

Definimos

Ifw, ollle = [Joll + [ 7 vl + | & ull + [|u]

Como conseqiiéncia imediata do teorema 3.2:

Lema 4.4 Se [ug,u1] € H3(Q) x HZ(Y), tem-se
1S(®)uo, wi]lle = [[[(#), ve(]lle < CIE (1 + )7
onde v € a solu¢ao do problema linear (2.17) para os dados iniciais [ug, u1] e C >0

uma constante que nao depende dos dados iniciais.
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Lema 4.5 Se 8 > 1, entao 3 uma constante Cz > 0, dependendo somente de (3 tal

que

t
/ (L4t —s8)7(1+5)Pds < Co(1+)7
0

Usando as estimativas de decaimento obtida para a energia do pro-
blema (2.17), vamos obter taxas de decaimento para a energia do problema semi-
linear (4.16).

Por propriedades conhecidas da teoria de semigrupos, o problema

semi-linear (4.16) pode ser escrito como:
¢

IK®:S®MH:/S@—$GWQ»ds (4.18)
0

onde U(t) = [u(t), ws(t)], Up = [uo,w], G(U(s)) = [0, g(u(s))]
sendo g(u(s)) definida em (4.4).

Procedemos baseados no argumento do método de Nakao [16]. O qual
prova que para mostrarmos a existéncia global, é suficiente obter estimativas a priori
para E,(t) no intervalo de existéncia maximal [0,7},). Neste caso, as estimativas
encontradas para o problema linear, sao mantidas para o problema semi-linear.

Como conseqiiéncia imediata do lema (4.4) tem-se
Lema 4.6 Assumindo as hipdteses do teorema (4.3), tem-se
1 1
1S Uslle < CIg(1+t)=  em [0,T,,)
Seja

1(5) = lgu(s) ey ¥ s € 0.8 com t € 0.7;,)
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Pelo lema 2.7 e considerando (4.5) e (4.2) tem-se

lg(u(s) 20y < CllTu(s)P 72y < Clluls) @) = CUluls)II* + | 7 uls)[*)?
< Cllu(s)1” + I A uls)])°.
Logo,

I(s) < C(llu(s)lI* + | & u(s)]*)* (4.19)

Assim, pelo lema 4.6 tem-se
1S(t = $)G(U(s)l|lp < CI(s)2(1+1—9)7

Por (4.18) pode-se estimar U(t) por:

IU@)s < CLE (L +1)3 + /t(l +t—s)21(s) ds (4.20)

Sabe-se que

U0z <CIg < KI;, se K>C

Vamos supor por absurdo que nao ocorra

(L+8)2|U@D)e < KIg,  Vte0,Ty)

Entdo pela continuidade da funcdo ¢t — (1 + £)2||U(t)||z 3 Tp €

(0,7T,,) tal que
A+ U@)p < KI§, Y te0,Ty)
1 (4.21)
(1+T0):2 |U(To)| s = K13,

Considerando (4.19) em (4.20) tem-se

I0@s < CI(L+6)7 + C/Ot(l +t=5)7 (ful(s)|” + 1| & u(s)|?)? ds
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Por (4.21) tem-se

1 -1 ¢ -1 3
U] <CIZ(1+1t)2 + 20/ (14+t—5)2 (KI(1+t)")2, Vtecl0, Ty
0

Aplicando o lema 4.5:
1 1 3 —1
U ||lg <CIE(1+1)7 +20K212(1+t)2, Vtel0,T

Definimos:

Qo(ly, K) = C +2CK:1,

Assim

U < 1 Qollo, K)(1 +1)7

K—C)

Escolhendo K > C'e Iy < = ( _
2CK:2

— Qo(lo, K)=C+2CK?ly < K

— U |e < KIZ(1 4+ )3,V € [0, Ty)]

O que contradiz (4.21).

Logo a solucao local u(t) existe globalmente no tempo mantendo as

estimativas, V¢t > 0.
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