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Resumo

Seja K um corpo algebricamente fechado. Dizemos que um subconjunto de K™, onde n é
um numero natural positivo, é construtivel se for uma combinacao booleana de conjuntos
Zariski fechados.

Na teoria dos modelos, um subconjunto de K™ é dito ser definivel se todos os elementos
desse conjunto, e somente estes, satisfizerem uma determinada propriedade definida por
uma férmula da linguagem de primeira ordem dos anéis.

Um dos nossos principais objetivos sera mostrar, na teoria dos corpos algebricamente
fechados, a equivaléncia entre os conjuntos construtiveis e os conjuntos definiveis. Como
conseqiiéncia disso vamos demonstrar alguns resultados algébricos, como o Nullstellensatz

de Hilbert, utilizando técnicas da teoria dos modelos.
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Abstract

Let K be an algebraically closed field. We say that a subset of K™, where n is a positive
natural number, is constructible if it is a boolean combination of Zariski closed sets.

In Model Theory, a subset of K" is said be definable if every elements of this set, and
only these elements, satisfy a determined property defined by a formula in the first-order
language or rings.

One of our main goals will be to show, in algebraically closed field theory, the equiva-
lence between the constructible sets and the definable sets. Finally, we will prove some

algebraic results, like the Hilbert’s Nullstellensatz, using Model Theory techniques.
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Introducao

Esta é uma dissertacao expositiva onde apresentaremos alguns resultados importantes
da teoria de modelos, entre eles o teorema da Compacidade e o teorema de Lowenheim-
Skolem. Também veremos alguns resultados algébricos, como o teorema da Base de
Hilbert, Nullstellensatz de Hilbert (Teorema dos Zeros de Hilbert) e o teorema da Decom-
posicao Primaria. Porém, para a demonstracao de alguns desses resultados algébricos,
usaremos a teoria de modelos.

A descoberta que uma teoria matematica pode ter mais que um modelo foi feita no
século XIX, quando Riemann e Klein estabeleceram a independéncia do postulado das
paralelas construindo um modelo a partir de outros axiomas da geometria no qual o
postulado das paralelas falha. Esse pardgrafo foi retirado de [2].5.88.

Trabalharemos em légica de primeira ordem (veja mais em [2]) sob a teoria de con-
juntos ZF com axioma da escolha, o qual é equivalente ao principio da boa ordenacao
¢ ao lema de Zorn, que usaremos algumas vezes. Veja em [4] maiores detalhes sobre a
teoria de conjuntos ZF e tais equivaléncias. Trabalharmos em logica de primeira ordem é
essencial para obtermos alguns resultados como o teorema da compacidade e o teorema de
Lowenheim-Skolem. Estes, em geral, falham em légica de ordem superior (veja exemplo
em [14]).

No primeiro capitulo definiremos o que é uma linguagem e o que é uma estrutura para
essa linguagem. As estruturas nas quais trabalharemos mais sao grupos, anéis e corpos, e
no ultimo capitulo daremos uma énfase maior em corpos algebricamente fechados. Ainda
no primeiro capitulo, veremos o que sao termos, formulas e sentencas, e como interpre-
tar esses termos e verificar se uma sentenca ou uma designagao para uma férmula sao
verdadeiras numa estrutura. Definiremos também o que sdo homomorfismos, imersoes,
isomorfismos e equivaléncias elementares entre estruturas.

No segundo capitulo veremos a defini¢ao de teoria, modelo de uma teoria e satisfati-
bilidade de uma teoria. Estudaremos as conseqiiéncias logicas de uma teoria. Dada uma
estrutura, veremos o que é um conjunto ser definivel nessa estrutura. Mostraremos que o
conjunto dos nimeros reais nao é definivel no conjunto dos niimeros complexos.

No terceiro capitulo usaremos a construcao de Henkin para demonstrar o teorema da



Compacidade, o qual diz que uma teoria é satisfativel se, e somente se, qualquer subcon-
junto finito dessa teoria for uma teoria satisfativel. Veremos também uma demonstracao
para o teorema da Compacidade através de Ultraprodutos.

No quarto capitulo estudaremos as teorias completas. Uma teoria é completa se, dada
uma sentenca da linguagem, esta sentenca ou a negacao dela é conseqiiéncia logica dessa
teoria. Na secao de k-categoricidade veremos que a teoria dos corpos algebricamente fe-
chados de caracteristica p, onde p = 0 ou p é primo, é uma teoria completa. Depois,
ainda nesta secao, veremos que toda funcao polinomial injetora de C™ em C™ é sobreje-
tora. Na secao seguinte demonstraremos os teoremas de Lowenheim-Skolem, ascendente
e descendente. Por ultimo, estudaremos algumas teorias que tenham eliminagao de quan-
tificadores, isto é, dada qualquer féormula da linguagem, esta férmula é equivalente, em
qualquer modelo dessa teoria, a outra féormula livre de quantificadores.

No quinto e ultimo capitulo mostraremos que a teoria dos corpos algebricamente fe-
chados tem eliminacao de quantificadores. Estudaremos a topologia de Zariski. Veremos
que os conjuntos construtiveis (combinagao booleana de conjuntos Zariski fechados) sao
exatamente os conjuntos definiveis nos corpos algebricamente fechados. Por fim, provare-
mos o teorema da Decomposigao Primaria, isto é, dado um ideal radical de K|z, ..., z,],
onde K é um corpo algebricamente fechado, podemos representar esse ideal de forma

Unica por uma interseccao de ideais primos que contenham esse ideal.



Capitulo 1
Estruturas

Intuitivamente uma estrutura é um conjunto equipado com operacoes, relagoes e elementos
distinguidos. Entao escolhemos uma linguagem de primeira ordem onde podemos falar
sobre tais operacoes, relacoes e elementos. Por exemplo, se queremos estudar a estrutura
(N, 4,0, 1) dos nimeros naturais com adi¢ao e elementos distinguidos 0 e 1, a linguagem
natural para estudar essa estrutura é a linguagem onde temos um simbolo funcional

binario e dois simbolos de constante.

1.1 Linguagens

Definicao 1.1.1 Uma linguagem L é uma tripla < F,P,C > onde:

o F ¢ um conjunto de simbolos funcionais e para cada f € F existe um niumero

natural positivo ny que indica a aridade de f;

e P ¢ um conjunto de simbolos de predicados e para cada p € P existe um niumero

natural positivo n, que indica a aridade de p;
e C é um conjunto de simbolos de constantes.

Obs.: Qualquer um dos conjuntos F, P ou C pode ser vazio.

Para simplificar a notacao, escreveremos
L={s;se€FousePousecl}

onde ficara implicito o conjunto de simbolos ao qual s pertence. Veja os exemplos a seguir:

Exemplo 1.1.2 Linguagem de grupos: L, = {-, e}
Mais precisamente temos que L, =< F4,Py,Cq > com Fy = {-} onde n. =2, Py =0 e
Cy = {e}.



Exemplo 1.1.3 Linguagem de anéis ordenados: L., = {+,—,-,<,0,1}
Foo={+,—-}onden,=n=2en_=1, Py, ={<} onde n. =2 eC,, = {0, 1}.

Exemplo 1.1.4 Linguagem pura de conjuntos: £ = )
Exemplo 1.1.5 Linguagem de grafos: L = {R}

Onde R € um simbolo de predicado bindrio, ou seja, R € P e ng = 2.

1.2 Estruturas

Definicao 1.2.1 Seja £ uma linguagem. Uma L-estrutura M é uma quadrupla

M = (M, {f"Y rer, (p" }per, {M}eec)

onde:
e M ¢é um conjunto, denominado universo de M;
e Para cada f € F, fM: M™ — M;
e Para cadap € P, pM C M™;

e Para cada c€C, cM e M.

Obs.: M pM e cM sao ditas interpretacdes de f, p e ¢ na L-estrutura M e a cardina-

lidade de M é, por defini¢ao, a cardinalidade de seu universo M.

Doravante, utilizaremos a mesma letra em tipografias caligrafica e regular para desig-

nar uma L-estrutura o seu universo , respectivamente. Por exemplo, M é uma L-estrutura

com universo M.

Exemplo 1.2.2 Seja L, = {-,e} a linguagem de grupo vista no exzemplo 1.1.2.

Uma Ly-estrutura G = (G, -9,¢9) é um conjunto G equipado com uma fung¢ao bindria -

e um elemento distinguido €Y.

Por exemplo:

G = (R*,-, 1) A 9 —1
G = (R,-,1) g . o9 — 1
N = (Z,+,0) N=g HN=0
N'= (N, +,0) N =4 N=0

Note que G' e N' nao sao grupos, porém sao L ,-estruturas.



Definigao 1.2.3 Seja L uma linguagem. Suponha que M e N sao L-estruturas com

universos M e N respectivamente.

e Um L-homomorfismo o : M — N ¢ uma aplicagio o : M — N que preserva a
interpretacao dos simbolos de L. Mais precisamente:
i. o(fM(ay,... L Qn,)) = PNo(ay),... ,0(an,)), para f € F eay,...,an, € M;

ii. o(pM) = {(o(a1),...,0(a,,)) € N";(ar,...,a,,) € pM} C pV para todo
peP;

iii. o(c™M) =V, para todo c € C.
o Uma L-imersao n: M — N é um L-homomorfismo injetor tal que n~(p"\) = pM.

e Se M C N e a inclusao é uma L-imersao, dizemos que M é uma L-sub-estrutura
de N ou que N' é uma L-extensao de M.

Exemplo 1.2.4 Seja L = L, U {p} onde L, € linguagem de grupo e n, = 1. Sejam
M = (2,4,0,Zy) e N = (Z,+,0,Z) L-estruturas, entao id : M — N definida por
id(z) = x é um L-homomorfismo.
i.oid(x +y) =2+y=1id(z) + id(y)
ii. id(pM) =id(Zy) =7, C Z=pV
iii. d(0) = 0
Note que id ¢ injetor, porém nao ¢ imersao, pois id (Z) = Z # Z,..

Exemplo 1.2.5 Seja n : Z — R definida por n(z) = €*, entdo n é uma L,-imersio de
(Z,+,0) em (R,-,1).

Injetividade: n(z) =n(y) © e* =eV < x =1y
Exemplo 1.2.6 (Z,+,0) é uma L,-sub-estrutura de (R, +,0).

Proposigao 1.2.7 Seja £ uma linguagem. Suponha M e N L-estruturas e n uma L-

imersao de M em N'. Se n € bijetora entdo n~' é uma L-imersio de N' em M.



Demonstracao
Sejam M e N os universos de M e N, respectivamente.

1. Sejam f € Feay,...,a,, €N
7 (P ars - ang)) =07 (Y (), n(n any))) =
=0 (M Har), - 07 Han,)))) = N an), - 07 an,)
ii. Sejamp€Peay,...,a,, €N
(a1, an,) € PV & (nn~ (@), ..., n(n""(an,))) € PV &
& (7 Har), ..., 0" (an,)) € pM
iii. SejaceC
(M) =N = M=np (V)

Obviamente 7~ ¢ injetora e pelo item 4. temos que (n~1)~1(pM) = p
[ |

Definicao 1.2.8 Sejan uma L-imersao. Sen € bijetora, dizemos que n é um L-isomorfismo.

A préoxima proposicao nos deixarda aptos a trabalhar com subestruturas ao invés de

imersoes, sendo que toda imersao pode ser vista como uma subestrutura.

Proposigao 1.2.9 Sejam A e N L-estruturas e n : A — N uma L-imersio. Entao
existe uma L-estrutura M tal que M ~N e A C M.

Demonstracao

Vamos definir a L-estrutura M.

Seja M = AU(N \ n(A)). Defina a fungao 0 : M — N por og|ls = n e
gl Mu(a) = tdy. Claramente o estd bem definida e é bijetora. Vejamos agora

as interpretagoes dos simbolos de L.
Se f é um simbolo funcional n-ario de £, entao interpretaremos f em M por
M M™ — M
(a1,...,a,) +— o "(N(o(ay),..., oa)))
Se p é um simbolo de predicado n-ario de £, entao interpretaremos p em M

por
M ={(ay,...,a,) € M™;(0(ay),...,0(a,)) € pN}



Se ¢ é um simbolo de constante de £, entao interpretaremos ¢ em M por
M=oY

Portanto M é uma L-estrutura, A C M e, por construcao, o : M — N é um

isomorfismo.

1.3 Férmulas e Sentencas

Seja S um conjunto abstrato, cujos elementos sao chamados simbolos, que suporemos

uniao de cinco subconjuntos disjuntos denotados por:
e variaveis: v, vy, va, Vs, . ..
e igualdade: =
e conectivos booleanos: A, —
e quantificador: 3
e auxiliares: (,[,),]
Férmulas serao seqiiéncias finitas de simbolos construidos através dos simbolos de uma
linguagem e simbolos de S. (Veja mais em [2] e [12])
No que segue, a menos de definicao explicita, fixamos uma linguagem £ arbitraria.
Definigao 1.3.1 O conjunto de L-termos é o menor conjunto T tal que:
i. ¢ €7 para todo c € C;
ii. cada simbolo de varidvel v; € T, parai=1,2,...;
iwi. se fe€F ety,....ty, €T, entao fty...t,, €7T.

Exemplo 1.3.2 Seja L, = {+,—,-,0,1} a linguagem de anéis. Exemplos de L,-termos:

L,-termo Notacao

w1 +vg— 1 vi(vg — 1)
2. -+ v1vg + vl (v1 4+ v2)(vs + 1)
3. +14+1+11 1+ (1+(1+1))



O uso da notacao é para facilitar a leitura do termo. No item 1. do exemplo acima temos
que 1 é termo pelo item 7. da definicao e vy e v3 sao termos pelo item 7:., assim, pelo item
124. temos que —1 é termo, depois que +v3 — 1 é termo e finalmente que -v; +v3 — 1 é
termo.

Na L,-estrutura (Z,+, —, -, 0, 1) podemos pensar nos termos +1+ 1+ 11 como nome para

o elemento 4 e - + v1v9 4+ v31 como nome para a funcao (x,y,2) — (x +y)(z + 1).

Suponha que M é uma L-estrutura e que t é um L-termo construido usando simbolos

de varidveisde v = (vy, ..., v ara algum m. Queremos interpretar ¢ como uma funcao
) ) m ) s

tM . M™ — M. Para isso, seja @ = (a1,...,am) € M™, vamos definir indutivamente

tM(@) como:

i. Se t ¢ um sfmbolo de constante ¢, entao tM(a) = M,

ii. Set é um sfmbolo de varidvel v;, entao t" (@) = a;;
iii. Se f e F, t1,....tn, € T etéotermo fty...t,,, entao t"(@) = fM(tM(@),... 15" (@)).

7’]’Lf

Exemplo 1.3.3 Seja L = {f,g,c}, onde ¢ € simbolo de constante e f e g sao simbolos

funcionais com ny =1 e ng = 2. Considere 0s L-termos:

t1 = guic
to = fgcfu
ts = gfguivagv1 fro

Seja M a L-estrutura (R, exp, +, 1), onde fM = exp, g™ =+ e M = 1. Entao

t{\/{ (al) = a + 1
ty'(ay) = et

W (ay, ag) = €92 + (a; + ™)
Definicao 1.3.4 Dizemos que ¢ € uma L-formula atomica se @ é:
i. t1 =19, onde t1,ty € T; ou
ii. pty...tn,, ondep€P ety,... . t,, €7T.

O congunto de L-formulas é o menor conjunto VW contendo as L-formulas atomicas e tal

que:
1. Se o € W, entao —~p € W;

II. Se o, € W, entao p Np € W;



III. Se p € W, entdo Jvp € W.

Obs.: Algumas notacgoes e abreviagoes:

oV hi==(=p A=)
o o= Y=V

e p=thi=(p—= V)N — )

Yoy := = (Fv-p)

/\% =1 AN AP
i=1

\/%‘ =1 V... Vo,
i=1

Exemplo 1.3.5 Seja L., = {+,—,,<,0,1} a linguagem de anéis ordenados, entio sao

exemplos de L,o-formulas:

1. vy=0Vuv >0

2. Jug(ve - v9 = vy)

3. Yui(vy =0V Jug(vy - vg = 1))

Intuitivamente, o item 1. do exemplo acima nos diz que v; > 0, ja o item 2. que v; é um

quadrado e o 3. que todo nimero diferente de zero tem um inverso multiplicativo.

Gostarfamos de estabelecer uma relacao precisa entre férmulas e o que elas dizem
sobre estruturas, e em particular, definir o que significa para uma formula ser verdadeira
ou falsa numa estrutura. Enquanto em qualquer L,,-estrutura o item 3. do exemplo acima
é ou verdadeira ou falsa, os itens 1. e 2. expressam propriedades que podem ou nao serem
verdadeiras para algum particular elemento da estrutura. Por exemplo, na L,,-estrutura
(Z,+,—,-,<,0,1), 2. é verdade para v; = 9, mas nao para v; = 8.

Para isso, definiremos indutivamente o que significa uma varidvel, ocorrendo numa

formula, ser livre.

Definicao 1.3.6 e Se 1y € uma formula livre de quantificadores, entao toda varidvel

ocorrendo em 1 € livre.

e Seja ¢ uma formula. Se v = Jvyp, entao toda ocorréncia de v em 1p € limitada
em . Além disso, se w € outra varidvel ocorrendo em v, w € limitada em i se, e

somente se, w € limitada em . Andlogo para o caso onde ¥ = Yvp.

9



e Dada uma formula v, dizemos que uma varidvel v ocorrendo em 1) € livre se ela

nao for limitada em .

No exemplo anterior temos que v; € livre nos itens 1. e 2., e limitada no item 3., ja v
é limitada nos itens 2. e 3.. Observe que uma mesma variavel pode ser livre e limitada

numa mesma férmula. Veja por exemplo a férmula
Voo = w A Jw(w = v)] — Ju(v # u)

As trés primeiras ocorréncias de v sao limitadas e a tltima é livre, a primeira ocorréncia
de w ¢ livre e as outras duas sao limitadas, e as duas ocorréncias de u sao limitadas.
Entao dizemos que uma variavel v é livre numa férmula v se ela ocorre ao menos uma
vez em 1) como variavel livre. Logo, no nosso tltimo exemplo, v e w sao variaveis livres,

porém u nao é.
Definicao 1.3.7 Uma L-sentenca é uma L-formula sem varidveis livres.

Dada uma L-estrutura M, veremos que cada L-sentenca ou é verdadeira ou é falsa em
M. Por outro lado, se ¢ é uma férmula com varidveis livres entre vy,...,v,, veremos
¢ como expressando uma propriedade de elementos de M™. Escreveremos ¢(vy, ..., v,)

para deixar explicito quais sao as variaveis de .

Definiremos o que significa ¢(vy, ..., v,) ser satisfeita por uma n-upla (aq,...,a,) € M",
dita ser uma designacdo para vy,...,v, em M.

Definicao 1.3.8 Seja ¢ uma formula com varidveis livres 7 = (vy,...,v,) e seja
a = (a1,...,a,) € M"™. Indutivamente definimos a relacio M E (@), e dizemos que

M satisfaz p(@) ou que (@) é verdadeira em M da sequinte maneira:
i. Sep éty =ty, entao M E p(a) sse t}'(a) = t4'(a);
ii. Se @ épty...t,,, entio M p(@) sse (t1'(a),... )" (@) € p";
iii. Se p é 1, entio M E o(a) sse M ¥ y(a); !
iv. Se p €Y Aa, entao M E p(a) sse M E (@) e M EF a(a);
v. Se ¢ € J(T,v;), entio M E ¢(a) sse existe b € M tal que M E (a,b).

Obs.:  Se ¢ é uma sentenca, nao tem variaveis livres, entao nao depende de uma
designacao para verificar sua veracidade, depende apenas da estrutura. Poderiamos ver

da seguinte forma: seja ¢ a férmula (v = v) A ¢ € M uma estrutura, entdao ¢ tem uma

1Usaremos o simbolo ¥, de forma ébvia, como a negacao da relacio F.
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variavel livre v, porém para todo a € M temos que a = a, logo M F ¢ sse M E 1(a)
para todo a € M.

E importante notar que os quantificadores (3 e V) agem somente sobre os elementos
da estrutura. Por exemplo, a propriedade de um corpo ordenado ser completo (todo
subconjunto limitado possui supremo) nao pode ser expressa como uma férmula porque
nao podemos quantificar sobre subconjuntos. O fato de estarmos limitados a quantificacao
sobre elementos da estrutura é uma caracteristica fundamental da légica de primeira

ordem.

1.4 Imersoes e Equivaléncias

Se uma férmula possui um quantificador existencial e ela é satisfeita numa determinada
estrutura por uma designacao, entao existe, nesta estrutura, uma testemunha para esse
quantificador. Se tomarmos uma subestrutura dessa anterior, nada garante que nesta
havera também uma testemunha para tal quantificador. Veja exemplo 1.4.3. Da mesma
forma, se uma férmula possui um quantificador universal, e é satisfeita numa determinada
estrutura, entao todo elemento desta estrutura tem que ser uma testemunha para esse
quantificador. O que nao necessariamente acontece para uma extensao dessa estrutura.
Veremos agora que se uma férmula sem quantificadores é verdadeira em alguma es-
trutura, entao ela é verdadeira em qualquer extensao desta.
Notagao: Se M e N sdo L-estruturas, @ = (ai,...,a,) € M™ e n é uma L-imersao de

M em N, notaremos por n(a) a n-upla (n(a1),...,n(a,)) € N™

Proposigao 1.4.1 Suponha M e N L-estruturas e n uma L-imersao de M em N. Sejam

a€ M" e p(®) uma formula livre de quantificadores. Entdo M E (@) se, e somente se,

N E o(n(a)).

Demonstracao

Primeiro veremos que se ¢(7) é um termo e b € M™, entao n(tM (b)) = tV (n(b)).

Isto é provado por inducao sobre termos:

i. Se t é um simbolo de constante ¢, entao
n(t" (b)) = n(c™) = ¥ =tV (n(b))
ii. Se t é um simbolo de variavel v;, entao

n(t™(0)) = n(b;) =tV (n(0))



iii. Sejam f € F e ty,...,t,, € T e suponha n(tM(b)) = tN(n(b)) para

i=1,...,ny. Set éigual a ft;...1,,, entao

Vamos agora provar a proposi¢ao por inducao sobre as féormulas

i. Se p é t; = ts, entao

ME @) < (tM@),...,tM@a)ecpM <

Np

)
& (@), ..., n(ta'(@)) € p¥ &
& (B (@), ...t (n(@)) e p¥ &
& N Eon(a)

Entao a proposicao é verdadeira para as férmulas atomicas. Suponha que a

proposicao seja verdadeira para v e que ¢ é =1, entao
ME ¢(@) & MFE (@) « N ¥ ¢n(a) < N Eemn@)

Finalmente, suponha que a proposicao seja verdadeira para 1), e ¥y e que
¢ = 11 A\ by, entao

ME (@) & ME i (a) e ME Yy(a) <
S NEYi(n@) e N E(n(@) < N Fon@)

Corolério 1.4.2 Suponha M subestrutura de N'. Sejam ay,...,a, € M e p(v1,...,v,)

uma formula livre de quantificadores. Entao M F ¢(a) se, e somente se, N E p(a).

Demonstracao

Como M & subestrutura de A, a inclusao de M em N é uma imersao. To-
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mando 7 da proposicao anterior igual a essa inclusao temos

ME ¢(a) & N F on(@) < N F @)

Exemplo 1.4.3 Contra-exemplo com quantificador.

Sejam ‘Ca = {+7 ) '707 1}7 M = (Z>+7 K '707 1) € N = (Ra+7 ) 'aov 1)

Tome
pe(v)=v#0— Jz(x-v=1)

() =v#0AVr(z-v#1)
Note que M ¥ ¢(2), porém N E ¢(2). E como ¢ = =, M E (2) e N ¥ 1(2)

Observe que nesse exemplo M é subestrutura de N. Se tomarmos uma extensao A de
N, teremos que A E p(2). Assim como se tomarmos uma subestrutura B de M, teremos
que B E 1(2). Vejamos entao um resultado que esclareca melhor essa situacao.

A préxima proposicao nos diz que se ¢ é uma férmula sem quantificador universal

satisfeita por uma estrutura M, entao qualquer extensao desta satisfaz tal formula.

Proposicao 1.4.4 Sejam ¢(vy, ..., v,) uma L-férmula livre de quantificadores e M C N
L-estruturas. Entio M E Jvy ... Ju,o(vy, ... v,) implica N E Jvy ... Juo(vg, ... 0,).

Demonstracao

Suponha que
ME Juy .. Fuge(vg, .. 0,)

entao existe ay,...,a, € M tal que M F p(ay,...,a,). Assim, pelo coroldrio
1.4.2, N E p(ay,...,a,), portanto

N E Juy ... Fuo(vg, ... vy)

Como corolario temos que se ¢ é uma férmula sem quantificador existencial satisfeita por

uma estrutura A, entao qualquer subestrutura desta satisfaz tal férmula.

Corolério 1.4.5 Sejam ¢(vq,...,v,) uma L-formula livre de quantificadores e M C N
L-estruturas. Entao N E Yy ... Yu,o(ve,...,v,) implica M E Ny .. Yu,(v1,...,0,).
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Demonstracao

Suponha que
M E N . Nugp(vy, ..., v,)

entao

M E =Ny . Nuge(vg, .. )

logo
M E Juy .. Fu—e(vy, . vp)

pela proposicao anterior,
N E Jvy ... v~y ... 0,)

portanto
N ENvy .. Nugo(vg, ... v,)

Defini¢ao 1.4.6 Dizemos que duas L-estruturas M e N sao elementarmente equivalen-

tes e escrevemos M =N quando M E ¢ < N E ¢, para toda L-sentenca ¢.

O conjunto das L-sentencas ¢ tais que M F ¢, denotado por Th(M) é dito teoria de M.

Proposi¢ao 1.4.7 M =N se, e somente se, Th(M) = Th(N).

Demonstracao

Suponha primeiramente que M = N/, entao
pe€Th(M) s MEp o NE s peThWN)

logo Th(M) = Th(N).
Agora suponha que Th(M) = Th(N), entao

MEps peThM)= e Th(N) = NEp

logo M = N.
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Proposigao 1.4.8 Suponha M e N L-estruturas isomorfas, e n : M — N é um iso-

morfismo. Sejam a € M"™ e ¢(v) uma formula. Entio M E @(a) se, e somente se,

N E p(n(@)).

Demonstracao

J& vimos que se ¢(7) é uma férmula livre de quantificadores, a proposigao é
verdadeira, pois 1 é uma imersao. Basta-nos entao, mostrar que também ¢é
valida com quantificadores.

Se p(v) é igual a Jwy (T, w) e a proposigao é verdadeira para 1, entao

ME p(a) < existe b€ M tal que M EF ¢(a,b) <
& existe ¢ € N tal que N F ¥(n(a),c)

& N E o(n(a))
[
Corolario 1.4.9 Se M e N sao isomorfos, entio M =N .
Demonstracao
Imediata da proposicao anterior.
[

A nocao de equivaléncia elementar, no entanto, é estritamente mais fraca do que a
de isomorfismo entre estruturas. No capitulo 4 veremos com o teorema de Lowenheim-

Skolem que existem modelos elementarmente equivalentes com cardinalidades distintas, e

portanto nao isomorfos.
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Capitulo 2

Teorias

2.1 Teorias e Modelos

Definicao 2.1.1 Uma L-teoria T € simplesmente um conjunto de L-sentencas.

Nos referimos freqiientemente a L-teorias simplesmente como teorias, se nao houver perigo

de confusao.

Definicao 2.1.2 Dizemos que uma L-estrutura M é um modelo de uma teoria T e de-

notamos por M E T, se M E ¢ para toda sentenca ¢ € T.
Exemplo 2.1.3 O conjunto T = {Vx(z = 0),3z(x # 0)} ¢é uma teoria, porém ndo

tem modelo, pois suas sentencgas sdo contraditorias. Isto é, se M E Vx(x = 0), entdo

M FE Jx(z #0).
Definicao 2.1.4 Uma teoria € satisfativel se ela tem algum modelo.

Dizemos que uma classe de L-estruturas K é uma classe elementar se existe uma L-teoria

T tal que K = {M; M E T}.

Exemplo 2.1.5 Conjuntos infinitos

T ={3z3xs ... Iz, /\ x; # xj, para todo n}

1<j<n
N 7
Vo

Pn

Os unicos modelos para T sao estruturas de cardinalidade infinita.

Exemplo 2.1.6 Ordem linear L£={<}

1= Vro(z < x)
oy = VaVyVz((r <yAy < z) —x < 2)
p3:= VaVy(r<yVae=yVy<uzx)
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Tol = {9017 Y2, %03}
Densidade
Yy = V;p‘v’y(m <y — E]Z(I <zNz< y))
Told = Tol U {904}

Sucessor

o5 := Vedy(r <yAVz(z<z—(z=yVy<2z))
Tols = Tol U {905}

Exemplo 2.1.7 Relagao de Equivaléncia
L ={E} onde E ¢é simbolo de predicado e np = 2

1 := VaE(x,x)

P2 1= Vavy(E(z,y) — E(y, )

w3 := YaVyVz((E(z,y) N E(y,2)) — E(z,2))
Te = {()017 Y2, ()03}

Dois elementos por classe

w4 := YeIy(zx £y N E(x,y) A\Vz(E(z,2) = (z=2Vz=1y)))

T; =T, U {904}

Duas classes
@5 = FoIy(=E(z,y) ANV2(E(z,2) V E(y, 2)))

T/e, =T.U {905}

Exemplo 2.1.8 Aritmética de Peano
L={+,-5,0}

p1:= Va(s(z) #0)
Py = Var(r #0— Jy(s(y) = z))
w3 := Ve(r+0=1x)
pai= Vavy(z +s(y) = s(z +y))
5 := Va(r-0=0)
po = Vavy(z - s(y) = (z-y) + )
e para cada formula (v, W) defina a sentenga:

py = Y[(y(0,w) AVo(y (v, @) = (s(v), W))) — Ve (z, 0)]
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T = {@17 Y2, P3, P4, Ps5, 906} U {pr, 1/}<U,w> é fdrmula}

Exemplo 2.1.9 Grupos Ly={+,0}

o1:= Ve(0+z=2+0=2x)
o = YaVyVz((x +y) +2=a+ (y + 2))
p3:= Vedy(r+y=y+x=0)

Tg = {9017(;027903}

Grupos abelianos

oy = VaVy(lz +y=y+z)
Tga = Tg U {()04}

Grupos abelianos ordenados Ly ={+,<,0}
w5 = VaVyVz(z <y — (z+2<y+2))
Tgao = Tga U T U{ps}
Exemplo 2.1.10 Anéis L,={+,-,-01}

p1:= VaVyVz(x —y=z <z =y+2)

g := Vx(z-0=0)

pg = VaVyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2)

pp:= Ve(z-1=1-z=1x)

p5 = VaVyVz(z - (y+2z) = (z-y) + (z-2))
po = VaVyVz((x +y)-2) = (z-2)+ (y - 2)

Ta = Tga U {3017 P2, ¥3; P4, Ps, 906}

Anéis comutativos

7 :=VaVy(z -y =y )
Tac = Ta U {()07}

Dominios de integridade
pg :=VaVy(z -y =0— (x=0)V(y=0))

Ty = Tac U {ws}
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Corpos
py = Vr(z #0— Jy(z-y=1))

Tc = Tac U {909}

Corpos algebricamente fechados

n—1
Wy = Vag...Va, 13z (x” + Z a;xt = O)
i=0

CAF =T, U{u,;n € N}

Corpos algebricamente fechados de caracteristica p

Yp =Vrxx+...+2=0
———

p vezes

Se p € primo
CAF, = CAF U{¢,}

Sep=20
CAFy = CAF U {—,;p > 0}

Exemplo 2.1.11 Corpos ordenados Lo =L, U{<}

p1:= VaVyVz(ze <y —z+2<y+2)
g = VaVyVz((z <yAN0<z) —x-2<y-2)

Tco = Tol ) TC U {()017 902}

2.2 Consequéncia Loégica

Definicao 2.2.1 Sejam T wma L-teoria e ¢ uma L-sentenca. Dizemos que @ é con-

sequéencia logica de T, e denotamos por T E ¢, se M E ¢ sempre que M E T.

Exemplo 2.2.2 Sejam L = L,, e T = Ty4,, como no exemplo 2.1.9. Entao a sentenca

p:=Vr(r#0— x+x #0) € uma conseqiiéncia logica de T.

Suponha M = (M, +, <,0) um modelo de T, isto é, um grupo abeliano orde-
nado. Seja a € M \ {0}, devemos mostrar que a + a # 0. Bom, temos que
a<0oul<a Sea<O0entaoa+a <0+4+a=a <0,ecomo—(0<0), temos
a+a+#0. Se0<aentao 0 <a=0+a < a+a, logo a+ a # 0. Portanto,
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como tomamos M um modelo arbitrario de T e a sentenga ¢ é verdadeira em

M, temos que @ é conseqiiéncia logica de T.

Exemplo 2.2.3 Seja T a teoria de grupos onde todo elemento tem ordem 2, ou seja,
T =T,U{Va(r+z =0)}. Entdo ¢ = Ir13w93x3(x1 # 22 AN 22 # T3 N T1 # T3) Ndo €

consequencia logica de T.
Claramente Zs é modelo de T, porém Zs ¥ .

Definigao 2.2.4 Sejam T e T" L-teorias. Dizemos que T’ € conseqiiéncia de T se T E ¢
para toda sentenca ¢ € T', e denotamos por T ET'. Além disso, se T' E T, dizemos que

T é uma axiomatizacao de T.
Exemplo 2.2.5 T.F Ty

Para isso basta ver que
T.EVaVy(x -y=0— (x=0)V (y =0))

De fato, sejam M F T e a,b € M tais que a - b = 0. Suponha que a # 0,
entao, como
MEVz(z-1=1-2=1x)
MEVz(z 40— Jy(z-y=1))
MEYaVy(z-y=y-x)
MEN2VYz(z- (y-2) = (x-y) - 2)
MEVz(z-0=0)

existe c € M tal que
b=1-b=(a-c)-b=(c-a)-b=c-(a-b)=c-0=0

Logo M E T, e portanto T, F Ty

2.3 Conjuntos Definiveis

Definigao 2.3.1 Seja M = (M, {fM}er, {p"}pep, {cM}eec) uma L-estrutura. Di-
zemos que X C M" € definivel se existem uma L-formula o(vy, ..., Up, w1, ..., Wy) €
b€ M™ tais que X = {a € M"; M F ¢(a,b)}. Neste caso dizemos que p(v,b) define
X. Também dizemos que X € A-definivel ou definivel por A se ewxistem uma L-formula
V(vL, ..., v, we, .. ,wy) ed € Al onde A C M, tais que ¥(v,d) define X.
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Exemplo 2.3.2 Seja L, = {+,—,,0, 1} linguagem de anéis. Suponha M = (R,+,—,-,0,1)
um anel. Seja p(X) € R[X]|. Entio Y = {x € R;p(xz) = 0} € definivel.

Suponha
p(X) = ZaiXi
i=0
Seja (v, wy, . .., w,) a formula
wpt" + .. Fwv+wy =0

Entao ¢(v,aq,...,a,) define Y, logo Y é A-definivel para qualquer
AD {ao,...,an}.

Exemplo 2.3.3 Suponha L, como no exemplo anterior e M = (R,+,—,-,0,1) o corpo
dos nimeros reais. Entio Or = {(a,b) € R*;a < b} € definivel.

Seja p(z,y) a férmula
J2(z £ 0Ny =z + 2%)

Entao a < b sse M E ¢(a,b), logo Or é P-definivel.

Exemplo 2.3.4 Sejam L., a linguagem dos anéis ordenados e M = (R, +,—,-,0,1) o
corpo ordenado dos numeros reais. Suponha que X C R™ € A- definivel. Entdao o fecho

topologico de X também é A-definivel.

Suponha que ¢(7,a), para algum @ € A™, define X.

Seja (v, w) a férmula

Vele >0 — Jy; . ..Elyn(go@,w) A Xn:(vl —y)? < 5”
=1

Entdo b estd no fecho de X sse M F (b, @). Portanto X é A-definivel.

Vejamos agora uma caracterizagao para a definigao de conjuntos definiveis.

Definicao 2.3.5 Seja M uma L-estrutura. Dizemos que D = (D, CP(M™);n > 1) € a

menor colecao tal que:
. M"™ e D,;

ii. para todo simbolo funcional f n-drio de L, o grdfico de f™ estd em D, 1;
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iwi. para todo simbolo de predicado p n-drio de £, p™ € D,,;

w. para todo 1 < j <mn, {(z1,...,2,) € M2, = x;} € Dy

v. se X € D, entao M x X € D41,

vi. cada D, € fechado com relacdo ao complementar, uniao e intersec¢ao;

vii. se X € Dpyq e m, : M — M™ é a projecao definida por m,(x1,. .., Tpi1) =
(1, ..., 2,), entdo m,(X) € Dy;

viii. se X € Dyyy € b€ M™, entiao {a € M™;(a,b) € X} € D,.

Lema 2.3.6 Sejam X € D, e «a,, : {1,...,n} — {1,...,n} uma bije¢cio. Entdo

Y ={(y1,...,yn) € M”;Elxl...Elxn(/\(yi = T, ) N (T € X))} € Dy
i=1

Demonstracao

Pelo item iv. da definicao, temos que
A ={({y,T) € M*";y; = Ta, ()} € Dan
Usando o item v. n vezes, temos que
M"™ x X € Dy,

Portanto, pelo item vi. e usando o item vii. n vezes, temos

Y ={(y1,...,yn) € M"; 31y . Elacn(/\(yZ =Za, @) N (T EX))} =
i=1

:Wno...oﬂ'gn_l(mAim(MnXX)) e D,

i=1

Teorema 2.3.7 X C M" ¢ definivel se, e somente se, X € D,,.

Demonstracao

Primeiro veremos que os conjuntos definiveis satisfazem as propriedades
(i.-viii.). Como D é a menor colegdo com tais propriedades, cada X € D,

sera definivel.
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ii.

iii.

1v.

vi.

Vil.

viil.

. Seja ¢(v) a féormula vy = vy, entao

M" ={z e M" 1, =m} ={T € M MF o(T)}

é definivel;

Sejam f um simbolo funcional n-ario e ¢ (v, w) a féormula fv; ...v, = w,

entao

Graf(f) ={(@y) e M""; f(@) =y} ={(T,y) € M, M E o(T,y)}

é definivel;

Sejam p um simbolo de predicado n-ario e ¢(7) a férmula pv; . . . v,, entao
M = n. —

é definivel;

Seja ¢;;(v) a férmula v; = v;, onde i < j < n, entao
Xij = {f S M”,xz = Ij} = {f S Mn,M F QOU(E)}

¢ definivel;

Suponha que X C M" é definido pela férmula ¢(vy,...,v,,a), para al-

gum a € M™, entao
M x X é definido pela féormula ¥(vy, ..., v441,a) := @(ve, ..., Vps1,0)

Se X C M™ é definido por ¢(7,a) e Y € M™ é definido por (7, b), entao

M \ X é definido por —¢(7,a)

Se X C M™"! ¢ definido por p(vy, ..., v,11,a), entao
(X)) é definido por ¥ (vy,...,v,, @) := Fvp10(v1, ..., Vpi1, @)
Se X C M™™ é definido por ¢(vy, ..., Upim,C) € b € M™, entdo
{@a € M"™; (a,b) € X} é definido por o(vy, ..., vp,b,C)
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Entao, se X € D,,, X é definivel.

Agora mostraremos que se X C M™ é definivel, entao X € D,,.

Primeiro vamos provar por inducdo sobre termos que se t(vy,...,v,) é um
termo, entao Y = {(z,y) € M"™;tM(Z) =y} € Dyy1.

e Se t é um simbolo de constante ¢, entao por iv. temos
A= {(x,2) € M?*} € D,
e por viit. temos
{MYy = {2z € M;(z,cM) € A} € D,
Aplicando n vezes v. temos
Y = {(z,y) € M",tM(@) =y} = {7, M);T € M"} € D,y
e Se t é um simbolo de varidvel v;, entao por ¢. temos
M" e D,
e por . temos
Y ={(@y) e M"t"(@) =y} = {(7,2;);7 € M"} € Dyyy
e Seja t o termo ft;...t,. Por indugao, supomos que G; € D, ,; onde G;

é o grafico de tM : M™ — M, i=1,...,m. Seja G € D,,;; o grafico de

fM. Entao, parai=1,...,m, por v. temos

AL ={(y, 215+ Zic1s Zidds - o5 Zmy Ty 2) € M™TTL(T 2) € Gy} =
- Mm X Gz € Dm+n+1

B ={(7,7,y) € M (Z,y) € G} = M" X G € Dypymia
Logo, pelo lema anterior, temos

A = {(T,y,?) S Mm+n+1; (f, Zz') € Gz} € Dpina
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B ={(7,y,7) € M (2,y) € G} € Dipin
Portanto, por vi. temos

Y ={(x,y) e M tM7T) =y} =
={(z,y) € M"Y MM (@), ... . t51(T) =y} =

m

={(z,y) € M”“;Elzl...ﬂzm(/\(f, %) €EGiN(Z,y) €G)} =

=1

:7rn+1o...o7rm+n(ﬂAiﬂB) € D,y

=1

Agora, por inducao sobre férmulas, mostraremos que todo X C M" ()-definivel

esta em D,,.
e Seja v a férmula t; = t5, onde t; e ty sao termos. Entao

X ={7 e M";t}'(z) = t,"(7)} =
={z e M™; 3yt (@) =y Aty (T) = y)} =
=1, ({(T,y) € MM (T) = y} N {(T,y) € M09 (T) = y}) € D,

e Seja ¢ a formula pty...t,,, onde p € P e ty,...,t, sao termos. Entao,

parat=1,...,m, temos
A; = {(21, ey Bie1y Bidly ey Bmy T ZZ'> € Mm—i—n; (t{”(f),zz) € Gz} =

— Mm_l X GZ S Dm+n

B = M"x pM¢c D™
Logo, pelo lema anterior, temos
A, ={(7,z) € M™™; (tM(T), 2) € Gi} € Dy
Portanto, por vi. temos

X ={ze M (tM@),... 1t

ix

(7)) € M} =

(@), 2) € Ginz € pM)} =

=

.
Il
i

= {TG M”;Elzl...Elzm(

:7rno...o7rm+n_1(ﬂA-ﬂB) eD,

=1

~

m
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Suponha que {z € M" M E¢(Z)},{T € M"; M E a(Z)} € D,. Entao
e Se p é ), entao

X ={eM"MEFp@}={Tc M MEYT)} =
=M"\{z e M MEY(T)} € D,

e Se p é 1 A «, entao

X ={zeM" " MEp@}={z€ M"; MEY(T) e MEa(Z)} =
={ze M MEy@)}N{Te M MF a(z)} € D,

e Se p(vy,...,0,-1) é v (vy,...,v,), entao

X ={Fe M5 ME @)} =
= {T € M"!; existe y € M tal que M F(T,y)} =
=T ({(@,y) € M M E (T, y)}) € Do

Portanto temos que todos os conjuntos (-definiveis estao em D. Agora suponha
X C M™ definido por ¢(7,a), onde @ € M™. Entéo, seja Y C M"™*™ definido
por (v, w). Note que Y é (-definivel, logo Y € D,,1,,. Assim, pelo item wviii.

X={re M"ME ¢(Z,a)} ={t e M",(z,a) e Y} € D,
|

Proposicao 2.3.8 Seja M uma L-estrutura. Se X C M"™ é A-definivel, entdo, para
qualquer L-automorfismo o tal que o(a) = a para todo a € A, 0(X) = X.

Demonstracao

Suponha que (v, @) define X, onde @ € A™. Seja ¢ um automorfismo de M

tal que (@) = @ e seja b € M™. Em particular ¢ é um isomorfismo, entdo
MEY(b,a) & MEY(a(b),0(@) & ME¢(a(d),a)

Portanto b € X sse o(b) € X.

Exemplo 2.3.9 Contra-ezemplo da reciproca da proposicdo anterior.
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Seja 0 : C — C um automorfismo.
Entao devemos ter que 0(0) =0e o(1) = 1.

Pelas propriedades de homomorfismo temos que o(a) = a para todo a € Z,

pois se a > 0,

ax ax ax

se a < 0,

Portanto qualquer automorfismo de C fixa Z, porém veremos no corolario 5.3.4

que Z nao ¢é definivel em C.

Corolario 2.3.10 O conjunto dos numeros reais nao € definivel no corpo dos nimeros

complexos.

Demonstracao

Suponha que R seja definivel em C. Entao existe um conjunto A C C finito
tal que R seja A-definivel. Seja K; = K[A] o corpo gerado por A e seja
m : K1 — K igual a identidade. Como A é finito, K; e seu fecho algébrico
sao enumeraveis. Assim, existem r,s € C com r € Re s ¢ R tais que r e s

sejam algebricamente independentes sobre Kj.

Tome Ky = K;(r,s). Pelo teorema A.2.3, podemos estender 7; para um
isomorfismo 7y : Ky — K5 onde 15(1) = s e 1m2(s) = r. Pelo teorema A.2.12,

podemos estender 7, para um isomorfismo n : C — C.

Como supomos que R é A-definivel em C e 7 fixa todos os pontos de A,
pela proposigao anterior, temos que n(R) = R, o que é um absurdo, pois
n(r) = na(r) = s ¢ R. Portanto R nao é definivel em C.
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Capitulo 3
Teorema da Compacidade

Sejam £ uma linguagem e T uma L-teoria. Entao T é satisfativel se, e somente se, todo
subconjunto finito de T é uma teoria satisfativel. Claramente todo modelo de T é modelo
de qualquer subconjunto de T. Veremos agora, duas formas distintas de provar a outra

implicagao.

3.1 Construcao de Henkin

Fixe £ uma linguagem.
Definicao 3.1.1 Seja T uma L-teoria. Entdo
e T ¢ finitamente satisfativel se todo subconjunto finito de T € satisfativel.

e T tem a propriedade do testemunho se, sempre que @(v) € uma formula com uma

varidvel livre, existe um simbolo de constante ¢ € L tal que T E (Jup(v)) — ¢(c).
e T ¢é maximal se para toda formula ¢, ou p € T ou —p € T.

Lema 3.1.2 Seja T uma L-teoria maximal. Entao ¢ € T se, e somente se, T F .

Demonstracao

Se ¢ € T, obviamente T F .

Agora, suponha que T F ¢ e ¢ ¢ T, entao, pela maximalidade de T, —=p € T.
Assim, para todo M E T, M E =p o que implica M ¥ ¢, absurdo, visto que
TEe=MEp.

28



Lema 3.1.3 Seja T uma L-teoria mazimal e finitamente satisfativel. Se A C T € finito

e AF ¢ entao p € T.

Demonstracao

Suponha que ¢ ¢ T, como T é maximal, =p € T. Mas entdo A U {—p} é
finito e insatisfativel, pois se M fosse modelo de A U {—p}, também o seria

de A e logo M FE ¢ o que implica M ¥ —p, absurdo. Portanto ¢ € T.
[

Lema 3.1.4 Seja T uma L-teoria mazximal, finitamente satisfativel com a propriedade do
testemunho. Entao T € satisfativel. Além disso, se k € um cardinal e L tem no mdzimo

K simbolos de constante, entao existe M E T com |M| < k.

Demonstracao

Seja C o conjunto de simbolos de constante de £. Dados ¢, d € C, dizemos que
c~dssec=deT.

Note que ~ é uma relacao de equivaléncia. De fato, obviamente ¢ = ¢ € T,
esec=d,d=e € T, entao, pelo lema 3.1.3, d = ¢,c = e € T, visto que
{c=d}Fd=ce{c=dNd=e}Fc=e.

O universo de nosso modelo serd M = C/ ~. Claramente |M| < k.

Denotaremos por ¢* a classe de equivaléncia de ¢ e interpretaremos ¢ pela

classe de equivaléncia, isto é, M = ¢*.

Seja p um simbolo de predicado n-ario de £. Suponha cq,...,¢c,,dy,...,d, € C
ec ~d; parat = 1,...,n, entao, como ¢; = d; € T, pelo lema 3.1.3 temos
que

n

pcl...anT:>{/\Ci:di,pcl...cn}IZpdl...dn:>pd1...dnET

=1

n

pdl...dn€T${/\ci:di,pdl...dn}Ppcl...cn:pcl...anT

i=1
Portanto pcy...c, € T'ssepdy...d, € T.

Interpretaremos p como
pt=A{(c,...,c)pcr...c, €T}
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Sejam f um simbolo funcional n-ario de £ e ¢1,...¢, € C, como T tem a
propriedade do testemunho e ) E Jvfc;...c, = v, pelo lema 3.1.3, existe

cne1 €C tal que fey...cp =cpy1 €T
TO{Ivfer...chn=v— fer...chn=chr1} E fer...cn = Cnia

Como anteriormente, se dy,...,d,.1 €Cec;=d; € T,parat=1,...,n+1,
entao fdy...d, = d,+1 € T. Além disso, por f ser um simbolo funcional, se
€1,...,ep1 €C,ci=e;, €T, parai=1,...,n,¢e fe;...e, =e,y1 €T, entao

Cn+1 = €pt1 € T.

Assim, interpretaremos f como a funcao fM : M"™ — M definida por

M, ) =d sse fer...c,=d €T

Seja t um termo com n variaveis livres vq,...,v,. Mostraremos que, se
i, Cn,d € C, entao t(cy,...,c,) =d € T sse tM(ch,... ) =d*.

Suponha que t(cy,...,¢,) = d € T. Veremos por indugao sobre termos que
tM(cy,. .., ) =d".

i. Setéum simbolo de constante ¢ € C, entao c = d € T e t"(c*) = ¢* = d*.
ii. Se t é um simbolo de varidvel v;, entdo ¢; = d € T e tM(¢*) = ¢ = d*.

iii. Set é o termo ft;...t,,, onde f é um simbolo funcional m-ario de L e,

para i = 1,...,m, t; é um termo tal que, se ¢;,,...,¢,,d; € C, entao
ti(Ciyy .. si,) = di € T sse tM(c;,..., ¢} ) = d;. Entao, pela propri-
edade do testemunho e pelo lema 3.1.3, existem di,...,d,,,e € C tais

que, para i =1,...,m, t;(c1,...,c,) =d; €T, fdy...d,, =e €T e con-

seqlientemente ft1(¢)...t,,(¢) = e € T. Assim, pela hipdtese de inducao,

parai = 1,...,m, tM(c,... ) =d, fM(d:,...,d5) = e* e portanto
tM(ct, ..., ) = e*. Mas t(cy,...,c,) = d € T e, novamente pelo lema

3.1.3, d = e € T. Portanto d* = e* e tM(c},..., ) = d*.

*

Agora suponha que tM(ct, ..., c}) = d*. Entao, pela propriedade do testemu-

nho e pelo lema 3.1.3, existe e € C tal que t(cy,...,c,) = e € T. Pelo que

acabamos de mostrar, tM(c,...,c) = e*, logo d* = e

d = e € T. Portanto, pelo lema 3.1.3, t(¢y,...,¢,) =d € T.

*

, conseqlientemente

Sejam ¢(vy, .. .,v,) uma L-férmula e ¢y, ..., ¢, € C. Provaremos por indugao

sobre formulas que M F ¢(c, ..., ch) sse p(c1,...,c,) € T.
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i. Se p é igual a t; = ty, onde t; e ty sdo termos. Entao, pela propri-
edade do testemunho e pelo lema 3.1.3, existem dy,d, € C tais que
ti(cr,...,cn) =dy € Tetyey,...,cn) =dy €T, logo t}(ct,...,c}) =di
e t2Y(ct, ..., ct) = d5. Assim, pelo lema 3.1.3,

M':()D(CT,,C:;)@d;zd;@dlzdg€T<:>t1<6):t2(6)GT

ii. Se ¢ é igual a pty...t,, onde p é um simbolo de predicado m-ario e
ti,...,t, sao termos. Entao pela propriedade do testemunho e pelo lema
3.1.3, existem dy, ...,d,, € C tais que, parai =1,...,m, t;(¢c) =d; € T
e portanto tM(¢*) = df. Logo

ME(c,....ct) & (d,. ... .d&)epMepd...d,eT e
o ph(@) .. 4@ €T

iii. Se p(v) é igual a —)(v), onde dados dy,...,d, € C, M E (d;,...,d})
sse ¥(dy,...,d,) € T. Entao

./\/“:SO(CT,...C*) <:)>./\/H:—\¢(C’{,..

n

) o MEB(E, ) &
¥(e) ¢ T4 () €
T(=) maximalidade de T.
T(«) T é finitamente satisfativel e {1(¢), =1 (¢)} nao possui modelo.
iv. Se p(v) é igual a ¥ (V) A 2(T), onde dados dy, . ..,d, € C, parai = 1,2,
ME Y (d5, ..., d5) sse ¥i(dy,...,d,) € T. Entao, pelo lema 3.1.3,
MEp(c,...ct) & MEY(c,...c) e ME Y (c,...c) &
< 1(c) € Teth(c) €T < ¥ (c) Nipa(c) € T

v. Se ¢(v) é igual a Jwip(v,w), onde dados dy,...,d,41 € C, temos que
MEY;, ... d ) sse ¥(di,...,dp1) € T. Entao

ME p(c;,...c) < existe d € C tal que M E(c,...c,d*) <

n’

& existe d € C tal que (¢,d) € T & Jwyp(c,w) € T

(=) lema 3.1.3.
(<) propriedade do testemunho.

Portanto M E T.
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Lema 3.1.5 Seja T uma L-teoria finitamente satisfativel. Entao existem L* O L e
T* D T uma L*-teoria finitamente satisfativel tal que qualquer L*-teoria estendendo T*

tem a propriedade do testemunho. Pode-se escolher L* tal que |L*| = |L] + Ro.
Demonstracao

Mostraremos primeiro que existem uma linguagem £; D £ e uma L;-teoria
finitamente satisfativel T; D T tal que, para qualquer £-férmula ¢(v), existe

um simbolo de constante ¢ € £, tal que Ty E Jvp(v) — ¢(c).

Para cada L-féormula ¢(v), seja ¢, um novo simbolo de constante. Defina
L1 = LU{cy; p(v) é uma L-férmula}. Para cada L£-féormula (v), seja 6, a
L1-sentenca Jvp(v) — ¢(c,). Defina Ty = T U {6,; ¢(v) é uma L-férmula}.

Vejamos que T, é finitamente satisfativel.
Seja A C Ty finito. Entao A = Ay U {b,,,...,0,,}, onde Ay C T ¢é finito

e, para i = 1,....n, @;(v) é L-férmula. Como T é finitamente satisfativel,

Y1

existe uma L-estrutura M tal que M F Ag. Seja M’ uma Li-estrutura com
o mesmo universo de M tal que a interpretacao dos simbolos de £ em M/’
seja a mesma feita em M. Assim, M’ E Ay. Para cada L-férmula ¢(v),
interpretaremos o simbolo ¢, € £1 \ £ em M’'. Se M F Jvp(v), escolha um

M/

elemento a € M tal que M F ¢(a) e defina cg/t/ = a, caso contrdrio defina ¢

um elemento qualquer de M. Entao, parat=1,...,n,
M E O, & M E Jup;(v) — pi(c,,) & M E Jup;(v) ou M'E pi(cy,,)

Logo M’ E A e portanto T ¢é finitamente satisfativel.

Analogamente construimos uma seqiiéncia de linguagens £ C L1 C Ly C ...
e uma seqiiéncia de L;-teorias T C Ty C Ty C ... tal que se p(v) é uma
L;-férmula, entdao existe um simbolo de constante ¢, € L1 tal que T;q F
F06(v) = p(c,).

Seja L* = UL; e T* = UT;. Por construcao, se p(v) é uma L*-férmula, p(v) é
uma L£;-férmula, para algum ¢, logo T;1 E Jvp(v) — ¢(c,) e portanto T* tem
a propriedade do testemunho. Observe que qualquer L*-teoria estendendo T*
terd a mesma propriedade. Agora, se A C T* é finito, entao A C T; para
algum 7. Portanto A é satisfativel e T* é finitamente satisfativel. Finalmente,
se |£;| é o nimero de simbolos de £;, entdao L£; possui |£;| + Ry L£;-férmulas,

logo, por inducao, |L£*| = |L£] + Ro.
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Lema 3.1.6 Sejam T uma L-teoria e ¢ uma L-sentenca. Entao, T F ¢ se, e somente

se, TU{—¢} nao € satisfativel.

Demonstracao

Se T F ¢, entao dado M E T, M E ¢. Suponha que existe uma estrutura A/
tal que N E TU{—p}, entao N E T e N E —p, absurdo. Logo T U {—¢} nao

¢é satisfativel.

Por outro lado, se T U {—¢} nao é satisfativel, entao nao existe modelo M tal
que M E T U {=p}, logo dado N tal que N'E T, N ¥ —p, isto é, dado N tal
que N E T, N E ¢. Portanto T F ¢.

Lema 3.1.7 Sejam T uma L-teoria finitamente satisfativel e ¢ uma L-sentencga. FEntao,
TU{p} ou TU{—¢} € finitamente satisfativel.

Demonstracao

Suponha que T U {¢} nao seja finitamente satisfativel. Entao existe A C T
finito tal que AU {¢} nao seja satisfativel, e pelo lema anterior, A F —¢. Seja
Y C T finito. Como A U X é satisfativel e A U X F =y, dado M um modelo
de AUX, temos que M E =p e M E ¥ o que implica M E X U {—p}, logo
Y U {~p} é satisfativel. Portando T U {—¢} é finitamente satisfativel.

Corolario 3.1.8 Seja T uma L-teoria finitamente satisfativel. Entdao existe uma L-teoria

mazimal finitamente satisfativel T' O T.

Demonstracao

Seja X = {¥ D T;X ¢ finitamente satisfativel}. Considere a inclusdo como

ordem parcial de X. Seja C' C X uma cadeia e tome T¢ = U Y,se A C Tgé

seC
finito, entao A C ¥ para algum ¥ € C, como ¥ é finitamente satisfativel, A é

satisfativel e portanto T¢ é finitamente satisfativel. Claramente ¥ C T, para
todo X € C, e T C T¢. Entao, toda cadeia de X tem um limitante superior.
Pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal T' € X', com respeito & ordem

parcial.
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Pelo lema anterior, T' U {¢} ou T"U{—¢} ¢ finitamente satisfativel. Como T
¢ maximal em relagao a ordem, ¢ € T" ou = € T'. Portanto T é uma teoria

maximal.
[ |

Teorema 3.1.9 (Compacidade) Sejam T uma L-teoria finitamente satisfativel e k um

cardinal infinito com k > |L|. Entao T tem um modelo com cardinalidade no mdximo k.

Demonstracao

Pelo lema 3.1.5, existem uma linguagem £* O £ e T* D T uma L*-teoria
finitamente satisfativel tais que, qualquer L*-teoria que estenda T* tem a
propriedade do testemunho e a cardinalidade de £* é no maximo x. Pelo
coroldrio 3.1.8, existe uma L*-teoria T" D T* maximal finitamente satisfativel.
Como T’ tem a propriedade do testemunho, o lema 3.1.4 implica que existe
uma L*-estrutura M’ tal que M’ E T e |M'| < k. Mas T C T, entdo
M’ E T, e como T s6 depende dos simbolos de £, podemos tomar M uma

L-estrutura com o mesmo universo de M’ tal que M E T.
[ |

Corolario 3.1.10 Sejam T uma L-teoria e @ uma L-sentenca tais que T F . FEntao
existe A C T finito tal que A F .

Demonstracao

Se T E ¢, entdo, pelo lema 3.1.6, T U {—¢} nao é satisfativel. Logo, pelo
teorema anterior, T U {—¢} nao é finitamente satisfativel. Portanto existe
A C T finito tal que AU{—p} nao é satisfativel, e novamente pelo lema 3.1.6,
AFE .

Observe que o corolario anterior é equivalente ao teorema da compacidade. Vimos que
o teorema implica no corolario. Agora se T nao é satisfativel, entao T F Vu(v # v), mas
pelo corolério, existe A C T finito tal que A F Vou(v # v) e portando A nao é satisfativel,

consequientemente T nao é finitamente satisfativel.

Proposicao 3.1.11 Seja T wma teoria com modelos finitos arbitrariamente grandes.

Entdao T tem modelo infinito.
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Demonstracao

Para n > 2, seja ¢, a sentenca

Hvl...ﬂvn/\vi%vj

i<j

Tome
T =TU{pyn=2,3,...}

Observe que todo modelo de T*, se existir, é necessariamente infinito.
Seja A C T* finito, entao

ACTU{s. ., om}

Como T tem modelos finitos arbitrariamente grandes, basta tomar um destes
com cardinalidade maior que m. Assim A é satisfativel e portanto T* é fi-
nitamente satisfativel. Logo, pelo teorema da compacidade, T* é satisfativel.

Assim, como T C T*, T tem modelo com cardinalidade infinita.

3.2 Ultrafiltros

Defini¢ao 3.2.1 Seja I um conjunto. Um filtro sobre I € uma cole¢ao D C P(I) tal que:
i. leD el¢ Dy
1. se A,B € D, entao ANB € D;

ii. se Ae D e ACBCI, entio B € D.

Proposicao 3.2.2 Sejam k um cardinal infinito e I um conjunto com |I| > k. Entao
D={X C L;)|I\ X| <k} €um filtro. Se k =¥,, dizemos que D ¢é um filtro de Frechet.

Demonstracao

i. [I\I|=0<k,logoleD
[I\ O] = |I| = &, logo 0 ¢ D

ii. Sejam A, B € D, entao [I \ A| <k e |\ B| < k. Como s é um cardinal
infinito, |[I\ AUI\ B| < &, logo |[I \ (AN B)| < k e portanto ANB € D.
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iii. Sejam A€ De AC B C I,entao I\B C I\ A, logo |I\B|<|I\A|l <k
e portanto B € D.

Lema 3.2.3 Sejam I um conjunto e x € 1. Entdo D ={X C I;x € X} é um filtro, e o

denotamos por filtro principal.

Demonstracao

i.zel, logol €D
x ¢ (), logo ) & D

ii. Sejam A, B € D, entao x € Ae x € B, logo x € AN B e portanto
ANBeD.

iii. Sejam A€ De AC B C I, entao x € AC B e portanto B € D.
[ |

Lema 3.2.4 Suponha I um conjunto, D um filtro sobre I ¢ X C I tal que X ¢ D. Seja
E={Y CL;Z\X CY para algum Z € D}. Entao E € filtro, D CE eI\ X € E.

Demonstracao
Vejamos primeiramente que E é um filtro.

i.leDel\X ClI,logol€FE.
Suponha Z C I tal que Z\ X C 0, entdo Z\ X = ) o que implica Z C X,
logo Z ¢ D, pois caso contrario teriamos que X € D. Portanto () ¢ F.

ii. Sejam A, B € E, entao existem Z;, Zy € D tais que
ZW\N\XCAeZy\XCB
Observe que Z1 N Zy € D e
(ZiNZH)\X =23\ XNZ\X CANB

Logo ANB € E.
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iii. Sejam A€ Fe AC B C I, entao existe Z € D tal que
Z\XCACB

Logo B € E.

Agora, se Y € D, entao Y \ X C Y o que implica Y € E, logo D C E.
Claramente I € D e I\ X C I\ X, portanto I \ X € E.

Definicao 3.2.5 Sejam I um conjunto e D um filtro sobre I. Dizemos que D € um
ultrafiltro se, para todo X C I, X € D ou I\ X € D.

Lema 3.2.6 Todo filtro principal € um ultrafiltro.

Demonstracao

Sejam I um conjunto, x € I e D = {X C I;x € X}. Suponha Y C I tal que
Y ¢ D, entdo x ¢ Y o que implica z € I\ Y, logo I \' Y € D. Portanto D é
ultrafiltro.

Lema 3.2.7 Sejam I um conjunto e D um filtro sobre I. Entao existe um ultrafiltro U
sobre I tal que D C U.

Demonstracao

Seja X = {F CP(I); D C F e F éfiltro}. Considere a inclusao como ordem

parcial de X. Seja C' C X uma cadeia e tome Fp = U F. Obviamente

FeC
D C F¢. Vejamos que F é um filtro.

i. I € F para todo F € C, logo I € Fp¢.
() ¢ F para todo F € C, logo () ¢ Fe.

ii. Sejam A, B € Fg, entao existe F' € C tal que A, B € F, o que implica
ANBeF C Fe.

iii. Sejam A € Fo e A C B C I, entao existe F € C tal que A € F, logo
BeF CFe.
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Entao, pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal U € X.

Vejamos agora que U é ultrafiltro. Suponha X C I tal que X ¢ U e tome
E={Y C;Z\X CY paraalgum Z € U}. Pelo lema 3.2.4 temos que F
é filtro, U C E e I\ X € E. Observe que D C F, visto que D C U. Entao
E € X e como U é elemento maximal de X, U = E. Logo I\ X € U e
portanto U ¢é ultrafiltro.

Corolario 3.2.8 Se D ¢é um filtro de Frechet sobre I, entao U é um ultrafiltro nao prin-
cipal.
Demonstracao

Seja x € I, como D é um filtro de Frechet, I \ {z} € D C U. Portanto U é

nao principal.

3.3 Ultraprodutos

Sejam [ um conjunto infinito, D um ultrafiltro sobre I e £ uma linguagem. Supo-
nha que, para cada i € I, M; é uma L-estrutura. Definiremos uma nova L-estrutura

M =][M;/D, a qual chamaremos de ultraproduto de (M;);c; sobre D.
Seja

W:HMi: {h:[—>UMi;h(i)€Mi paratodoié[}

i€l il

Defina a relacao ~ sobre W por
h~gsse{ie€l;h(i)=g(i)} €D
Lema 3.3.1 ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao
Sejam h, g,k € W, entao

i. {iel;h(i)="h(i)} =1¢€ D, logo h ~ h.
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ii. Se h ~ g, entao
{iel;g(i) = h(i)y ={i e I;h(i) = g(i)} € D

Logo g ~ h.

iii. Se h ~ ge g~ k, entao

A={ie;h(i)=g(i)} e DeB={iecl;g(i)=k(i)} €D

Logo
{iel;h(i)=g()=k(i)} =ANBeD
Mas
{i € I;h(i) = g(i) = k(1)} € {i € I;h(i) = k(i)}
Entao

{ie;h(i)=k(i)} €D

Portanto h ~ k.

Definimos o universo de M como M = W/ ~. Dado h € W, denotaremos sua classe por

h. Agora devemos mostrar como interpretar M como uma L-estrutura.

M

e Seja ¢ um simbolo de constante de £, interpretaremos ¢ como a classe de h, € W

onde h.(i) = ¢™i, para todo i € I.

e Seja f um simbolo funcional n-ario de L, interpretaremos f em M por

fM: M™ — M

(hh s 7/}271) — /ﬁn—i—l

onde h, 1 é definida, para cada ¢ € I, por

husa (i) = fM (@), . ha(0))

Vejamos que fM estd bem definida. Para isto, sejam gy, ..., ¢,r1 € W tais que
M@, n) = Gnsr €, para j = 1,...,n, g; ~ h;. Queremos provar que g, 4i ~
hpi1. Assim, para j = 1,...,n, temos que

Aj={i€l;g;(i) = hi(i)} € D
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Logo
A:mAjED

Mas
ACB={iel; fMg),....g0(0) = M (ha(i), ..., ha(i))}

Entao

{i € I; gp41(i) = hna (1)} = B€ D

Portanto g,11 ~ hpiq-

e Seja p um simbolo de predicado n-drio de L, interpretaremos
M 2 = n. (- . . . M,
p =A(h1,...,hy) € M {i € I; (hi(i),...,h,(3)) € p™'i} € D}

Vejamos que a definicdo de p™ independe de representante de classe. Para isto,
sejam hy,...,hyn,g1,...,9, € W tais que, para j = 1,...,n, h; ~ g;. Entao, como

ja visto,
A= ﬂ{z’ € I;h(i) = g;(i)} € D
Sejam
By = {i € I; (hy(i), ..., ha(i)) € pMi}
By = {i € I;(g1(3), . . ., gu(i)) € p™"}

Suponha que (/le, o ﬁn) € pM, entdao By, € D, logo B,NA € D, mas B,NAC B,
o que implica B, € D, portanto (qi,...,9,) € p™. Analogamente temos que, se
G1,- -, Gn) € PM, entio (b, ..., hy) € pM.

Lema 3.3.2 (Teorema de Eé6s) Sejam ¢(vy, ..., v,) uma L-formula e hy, ..., h, € W.
Entio M E go(/};l, . ,/};n) se, e somente se, {i € I; M; E p(h1(i),...,h,(i))} € D.

Demonstracao

Provaremos primeiro que se ¢ é um termo com n variaveis livres vy, ..., v, e
hi,...,hy,,g € W, entao

M(ha, . hy) =G < {i € LM (hi(i), ... ha(d)) = g(i)} € D

Para isto, usaremos inducao sobre termos.
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i. Se t é um simbolo de constante ¢ € L, entao

-~

My, hy) =G S he=cM=G h,~ge
sliel;M=h(i)=g()}eD s
& {i € I;tMi(hy(i), ..., ha(i)) = g(i)} € D

ii. Se t é um simbolo de varidvel v;, entao

My, hy) =G S hj=jehj~ge
s{iel;h(i)=g9()}eD <
& {i € LtMi(ha(i), ..., ha(i)) = g(i)} € D

iii. Seja t é o termo ft;...t,,, onde f é um simbolo funcional m-ario de L e,

para j =1,...,m, t; é um termo tal que, se k; S kj,,l; € W, entao

19

~ ~

tM Ky, k) = 1 sse {i € Lt (kyy (i), .. Ky, (1)) = (i)} € D

Tome ¢1,...,9,n, € W tais que tf‘/’(ﬁl,...,ﬁn) =g, para j = 1,...,m.

Assim,
Ay ={i € Lt} (ha(i), ... hali)) = g;(i)} € D
Conseqiientemente N
A=()4,€D
j=1
Logo

tM(hy, . he) =G fMEM (B, By, M (B
S MG, 0m) =0
& B={ieI; f"(qi),.
& C={iel; [ (h(D), ... 0ot (h(2) = (i)} € D &
& {ie I;tMi(hy(i), ... ha(i)) = g(i)} € D

L)) =7 <

L gm(@) = g(i)} €D L

f(=)ANBCcCeANBeD,logoCe€D.
(<) ANCCcBeANC € D, logo B € D.

Vejamos, por indugao sobre formulas, que se p(vy, ..., v,) ¢ uma L-férmula e
hi,...,h, € W, entao

ME @(hy, ... hy) < {i € L M; E o(h(i), ... ha(i))} € D
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i.

11.

Se ¢ é igual a t; = ty, onde t; e ty sdo termos, entao existem g;,gs € W

tais que, para j = 1,2,

M (ha, . he) =

Assim,
J = {Z €I t']AAZ(hl(Z% . 7hn(2)) = g](l)} €D
e
A= Al N AQ eD
Logo

~

ME @(hy, ... hy) = (e, h) = (e, .. hy) <
Sh=0n
e B={icLgi)=g@{@}cDe
s ANB=AnCeD <
o C={ieLt(h{G) = tM’(())}eD(:)
e {ie LM Ep(h(i),... ha(i)} €

Se ¢ é igual a pt;...t,,, onde p é um simbolo de predicado m-ario de L
e, para j = 1,...,m, t; é termo, entao existem gy, ..., g, € W tais que,
paraj =1,...,m,

tM (... ha) = G

Assim,
Ay ={i € I;t) (h(i), ... hald)) = g;(i)} € D
¢ m
A=()4,€D
j=1
Logo

ME @(h, ... hy) & (M, k), 2 (R, ) € pM =
S (G, Gm) epM &
s B={icl;(g(i),...,gn() epM}eD e
S ANB=ANnCeD <
e C={iecI, t"Mn@),... tM0n6E)) epMleD o
s {ie M, Ephi(i),...,h, (i)} € D
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iii. Seja ¢ igual & =), onde para ¢i,...,9, € W, M E ¥(q1,...,G,) sse
{i e ; M; E¥(g1(3),...,9.(i))} € D. Entao
ME oy, ... hy) & ME YR, ... hy) <
s{ie LM, Ei(h(i),...,h,(i))} ¢ D=
s{ie LM EY(hi(i),...,h,(0)} € D <
s{ie [ M Ephi(i),...,h, (i)} € D

iv. Seja ¢ igual a Y A 19, onde para ¢1,...,9, € W, e para j = 1,2,
MEY;i(G1,...,0,) sse {i € I; M; EY;(g1(7),...,9,(i))} € D. Entao

~

thp(ﬁl,...,A )@M':%(/ﬁl;---,/\n)e/\/“:?%(/ﬁh--  hn) &
& {i € ;M E i (h(i)} N {i € I; M; F o(h(i)} € D &
& {i € I; M; E ¢y (h(i)) e M Ea(h(i))} € D &
S{ie LM E@(h(i),...,ha(i)} € D

v. Seja (v, ..., v,)igual a Jwip(vy, ..., v,, w), onde para gi, ..., gni1 € W,
ME O, Gus) 56 {i € ; My F (01 (0), ... gua (1)} € D. Entéio

MIzw(ﬁl,...,ﬁn)<:>eXistegEWtal queMlZw(?Ll ﬁ 9) &

& existe g € W tal que A, = {i € I[; M, E ¢(h(i), ())}GD(:)

< B ={i € I;existe b; € M; tal que M; F¢(h(i),b;)} € D <

(=) A, C B, logo B € D.

T(«<) Tome g € W tal que, para todo i € B, g(i) = b;, onde b; é tal que
M; E w(m, b;). Entao, para esse g, temos que A, = B. Logo existe
g€ W tal que A, € D.

Teorema 3.3.3 (Compacidade via Ultrafiltros) Seja T uma L-teoria finitamente

satisfativel. Entao T € satisfativel.
Demonstracao

Se T é uma teoria finita, o resultado é imediato. Suponha T uma teoria
infinita.
Seja

I ={A CT;A é finito}
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Defina, para cada © € [,
Xo={A e ;06 CA}

Observagao: se ¢ ¢ uma sentenca de T, denotaremos Xy, por X,,.
Seja
D={Y CI;Xg CY paraalgum O € [}

Vejamos que D é um filtro sobre I.

i. Xg C I paratodo® € I, logo I € D.
Para todo © € I, Xg # 0, visto que © € Xg, logo § ¢ D.

ii. Sejam A, B € D, entao existem A, © € [ tais que Xp € Ae Xg € B.
Observe que Xaue = Xa N Xeg.

YeEXpoe ©SAUOCYESACYeOCES
SYeXpeXeXgeXe XanNXe

Assim, Xave C ANDB,logo ANB € D.
iii. Sejam A€ D e AC B C I, entao existe A € [ tal que

XA CACB

Logo B € D.

Agora seja U um ultrafiltro sobre I contendo D, e para cada A € I, seja Ma

um modelo de A.

Defina

M = (H MA> JU

Ael
Seja ¢ € T, entao
X,={Ael;pe At eD

Como X, C {A € I; M F ¢},
{Ae;MaEpteDCU

Logo M FE ¢ e portanto M E T.
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Capitulo 4
Teorias Completas

Uma L-teoria T é dita completa se para qualquer L-sentenca ¢, T F ¢ ou T F —.
Por exemplo, Th(M), onde M é uma L-estrutura, é completa. Teorias maximais sao
obviamente completas. Um exemplo de teoria nao completa é a teoria de corpos . Pois R
e Q sdo corpos, porém R F Va(z > 0 — Jy(y? = 2)) e Q¥ Vo (x > 0 — Jy(y* = 2)).

4.1 k-Categoricidade

Proposicao 4.1.1 Seja T uma L-teoria com modelos infinitos. Se k € um cardinal infi-

nito e |L| < k, entdo existe um modelo de T com cardinalidade k.

Demonstracao

Sejam I um conjunto de indices com cardinalidade k, £L* = LU {cq;a € I} e
T* a L*-teoria T'U{c, # cg;a, 0 € I e v # (B}

Claramente se M F T*, entao M F T e M tem cardinalidade pelo menos
igual a k.

Seja A C T* finito, entao
ACTU{cy #cga,p € lyeas#[}

onde Iy C I é finito. Seja N um modelo infinito de T. Podemos interpretar
os simbolos {c,;a € Ip} como |Iy| elementos distintos de N. Assim N é
modelo de A, logo T* é finitamente satisfativel e portanto, pelo teorema da

compacidade, T* possui um modelo M com | M| < &, visto que |L*| = k.
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Definicao 4.1.2 Sejam k um cardinal infinito e T uma teoria com modelos de cardinali-
dade k. Dizemos que T € k-categorica se quaisquer dois modelos de T com cardinalidade

K $ao isomorfos.

Exemplo 4.1.3 Seja L = (). Entdo a teoria de conjuntos infinitos é k-categdrica para

todo cardinal k infinito.
T={3z... 3z, /\ T, #xjn=2,3,...}
i<j<n

Exemplo 4.1.4 Sejam L = {E}, onde E é um simbolo de predicado bindrio, e T a
teoria da relacdo de equivaléncia com exatamente duas classes, com infinitos elementos

cada classe. Veja o exemplo 2.1.7, entdao
T=T/U {Va:flxl...flxn ( /\ X 7&%> A </\E(x,xz)> n = 2,3,...}
1<j<n i=1

Logo T é Ny-categorica, pois cada classe de um modelo de T terd exatamente Ny elementos.
Porém T nao € k-categorica para k > Vg, pois poderiam existir modelos com k elementos

em cada classe e outros com k elementos em uma e Ry elementos na outra classe.

Sejam L = {<} e OLD a L-teoria da ordem linear densa sem extremos (veja exemplo
2.1.6) entao,
OLD =Ty U{VaIyIz(y <z ANz < z)}

Proposicao 4.1.5 OLD é Xy-categorica.

Demonstracao

Sejam A e B dois modelos enumeraveis de OLD. Assim, podemos supor

A= {(Zo,al,CLQ, .. } e B= {b(]?bl,bg, .. }

Construiremos uma seqiiéncia de bijecoes
fni A, — B,

onde, para cada n € N, A, e B, sao finitos, A, C A,;1 C A, B, C B,+1 C B,
frtila, = faesex,y € A, com z <y, entdo f,(r) < f,(y). Faremos isso de
forma que A = J A,,, B = B, e existe uma bijecao f : A — B tal que, para
neN, fla, = fa
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Construiremos tais seqiiéncias indutivamente. Dividiremos a construgao em
etapas fmpares, nas quais garantiremos que A = |JA,, e etapas pares, nas

quais garantiremos que B = | B,,.
Etapa 0

Tome Ay = By = fo = 0.
Etapan+1=2m+1

Vamos garantir que a,, € A, 1.

Se a,, € A, entao tome A,y = A,, Byy1 = B, e foi1 = fn. Suponha que
ay, ¢ A,. Para adicionarmos a,, em A, precisamos achar um b € B\ B, tal
que
a < ay e fola) <b
para todo a € A,,.
Exatamente um dos seguintes casos acontece:
i. a < a,, para todo a € A,,. Neste caso, como B nao tem extremos e B,,

é finito, existe b € B tal que § < b para todo € B, ou seja, f,(a) <b
para todo a € A,,.

ii. a,, < a para todo o € A,,. Neste caso, como B nao tem extremos e B,,
é finito, existe b € B tal que b < 8 para todo f € B, ou seja, b < f,(«a)
para todo a € A,,.

iii. Existem v,0 € A, tais que v < a,, < 0 e, para todo o € A,, a < 7
ou 0 < «a. Por hipétese indutiva, f, é uma bijecao de A, em B, que

preserva a ordem. Como B é denso e B,, ¢ finito, existe b € B tal que

fn(y) <b < ful0).

Portanto, considerando todos os casos, existe b € B\ B,, tal que
a <y < fola) <b

para todo a € A,,.

Assim, tome A, 11 = A, U{an}, Bni1 = B, U{b} e estenda a bijecao f, para
fn+1 : An—i—l - Bn+l definindo .fn-i—l(am) = 0.

Etapan+1=2m+ 2

Vamos garantir que b,, € B 11.
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Se b, € B, entao tome A,,; = A,, B,.1 = B, e fu,r1 = f,. Suponha que
b ¢ B,. Para adicionarmos b,, em B, precisamos achar um a € A\ A, tal
que

a<as fula) <b,
para todo a € A,,.

Os casos nesta etapa sao analogos aos casos da etapa anterior. Assim, tome
A = A, U{a}, By = B, U{b,} e estenda f, para f,11: Apni1 — Buaa
definindo f,,11(a) = by,.

Claramente, pela construgao, temos que A = |JA, e B = |JB,. Defina
f:A— Bpor f(a) = fu(a), onde a € A, para algum n € N. Observe que f
estd bem definida, pois dado a € A, existe n € N tal que a € A,,, e se m € N
é tal que a € A, temos que f,(a) = fn(a). Defina também g : B — A
por g(b) = f,7}(b), onde b € B, para algum n € N. Claramente g estd bem

n

definida e g é a inversa de f. Portanto f é bijetora.

Agora sejam z,y € A. Entao existe n € N tal que z,y € A, logo

T <y< f(x> = fn<x> < fn(y) = f(y>
Portanto f é isomorfismo.
[ |

Sejam £ = {+,0} a linguagem de grupo e GAD a L-teoria dos grupos abelianos com

divisao livres de torcao nao triviais. Sejam

Div={Vady(ly+...+y=x);n=12,...}
—

n vezes

LTor ={Vz(z #0—z+...+2#0);n=1,2,...}

n vezes

Veja o exemplo 2.1.9, entao
GAD =Ty, UDivU LTor U {3z(z # 0)}

Proposicao 4.1.6 GAD € k-categdrica para todo k > Nj.

Demonstracao

Primeiramente vamos verificar que modelos de GAD sao essencialmente espagos
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vetoriais sobre Q. Claramente todo espago vetorial sobre Q é um modelo de

GAD. Agora, se G F GAD, g € G e n € N*, entao, como GAD tem divisao,
iste h € G tal h=h+...4h=g, € G tal = g, enta

existe al que n +...+ g, ese f al que nf = g, entao

n vezes

n(h — f) =0, logo, como GAD ¢ livre de torgao, h = f e portanto existe um
tnico h € G tal que nh = g, denotaremos tal elemento por g/n. Assim, pode-
mos ver G como um espaco vetorial sobre Q definindo o produto por escalar
da seguinte forma:

m g

_g = m—

n n

ondegeGe™=q€Q,commeZenecN".

Sabemos que espagos vetoriais sobre Q sao isomorfos sse tém mesma dimensao.
Assim, se G visto como um espaco vetorial sobre Q tem dimensao A entao
|G| = A+ Ng. Se k > Ny e G tem cardinalidade k, entdao G tem dimensao
k. Portanto, para Kk > Ng, GAD é k-categorica. Note que GAD nao é Ng-
categorica, pois espacos vetoriais de cardinalidade Ny podem ter dimensoes
1,2,...,N,.

Proposicao 4.1.7 CAF, € k-categdrica para todo cardinal k nao enumerdvel.

Demonstracao

Sejam F' e L corpos algebricamente fechados de caracteristica p e cardinalidade

K nao enumeravel.

Se p = 0, entao podemos ver Q como subcorpo de F' e de L, logo
gtr(F/Q) = k = gtr(L/Q)
Se p é primo, podemos ver Z, como subcorpo de F' e de L, logo

gtr(F/ZLp) = k = gtr(L/Zy)

Portanto, pelo teorema A.2.12, F' e L sao isomorfos.
[ |

Lema 4.1.8 Seja T uma L-teoria. Entdo T é completa se, e somente se, para todo M e

N modelos de T, M = N.
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Demonstracao

Suponha T uma teoria completa e ¢ uma sentenca. Sejam M e N modelos de
T. Entao, se M F ¢, necessariamente temos que T F ¢, pois caso contrario,
como T é completa, T F —p o que contradiz o fato de M ser modelo de T.
Logo

MEp&esTEpa NE

Portanto M = N.

Agora, suponha que para todo M e N modelos de T, M = N. Seja ¢ uma
sentenca. Se T ¥ ¢ entdo existe um modelo M de T tal que M F ¢, ou
seja, M E —p. Mas se N/ é um outro modelo qualquer de T, N E =, pois
M = N. Logo T E —p e portanto T é completa.

Teorema 4.1.9 (Teste de Vaught) Seja T uma L-teoria satisfativel sem modelos fini-

tos que € k-categdrica para algum cardinal infinito k > |L|. Entao T € completa.

Demonstracao

Suponha que T nao é completa. Entao existe uma sentenca ¢ tal que T ¥ ¢
e T # —p. Pelo lema 3.1.6, Tog = TU{¢} e Ty = T U {—~¢} sao satisfativeis.
Observe que Ty e Ty tém modelos infinitos, pois todos os modelos de Ty e
de T; sao modelos de T, que nao tem modelo finito. Entao, pela proposicao
4.1.1, existem estruturas Mgy e M; de cardinalidade x tais que My E T e
My E Ty, Como Mg E ¢ e My E—p, My e Mj nao sao elementarmente
equivalentes e portanto nao isomorfas, o que contradiz a k-categoricidade de
T.

Corolario 4.1.10 OLD e GAD sao completas.

Demonstracao

Todo modelo de OLD é denso e sem extremos, logo nao é finito. Portando,

pela proposicao 4.1.5 e pelo teste de Vaught, OLD é completa.

Todo modelo de GAD ¢é livre de tor¢ao e nao trivial, logo infinito. Portanto,

pela proposicao 4.1.6 e pelo teste de Vaught, GAD é completa.
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Lema 4.1.11 Todo corpo algebricamente fechado ¢é infinito.

Demonstracao

Seja F' um corpo algebricamente fechado. Suponha F' finito. Entao podemos

escrever F'={ay,...,a,} para algum n € N*. Paracadai=1,...,n
(x —a;) € Flx]

logo

Assim,

Porém, para qualquer a € F,

1+ﬁ(a—a,~):1

=1

O que contradiz o fato de F' ser algebricamente fechado.

Corolario 4.1.12 CAF, é completa.

Demonstracao

Pela proposicao 4.1.7, CAF, é k-categdrica e, pelo lema anterior, todo modelo
de CAF, ¢ infinito. Logo, pelo teste de Vaught, CAF, é completa.

Veremos agora uma aplicacao da completude de C'AFy.

Lema 4.1.13 Seja ¢ uma sentenca na linguagem dos anéis. Sao equivalentes:
1. ¢ € verdadeira em C.
1. @ € verdadeira em todo corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.

1. € verdadeira em algum corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.
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w. Existe p primo arbitrariamente grande tal que ¢ é verdadeira em algum corpo alge-

bricamente fechado de caracteristica p.

v. Existe m € N tal que para todo p primo maior que m, p € verdadeira em todo corpo

algebricamente fechado de caracteristica p.
Demonstracao

C é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Logo, como C'AF

é completa, temos a equivaléncia de 1., 71., 1%i..

V. = 0.
Por v. existe tal m, tome p > m primo. Como p é primo, existe
um corpo algebricamente fechado de caracteristica p. Novamente
por v., ¢ é verdadeira para todo corpo algebricamente fechado de
caracteristica p, portanto iv..

1. = 0.
Suponha que CAFy E . Pelo corolario 3.1.10, existe A C CAF,
finito tal que A F ¢. Entao, escolhendo m suficientemente grande,
temos que, para p > m, CAF, E A. Portanto CAF), F ¢ para todo
p>m.

w. = .

Suponha que CAFy ¥ ¢. Como CAFy é completa, CAFy E —p.
Entao, pelo argumento anterior, existe m € N tal que, para todo

p > m, CAF, E =y, o que contradiz ¢v..

Teorema 4.1.14 Toda funcdo polinomial injetora de C* em C™ ¢ sobrejetora.
Demonstracao
Lembrando primeiramente que se S é um corpo finito, entao toda fungao
injetora de S™ em S™ é sobrejetora.
Seja F, um corpo com p elementos, denotaremos por F, o seu fecho algébrico.

Vejamos agora que toda fungdo polinomial injetora f : FZ — FZ, onde p
é primo, é sobrejetora. Suponha que ndo. Sejam by,...,b,, € F, os coe-

ficientes de f e (aq,...,a,) € FZ \ Im(f). Seja S o subcorpo gerado por
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ai,...,0n,b1,...,by. Entdo f|gn é uma funcdo polinomial injetora, mas nao
sobrejetora de S™ em S™. O que é um absurdo, pois S é um corpo finito, visto

que é um corpo de caracteristica p primo gerado por finitos elementos.

Suponha que o teorema seja falso. Seja

flzy, .o xn) = (fi(xg, o z), oo falTr, o))

um contra-exemplo, onde cada f; € Clzy,...,z,| tem grau no maximo igual

a d, para algum d € N.

Seja ¢, 4 a sentenca

Va(il,“_yin)l . Va(il _____ in)n [[\V/.Tl Ce ‘v’anyl .. Vyn

S ij<d Y i;<d
A ( Y ag e [[o = ) a(il,...,mkﬂyfl) — (/\(x = yD)] —
k=1 \Yi;<d =1 Y i;<d =1 i=1
— Yuq...Vu,dzy ... dz, /\ ( Z iy, in)i Ha:? = uk>]
k=1 \ Y i;<d =1

Como vimos anteriormente, Fp F ¢na para todo p primo. Entao, pelo lema

anterior, C F ¢, 4, 0 que contradiz o fato de f ser um contra-exemplo.

4.2 Teoremas de Lowenheim-Skolem

Definigao 4.2.1 Se M e N sdo L-estruturas, entio uma L-imersio n: M — N € dita

uma L-imersao elementar se

ME p(ar,...,a,) & NE on(ar),...,n(a,))

para toda L-formula vy, ..., v,) € quaisquer ay, ..., a, € M.
Se M € uma sub-estrutura de N e a inclusio é elementar, entio M € dita uma sub-
estrutura elementar de N, e denotamos por M < N. Neste caso, N é dita uma extensdo

elementar de M.

Definicao 4.2.2 Suponha M uma L-estrutura. Seja Lyy = LU M, onde cada elemento

de M € considerado uma nova constante.
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e O diagrama atomico de M €

Diag(M) = {p(ar,...,a,);¢ € uma L-formula atémica

ou negagdo de uma, e M E p(ay,...,a,)}

e O diagrama elementar de M é

Diage (M) = {p(ai,...,an); ¢ € uma L-formula e M E p(ay,...,a,)}
Obs.: Toda Lj-estrutura pode ser vista como uma L-estrutura, apenas ignorando a
interpretacao dos novos simbolos de constante.
Lema 4.2.3 Sejam M uma L-estrutura e N' uma Lyr-estrutura.
i. Se N E Diag(M), entao existe uma L-imersio de M em N .

ii. Se N'E Diaga (M), entio existe uma L-imersao elementar de M em N.
Demonstracao
Seja n: M — N definida por n(a) = aV.
i. Suponha que N F Diag(M).
Se ay,ay € M sao distintos, entao a; # as € Diag(M), logo

n(ar) = CLj1v # CLJQ\[ = n(az)

portanto 7 é injetora.

Se f é um sfmbolo funcional n-ario de £ e f™(ay,...,a,) = a,.1, onde

ai,...,0ane1 € M, entao fay...a, = a,,1 € Diag(M), logo
fN(U(@1)7 B ﬂ?(an)) = fN(a'iva s 7CL/7>[) = aiz\[-i-l = U(anﬂ)

Se p é um simbolo de predicado n-drio de £ e (ai,...,a,) € p™, entdo

pai .. .a, € Diag(M), logo

(77(&1)7"'777(G7L)) :(al 7"'van> ep

Reciprocamente, se (ay,...,a,) ¢ p™, entdo —pa;...a, € Diag(M),
logo
(77(@1)» s 777(an)) = (al ey Gy



Se ¢ é um sfmbolo de constante de £, entdao ¢ = ¢M € Diag(M),logo
N = MYV = n(c™)

Portanto n é uma L-imersao.
ii. Suponha que N F Diage(M).
Como Diag(M) C Diaga(M), N E Diag(M), logo, pelo item i., n é

uma L-imersao.

Sejam ¢(vy, .. .,v,) uma L-férmula e ay,...,a, € M, entao

MEp(ay,...,a,) = ¢(a,...,a,) € Diagy(M) =
= NE o(ar),. ... n(an))

ME p(ay, ... a,) = —p(a,...,a,) € Diagy(M) =
= NFZ on(ar),. .., n(an))

Portanto n é uma L-imersao elementar.

Podemos ver também a L-estrutura M como uma L,;-estrutura, interpretando canonica-
mente os novos simbolos. Assim, o item 4i. do lema anterior nos diz que quaisquer modelo
de Diage (M) é elementarmente equivalente & M, logo, pelo lema 4.1.8, Diage (M) é
uma L,-teoria completa.

Teorema 4.2.4 (Lowenheim-Skolem Ascendente) Sejam M uma L-estrutura infi-
nita e um cardinal k > | M|+ |L|. Entdo existem uma L-estrutura N de cardinalidade k

e uma L-imersao elementar n: M — N.

Demonstracao

Como M é um modelo infinito de Diage (M), entao, pela proposigao 4.1.1,
existe um modelo N de Diage (M) com cardinalidade . E pelo lema anterior,

existe uma L-imersao elementar n : M — N.

Em particular, temos o interessante resultado que a Aritmética de Peano possui modelos

de todas as cardinalidades > N.
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Proposigao 4.2.5 (Teste de Tarski-Vaught) Sejam M e N L-estruturas tais que
M C N. Entaio M < N se, e somente se, para cada L-férmula p(vy,..., v, w) €
ai,...,a, € M, se eriste b € N tal que N E p(ay,...,a,,b), entdo existe c € M tal que

NEp(a,...,an,c).
Demonstracao

Suponha primeiramente que M < N. Sejam ¢(vy,. .., v,, w) uma L-férmula

eay,...,a, € M. Entao

existe b € N tal que N F ¢p(a,b) = N E Jwp(@,w) = M E Juwp(a,w) =
= existe ¢ € M tal que M F ¢(a,c) =
= existe ¢ € M tal que N F ¢(a, c)

Agora suponha que para cada L-féormula p(vq,...,v,,w) € ay,...,a, € M,
se existe b € N tal que N E ¢(aq,...,a,,b), entdo existe ¢ € M tal que
N E ¢(ay,...,an,c). Sejam p(vy,...,v,) uma L-férmula e ay,...,a, € M.

Pelo corolario 1.4.2 temos que, se ¢ ¢ livre de quantificadores,
ME p(ar,...,a,) & NE@(ar,... a,)

Suponha entao que essa equivaléncia também seja valida para a L-férmula

Y(v1, ..., Uy, w), e sejam p(T) a férmula Jwy (v, w) e aq,...,a, € M. Entao

ME p(a) < existe c € M tal que M F 9(a,c) &
& existe ¢ € M tal que N F (a,c) &
& existe b € N tal que N F ¢(a,b) &
< N E p(a)

Definicao 4.2.6 Uma L-teoria T € dita ter a propriedade de fungdes Skolem se para

toda L-formula ¢(vy, ..., v,, w) eziste um simbolo funcional n-drio f de L tal que
T E Yoy ... Yo, ((Fwe(vy, ..., vp,w)) — (V1,0 ., On,y fO1...0,))

Obs.: Tal teoria nos diz que existem simbolos funcionais suficientes na linguagem para

testemunhar todas as formulagoes existenciais.

Lema 4.2.7 Seja T uma L-teoria. FEntao, existem L* D L, com |L*| = |L] + Ny, e
T* D T uma L*-teoria tal que T* tem a propriedade de funcoes Skolem, e se M F T,
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entdo pode-se interpretar os mnovos simbolos de L* em M tal que M E T*. Denotamos

T* por skolemizagao de T.

Demonstracao

Primeiro construiremos uma seqiiéncia de linguagens £L = Lo C L1 C L5 C ...
e uma seqiuiéncia de teorias T = Ty € Ty C Ty C ..., onde cada T; é uma

L,;-teoria.

Defina indutivamente
Lit1 =L U{fs;0(v1,...,0,,w) é uma L;-féormula}

onde f¥ é um simbolo funcional n-ario.

Para cada £;-férmula ¢(v1, ..., v,, w), seja 1, a sentenca

Yoy .. Vo, (Bwe(vr, ..oy vn, w)) — @(v1, .o, Uy foU1 ... 0p))

Defina
Tit1 =T U{ty; ¢ é uma L,-férmula}

Vejamos agora que se M é uma L;-estrutura e M E T;, entao podemos

interpretar os simbolos de £;11 \ £; em M tal que M E T;;.

Sejam ¢ € M e @(vy,...,v,,w) uma L;-férmula. Defina uma fungao ¢ :
M™ — M tal que, se a,...,a, € M e Xg = {b € M;ME ¢(a,b)} # 0,

entdo, g(a) € Xz, sendo, se Xz = (), entdao g(a) = c.

Assim, se M E Jwp(a,w), entdo Xz # 0, logo M E ¢(a, g(a)). Portanto,
interpretando fév‘ = g, temos M F 1),

Sejam L* =JL; e T* = T,.

Se ¢(v1,...,v,,w) é uma L*-férmula, entdo ¢ é uma L;-férmula para algum
i € N, logo ¥, € T;;; C T*, portanto T* tem a propriedade de fungoes
Skolem. Ja vimos que se M E T;, entao podemos interpretar os simbolos
de L1\ £; em M tal que M E T,,;, assim, indutivamente temos que, se
M E T, entao podemos interpretar os simbolos de £;\ £ em M tal que M E T;
para todo ¢ € N. Portanto, interpretanto os simbolos de £*\ £ em M temos

que M E T*. Como adicionamos um simbolo funcional em L£;,; para cada

Ci—f(')rmula, |Li+1’ = |£z‘ + No, logo |£*| = ’£| + No.
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Teorema 4.2.8 (Lowenheim-Skolem Descendente) Sejam M uma L-estrutura e
X C M. Entio existe N < M tal que X C N e |[N| < |X|+ |L] + Ro.

Demonstracao

Obviamente M E Th(M), entao, pelo lema anterior, existem uma linguagem
L* D L, com |L* = |L] + N, e uma L*-teoria T* D Th(M) tais que, T* tem
a propriedade de funcoes Skolem e interpretando os novos simbolos de £* em
M temos que M E T*. Observe que, a principio, Th(M) é uma L-teoria,
porém considerando M como uma L*-estrutura, temos que Th(M) é uma
L*-teoria, e como Th(M) é maximal, Th(M) D T*, e portanto Th(M) tem a
propriedade de funcoes Skolem. Observe também que toda L-férmula é uma
L*-férmula, assim, se mostrarmos a existéncia de uma L*-estrutura N tal que
N < M, claramente ignorando as interpretacoes dos simbolos de £* \ £ em

N e M, vendo-os agora como L-estruturas, ainda teremos que N' < M.
Seja Xg = X e defina indutivamente

Xig = X U{fM(ay,...,a,); n€N* féum sfimbolo funcional

n-ario de L* e ay,...,a, € X;}

Vamos agora definir uma L*-estrutura N.

Seja N = | J X, assim X C N e |N] < [X| + [£%] + Rg = |X| + [£] + R
ieN
Seja f um simbolo funcional n-4rio de £*, interpretaremos f em N como

fN:fM

N

Vejamos que fV estd bem definida. Se (ai,...,a,) € N, entdo para algum
i €N, ay,...,a, €X; logo fM(ay,...,a,) € X;41 C N.

Seja p um simbolo de predicado n-4rio de L£*, interpretaremos p em N como

Observe que dado (ai,...,a,) € N™, (a1,...,a,) € pV sse (ay,...,a,) € pM.

Seja ¢ um simbolo de constante de £*. Entao existe uma funcao Skolem
f. € L* tal que fM(z) = ¢M para todo z € M. De fato, se p(v,w) é a férmula

w = ¢, entao existe um simbolo funcional f. € L* tal que
Th(M) EYv(Fw(w = ¢) — f(v) =c)
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Entao, dado z € X, para qualquer i € N,
M= fMx)e X,y CN
Assim, interpretaremos ¢ em N como
N =M

Portanto N é sub-estrutura de M.

Agora sejam ¢(vy,...,v,, w) uma L*-férmula de a,...,a, € N. Seb € M
e M E ¢(a,b), entdao M E (@, f(a)) para algum simbolo funcional f € L*.
Por construcao f(a@) € N. Logo, pela proposicao 4.2.5, N' < M.

4.3 Teoria Universal

Defini¢ao 4.3.1 Uma sentencga universal é uma senten¢a da forma vy ... Yu,p(v1, ..., 0,),

onde p € uma formula livre de quantificadores.

Definicao 4.3.2 Seja T uma L-teoria. A teoria universal de T, denotada por Ty, é o
conjunto de todas as sentencgas universais que sao consequéncias logicas de T. Isto €,

Ty = {p; ¢ € sentenca universal e T E p}.

Lema 4.3.3 Sejam T uma L-teoria e M E Ty. Entdao T U Diag(M) é uma Ly-teoria

satisfativel.

Demonstracao

Suponha que T U Diag(M) nao seja satisfativel. Entdo, pelo teorema da
compacidade, existe A = {¢y,...¢,} C Diag(M) tal que T U A nao seja
satisfativel. Sejam c¢y,..., ¢, € Ly \ £ os simbolos de constante usados em
U1, .y, entao, para i = 1,...,n, 1; é a Ly-sentenga @;(cq, ..., ¢p), onde

p; € uma L-férmula livre de quantificadores.

n
Se existisse um modelo para a L-teoria T U {Jv; ... v, /\ ©i(v1, .. m) )
i=1

entao poderiamos ver esse modelo como uma L,/-estrutura interpretando
c1,...,Cyn como testemunha para a L£-formula existencial, desta forma T U A

seria satisfativel. Logo, pelo lema 3.1.6,
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n

TIZVvl...va\/—lgoi(vl,...,vm)

=1

o que implica n
Yo ... Yo, \/ﬁgpi(vl, ooy Um) € Ty

=1

contradizendo o fato de M F Ty, visto que M F /\ wilC1,y .y Cm)-
i=1

Portanto T U Diag(M) ¢é satisfativel.
|

Proposicao 4.3.4 Seja T uma L-teoria. Entio AFE Ty se, e somente se, existe M ET
com A C M.

Demonstracao

Suponha primeiramente que A E Ty. Entao, pelo lema anterior, existe um
modelo N para a L4-teoria T U Diag(A). Obviamente N’ F T, e pelo lema
4.2.3, existe uma L-imersao n : A — N. Portanto, pela proposicao 1.2.9,
existe M E T com A C M.

Agora suponha M E T e seja A C M. Como T E Ty, M E Ty. Assim, visto
que as sentengas de Ty sao da forma Yvy ... Vu,p(vy, ..., v,), temos que para
qualquer N' ¢ M

MEYvy .. Yo,o(v,...,0,) = N E Vo .. . VYu,(vg, ..., 0,)

Logo N E Ty, em particular A F T\y.
|

Corolario 4.3.5 Sejam T e T L-teorias. Suponha que AF T’ se, e somente se, existe
MET com AC M. Entao T' € uma axiomatizacao de Ty.

Demonstracao
Segue imediata da proposi¢ao anterior.

AT & exite METcom AC M AETy
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Definicao 4.3.6 Dizemos que uma L-teoria T tem uma axiomatizagao universal se existe
um conjunto de L-sentencas universais I' tal que, para toda L-estrutura M, M ET se, e
somente se, M E T.

Teorema 4.3.7 Seja T uma L-teoria. Entao T tem axiomatizacdo universal se, e so-
mente se, para todo M E T, se N C M entio N = T.

Demonstracao

Suponha que T tem uma axiomatizagao universal I'. Assim, pela definicao,
TETel'ET. Observe que I' C Ty, logo Ty E T, e como T F Ty, Ty também
¢ uma axiomatizacao universal de T. Sejam M E T e N' C M. Entao, pela

proposicao 4.3.4, N'E Ty, o que implica N F T.

Suponha agora que para todo M E T, se N C M entao N E T. Seja A Ty,
entao, pela proposigao 4.3.4, existe M E T com A C M, logo, por hipétese,

A E T. Portanto Ty é uma axiomatizacao universal de T.

4.4 FEliminacao de Quantificadores

Veremos nesta se¢ao que algumas férmulas com quantificadores podem ser equivalentes a
outras sem quantificadores. Por exemplo, seja p(a,b,c) a féormula Jz(az? + bxr + ¢ = 0).

Entao

R E Yavb¥e(p(a,b,c) < [(a #0Ab* —4dac > 0)V(a=0A(b#0Vc=0))])

C E Vav¥bVe(p(a,b,c) < (a#A0Vb#0Vc=0))

Em ambos os casos ¢ é equivalente a uma férmula livre de quantificadores.
Teorias com eliminagao de quantificadores tém conjuntos definiveis relativamente faceis

de caracterizar, e, em exemplos especificos, tém estrutura interessante em aplicagoes.

Definicao 4.4.1 Seja T uma L-teoria. Dizemos que T tem eliminacao de quantifica-

dores se para toda L-formula p(vy,...,v,) existe uma L-formula livre de quantificadores

W(v1, ..., v,) tal que

T E Yoy .. . Yoo(vy, ... 0,) < (vr, ..., 0,)
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Mostraremos que OLD tem eliminacao de quantificadores. Para isso precisamos de uma

variante da proposicao 4.1.5.

Lema 4.4.2 Sejam (A, <) e (B,<) modelos de OLD enumerdveis, ay,...,a, € A e
bi,...,b, € B tais que a; < ... < a, e by < ... < b,. Entao existe um isomorfismo
f:A— B tal que f(a;) = b;, para todo i =1,...,n.

Demonstracao

Modificando a demonstracao da proposi¢ao 4.1.5, tome Ag = {aq,...,a,},
By ={by,...,bu} e fo: Ay — By onde fy(a;) = b;, parai =1,...,n. No que

segue, a demonstragao é igual.

Teorema 4.4.3 OLD tem eliminacao de quantificadores.
Demonstracao

Observe primeiramente que Q F OLD, e como OLD é completa, dada uma

sentenca ¢, OLD F ¢ sse Q F .

Agora, se ¢ é uma sentenca e OLD F ¢, entao
OLD EYvp < v =10
enquanto, se OLD F —p, entao
OLD EYvp < v #v

Suponha que ¢ é uma férmula com variaveis livres vy, ..., v,, n > 1. Mostra-
remos que existe uma férmula livre de quantificadores 1) com variaveis entre

vy, ...,0, tal que
Q E Yy ... You(vy, ... ,0n) < (v, ..., 0,)
e portanto
OLD EYovy .. Yu,p(vy, ... v,) < ¥(vy, ..., 0p)
Defina uma funcao
o:{(,j);1<i<j<n}—{01,2}
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Seja X, (v1,...,v,) a férmula

/\ Vi = U N /\ V; < U AN /\ v < Ui

o(4,5)=0 o(i,5)=1 o(i,j)=2

Dizemos que ¢ é uma funcao sinal e que Y, ¢ uma condi¢ao de sinal.

Observe que se aq,...,a, € Q, entao podemos achar uma funcao sinal o
tal que Q F x,(a1,...,a,). Basta verificar as relacoes entre a; e a;, para
1<i<j<n.
Seja

I'y, = {o; o é uma fungao sinal e existem ay,...,a, € Q

tal que Q F x,(a1,...,an) Np(ay,...,an)}

Caso I', = (), temos que
QFE Yy ... Yu,—p(vy,...,0p)
assim,

QE Yy ... Yo,(vy,...,0,) <> v # 0y

Caso I'y, # (), defina

Po(v1, ..., 0) 1= \/ Xo (U1, ..., 0p)

oecly

Note que 1, estd bem definida, pois I', ¢ finito, visto que existem apenas

finitas possibilidades para a funcao sinal o.

Pela definicao de I',, temos

QFE Yo ... Yo,p(vr,...,v0) = Yy(v1,...,0n)

De fato, se ai,...,a, € Qe QF ¢(ay,...,a,), basta tomar uma fungao sinal

o tal que Q F x,(a1,...,a,). Claramente o € I',,.

Agora suponha que by,...,b, € Qe Q F ¢,(by1,...,b,). Seja o € I, tal que
QFE xo(by,...,b,). Entao existe ay,...,a, € Q tal que

QE p(ay,...,a) A Xolar, ..., ay)

Pelo lema anterior, existe um automorfismo f de Q tal que f(a;) = b;, para
i=1,...,n, e pelo teorema 1.4.8, QF ¢(by,...,b,).

63



Portanto OLD E Vv ... Yu,p(v1,...,0) < (v, ..., 0p).
[ |

Teorema 4.4.4 Sejam L uma linguagem contendo um simbolo de constante ¢, T uma

L-teoria e o(vy,...,v,) uma L-formula. Sao equivalentes:

i. Eziste uma L-formula livre de quantificadores ¥(vy, ..., vy,) tal que

TE Y. Yo,o(vr,...,0,) < (v, ..., 05)

it. Se M e N sio modelos de T, A é uma L-estrutura contida em M e em N e

a,...,a, € A, entao

ME p(ay,...,a,) & NE @lay,. .. a,)

Demonstracao

Suponha que
TE Y. Yo,o(vr, ... 0,) < (v, ..., 0p)

onde 1 é livre de quantificadores.

Seja ai,...,a, € A, onde A é uma subestrutura comum de M e N, as quais
sao modelos de T. Pelo corolario 1.4.2, férmula livre de quantificadores sao

preservadas por subestruturas e extensoes. Logo

MEp(ay,...,a,) & MEY(ay,...,a,) = AEU(ay,...,a,) <
S NEY(a,...,a,) & NE@(ay,. .. a,)

Se T E Yuy.. . Yu,po(vy,...,v,), T E Yur.. Vo, (o(vy,...,0,) < ¢ = ¢), e
se T F Yor...Vu,—p(vg,...,0n), T E Yor... Vo, (o(vg,...,0,) < ¢ # ¢).
Suponha que T U {Vv; ... Yo,p(v1,...,0,)} e TU{Vvy ... Yo,—p(v1,...,0)}

sao satisfativeis. Sejam d, ..., d, novos simbolos de constante de L. E seja

[(dy,...,d,) = {w(d); 9 é livre de quantificadores e Tk ¢(d) < ¢(d)}
———

ul
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Mostraremos que T U T'(d) E ¢(d), pois sendo assim, pelo teorema da compa-
cidade, existem ¥y (d), ..., ¥, (d) € T'(d) tais que

TU{¢1(d),..., Yn(d)} F o(d)

assim,
TE A\ vi(d) — o)
i=1
mas cada v;(d) € I'(d), logo
T & p(d) < [\ vi(d)
i=1
como os simbolos di,...,d, foram tomados de forma arbitraria, isto é, inde-

pendentes de interpretagao, temos

T E Vo, .. .‘v’vn(go(vl, ceyUp) & /\w,-(vl, . ,vn))
i=1

m
onde /\ Yi(vy, ..., v,) é livre de quantificadores.
i=1

Vejamos entao que T UT'(d) E ¢(d).

Suponha que T UTI'(d) ¥ ¢(d), entao, pelo lema 3.1.6, seja
METUT(d) U {=p(d)}
Seja A C M uma subestrutura gerada por {d, ... dM}. Tome

¥ = T U Diag(A) U {p(d)}

Suponha que ¥ é insatisfativel. Entdo existem 1,(d), ...,V (d) € Diag(A)
tais que

TU{¢1(d),- .., dn(d)} F —p(d)

assim,
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logo

o que implica

Como M E T'(d), M E 1, e como ¢ é livre de quantificadores, A E 1),
contradizendo o fato de que A E ), (3) para todo ¢ = 1,...,m. Portanto X é

satisfativel.

Seja N E ¥. Entdo N E ¢(d), e como Diag(A) C %, pelo lema 4.2.3,
A C N. Mas M E —p(d), entdo, por ii., N'F =p(d), contradi¢do. Portanto

TUT() E o(d).
n

Lema 4.4.5 Seja T uma L-teoria. Suponha que para qualquer formula livre de quan-
tificadores O(vy, ..., vy, w) existe uma formula ¥(vy,. .., v,) livre de quantificadores tal
que

T E Yoy ... Vo,(3wl(vy, ..., 0, w) < Y(v1,...,0,))

Entao T tem eliminacao de quantificadores.

Demonstracao

Seja p(v1, ..., v,) uma L-formula. Queremos mostrar que

T E Vo, .. .an(go(vl, cey ) = (v, . ,vn))

para alguma férmula ¥ (vy, ..., v,) livre de quantificadores.

Mostraremos isso por indugao sobre férmulas. Se ¢(vy,...,v,) é uma férmula

atomica, nada a fazer. Suponha que para i = 0,1
T E Vo, .. .an(ei(vl, cey ) = (v, ,vn))

onde 9;(vy, ..., v,) é livre de quantificadores.

Se  é igual a —f,, entao

TE Vo ... Vo, (@(v1, ..., v,) < o(vr, ..., 0,))
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Se  é igual a 6y A 61, entao

TE Yoy ... Vo (@1, ... vn) < dovr, .., v5) A (v, ..., 00))

Agora suponha que
TE VYo, .. .‘v’van(ﬁ(vl, ey Upy W) = YU, Uy, w))

onde v é livre de quantificadores. Se ¢(vy,...,v,) éigual & Jwl(vy, ..., v,, w),
entao

TE Yo, .. .‘v’vn(gp(vl, ey Up) > Jwihg(vy, .. ,vn,w))

Por hipétese, existe uma férmula ¢(vy, . .., v,) livre de quantificadores tal que
T E VYo, .. .‘v’vn(flwz/zo(vl, ce Uy w) = (v, . ,Un))

Portanto
T EVor ... Vo (@(v1,...,00) < ¥(vr, ..., 0,))

Teorema 4.4.6 Seja T uma L-teoria. Suponha que para toda formula p(vq,. .., U, w)
livre de quantificadores, se M e N sao modelos de T, A € uma subestrutura comum de
MeN, ay, ... a, € A e existebe M tal que M E p(ay,...,a,,b), entao existe c € N

tal que N E p(ay,...,a,,c). Entao T tem eliminagdo de quantificadores.

Demonstracao

Sejam M e N modelos de T, A subestrutura comum de M e N eay,...,a, €
A. Por hipotese

ME Jwep(ay, ... a,,w) = N E Jwp(ay, ..., a,,w)

e
N E Jwep(ay, ..., a,,w) = ME Jwp(ay,...,a,,w)
logo
ME Jwep(ay, ... a,,w) < N E Jwp(ay,. .., a,,w)
Assim, pelo teorema 4.4.4, existe uma férmula ¢(vy, ..., v,) livre de quantifi-
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cadores tal que
TE Yo, .. .‘v’vn(Elwcp(vl, ce Upyw) = (v, ,vn))
Portanto, pelo lema anterior, T tem eliminacao de quantificadores.

Definicao 4.4.7 Seja T uma L-teoria. Dizemos que T tem modelos algebricamente
primos, se dado A E Ty, existem M E T e uma imersao i : A — M tais que , para

quaisquer N ET e j: A — N imersao, existe uma imersio h : M — N tal que j = hoi.

No que segue, vamos considerar GAD, a teoria dos grupos abelianos com divisao livres
de torgao, vista na linguagem £, = {+, —, 0} por uma questao de conveniéncia, pois nesta

linguagem uma subestrutura de um grupo é um subgrupo.

Proposicao 4.4.8 GAD tem modelos algebricamente primos.

Demonstracao

Vejamos primeiramente que GADy é uma axiomatizagao da teoria dos grupos
abelianos livres de tor¢ao. Claramente todo subgrupo de um grupo abeliano

com divisao livre de torcao é um grupo abeliano livre de torcao.

Agora, seja G um grupo abeliano livre de torgao. Se G = {0}, entao H = Q é
um modelo de GAD contendo GG, e como vimos na demonstracao da proposicao
4.1.6, H esta imerso em qualquer outro modelo de GAD. Suponha G um grupo
nao trivial. Seja

X ={(g,n),g € GeneN}

Vamos pensar intuitivamente em (g,n) como g/n. Defina uma relacdo de

equivaléncia ~ em X por
(9:n) ~ (h,m) < mg = nh

Seja H = X/ ~. Para (g,n) € X, denote por [g, n] a ~-classe de (g,n). Defina

a operacao + em H por

[9,n] + [h, m] = [mg + nh, mn]

68



Vejamos que + estd bem definida. Suponha (g, no) ~ (g,n), entdo ngo = ngg,

logo, como G ¢ abeliano,

mno(mg + nh) = mmngg + mnonh = mmnge + mnnoh = mn(nge + noh)

portanto
(mgo + noh, mng) ~ (mg + nh, mn)
e
[g,n] 4+ [h, m] = [mg + nh,mn] = [mgy + noh, mng] = [go, no] + [k, m]
O elemento neutro de H ¢ [0,1] e o oposto é S[g,n] = [—g,n].

Claramente H é abeliano.

lg,n] + [h,m] = [mg 4+ nh,mn] = [nh +mg,nm| = [h,m] + [g, n]

Se [g,m] € H en > 0, é facil ver por inducdo que nlg,m|] = [ng,m]. Se
(ng,m) ~ (0,k), entdo kng = 0, como G é livre de tor¢ao, g = 0. Logo
[g,m] = [0, 1] e portanto H ¢é livre de torgao.

Suponha novamente [g,m] € H e n > 0, entao n[g, nm| = [ng,nm]| = [g, m],

logo H tem divisao.

Defina uma imersao i : G — H por i(g) = [g, 1]. Claramente [g, 1] + [h, 1] =
lg+h,1] ese g #h, [g,1] # [h,1].

Portanto, pelo corolario 4.3.5, GADy é uma axiomatizagao para a teoria dos

grupos abelianos livres de torcao.

Agora suponha H' E GAD e j : G — H’' uma imersao. Seja k : H — H’
definida por

k(lg, n]) = 3(g)/n

Vejamos que k estd bem definida. Dado g € G e n > 0, como H' tem divisao,
existe h € H' tal que j(g) = nh, se hy € H' é tal que j(g) = nho, entdo
n(h — hg) = 0, o que implica h = hg, pois H' é livre de tor¢ao. Agora sejam
(g,m), (h,m) € X, entdo

(g,n) ~ (h,m) < mg=nh< j(mg)=jnh) <
& mi(g) = nj(h) & 2
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Portanto k estd bem definida e é injetora. Agora vejamos que k preserva a

soma.

k([g,n] + [h,m]) = k([mg + nh,mn]) = ‘W _
_milg) +ni(h) _ jlg) . (k)

mn n m

Logo k é uma imersao e dado g € G

koi(g) = k(lg,1]) = j(9)/1 = j(9)

Defini¢ao 4.4.9 Sejam T uma L-teoria e M,N E T com M C N. Dizemos que M §é
simplesmente fechado em N e denotamos por M <, N, se para quaisquer formula livre
de quantificadores @(vy,...,vp,w) € ay,...,a, € M, N E Jwep(ay,...,a,,w) implica
M E Jwp(ay, ..., ay,w).

Proposicao 4.4.10 Sejam G, H E GAD com G C H. Entio G <, H.

Demonstracao
Seja @(v1, ..., vy, w) uma férmula livre de quantificadores, entao existem férmulas
T
0;(vy, ..., v,, w) atomicas ou negagdes de atomicas tais que ¢ é igual a /\ 0;.
i=1
Observe que, para os modelos de GAD, se O(vy,...,v,,w) é uma férmula
atomica, entao existem dy, . .., d,, m € Z tais que 0(vq, . .., v,, w) é equivalente
a
n
Z djv; +mw =0
j=1
Sejam ay, ..., a, € G, entdo podemos assumir que ¢(ay,...,a,,w) é igual a
s n s’ n
[/\ (Zdijaj +mw = 0)] A [/\ (ngjaj +miw # O)]
i=1 \ j=1 i=1 \ j=1
9i hi

Note que g;,h; € G. Suponha b € H tal que H F ¢(ay,...,a,,b). Se, para
algum i = 1,...,s, m; # 0, entdo b = —g;/m; € G, pois G tem divisdo, e

portanto G F ¢(ay,...,a,,b). Por outro lado, suponha que ¢(aq, ..., a,, w)
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¢ igual a /\(hl +miw # 0). Entao p(ay,...,a,, w) é satisfeita por qualquer
=1

elemento de H diferente de —h;/m/, onde i =1,...,s". Como G F GAD, G é
infinito, logo existe ¢ € G tal que G F p(ay,...,a,,c).

Teorema 4.4.11 Seja T uma L-teoria tal que
1. T tem modelos algebricamente primos;
ii. M <4 N sempre que M C N sdo modelos de T.

Entao T tem eliminacao de quantificadores.

Demonstracao

Sejam M, My E T, A subestrutura comum de M; e My e ¢(vy,...,0,, w)
uma férmula livre de quantificadores . Suponha ay,...,a, € A e b € M tais
que My E ¢(ai,...,a,,b). Pela proposigao 4.3.4, A E Ty. Por i., existem
N E T e n e ny imersoes de NV em M; e Ms, respectivamente. Por ii.,
N E Jwep(ay,...,a,,w). Logo Ms E Jwep(ay,...,a,,w). Portanto, pelo

teorema 4.4.6, T tem eliminagao de quantificadores.

Corolario 4.4.12 GAD tem eliminacdo de quantificadores.

Demonstracao

Pela proposicao 4.4.8, GAD tem modelos algebricamente primos, e pela pro-
posicao 4.4.10, G <, H sempre que G C H sao modelos de GAD. Portanto,

pelo teorema anterior, GAD tem eliminagao de quantificadores.
[

Podemos ver exemplos interessantes de conjuntos definiveis em modelos de GAD. Supo-
nha ¢(vy, ..., v, w1, ..., w,) uma féormula atomica. Entao existem inteiros kq, ..., kp, l1, ..., Ly

tais que ¢ seja equivalente a

i=1 i=1
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Se GEGAD e by,...,b, € G, entdao ¢(vy,...,v,,b1,...,b,) define o conjunto

=1 =1

um hiperplano de G™. Como em GAD qualquer férmula é equivalente & uma combinacao
booleana de férmulas atomicas, qualquer subconjunto definivel em G™ é uma combinagao
booleana de hiperplanos. Em particular, se by,...,b, € G e ¢(v,b1,...,b,) define um
subconjunto de G. Como hiperplanos de G sao apenas pontos, temos que o conjunto
{9 € G;GE ¢(g,b1,...,by)} éfinito ou cofinito. Lembrando que um conjunto é cofinito

se o0 seu complementar é finito.

Definicao 4.4.13 Uma L-teoria T € dita fortemente minimal se, para qualquer M E T,

0s subconjuntos definiveis de M sao finitos ou cofinitos.

Exemplo 4.4.14 GAD ¢ fortemente minimal

Definigao 4.4.15 Seja T uma L-teoria. Dizemos que T é modelo-completa se M < N
sempre que M C N sdo modelos de T.

Teorema 4.4.16 Seja T uma L-teoria. Se T tem eliminacdao de quantificadores, entao

T € modelo-completa.

Demonstracao

Sejam M C N modelos de T e ¢(vy,...,v,) uma L-formula. Como T tem
eliminagao de quantificadores, existe uma férmula ¢ (vy, ..., v,) livre de quan-

tificadores tal que
T E Vo, .. .‘v’vn(go(vl, cey ) = (v, ,Un))

Sejam aq,...,a, € M. Como féormulas livres de quantificadores sao preserva-

das por subestruturas e extensoes,

MEp(ay,...,a,) & MEY(ay,...,a,) <
S NEY(a,...,a,) & NEg(ay,. .. a,)

Portanto T é modelo-completa.

Teorema 4.4.17 Seja T uma teoria modelo-completa. Suponha que existe My E T tal

que My esta imerso em qualquer modelos de 'T. Entao T € completa.

72



Demonstracao

Seja M E T. A imersao de My em M ¢é elementar, pois T é modelo-completa.
Em particular, My = M. Entao quaisquer dois modelos de T sao elementar-

mente equivalentes. Portanto T é completa.

Obs.: Como Q esta imerso em qualquer modelo de GAD, esta é uma outra prova de

que GAD é completa.

73



Capitulo 5

Corpos Algebricamente Fechados

5.1 Teoria CAF

Seja L, = {+,—,-,0,1} a linguagem dos anéis. Suponha 6(vy,...,v,) uma férmula
atomica. Como nao temos simbolos de predicados em L,, temos que O(vy,...,v,) é
igual a ty(vy,...,v,) = to(vy,...,v,), onde t; e ty sdo termos. Mas o simbolo funcional

“7 esta em L,. Assim, t; — t; também é um termo. Logo, em qualquer L,-estrutura
temos que a férmula 6(vy,...,v,) é equivalente a t(vy,...,v,) = 0, onde ¢ é um termo.
Agora observe que se t é um termo livre de variaveis, entao t € 0, ou t é 1, ou t é um
termo envolvendo esses simbolos de constante e os simbolos funcionais +, —,-. Ou seja,
em qualquer estrutura, t serd interpretado como um nimero inteiro. Se t é um termo
dependendo de no maximo uma variavel v, entao, da mesma forma, temos que t serd
interpretado como um polinémio em Z[v]. Indutivamente, t(vy, ..., v,) serd interpretado

como um polindémio em Z[vy, . .., vy].

Lema 5.1.1 C'AFy € uma axiomatizagao da teoria dos dominios de integridade.

Demonstracao

Se D é um dominio de integridade, entao o fecho algébrico do seu corpo de

fragoes é um modelo de CAF.

De acordo com o exemplo 2.2.5, CAF E Ty, onde Ty € a teoria dos dominios de
integridade. Mas as sentencas de T, sao todas universais. Logo, pelo corolério

1.4.5, toda subestrutura de CAF é um dominio de integridade.

Portanto, pelo coroléario 4.3.5, CAFy é uma axiomatizacao de T\.
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Teorema 5.1.2 CAF tem eliminacdao de quantificadores.

Demonstracao

Vamos mostrar que C AF tem modelos algebricamente primos e que se M C N
sao modelos de CAF, entao M <, N, pois assim teremos que CAF tem

eliminacao de quantificadores.

Se D é um dominio de integridade, entao o fecho algébrico do corpo de fracoes
de D esta imerso em qualquer corpo algebricamente fechado contendo D.

Assim, CAF tem modelo algebricamente primo.

Agora sejam F' C K corpos algebricamente fechados, ¢(x,yi,...,¥y,) uma
férmula livre de quantificadores e by, ..., b, € F tais que K F ¢(a,by,...,by)
para algum a € K.

Como ¢ é livre de quantificadores, podemos assumir que ¢ é uma conjuncao
de férmulas atomicas e de negagoes de atomicas. Na linguagem dos anéis L,
férmulas atomicas 6(vy, . .., v,) s@o equivalentes, em qualquer L -estrutura, a

p(v1,...,v,) =0onde p € Zlxy, ..., z,).

Se p(zy1s- -y Ym) € Zlx, 41, - - -, Ym], podemos ver p(z, by, . . ., by, )como um po-
linbmio em Flz]. Entao existem polinémios p1,...,pm q1,--.,qs € Flx] tais

que (v, by, ..., b,) é equivalente a

(/\Pz‘(v) = 0) A (/\QZ(U) - 0)

Se algum p; for nao nulo, entao a é algébrico sobre F. Como F é algebri-
camente fechado, a € F. Suponha entdo que ¢(v,by,...,b,) é equivalente
a

/\%’(U) # 0

Mas ¢;(v) = 0 tem apenas uma quantidade finita de solugoes para cada i < s.
Entao existem apenas finitos elementos de F' que nao satisfaz ¢. Como corpos
algebricamente fechados sao infinitos, existe ¢ € F tal que F'F (¢, by, ..., by).
Logo F' <, K.

Portanto CAF tem eliminacao de quantificadores.
[ |

No capitulo anterior, corolario 4.1.12, vimos através do Teste de Vaught que CAF, ¢

completa. Agora daremos uma outra demonstracao para esse mesmo fato.
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Corolario 5.1.3 CAF € modelo-completa e CAF, € completa, onde p =0 ou p € primo.

Demonstracao

CAF tem eliminacao de quantificadores, logo, pelo teorema 4.4.16, CAF é

modelo-completa.
Suponha K, L F C'AF, e seja ¢ uma sentenga na linguagem dos anéis.

Como C'AF tem eliminagao de quantificadores, existe uma sentenca v livre

de quantificadores tal que
CAF E p <1

Como sentencas livres de quantificadores sao preservadas por subestruturas e

extensoes, temos

KrEYypeF,Fyes LEY

onde, se p ¢é primo, F, = Z,, que estd imerso em qualquer corpo de carac-
terfstica p, e se p = 0, F, = Q, que estd imerso em qualquer corpo de carac-

teristica 0.

Assim
KFpes KFEYy&sS LEYS LE

Logo K = L e portanto CAF}, ¢ completa.

5.2 Topologia de Zariski
Nesta secao introduziremos uma topologia natural em conjuntos de zeros de polinomios.
Defini¢ao 5.2.1 Sejam K um corpo, n € N* e R C K[xy,...,x,]. Defina

V(R) ={(a1,...,a,) € K";p(ay,...,a,) =0 para todo p € R}

Dizemos que X C K™ é Zariski fechado se X = V(S) para algum S C Klxy, ..., z,).

No teorema a seguir trataremos de espaco topoldgico com a topologia de fechados. Para

maiores detalhes sobre espagos topoldgicos consulte [7].

Teorema 5.2.2 Sejam K um corpo e n € N*. Defina

7= {V(8);S € Klwn, ooy mal}
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Entao (K™, 1) é um espago topoldgico.

Demonstracao

i.

ii.

1il.

0=v{1})
K" =V({0})

Sejam X =V(S)eY =V(R) onde S,R C K|[xy,...,x,]. Defina
SR={s-r;se€SereR}

Claramente X UY C V(SR). Agora seja (aq,...,a,) € V(SR) e suponha
que (ay,...,a,) ¢ Y. Entao existe rg € R tal que

ro(ay,...,a,) #0
Mas, para todo s € S,
(s ro)(ay,...,a,) =0

o que implica

s(ay,...,a,) =0
Portanto (ay,...,a,) € X.
Sejam (X))aea Zariski fechados. Ent@o existem S\ C K|[zy,...,x,] tais
que
X\ =V(Sy)

para cada A € A. Vejamos que

NX, = V(US))

De fato,
(CLl,. .. ,an) € mX)\

se, e somente se, para todo \ € A,

plai,...,a,) =0
qualquer que seja p € Sy. O que é necessario e suficiente para

(a1, ...,a,) € V(US,))
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Mais tarde veremos que esse espaco topoldgico é compacto e, em geral, nao é Hausdorff.

Mas antes observe que K|[zy,...,x,] ¢ um anel comutativo. Veremos agora alguns resul-

tados relativos a esse anel. Para isso também veremos a definicao de anel Noetheriano.

Obs.:

Se A é um anel e S C A, denotaremos por < .S > o ideal gerado por S.

Teorema 5.2.3 Seja A um anel. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1.

100

Todo ideal de A € finitamente gerado.
Toda cadeia ascendente de ideais distintos de A € finita.

Todo conjunto ndao vazio de ideais de A tem um elemento mazimal (com respeito a

ordem parcial de inclusdo).

Nesse caso, se alguma dessas e portanto todas essas condigoes forem verdadeiras, dizemos

que A € um anel Noetheriano.

Demonstracao

1. = 1.

Suponha Iy C I, C I3 C ... uma cadeia ascendente de ideais de
A. Seja J a uniao desses ideais. Entao J ¢é finitamente gerado.
Sejam jq, ..., J, geradores de J, assim cada gerador estda em algum

I.. Entao existe um indice n tal que

,]17~~;j7“€1n

Logo
< Jryeos e >C I, CJ=<j1,...,0 >

Portanto vale a igualdade.

Seja S um conjunto de ideais de A e seja [y um elemento de S. Se I
nao é um elemento maximal, entao existe um ideal I; € S contendo
propriamente Iy. Se I; nao é um elemento maximal, entao existe
um ideal I contendo propriamente ;. Indutivamente, se temos I,
nao maximal, entao existe um ideal [, contendo propriamente I,,.
Dessa maneira poderiamos construir uma cadeia infinita de ideais

de A, o que é um absurdo.
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1. = 1.

Sejam J um ideal de A e jo € J. Se J #< jp >, entao existe j; € J
tal que j; €< jo >. Procedendo indutivamente, podemos construir

uma cadeia ascendente de subideais de J, a saber
< Jo >C< Jo,J1 >C< Jo,J1,J2 >C ...

onde cada inclusao é prépria. O conjunto desses subideais tem um
elemento maximal, digamos < jg,...,J, >. Claramente esse ele-

mento ¢ igual a J.
|

Teorema 5.2.4 (Base de Hilbert) Seja A um anel comutativo Noetheriano. Entdo o anel

polinomial Alz| também é Noetheriano.

Demonstracao

Seja U um ideal de Alz|. Para cada n € N, sejam
U, ={p € U;p tem grau n}

I, ={a, € A;a,2" + ... + a1z + ag € U, } U {0}

Vejamos que [, é ideal de A. Sejam a,b € I, entao existem p,q € U, tais
que os coeficientes de x™ sejam, respectivamente, a e b. Se a = b, entao
a—b=0¢€l, Sea#b, p—q€cl, visto que U é ideal e p — ¢q tem grau
n, logo a — b € I,,. Obviamente 0-a = 0 € [,, agora se 0 # ¢ € A, entao
c-p€Uy,,logoc-acl,.

Observe que se p € U,, para algum n, entao = - p € U, 1, conseqiientemente
IhchLclhC...

Como A é Noetheriano, pelo item ii. do teorema anterior, existe r € N tal
que, para todo s > r, I, = I,. Entao, pelo item ¢. do teorema, para cada
1=20,...,7, seja

Ii =< ap,...,apm; >
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Agora, para cada i = 0,...,7r e j = 1,...,n;, seja p;; € U; onde a;; ¢ o
coeficiente de z*. Mostraremos que os polindmios p;; formam um conjunto de

geradores de U.

Seja ¢ € U de grau d. Veremos por inducao sobre d que ¢ estd em um ideal

gerado pelos p;;. Suponha d > 0, se d > r, entao os coeficientes de z? dos

polinomios
d—r d—r
x Priy-- 5T Prn,.
geram [;. Logo, existem elementos ¢y, ..., ¢, € A tais que o polinémio
d—r d—r
q—C1x Pr1— .. — CnTLIZ' prnr

tem grau menor que d, e claramente esse polinomio pertence a U. Se d < r,

podemos subtrair uma combinacao linear para obter o polinomio

q — C1Pd1 — .-+ — CpyPdny

de grau menor que d, também pertencente a U. Observe que o polindomios
que subtraimos de ¢ estao no ideal gerado pelos p;;. Por indugao, podemos
subtrair um polinoémio f no ideal gerado pelos p;; tal que ¢ — f = 0 e portanto

U ¢ exatamente o ideal gerado pelos p;;.
[ |

Corolario 5.2.5 Seja A um anel comutativo Noetheriano. Entao o anel polinomial

Alxy, ..., x| também é Noetheriano.
Demonstracao

Pelo teorema anterior, A[z;] é Noetheriano, e claramente também é comuta-

tivo. Assim, podemos ver indutivamente que
Alxy, ...,z = Alxq, ..o Ty ][20]
¢ Noetheriano. -
Sejam A um anel e I C A um ideal. Denotaremos por
Rad(I) = {a € A;a™ € I para algum n € N*}

o radical de I.
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Definicao 5.2.6 Sejam A um anel e [ C A um ideal. Dizemos que I é um ideal radical
se I = Rad(I).

Definicao 5.2.7 Sejam K um corpo e Y C K". Defina

Z(Y)={pe€ Klxy,...,z,);pla1,...,a,) =0 para todo (ai,...,a,) € Y}

Lema 5.2.8 Sejam K um corpo, R, S C K[z1,...,x,] e X, Y C K™, entao

i. Z(X) € um ideal radical.
1. S CZ(V(9))

ii. X C V(I(X))

. X CY = I(Y) C I(X)
v. SCR=V(R)CV()

~

Demonstracao

i. Sejam p,q € Z(X) e f € K[xq,...,2,]. Se a € X, entao
p(a) —q(a) =0 = f(a) - p(a)

Logo Z(X) é ideal. Agorase f™ € Z(X), entao f™(a) = 0, logo f(a) = 0.
Portanto Z(X) é ideal radical.

ii. Sejam p € S e a € V(5), entao p(a) =0, logo p € Z(V(5)).

iii. Sejam a € X e p € Z(X), entao p(a) =0, logo a € V(Z(X)).

iv. Sejap € Z(Y), entao p(a) = 0 para todo a € Y, em particular para todo
a€ X, logopeZ(X).

v. Seja a € V(R), entdo p(a) = 0 para todo p € R, em particular para todo
p €S, logo a € V(S).
[ |

Corolario 5.2.9 Sejam K um corpo e X C K™ Zariski fechado. Entio X = V(Z(X)).

Demonstracao

Pelo lema anterior, X C V(Z(X)). Como X ¢é Zariski fechado, X = V(S) para
algum S € K|z1,...,2,]. Mas pelo lema anterior, S C Z(V(S)). Logo

V(Z(X)) =V(EV(S))) cV(S) =X
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Corolario 5.2.10 Seja K um corpo e S C K[x1,...,x,], entao V(S) = V(< S >).

Demonstracao
Pelo lema 5.2.8, V(< S >) C V(S). Agora, sejam a € V(S) e p €< S >.

Entao existem q1,...,¢n € S e fi,..., fm € K[z1,...,x,] tais que

p=figi+ ...+ [;mGm

Logo

pla) = fila)g(a) + ...+ fm(a)gm(a) = fi(a)0+ ...+ f,(a)0 =0
Portanto a € V(< S >).

Proposicao 5.2.11 Seja K um corpo algebricamente fechado. Entao K nao é Hausdorff

na topologia de Zarisks.

Demonstracao

Sejam a,b € K distintos.

Suponha A, B C K abertos tais que a € A, b € Be ANB = (). Assim
X = K\ A é Zariski fechado e contém B.

Mas X = V(Z(X)) e Z(X) é um ideal. Como K[x] é Noetheriano, Z(X) é
finitamente gerado, digamos por pi,...,p,. Assim, pelo coroldrio anterior,

X =VY({p1,---,pn})

Logo, como K é um corpo algebricamente fechado, X é finito, e portanto A é
infinito. Analogamente prova-se que B € infinito, o que é um absurdo, visto
que B C X.

Teorema 5.2.12 . Toda cadeia descendente de conjuntos Zariski fechados € finita.

1. Se X\ € Zariski fechado para todo N € A, onde A é um conjunto de indices, entdo

Nx=Nx

AEA A€Ag

existe Ao C A finito tal que
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Demonstracao

i. Seja
XoDXiDXyD ...

uma cadeia descendente de conjuntos Zariski fechados, entao
I(Xo) CI(Xy) CZ(Xy) C ...

¢ uma cadeia ascendente de ideais radicais. Como K{z1,...,z,] é No-
etheriano, essa cadeia é finita, logo a primeira cadeia também é finita,
visto que para todo ¢ € N, X; = V(Z(X;)).

ii. Suponha que nao exista tal Ag finito. Entao existe uma cépia de N em

A tal que, para todo n € N,

n+1 n

X <X
=0 =0

Contradizendo o item «..
[ |

Corolario 5.2.13 O espago topoldgico (K™, 1), como definido no teorema 5.2.2, é com-

pacto.

Demonstracao

Defina os conjuntos abertos em K™ como sendo os complementares dos con-

juntos Zariski fechados.

Seja (Ax)rea uma cobertura de abertos de K™. Entao, pelo teorema anterior,

existe Ag C A finito tal que

K" C Um:m(ﬂmn\m)) :K"\<H<K"\AA>) - U A

AEA AEA A€Ag A€AQ
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5.3 Conjuntos Construtiveis

Nesta secao mostraremos como a eliminacao de quantificadores de C'AF permite uma

caracterizacao particularmente interessante dos conjuntos definiveis.

Lema 5.3.1 Seja K um corpo. Os subconjuntos de K™ definidos por formulas atomicas
sao exatamente aqueles da forma V({p}) para algum p € K[xq,...,x,]. Um subconjunto
de K™ € definido por uma formula livre de quantificadores se, e somente se, é uma com-

binacdo booleana de conjuntos Zariski fechados.

Demonstracao

Se @(v1, ..., Up, W1, ..., W) é uma férmula atomica, entao existe

(T, Ty Y1y Ym) € Z[T1y o Ty YL -y Y]
tal que p(v1,..., U, w,. .., wy) é equivalente a

q(V1, ..U, W, e W) =0

Se

X ={(a1,...,a,) € K";0(a1,...,an,b1,...,bp)}
entao

q(z1, .o Xy b1y b)) € Ky, .o 2]
e
X =V{q(z1,.. . 20,b1,...,0m)})

Por outro lado, se p € K[x1,...,x,], entdo existem

qEZ[x1, ..., Ty Y1s- -+ Ym)

e (br,...,by) € K™ tais que

p(x1,. . xn) =q(x1, ..., Ty, b1, ., b))

Logo V({p}) ¢ definido pela férmula

q(z1,. . xn, b1y b)) =0
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Se X é Zariski fechado, entao existem py,...,p, € K[z1,...,x,] tais que

X=V({p1,-..,p.}) =V{EmH Nn...0V{p:})

Como conjuntos definiveis por féormulas livres de quantificadores sao exata-
mente combinagoes booleanas de conjuntos definiveis por formulas atomicas,

eles sao exatamente combinagoes booleanas de conjuntos Zariski fechados.
[ |

Considere o corpo R. Seja p € R|x, y|] um polinomio definido por p(z,y) = y. Claramente
V({p}) = R x {0}. Assim R x {0} ¢ definivel em R?% Como vimos no corolério 2.3.10
que R nao é definfvel em C, a bijecao canonica de R? em C nao é um homeomorfismo na

topologia de Zariski.

Definicao 5.3.2 Dizemos que X C K™ é construtivel se X é uma combinagao booleana

de conjuntos Zariski fechados.
Teorema 5.3.3 Seja K um corpo algebricamente fechado.
1. X C K™ € construtivel se, e somente se, é definivel.

ii. (Teorema de Chevalley) A imagem de um conjunto construtivel por uma fun¢do po-

linomial € construtivel.

Demonstracao

i. Pelo lema anterior, os conjuntos construtiveis sao exatamente os definiveis
por férmulas livres de quantificadores. Como C'AF' tem eliminacao de
quantificadores, todo conjunto definivel é definivel por uma férmula livre

de quantificadores.

ii. Seja X C K" construtivel e p: K™ — K™ uma funcao polinomial. Entao
p(X) ={y € K™;existe T € X tal que p(T) = y}
Suponha que X seja definivel por ¢(vy,...,v,,¢1,. .., cx). Entao

p(X) ={y € K™ 3@(o(T,c1,...,c) N (p(T) =)}
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Coroldrio 5.3.4 Se K F CAF e X C K € definivel, entao X ou K \ X € finito. Isto é,

CAF ¢ fortemente minimal.

Demonstracao

Pela eliminacao de quantificadores, X é uma combinacao finita de conjuntos
da forma V({p}) onde p € K[z]. Mas V({p}) ¢ o conjunto das raizes de p,
logo, se p # 0, V({p}) é finito e se p =0, V({p}) = K.

5.4 Nullstellensatz de Hilbert

Definicao 5.4.1 Seja A um anel comutativo. Dizemos que S C A ndo vazio € um

subconjunto multiplicativo, se dados a,b € S entdo a-b € S.

Definigao 5.4.2 Sejam A um anel e P C A um ideal. Dizemos que P € um ideal primo
se P# A e dados a,b € A tais que a-b € P implica a € P ou b € P.

Proposicao 5.4.3 Sejam A um anel e P C A um ideal. Entdo P € um ideal primo se,
e somente se, P # A e dados G, H C A tais que GH C P implica G C P ou H C P.

Demonstracao

Suponha primeiramente que P é um ideal primo. Sejam G, H C A tais que
GH C P. Se G nao esta contido em P, entao existe g € G\ P. Como GH C P,
gh € P para todo h € H. Mas P é primo e g ¢ P, logo h € P. Portanto
HCP.

Por outro lado, sejam a,b € A tais que ab € P. Tome G =< a >e H =< b >.
Assim, dados g € G e h € H, existem r, s € A tais que g = ra e h = sb. Logo

gh =rsab e P
Conseqiientemente GH C P. Portanto

a¢ P>=G¢P=HCP=beP
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Lema 5.4.4 Suponha A um anel comutativo. Sejam S C A um conjunto multiplicativo
eI C A um ideal tais que SN I = 0. Entao existe um ideal primo P C A tal que I C P
ePNS=0.

Demonstracao

Seja
X={JCA;Jéidea, ICJeJNS=0}

com a ordem parcial da inclusdao. Note que X # () pois I € X.

Seja C' C X uma cadeia. Claramente

Jsex

Logo, pelo lema de Zorn, X possui um elemento maximal. Seja P um tal

elemento.

Como S # (), P # A. Sejam G, H C A ideais tais que GH C P. Suponha
que G € Pe H{ P. Assim, cada ideal P+ G e P+ H contém propriamente
P e portanto tem interseccao nao vazia com S. Conseqiientemente, existem

p,q € P, g€ Geh¢€ H tais que

p+g=s€8

g+h=res

Entao

sr=pq+ph+9q+ghe P+GH CP

O que ¢ uma contradigao, pois sr € S ¢ SN P = (). Portanto P ¢ ideal primo.
[ |

Teorema 5.4.5 Sejam A um anel comutativo e I um ideal de A. Entao I € um ideal
radical se, e somente se, I = N{P C A; P € ideal primo e I C P}

Demonstracao

Seja
J=n{P C A; P éideal primo e I C P}
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Vamos mostrar que I = J.

Obviamente I C J. Entao suponha que a ¢ I, como I é ideal radical, a™ ¢ I
para todo n € N*. Assim,

S={a"+bn>0ebel}

é claramente um conjunto mutiplicativo e SNI = (). Logo, pelo lema anterior,
existe um ideal primo P C A tal que I C P e PN S = (. Mas entao a ¢ P.
Portanto a ¢ J.

Suponha agora I = N{P C A; P é ideal primo e I C P}. Sejaa € Aen € N
tais que a™ € I, entao a™ € P para todo ideal primo P C A com I C P. Como

P ¢é primo, a € P, logo a € I. Portanto I é um ideal radical.
[ |

Lema 5.4.6 Sejam K um corpo, P C Klx1,...,x,] umideal primo e L = K|x1,...,2,]|/P.

Entao existe um monomorfismo n: K — L.

Demonstracao

Claramente a “inclusao”
t: K — Klxy, ...,z
¢ um monomorfismo. Vamos mostrar que 7 = 7 o ¢« ¢ monomorfismo, onde
7w Klzy,...,x,] = K[zq,...,2,]/P

é a projecao canonica.

Vejamos primeiramente que ((K) N P = {0}. Como ¢ é um monomorfismo,
assumiremos K = ¢(K). Suponha que existe k € K N P, com k # 0, entao
1= %k € P e portanto P = K{z1,...,x,], o que contradiz o fato de P ser um

ideal primo.

Como 7 é homomorfismo, basta mostrar que 7|k é injetor. Para isso, seja
a € K tal que m(a) = 0. Mas 7(a) = 0 sse a € P, logo a = 0. Portanto n é

monomorfismo.
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Teorema 5.4.7 Seja K um corpo algebricamente fechado. Suponha que H e J sdo ideais
radicais de Kz, ...,xz,] e K C J. Entao V(J) C V(H). Além disso, X — I(X) é uma

bijecao entre os conjuntos Zariski fechados e os ideais radicais.

Demonstracao

Seja ¢ € J\ H. Pelo teorema 5.4.5, existe um ideal primo P D H tal que
q ¢ P. Queremos mostrar que existe y € V(P) C V(H) tal que ¢q(y) # 0.

Como P é ideal primo, L = K[y, ..., ,]/P é um dominio. Tome F = Fi% o

fecho algébrico do corpo de fracoes de L.

Sejam p1,...,pm € K[x1,...,2,] geradores de P, e para j = 1,...,n, sejam
aj = z;/P € L C F. Pelo lema anterior, podemos ver K como um subcorpo

de F'. Assim, temos que
peE P plxy,...,x,)/P=0<plag,...,a,) =0

Entao

FE (/\(pi(al,...,an) :0)> A (q(al,...,an)#O)

Logo

FIZElvl...Elvn</\(pi(vl,...,vn) :0)> /\(q(vl,...,vn)#())

Como C'AF é modelo-completa,

m

KFZ3@1...an</\(pi(vl,...,vn):0)) A (q(vl,...,vn)#O)

=1

Assim, existe (dy,...,d,) € K" tal que, parai=1,...,m, p;(dy,...,d,) =0
e q(dy,...,d,) # 0. Portanto (dy,...,d,) € V(P)\ V(J).

Agora vejamos que a fungao definida por X +— Z(X) entre os conjuntos Zariski

fechados e os ideais radicais ¢ bijetora.

Claramente tal funcao é injetora, pois dados X,Y Zariski fechados,

T(X)=Z(Y) = X = V(I(X)) = V(I(Y)) = Y
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Para ver a sobrejetividade, seja JJ um ideal radical, entao
JCIWV(J))

Logo
V(J) 2 V(IV(J)))

Mas
V(J) CcV(IZ(V(J)))

O que implica

Portanto, pelo resultado provado neste teorema,
J=Z(V(J))
[ |

Corolario 5.4.8 (Nullstellensatz de Hilbert) Sejam K um corpo algebricamente fechado
e J C Klxy,...,x,] um ideal. Entio Rad(J)=Z(V(J)).

Demonstracao

Claramente

Z(V(J)) C Z(V(Rad(J)))

e pelo teorema anterior
T(V(Rad(.J))) = Rad(J)

Agora sejam p € Rad(J) e a € V(J). Entao p™ € J para algum n € N*. Logo

o que implica

Portanto p € Z(V(J)).
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5.5 Decomposicao Primaria

Definicao 5.5.1 Sejam K um corpo e X C K" Zariski fechado. Dizemos que X é
redutivel se X = Y U Z onde Y e Z sao Zariski fechados, Y # X e Z # X. Caso

contrario, dizemos que X € irredutivel.

Proposicao 5.5.2 Sejam K um corpo e X C K™ Zariski fechado. Entao X € irredutivel

se, e somente se, T(X) é um ideal primo.

Demonstracao

Suponha primeiramente que Z(X) nao é primo. Entao existem p,q € K|z, . .., z,]
tais que p ¢ Z(X), ¢ ¢ Z(X) e pg € Z(X). Sejam

Y =XnV({p})

Z=XnV({a})

Claramente Y C X e Z C X, pois p,q ¢ Z(X). Vejamos que X =Y U Z. De

fato,

(Xnv({ph))u(XnVY({q}) =X n(V{Er}) UV{He}) = XNV({pq}) = X

Portanto X é redutivel.

Agora suponha que X seja redutivel. Entao existem Y C X e Z C X Zariski
fechados tais que X =Y U Z. Assim, pelo teorema 5.4.7, temos que

I(X) S I(Y)

I(X) ¢ Z(%)
Logo, existem p € Z(Y) e ¢ € Z(Z) tais que p,q ¢ Z(X).

Vejamos que pg € Z(X). Se (ai,...,a,) € X, entdo (a,...,a,) € Y ou
(ay,...,a,) € Z,logo p(ay,...,a,) =0 ouq(ay,...,a,) =0, donde

pq(ay,...,a,) =0

Portanto Z(X) nao é ideal primo.
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Lema 5.5.3 Sejam K um corpo algebricamente fechado e W C P(K™) uma cole¢do nao

vazia de conjuntos Zariski fechados. Entao W possui um elemento minimal.

Demonstracao

Seja
S={Z(X); X e W}

Pelo teorema 5.2.3, & possui um elemento maximal. Suponha que Z(X))
seja um tal elemento maximal. Portanto, pelo lema 5.2.8, Xy é um elemento

minimal de W.
[ |

Teorema 5.5.4 Sejam K um corpo algebricamente fechado e X C K™ Zariski fechado.

Entao existem unicos Xy, ..., X,, Zariski fechados irredutiveis tais que

X=XjU...UuX,

X ¢Jx;
J#i

para todo i =1,...,m.

Demonstracao

Seja W = {X C K"; X é Zariski fechado e nao é unido finita de conjuntos

Zariski fechados irredutiveis}. Provaremos que W = {).

Se W # (), entao, pelo lema anterior, existe X, € YW minimal. Observe que,
pela definicao de W, X é redutivel. Assim, existem Y C Xy e Z C X, Zariski
fechados tais que Xo = Y U Z. Como Xj é minimal, temos que Y, Z ¢ W,
portanto Y e Z admitem uma decomposicao em ntmero finito de conjuntos

Zariski fechados irredutiveis, uma contradicao.

Em conseqiiéncia, todo conjunto Zariski fechado admite tal decomposicao.
Agora, se tivermos
X; C U Xj
J#i
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para algum ¢ = 1,...,n, entao podemos eliminar X; da decomposi¢ao, uma

vez que

&u@ﬁﬁ:U&

J#i J#i

Para provar a unicidade, suponhamos
X=Xju...uX, =Y u...uY,
Entao, para cadat=1,...,m,
X, =X,nX=X,n(1U...uY,) =(X;nY)U...U(X;NnY,)

Como X; é irredutivel, X; = X; NY, para algum s =1,...,r, isto é, X; C Y.
Por outro lado, para esse s, teremos que Yy C X para algum k. Portanto,

X; C X, o que implica ¢ = k, pois do contrério teriamos X; C Uj# X;.
[ |

Corolario 5.5.5 (Decomposicao Primaéria) Sejam K wum corpo algebricamente fechado
e J C Klxy,...,x,] um ideal radical. Entao existem tunicos ideais primos Py, ..., P,
contendo J tais que

J=PnNn...0P,

P3P
J#i
para todo i =1,...,m.

Demonstracao

Pelo teorema 5.4.7, existe um tnico X C K" Zariski fechado tal que
I(X)=J

E pelo teorema anterior, existem tnicos Xi,..., X, C K" Zariski fechados
irredutiveis tais que
X=XjUu...uX,

X ¢Jx;

J#i
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para todo i = 1,...,n. Assim, pela proposigao 5.5.2, para cada i, Z(X;) é um
ideal primo e
J=IT(X1)N...NZ(X,,)

A unicidade e o fato de

7(X:) 2 (2(X;)
J#
para todo 7 = 1,...,m, sao conseqiiéncias imediatas do teorema anterior e do

teorema 5.4.7.
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Apendice A
Extensoes Transcendentes

Mostraremos neste apéndice alguns resultados necesséarios para o trabalho sobre extensoes
transcendentes. Para isto, precisamos inicialmente de alguns resultados de extensoes

algébricas.

A.1 Extensoes Algébricas

Veremos nesta secao apenas os enunciados dos teoremas que precisaremos para a proxima

segao. As demonstragoes destes teoremas podem ser vistas em [6] e [8].

Teorema A.1.1 Seja R um dominio de integridade considerado como um subanel de seu
corpo quociente F'. Se E é um corpo e f: R — E é um monomorfismo, entao existe um

tinico monomorfismo de corpos f : F — E tal que f|g = f.

Teorema A.1.2 Sejam I uma extensao de um corpo K e uy,...,u,, € F. FEntdo o

subcorpo K(uy, ..., uy) consiste de todos os elementos da forma

pur, ) /q(ug, ) = plug, .o Uy q(ug, - . ,um)_l

onde p,q € Klz1,...,xn] e q(uy, ..., uy) #0.

Teorema A.1.3 Sejam F uma extensao de um corpo K e X C F. FEntdao o subcorpo

K(X) consiste de todos os elementos da forma

p(ur, . un)/q(ug, .. un) = plug, ..o ug)q(ug, . . ,un)*1

onden € N*, p,q € Klxy,...,xp], ur,...,u, € X equy,...,u,) #0.

Teorema A.1.4 Sejam F uma extensao de um corpo K e X C F. Entdo para cada
u € K(X), existe X' C X finito tal que u € K(X").
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Teorema A.1.5 Sejam F' uma extensio de um corpo K e X C F tais que F = K(X) e

todo elemento de X € algébrico sobre K. Entao F' € uma extensao algébrica sobre K.

Teorema A.1.6 Se F' € uma extensao algébrica sobre E e E € uma extensao algébrica

sobre K, entao F € uma extensao algébrica sobre K.

Teorema A.1.7 Sejam F uma extensao de um corpo K e u € F algébrico sobre K.
Entio K(u) = Klu]. Além disso K(u) = Klz|/(p), onde p € Klz| é um polinémio

monico irredutivel com grau n > 1 unicamente determinado pela condigcdo que p(u) = 0.

Teorema A.1.8 Sejam Ki e Ky corpos e Iy, Fy seus respectivos fechos algébricos. Entao

todo isomorfismo K; = Ky se estende para um isomorfismo Fy = F;.

A.2 Extensoes Transcendentes

Definicao A.2.1 Sejam F uma extensao de um corpo K e S um subconjunto de F'.
Dizemos que S € algebricamente independente sobre K, se para qualquer polinémio
p € Klxy,...,x,] e para quaisquer sy,...,8, € S distintos, p(si,...,8,) = 0 implica
p = 0. Dizemos que S € algebricamente dependente sobre K se ndao for algebricamente

independente sobre K.

Obs.: A expressao “sobre K” pode ser omitida quando o contexto for claro.

Doravante considere K um corpo.

Teorema A.2.2 Seja ' DO K uma extensao e {s1,...,S,} um subconjunto de F algebri-

camente independente sobre K. Entdao existe um K-isomorfismo

K(s1y..,80) =~ Fr(x1,..., %)

onde Fi(x1,...,2T,) € o corpo de fungdes racionais com n varidveis sobre K.
Demonstracao
Seja
n: Fr(xy,...,x,) — K(s1,...,8n)
P(T1,05Tn) N P(s1,--,5n)
q(21,...,Tn) q(815-15n)
Claramente 77 ¢ um homomorfismo.
Agora seja z € K(sy,...,S,), entao, pelo teorema A.1.2, podemos escrever
_ f(s1,,80)
g(s1,. ., Sn)
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onde f,g € K[xq,...,2,] e g(s1,...,5,) # 0, logo n é epimorfismo.
Se p/q € Fi(x1,...,2,) com n(p/q) =0, entao

p(S1,- -5 8n) _0
q(s1y- -y 8n)
mas {sy,...,S,} ¢ algebricamente independente sobre K, logo p/q = 0.

Portanto n é isomorfismo, e se p/q = ¢ € K entao n(c) = c.
[

Teorema A.2.3 Sejam F) e Fy extensoes de Ki e Ky, respectivamente, e para i = 1,2,
seja S; C F; algebricamente independente sobre K;. Se f : S1 — Sy € uma funcgao
mjetora e o 1 K1 — Ky € um monomorfismo de corpos, entao podemos estender o para
um monomorfismo a : K1(S1) — K»(S2) tal que 5(s) = f(s) para todo s € Sy. Além disso,

se f for bijetora e o for isomorfismo, entdo podemos estender o para um isomorfismo @.

Demonstracao

Dado z € K;(S1), pelo teorema A.1.3, podemos escrever

Z:p(sh”'asn) (1)
q(S1,. -, 5n)
onde n € N*, p,q € Kqlzxy,...,x,], $1,...,8, € S1 e q(s1,...,8,) # 0. Po-
demos assumir que n é tal que para ¢ = 1,...,n, z depende de cada s; e s6
desses.

Dado r € N*, seja p, : Ki[z1,..., 2] = Fr,(x1,...,,) definida por

' T

E : i | _ § : . i

[’LT’ a’ilv---yiv' ij - O-(a'blv---v'lr) Hx]
j=1

U150yt <M Jj=1 11500t <M

onde m € N* e cada a;, ., € K;. Claramente p, ¢ um monomorfismo de

T
anéis, logo, pelo teorema A.1.1, podemos estender y, para um monomorfismo
de corpos

o, Fr (1, .. x0) = Fre (21, ..., 2p) (1)

Lembrando que, para ¢« = 1,2, S; é algebricamente independente sobre K; e
f 51 — Sy éinjetora, se sq,...,s; € Sy distintos, entao {f(s1),..., f(sk)}
também é algebricamente independente sobre Ks. Logo, pelo teorema anterior,

existem isomorfismos
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My - le(.’L'h...,iCk) — Kl(Sl,...,Sk)

(III)
Mg - ./TKZ(.’L'l, e ,,Ik) — Kg(f(sl), Ce ,f(Sk))

Agora defina 7 : K1(S;) — K5(Ss) por

7(2) = o, I, (2)

onde z é da forma descrita em (1 ).

Vejamos que @ estd bem definida. Suponha, assim como em ( I ), que também

podemos escrever

” = g(bl,...,bm)
h(bi,...,bm)
onde m € N* g, h € Ki[x1,...,Zm], b1,..., by € S1 € h(s1,...,8,) # 0.
Como, para ¢ = 1,...,n, z depende de s; e sé desses, e como 57 ¢é alge-
bricamente independente, temos que m = n e {sy,...,8,} = {b1,...,bn}.

Portanto @ estd bem definida, e por ( II ) e ( III ), @ é monomorfismo. Agora,
se o ¢ isomorfismo e r € N, entao g, também ¢é isomorfismo, logo 1, 1z,7; Lé

isomorfismo, e se f é bijetora, entao & é isomorfismo.

Seja F' uma extensao de K. Defina o conjunto

X ={S C F; S é algebricamente independente sobre K}

Considere a ordem da inclusao em X.

Seja C' C X uma cadeia e tome

S1,...,8, € S. Como S é algebricamente independente sobre K, p(sy,...,

T=\Js

SeC

Vejamos que T € X. Dados p € Klzy,...,x,] € s1,...,8, € T, existe S € C tal que

implica p = 0. Portanto T' € X.

Pelo lema de Zorn, X possui um elemento maximal.

Definicao A.2.4 Seja F' uma extensao de K. Uma base de transcendéncia de F' sobre

K € um subconjunto S C F algebricamente independente sobre K e mazimal no conjunto

de todos subconjuntos de F' algebricamente independente sobre K.
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Teorema A.2.5 Sejam F' O K uma extensao, S C F algebricamente independente sobre
K eue F\ K(S). Entao SU{u} € algebricamente independente sobre K se, e somente

se, u € transcendente sobre K(S).

Demonstracao

Suponha primeiramente que u é transcendente sobre K (.5).

Sejam si,...,s, € S distintos e f € K[xy,...,2,41] tais que
f(s1,.0y80,u) =0

entdo u é uma raiz de f(s1,...,Sn, Tnt1) € K(S)[Tni1]-

Mas f € K[z1,...,Zn, Tnt1] = K[z1, ..., 2p)[Tni1], assim

f:h,nxzﬂ—i—...—i—hlwnﬂ—i—ho

onde h; € K[z1,...,z,]. Como u é transcendente sobre K (S), temos
f(s15-eySn, Tng1) =0
logo h;(s1,...,8,) = 0 para cada i = 1,...,7. Como S é algebricamente

independente sobre K, h; = 0 para todo i, logo f = 0. Portanto S U {u} é

algebricamente independente sobre K.

Agora suponha que S U {u} é algebricamente independente sobre K. Seja
f € K(5)[x] tal que f(u) = 0. Podemos escrever

f(z) = Z a;x"
i=0

onde a; € K(S). Assim, pelo teorema A.1.3, existem si,...,s, € S tal que,
para i =20,...,n,
ilS1y.-.,Sp
a; = pi(s1 )
qi(S1,---, )

onde p;,q; € K[z1,...,2.] e ¢;(s1,...,8:) #0.
Seja ¢ = qoq1---Gn, € para i = 0,...,n, tome p; = pigo- - Gi—1qi+1 - - - Gn-
Observe que ¢,p; € K|x1,...,z,]. Entao

Di(S1y- -5 8r)

a; =
Q(Sla . '7Sr)
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f(il?) _ aixi _ pz’(sla e >5r)xi _ Zizopi(sla e 75r)33
i=0 i=0 q(817"‘787") Q(sla"'>5r>
Seja
h(zy,...,x.x) = pi(x1,...,0,)2" € Klay, ..., 2,1
i=0
1

— # 0, temos que
ERS

h(s1,...,8u) =0
A independéncia algébrica de S U {u} implica h = 0, e conseqiientemente

p; = 0 para cada i, pois {1,z,...,2"} é linearmente independente. Entao

cada a; = 0 e f = 0. Portanto u ¢ transcendente sobre K(S5).
[

Corolario A.2.6 Sejam F' O K uma extensao e S C F algebricamente independente
sobre K. Entdao S € uma base de transcendéncia de F' sobre K se, e somente se, F €
algébrico sobre K(S5).

Demonstracao

Suponha que F' nao é algébrico sobre K(S). Entao existe u € F transcen-
dente sobre K (S). Assim, pelo teorema anterior, S U {u} é algebricamente

independente sobre K, logo S nao é base de transcendéncia sobre K.

Por outro lado, se S nao é base. Entao, por definicao, existe u € F tal que
S U {u} é algebricamente independente sobre K, e pelo teorema anterior, u é

transcendente sobre K (S), portanto F' nao é algébrico sobre K(S5).
|

Corolario A.2.7 Seja F O K uma extensao e suponha F' algébrico sobre K(X), onde

X C F. Entao X contém uma base de transcendéncia de F' sobre K.

Demonstracao

Seja S C X algebricamente independente sobre K maximal. Tal S existe
pelo lema de Zorn. Entao, pelo teorema A.2.5, se v € X \ S, entdo u é

algébrico sobre K(S). Logo, pelo teorema A.1.5, K(X) é algébrico sobre
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K(S). Conseqiientemente, pelo teorema A.1.6, F' é algébrico sobre K(S).
Portanto, pelo corolério anterior, S é uma base de transcendéncia de F' sobre
K.

Teorema A.2.8 Seja F' uma extensio de K. Se S é uma base de transcendéncia finita
de F' sobre K, entao qualquer base de transcendéncia de F sobre K tem o mesmo nimero

de elementos de S.

Demonstracao
Seja S = {s1,...,8,} e T uma base de transcendéncia qualquer de F' sobre
K.
Vamos verificar que existe t; € T' transcendente sobre K (o, ..., sy).
Suponha que nao. Entao T é algébrico sobre K(sa,...,s,). Logo, pelo te-

orema A.1.5, K(sq,...,s,)(T) é algébrico sobre K(ss,...,s,). Como, pelo
corolario A.2.6, F' é algébrico sobre K(T'), F' é necessariamente algébrico so-
bre K(T')(s2,...,5,) = K(sa2,...,s,)(T). Portanto, pelo teorema A.1.6, F' é
algébrico sobre K (ss,...,$,). Em particular s; é algébrico sobre K (ss, ..., s,),
o que, pelo teorema A.2.5, é uma contradi¢ao, pois S = {sy,...,s,} é algebri-

camente independente sobre K.

Logo existe t; € T transcendente sobre K (sa, ..., s,), e portanto {t1, S2, ..., S, }

¢ algebricamente independente sobre K.

Agora, se s; fosse transcendente sobre K (1, so,...,S,), entdo {t1,S1,...,Sn}
seria algebricamente independente sobre K, o que contradiz o fato de S ser
base. Assim, s; é algébrico sobre K (t1, sg, ..., $,), logo K(S)(t1) = K(t1,S2,...,5,)(s1)

¢ algébrico sobre K(ty, $,...,s,). Entao F é algébrico sobre K(ty, S, ..., 5y)
e portanto {t1, sa,...,8,} é base de transcendéncia de F sobre K.

Analogamente prova-se que existe to € T transcendente sobre K (1, ss, ..., Sp)
e que {ti,t2,83,...,8,} é base de F sobre K. Procedendo indutivamente,

obtemos ti,...,t, € T tais que {t1,...,t,} é base de F' sobre K. Claramente,

como T' é algebricamente independente, devemos ter T' = {t1,...,t,}.
|

Teorema A.2.9 Seja F' O K uma extensdo. Se S é uma base de transcendéncia infi-
nita de F' sobre K, entao qualquer base de transcendéncia de F' sobre K tem o mesma
cardinalidade de S.
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Demonstracao

Seja T uma outra base de transcendéncia de I’ sobre K. Claramente, pelo
teorema anterior, 7' é infinito. Se s € S, entao s é algébrico sobre K(T'), pois
caso contrario, T'U {s} seria algebricamente independente sobre K. Assim,
pelo teorema A.1.7, K(T)(s) = K(T)[s] e existe p € K(T)[x] irredutivel tal
que p(s) = 0. Entao, pelo teorema A.1.4, os coeficientes de p aparecem todos
em K (Ts) para algum T, C T finito. Logo p € K(Ts)[z] e s é algébrico sobre
K(Ty).

Para cada s € S tome T, C T finito como acima. Note que

T:UECT

e portanto é algebricamente independente sobre K. Como todo elemento de
S ¢é algébrico sobre K (1), temos que K (77)(S) é algébrico sobre K (7%). E
como K(S) C K(T%)(S), todo elemento de K(S) é algébrico sobre K(T).
Lembrando que F é algébrico sobre K(S5), temos que F' é algébrico sobre
K(T*). Logo T* é uma base de transcendéncia de F' sobre K e portanto
T =T.

Observe que os conjuntos T nao sao necessariamente disjuntos. Como estamos
trabalhando em ZFC, podemos dar uma boa ordem a S e denotar o menor

elemento por sg.
Seja T, =T, e para cada so < s € S defina
Ts/ =T \ U T;
1<s
Claramente cada 77 é finito e nao tem intersec¢ao com nenhum outro, e

Ur=yr.=1

ses seSs

Para cada s € S, escolha uma ordem fixa para os elementos de T, = {t7,...,; }.

Defina a funcao
h: (JT's — SxN
seS

t; = (s1)
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Claramente essa fungao é injetora. Logo

U T's

seS

T = <[5 x N| = |S[|N] = [5[®o = [5]

Procedendo desde o inicio da demonstragao de forma analoga, prova-se que
|S| < |T'|. Portanto |T| = |S|.

Definicao A.2.10 Seja F' extensaio de K. O grau de transcendéncia de F sobre K
(denotado por gtr(F/K)) € a cardinalidade |S|, onde S € base de transcendéncia de F
sobre K.

Teorema A.2.11 Se F' ¢ uma extensdo de E e E € uma extensao de K, entdo
gtr(F/K) = gtr(F/E) + gtr(E/K)

Demonstracao

Sejam S base de E/K e T base de F//E. Como S C E e T ¢ algebricamente
independente sobre F, temos SNT = ().

Entao é suficiente mostrar que S UT é base de F//K, pois neste caso
gtr(F/K)=|SUT|=|T|+ |S| = gtr(F/E) + gtr(E/K)

Primeiro note que todo elemento de E é algébrico sobre K(S), e portanto
sobre K(S UT). Entao, pelo teorema A.1.5, K(S UT)(FE) é algébrico sobre
K(SuT). Como

K(SUT)=K(S)(T) c E(T) C K(SUT)(E)

entdo E(T) é algébrico sobre K(S UT). Mas F ¢é algébrico sobre E(T) e
portanto sobre K (SUT).

Agora basta mostrar que S U T é algebricamente independente sobre K.

Sejap € K[x1,...,Tn,Y1,---,Ynm] tal que

p(S1y- vy Snytly e stm) =0
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para distintos sq,...,8, € S ety,...,t,, €T. Seja

Q(yla"'vym> :p(317~'-73n7?/1a~-7ym) GK(S)[yl,,ym] CE[yhaym]

Como q(t1,...,t,) =0, aindependéncia algébrica de T sobre F implica g = 0.
Agora escreva

T

p<x17 o Ty Y1,y - - 7ym) = Zfi(xla s 7xn)gi(y17 s 7ym)

i=1

onde f; € K[z1,...,x,] e g € K[y1,...,Ym]. Como

p(sla"'78n7y17"'7ym) ZQ(yla)ym):O

temos que f;(s1,...,S,) = 0 paracadai. A independéncia algébrica de S sobre
K implica f; = 0 para todo i. Logo p = 0 e portanto S UT é algebricamente

independente sobre K.

Teorema A.2.12 Sejam F) e F, respectivas extensoes algebricamente fechados dos cor-
pos Ky e Ky. Se gtr(Fi/Ky) = gtr(Fy/K3), entao todo isomorfismo K; = Ky se estende

para um isomorfismo Fy = F.

Demonstracao

Suponha ¢ : K; — K, um isomorfismo. Para ¢ = 1,2, seja S; a base de
transcendéncia de F;/K;. Como |S;| = [Sa], pelo teorema A.2.3, podemos
estender o para @ : K;(S1) — K3(S2). Cada F; é algebricamente fechado e
algébrico sobre K;(.S;). Portanto, pelo teorema A.1.8, @ se estende para um

isomorfismo F| = Fy.
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