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Resumo

Neste trabalho foi apresentado um modelo viscoeldstico para grandes deformacoes, o qual
foi discretizado pelo método dos elementos finitos. Para isso foi estudado o comportamento e as
caracteristicas dos polfmeros, que podem ou nao apresentar comportamento viscoeldstico. Varios
fatores afetam o comportamento viscoeldstico dos polimeros, mas os principais sdo o tempo e a
temperatura. Para tratar o efeito destes parametros nestes materiais serd considerado que eles
afetam apenas o médulo de elasticidade na relacao constitutiva. Para isso sera usada uma série de
Prony para descrever a dependéncia do tempo e o principio da superposi¢ao tempo-temperatura
para descrever a dependéncia da temperatura.

Antes de propor o modelo viscoeldstico para grandes deformagoes serd apresentado um mo-
delo viscoeldstico para pequenas deformacoes. Este modelo serd desenvolvido com base no
modelo viscoeldstico linear encontrado no software comercial ANSYS. A intencdo neste modelo
¢é dar maior compreensao sobre o fendomeno viscoeldstico e determinar uma relagao constitutiva
viscoeldstica base para que seja expandida para o modelo de grandes deformacgoes. Esta relagao
constitutiva usard como base os modelos do tipo mola amortecedor e o modelo encontrado pelo
principio de superposicao de Boltzmann. Todos esses modelos sao unidimensionais e tém a
mesma forma construtiva, formados por uma parte instantianea, ou eldstica, e uma parte depen-
dente do tempo, ou viscosa. Assim, propoe-se que a relagao constitutiva tridimensional deve ter
a mesma forma, onde sdo trocados apenas as medidas de tensao e deformacao, que sao escalares,
por tensores de segunda ordem e o médulo de elasticidade, que também é um escalar, por um
tensor de quarta ordem. Entao este modelo serd dividido em tensao deviatdrica e volumétrica e
discretizado por elementos finitos de Galerkin.

Para o modelo viscoeldstico nao-linear sao utilizadas diversas definicbes da mecanica do
continuo para grandes deformagoes. O modelo é baseado na hipoelasticidade. Portanto, para
este modelo sao apenas trocados as medidas de tensao e deformagao lineares pelo tensor tensao
de Kirchhoff rotacionado e pelo tensor deformacéao logaritmica Lagrangeana. Estes dois tensores
formam um par conjugado e satisfazem o principio da invaridncia de observador. Com isso,
como o problema é nao linear, é usado o método de Newton como método iterativo para solucao
do problema. Assim, cabe salientar que um dos principais fatores que se deve ter mais cuidado
é o cédlculo da chamada matriz rigidez tangente. Isso porque, essa matriz é responsdvel pelas
correcoes de cada iteracao, e se for mal condicionada ou mal calculada, pode causar muita

demora ou até mesmo fazer com que o algoritmo venha a nao convergir.



Abstract

In this work, it will be presented a viscoelastic model for large deformations, which will be
discretized by the finite element method. In order to present this model, it will be performed
a detailed study on polymer behavior and characteristics, which can either present viscoelastic
behavior or not. Many factors affect the viscoelastic behavior of polymers, but the main ones
are time and temperature. To deal with the effect of these parameters, it will be considered
that they only affect the elasticity modulus in the constitutive relationship. For this, it will be
used a Prony series for describing the time dependence and the time-temperature superposition
principle for describing the temperature dependence.

Before proposing the viscoelastic model for large deformations, it will be presented a vis-
coelastic model for small deformations. This model will be developed based on the linear vis-
coelastic model used by the commercial software ANSYS. The purpose of this linear model is
to get a better understanding about the viscoelastic phenomenon and to establish a consti-
tutive viscoelastic relation, so that it can be used in the modelling of the large deformations
model. This constitutive relationship will be based on the spring-dashpot models, like Maxwell
and Kelvin-Voigt, and the model obtained by the Boltzmann superposition principle. All these
models are one-dimensional and have the same constructive form, i.e., they are composed by
two parts: an instantaneous (elastic) and another one which is time dependent, also known
as viscous. Thus, one proposes that the three-dimensional constitutive relationship must have
the same form, in which it is only changed the stress and strain measures. The scalar values
are turned into a second-rank tensor and the elasticity modulus, which is also a scalar value, is
turned into a fourth-rank tensor. Then, this model will be divided into deviatoric and volumetric
parts and discretized by the Galerkin finite element method.

For the non-linear viscoelastic model, it is used many definitions of the continuum mechanics
for large deformations. The model is based on hyperelasticity theory. Therefore, for this model,
the linear stress and strain measures are, respectively, turned into the rotated Kirchhoff stress
tensor and the Lagrangean logarithmic strain tensor. These two tensors form a conjugated pair
and satisfy the frame invariance principle. As the problem is non-linear, it is used the Newton
method as the iterative method for solving the problem. Thus, one may emphasize that one of
the main factors which must be concerned about is the calculation of the well-known tangent
stiffness matrix, because this matrix is responsible for correcting every iteration and if it is bad

conditioned or evaluated, the processing time can increase and the algorithm will not converge.
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Apresentacao do Trabalho

O principal objetivo deste trabalho é propor e validar um modelo viscoeldstico para grandes
deformagoes. Contudo, foi visto que para chegar-se a tal modelo seria necessdrio um estudo
aprofundado sobre o comportamento de polimeros e sobre o fenémeno da viscoelasticidade. A
grande maioria dos polimeros possui comportamento viscoeldstico, porém diversos fatores sao
responsdveis para a existéncia ou nao deste comportamento. Existem vdrias classificagoes para
polimeros. Por essas classificacoes, com raras excecoes, pode-se dizer se ele ird ou ndo comportar-
se como um material viscoeldstico. Mesmo assim, outros fatores podem afetar em muito neste
comportamento. A temperatura, por exemplo, ¢ um fator dos mais importantes para estes
materiais. Todo este estudo visa determinar a aplicabilidade do modelo e quais as condigoes
necessdrias para o mesmo. Com isso, pode-se analisar as vdrias teorias viscoeldsticas e determinar
qual seria usada. Foram encontradas na literatura varias teorias sobre viscoelasticidade, cada
qual com suas peculiaridades. Os principais fendmenos que caracterizam a viscoelasticidade sao
a relaxacao de tensao, a fluéncia e a dependéncia da taxa de deformacao. Todos estes fendomenos
sao caracterizados por propriedades que variam com o tempo. Isto acontece porque com o passar
do tempo existe um rearranjo molecular do material, alterando assim suas propriedades. Entao
serd desenvolvido um modelo viscoeldstico linear, que serd usado como base para o modelo de
grandes deformacoes. Neste modelo serd proposta uma teoria para descrever esta mudanca
das propriedades ao longo do tempo. Usando como base o modelo do software ANSYS serd
determinada uma relagao constitutiva, a qual serd empregada em um problema de valor de
contorno e aproximada pelo método de elementos finitos. Finalmente, apés um dominio da
viscoelasticidade linear, serd proposto um modelo viscoeldstico para grandes deformagoes. Este
modelo serd baseado na teoria hipoeldstica e terd como base a mesma relagao constitutiva do
modelo viscoeldstico linear. Para uma maior descricao desde trabalho, a seguir serd feito um
pequeno resumo de cada um dos capitulos desta dissertagao.

O Capitulo 1 faz um estudo sobre polimeros, mostrando todas as suas principais caracteris-
ticas. Existem vérios autores que os classificam de varias formas diferentes, mas a mais comum é
classificd-los em termopldsticos, termofixos, elastomeros e fibras. Cada um destes materiais pos-
sui caracteristicas, quanto a sua estrutura molecular, bem peculiares. Vérias idealizacoes destas
estruturas serao apresentadas, mostrando o quando elas podem afetar em seu comportamento.
A formacdo destas estruturas é afetada por vérios fatores, desde a velocidade de solidificacao
até a presenca ou nao de inclusoes. Entdo, como a temperatura é um destes principais fatores,
foram definidas temperaturas caracteristicas para os polimeros que podem ajudar a descrever

seu comportamento. No entanto, o que torna o uso de polimeros tao atrativo sao as suas car-

xii
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acteristicas, tais como o baixo peso especifico, sua alta processabilidade, baixa condutividade
térmica, etc. Existem vdrias aplicagoes que levam estas caracteristicas em conta. Por exemplo,
se todas as pegas feitas de polimeros em um carro fossem substituidas por ago, esse casso teria
um peso bem maior. No entanto, a parte mais importante deste capitulo trata das propriedades
dos polimeros e os ensaios utilizados para suas caracterizacao. Estas propriedades podem ser
definidas em propriedades de curta duracao e de longa duracao. Para a determinacao das varia-
veis de curta duracao sao utilizados os mesmos ensaios usados para o ago. Ja para as varidveis
de longa duracao, que podem ser chamadas também de varidveis viscoeldsticas, existem ensaios
especificos para polimeros.

No Capitulo 2 serd desenvolvido um modelo viscoeldstico linear baseado no modelo en-
contrado no software ANSYS. Na viscoelasticidade linear as curvas tensdo deformacao devem
ser linhas retas, da mesma forma que no aco, mas, alterando a taxa de deformagdo devem ter
inclinacoes diferentes. Esta teoria d&4 origem aos chamados modelos mola-amortecedor, que sao
muito difundidos na literatura. O modelo baseado no principio de superposi¢ao de Boltzmann
também é baseado na viscoelasticidade linear. Todos esses modelos dao origem a relagoes consti-
tutivas muito parecidas, compostas de uma parte instantanea, ou eldstica, e outra dependente do
tempo, ou viscoeldstica. Contudo, todas essas relagoes sao unidimensionais. Assim, é proposta
uma relagao constitutiva tridimensional semelhante, mudando-se apenas as medidas de tensao
e deformacao, que sdo escalares, por tensores de segunda ordem, e o médulo de elasticidade
por um tensor de quarta ordem. Dois pardmetros relevantes para este modelo sao o tempo e a
temperatura, onde estes serdo considerados apenas influenciando o médulo de elasticidade. Para
descrever a dependéncia do tempo serao usadas séries de Prony e para a temperatura o principio
de superposigdo tempo-temperatura. Como o modelo possui dependéncia do tempo serd feita
sua discretizacao temporal e posteriormente sua discretizacao espacial, esta tdltima pelo método
dos elementos finitos. Cabe relembrar que o resultado final serd um sistema linear de solugao
direta.

O modelo Viscoeldstico para grandes deformagoes serd apresentado no Capitulo 3. Este
modelo serd fundamentado na teoria hipoeldstica e na teoria de deformagoes finitas da mecanica
do continuo. Dentro da teoria de deformagoes finitas serdo definidos uma particula, um corpo,
movimento, etc. As leis de conservagao também serdo muito tteis. A configuragdo utilizada
para o desenvolvimento do modelo serd a configuracao Lagrangeana. Portanto, o tensor tensao
usado na equacgao de equilibrio serd o 1° tensor tensao de Piola-Kirchhoff. No entanto, o par
conjugado formado por esse tensor nao satisfaz o principio da invaridncia de observador. Para
resolver este problema serao utilizados como medidas de tensao deformagao o tensor tensao de
Kirchhoff rotacionado e a tensao logaritmica Lagrangeana, que sao determinados em uma pseudo
configuragao de referéncia nao-rotacionada. A relagao constitutiva utilizada neste modelo serd
a mesma utilizada no modelo linear, mudando-se apenas as medidas de tensdao e deformacao
por medidas nao-lineares. Os efeitos da temperatura e do tempo serao tratados da mesma
forma que no capitulo anterior. Porém, como trata-se de um problema nao linear, além da
discretizacao temporal e espacial, deverd ser utilizado o método de Newton para solucao do

sistema de equactes. Como este é um processo iterativo, é feita uma correcao do valor anterior
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através da chamada matriz tangente global, a qual deve ser avaliada como muito cuidado, pois
um mal condicionamento da mesma pode fazer como que o problema demore ou até mesmo nao
consiga convergir.

Finalizando, no Capitulo 4, serao testados e validados os modelos viscoeldsticos linear e
viscoeldsticos nao-linear. Os modelos serdo programados em linguagem "Fortran"e serdo uti-
lizados problemas encontrados em nosso cotidiano para as comparagoes. Primeiramente serd
avaliado o programa linear, onde seu primeiro teste serd uma comparacao com o software AN-
SYS, onde espera-se resultados idénticos nesta comparagao, pois, como ja foi dito, os modelos
sao os mesmos. Em seguida serao feitos outros testes visando verificar sua robustez quanto
a malha, a pontos de concentracao de tensdo, etc. Apds, serd testado o modelo viscoeldstico
nao-linear, o qual serd avaliado mais qualitativamente do que quantitativamente. Isto acontece
devido a dificuldade de conseguir resultados confidveis para comparagao. Ele serd comparado
com o programa linear, onde espera-se que para pequenos valores de deformacao eles tenham os
mesmos resultados e com o aumento das deformagcoes comecem a divergir, onde o programa para
grandes deformagoes comega a demonstrar sua nao-linearidade. Outras questoes testadas serao
comportamentais, como a fluéncia e a relaxacao do material. Também serd testada a robustez

do modelo quanto a sua malha e a existéncia de pontos de concentragao de tensao.



Capitulo 1

Fundamentos de Polimeros

1.1 Introducao

Quais s&o os tipos de materiais aos quais pode-se aplicar a teoria de viscoelasticidade?
Quais teorias viscoeldsticas sao aplicdveis a quais tipos de polimeros? Quais os limites de sua
aplicabilidade? Por estas e outras perguntas buscou-se conhecer um pouco mais sobre polimeros:
sua classificacao, estrutura, propriedades, caracteristicas, etc. Um vasto e amplo ramo cientifico
abriu-se, com diversas teorias, diversos autores, diversas literaturas, etc. Neste capitulo buscou-
se conhecer o comportamento geral dos polimeros.

Polfmeros sao materiais que costumam apresentar comportamento variado. Vérios tipos de
classificagao, por exemplo, sdo apresentados nas literaturas, como pode ser visto em [9], [§],
[24] e [38]. Possuem virios tipos de estruturas, podendo ser totalmente desordenados como em
elastomeros ou possuirem cadeias que se arranjam de forma cristalina, semelhante aos metais.
Além disso, s&o muito sensiveis a temperatura, pressao, taxa de deformacdo, dentre outros fa-
tores. Por tudo isso, uma caracterizacao de polimeros se torna muito dificil. Existem parametros
que ndo fazem sentido para certos tipos de polimeros, como pode ser visto em [22]. Apesar disso,
polimeros possuem vantagens em certas aplicagoes. Caracteristicas como baixo peso especifico,
alta produtividade, etc, tornam-os muito atraentes em varias situagoes.

Existem propriedades mecénicas que s&o comuns para polimeros e metais. Algumas tém
exatamente o mesmo significado, enquanto outras diferem muito. Vdrios tipos de ensaios para
avaliacao destas propriedades serao apresentados, pois para o correto funcionamento do modelo
matematico subseqiiente estes valores tém que ser adequadamente identificados. Para tal, nor-
mas foram estudas em [34] e [14]. Foram encontrados ensaios de curta e longa duragao, que sao

apresentados em [9].

1.2 Classificacao

Conforme [9], o desenvolvimento cientifico gerou um grande nimero de polimeros para aten-
der as mais diversas dreas de aplicacoes e necessidades. Existem virias formas de se classificar
um polimero. Quanto & sua estrutura quimica, as suas caracteristicas tecnolégicas, ao seu desem-

penho mecénico, etc. Para o presente estudo a classificacao relevante é quanto ao comportamento
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mecénico do polimero.

Os polimeros podem ser classificados, quanto ao comportamento mecanico, em:
1. Plasticos : polimeros sélidos na temperatura ambiente. Podem ser divididos em:

Termoplasticos: sao polimeros que, sob o efeito da temperatura e pressao, amolecem e fluem.
Quando retornam as condic¢bes iniciais de temperatura e pressao se solidificam. Todavia,
se for novamente aplicada uma elevada temperatura e pressao tornam a amolecer e fluir,
podendo assim ser remoldados e reutilizados, o que os caracteriza como reciclaveis. Sao

soliveis e possuem cadeia linear. Exemplos: PE, PP, PVC, etc.

Termofixos: em sua forma inicial, quando submetidos a alta temperatura e pressao, amolecem
e fluem, reagindo quimicamente formando ligagbes cruzadas entre as cadeias e se solidi-
ficando. Apés isto, qualquer outro aumento de temperatura ou pressao nao tem mais
influéncia, pois estes polimeros sao insoliveis, infusiveis e nao-reciclaveis. Os termofixos,
antes da cura, sao encontrados na forma de pré-polimero, ou seja, sem ligacoes cruzadas.

Exemplos: baquelite, epéxi, etc.

2. Elastomeros: quando submetido a um carregamento em temperatura ambiente, um
elastomero pode ser deformado no minimo duas vezes o seu comprimento original, re-
tornando ao seu comprimento original apés removido o carregamento. Sao polimeros
que possuem cadeias flexiveis, amarradas umas as outras, e baixa densidade de ligagoes
cruzadas. Devido ao fato de possuirem ligacGes cruzadas, como os termofixos, também
sao insoluveis, infusiveis e nao-recicldveis. Exemplo: borracha natural (termo genérico
utilizado para qualquer elastdmero ou mistura de elastomeros apds a formacao de ligagoes

cruzadas, ou seja, vulcanizada).

3. Fibras: termopléstico que difere dos demais por suas caracteristicas geométricas, pos-
suindo uma razao entre comprimento e didmetro maior ou igual a 100. Como estes
polimeros devem possuir orientacao de suas cadeias e cristais, que é feita de modo forcado
durante a fiagao, acontece um aumento de sua resisténcia mecanica, tornando possivel seu
uso na forma de fios finos. Exemplos: fibras de Nylon, poliéster (PET), poliacrilonitrila
(PAN), etc.

1.3 Estrutura Molecular

Assim como nos metais, a estrutura molecular dos polimeros ¢ importante para definir suas
caracteristicas e propriedades. No entanto, nos polimeros o processo de cristalizagao difere
dos sélidos cristalinos convencionais por possuirem longas cadeias poliméricas. Eles podem
possuir uma fase desordenada, chamada de fase amorfa, e/ou uma fase ordenada, onde existe
regularidade e repetitividade, chamada de fase cristalina. Na fase cristalina s&o encontrados os
cristalitos, que sao muito menores que cristais normais, os quais contém muitas imperfei¢oes e sao

interligados por regides cristalinas e amorfas. Outro fato é que apenas uma fase completamente
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cristalina é impossivel, pois devido ao seu tamanho, normalmente apenas uma parte da molécula
consegue adotar a conformagao ordenada necesséria.

Muitos sao os fatores que podem ajudar ou atrapalhar na cristalizagdo de um polimero.
Dependendo da estrutura quimica, presenca de impurezas, condicoes de cristalizacao, regulari-
dade das cadeias, forcas intermoleculares, etc, um polimero vai ser mais ou menos cristalino.
Grupos laterais, por exemplo, devem ser suficientemente pequenos e dispostos regularmente e

simetricamente nas cadeias para proporcionarem um alto grau de cristalizacao.

1.3.1 Modelos de Morfologia de Polimeros Semicristalinos
Teoria Miscela Frangeada

Uma das primeiras teorias apresentadas para descrever a morfologia dos cristais poliméricos
foi a teoria da miscela frangeada. Este modelo surgiu na década de 1920, era um tanto quanto
simples e foi aceito durante muitos anos. Segundo este modelo, os polimeros sao formados por
uma fase cristalina e uma fase amorfa. A fase cristalina é formada por pequenos cristalitos,
de aproximadamente 10/1, que sao dispersos em uma matriz amorfa. Cada cristalito é formado
por mais de uma cadeia, pois devido ao tamanho das cadeias, elas participam da formagao de
diversos cristalitos. Na formacao dos cristalitos estas cadeias se alinham paralelamente umas as

outras numa ordem tridimensional. A Fig.1.1 faz uma representagao esquemadtica do modelo

Figura 1.1: Modelo da Miscela Frangeada, [6].

Neste modelo considera-se que durante a cristalizacao nas regides amorfas, as cadeias poliméri-
cas ficam tencionadas, nao podendo se cristalizar posteriormente. Por isso, conclui-se que, se-
gundo este modelo, um polimero nunca podera se tornar 100% cristalino. Com o passar dos
tempos e o desenvolvimento tecnolégico, este modelo comegou a ser abandonado. Isto porque este
modelo vai contra certas evidéncias como o dobramento de cadeias, a existéncia de monocristais
poliméricos, além de nao explicar a ocorréncia de cristalitos maiores, chamados de esferulitos.
Mesmo assim, este modelo ainda é usado para descrever a morfologia de polimeros que possuem

um baixo nivel de cristalizacao.
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Teoria das Cadeias Dobradas, Lamelas ou Cristal Unico

Na década de 1950 surgiu a teoria das cadeias dobradas, lamelas ou cristal dnico, quando pela
primeira vez se obteve monocristais poliméricos, crescidos a partir do resfriamento de solugoes
diluidas. Nesses cristais sao formadas placas finas, chamadas lamelas, de espessura entre 100
e 2004 e vdrios microns de dimensdes laterais. As cadeias poliméricas se dispoem dentro dos
cristais de forma normal & superficie das lamelas. Cada cadeia dobra dentro da lamela até que
um segmento fique paralelo ao outro. O tamanho do dobramento é regular e forma um plano

de dobramento com espessura 1 como pode ser visto na Fig.1.2.

Figura 1.2: Modelo da Teoria das Lamelas [6].

A espessura do cristal é chamada de periodo de dobramento e corresponde & altura do plano
de dobramento. Este dobramento ocorre porque a ordem de grandeza das cadeias poliméricas é

muito maior que a das lamelas, cerca de 10 a 1000 vezes maiores.

1.3.2 Estrutura Cristalizada Esferulitizada

Uma das estruturas mais importantes na morfologia de materiais poliméricos sdo os esfe-
rulitos. Sua distribuicao e morfologia interferem diretamente nas propriedades dos materiais
poliméricos. Sao encontrados em polimeros que sao cristalizados a partir do estado fundido.
Formam-se quando o polimero no estado fundido é resfriado, originando-se de pequenos nicleos
e se desenvolvendo radialmente, podendo ter diferentes tamanhos e graus de perfeicao. Quando
visualizados em microscépicos 6pticos através de luz polarizada parecem com uma cruz de malta,

conforme pode ser visto na Fig.1.3.

Figura 1.3: Microscopia 6ptica mostrando a Cruz de Malta [6].
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Os esferulitos sao formados por lamelas que partem radialmente do nicleo do esferulito
na forma de feixes. No inicio estas lamelas sdo paralelas uma as outras, mas conforme vao
crescendo elas divergem, torcem e se ramificam, dando assim um formato esferulitizado radial-
mente simétrico aos esferulitos, o que pode ser observado na Fig.1.4. Portanto, os esferulitos sao
considerados como morfologias esféricas formadas por milhares de monocristais lamelares que

sao interligados por uma fase amorfa do material.

Figura 1.4: Modelo da Teoria do Esferulito [8].

Outra morfologia encontrada em polimeros semicristalinos é o "Shish Kebab", que vem do
drabe e significa "espeto com pedacos de carne", como pode ser visto na figura 1.5. Esta
morfologia se forma quando um polimero é cristalizado a partir de uma solucao diluida, sob
agitacao e em temperaturas proximas & sua temperatura de fusao. Esta morfologia é composta
de cadeias poliméricas estendidas em um tronco central, tendo em alguns pontos o crescimento

de lamelas laterais.

[

Figura 1.5: Modelo da Teoria do Shish Kebab [6].



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE POLIMEROS 6

1.3.3 Ligagoes Interlamelares

Algumas moléculas de uma determinada lamela podem participar do crescimento de uma
outra lamela adjacente. Estas ligacOes interlamelares reforcam a estrutura polimérica. Estas
ligagbes acontecem porque durante a cristalizagao algumas moléculas comecam a se cristalizar
em lamelas diferentes em diferentes pontos da cadeia. Outras cadeias as usam como nicleo
e se cristalizam sobre elas, formando estruturas finas e altamente orientadas, chamadas de
fibrilas, conforme mostra a Fig.1.6. FEstas fibrilas sao responsdveis pelas liga¢oes interlame-
lares, conectando as lamelas individuais entre si e amarando-as e proporcionando aos materiais
poliméricos uma maior resisténcia mecéanica do que a esperada para um empacotamento unica-

mente de lamelas.

Figura 1.6: Ligacoes Interlamelares [6].

1.3.4 Fatores que Afetam a Cristalinidade

Existem fatores que podem aumentar ou diminuir a cristalinidade de um polimero. Esta
cristalinidade estd ligada & ordem ou regularidade espacial das moléculas, que facilitam ou atra-
palham o empacotamento molecular, influenciando na formacgao de cristalitos e consequente-
mente na cristalinidade. S&o trés os principais fatores que influenciam na cristalinidade dos
polimeros: fatores estruturais, presenca de uma segunda molécula (ou fase) e das condigoes de

processamento.

Fatores Estruturais

Os fatores estruturais dizem respeito a estrutura quimica molecular, ou seja, quantos e como

estao ligados os meros. Estes fatores sdo:
1. Linearidade da cadeia;
2. Taticidade;
3. Grupo lateral;

4. Configuracao em torno das dupla ligacoes;
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5. Polaridade;

6. Copolimerizagao.

Fatores Externos

Fatores externos podem ser moléculas diferentes, impurezas, aditivos, outras cadeias poliméri-
cas de uma segunda fase ou ainda a superficie de outro cristal que entrem em contato com as
cadeias de um determinado polimero. Estes fatores afetam a cristalizacao do polimero, aumen-
tando ou diminuindo. O que define ou néo se haverd uma maior cristalizagdo é se hé interagao

entre as cadeias poliméricas e o meio externo. Podem ser classificados em:

1. Impurezas ou aditivos;

2. Segunda fase.

1.4 Temperaturas Aplicadas em Engenharia

Quando da selecao de um material polimérico deve-se saber qual serd seu comportamento
na temperatura de trabalho. Se este terd um comportamento rigido, borrachoso, viscoeldstico
ou viscoso, conforme mostra a figura 1.7. Além disso, outro fator relevante é o processo de
fabricagdo do componente polimérico. Conforme a necessidade, pode-se fazer o polimero atingir

determinada faixa para dar-se o processamento.

Vitreo

Viscoelastico
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I
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Figura 1.7: Definigdo do comportamento conforme temperatura [8].

Estas fases existem porque conforme a temperatura haverd uma determinada mobilidade

da cadeia polimérica que determinars suas caracteristicas fisicas e propriedades. Outro ponto
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relevante é que dependendo do tipo do polimero este apresentard ou nao determinada fase,
como pode ser visto na figura 1.8. Varios fatores implicam para que um polimero tenha ou nao
determinada fase. Nos polimeros com liga¢oes cruzadas, por exemplo, como este nao volta mais

a ser fluido, ndo existe a fase de fluido viscoso.
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Figura 1.8: Comportamento dos polimeros conforme o tipo [8].

1.4.1 Temperaturas de Transicao

Como pode ser visto na figura 1.9, os sélidos cristalinos, como os metais, costumam apre-
sentar uma temperatura de transicdo chamada de temperatura de fusao, onde este passa direto
do estado sélido para o liquido. Em materiais como o vidro, existe apenas uma temperatura
de transicao, chamada temperatura de transicao vitrea, onde este muda da fase amorfa para
a cristalina. Para materiais denominados sélidos semicristalinos, pode-se verificar a existéncia
das duas temperaturas de transicao, havendo, portanto, uma mudanca da fase amorfa para
a cristalina e outra para a fase liquida. Polimeros com ligagoes cruzadas possuem apenas a
temperatura de transicao cristalina. No entanto, nos polimeros semicristalinos as duas temper-
aturas sao encontradas. Essas temperaturas de transicdo sdo importantes pois podem definir

seu comportamento, caracteristica e propriedades mecéanicas.
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Figura 1.9: Temperaturas de transigao [8].

Temperatura de Transicao Vitrea Tg

O valor médio da faixa de temperatura em que, durante o aquecimento, um material polimérico
permite que as cadeias poliméricas da fase amorfa adquiram mobilidade é chamada de tempera-
tura de transicao vitrea, ou simplesmente Tg, onde o g vem do inglés "glass". Abaixo da Tg o
polimero comporta-se como um material vitreo, sendo duro, rigido e quebradico. Isto acontece
porque o polimero, abaixo da Tg, nao possui energia interna suficiente para permitir o desloca-
mento relativo entre as cadeias poliméricas. A Tg refere-se de uma temperatura de transicao
de segunda ordem, isto é, afeta varidveis termodindmicas secundérias. Algumas propriedades
como o mddulo de elasticidade, coeficiente de expans@o térmica e indice de refracdo mudam

acentuadamente com a Tg. Com isso podem-se usar estas propriedades para determinar a Tg.

Temperatura de Fusao Cristalina Tm

Nesta temperatura o material polimérico se funde, passando do estado borrachoso para
o viscoso (liquido). Esta temperatura é na verdade o valor médio em que ocorre a fusao,
desaparecendo as regides cristalinas com a fusao dos cristalitos. Neste ponto a energia do sistema
atinge o nivel necessdrio para vencer as forcas intermoleculares secunddrias entre as cadeias da
fase cristalina, destruindo a estrutura regular de empacotamento. O m vem do inglés "melt"e
esta é uma temperatura de transicdo de primeira ordem, afetando assim as varidveis primérias
tais como volume especifico, entalpia, entropia. Portanto, como visto para a Tg, pode ser
determinada pelo comportamento destas varidveis, quando ocorrerem mudancas bruscas. Esta
transicao ocorre somente na fase cristalina dos materiais, portanto sé tem sentido para materiais

cristalinos ou semicristalinos.
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Fatores que Afetam as Tg e Tm

Estas temperaturas de transicao estao relacionadas a superacao de forcas intermoleculares
dando assim mobilidade as cadeias poliméricas. Existem vdrios fatores que influenciam esta

mobilidade, dentre as quais podem-se listar:
1. Rigidez/flexibilidade da cadeia principal;
2. Polaridade;
3. Grupo lateral;
4. Simetria;
5. Copolimerizagao;
6. Massa molecular;
7. Ramificacoes;
8. Plastificantes;

9. Segunda fase.

1.4.2 Temperatura de Distorcao ao Calor HDT

E a Temperatura que um corpo de prova padronizado deflexiona 0,254 mm sob uma tenséo
aplicada de 1829 KPa, conforme mostra a Fig.1.10. Define a faixa de temperatura na qual os
materiais poliméricos podem ser aplicado a um determinado esfor¢o mecénico. Usado também
em controle de qualidade. Através desta temperatura pode-se determinar qual o material mais
adequado para a aplicagdo de uma carga de flexao a alta temperatura. Conforme [24], através
desta temperatura pode-se distinguir quais materiais perdem mais a rigidez com o aumento da

temperatura e quais perdem menos.

—RELOGIO DE PRECISAO PARA
LEITURA DA DEFLEXEO

Figura 1.10: Ensaio para determinacao da HDT [6].
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1.4.3 Temperatura de Amolecimento VICAT

Temperatura em que uma agulha de 1 mm? de drea de seccdo reta circular ird penetrar no
material polimérico a uma profundidade de 1 mm, sob peso e velocidade determinada, conforme
pode ser visto na Fig. 1.11. Segundo [24], este ensaio indica o quanto um material polimérico

pode suportar uma carga de curta duragao mesmo sob alta temperatura.

Figura 1.11: Ensaio para determinacao da VICAT [6].

1.5 Caracteristicas

Pode ser observado em [25] que materiais poliméricos possuem caracteristicas que tornam
seu uso e aplicacao muito interessantes. Essas caracteristicas, dependendo da necessidade, se

sobressaem muito quando comparados com materiais como metais e cerdmicas.

Baixa Densidade

Polimeros sao adequados quando hé necessidade de materiais de baixa densidade para cons-
trucao, geralmente mais leves que metais e cerdmicas. Muitos Polimeros sao mais leves que a
dgua e por isso podem flutuar. Sao usados em componentes que necessitam ser leves na cons-
trucao de avioes, industria automobilistica, embalagens e esportes. Por exemplo, o aluminio é
trés vezes mais pesado do que o PE (polietileno), enquanto que o ago é oito vezes mais pesado
que o PE.

Um exemplo de aplicagao de polimero que necessita de baixo peso é o CD. O CD gira a
uma rotagao de 200 a 500 revolugoes por minuto. Afim de que o motor do CD player inicie

rapidamente e ainda seja pequeno, é importante que o CD seja leve.
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Facilidade de Processamento

A temperatura de processamento da maioria dos polimeros ¢ de aproximadamente 250°C, em
alguns caso especiais pode chegar no méximo a 400 °C, como pode ser visto em [25]. Comparando
com a temperatura de processamento do ago, que é maior que 1400 °C, pode se ver uma grande
diferenca. Estas baixas temperaturas tornam o processamento ficil e requerem relativamente

pouca energia. Por isto, mesmo para pegas complicadas, se tem um baixo custo de produgao.

Propriedades de Polimeros Podem Ser Otimizadas

A baixa temperatura de processamento também torna possivel incorporar aos polimeros
varios tipos de aditivos, tais como pigmentos, cargas de preenchimento (p6 mineral ou farinha
de madeira), cargas de reforco (fibras de vidro ou carbono) e agentes "blowing'"para produgao
de espumas poliméricas.

Corante e pigmentos podem ser usados para alterar a cor de um polimero. Isto torna
desnecessdrio um subseqiiente processo de pintura das pecas, tornando sua produc¢ao mais réapida
e barata.

Cargas de preenchimento inorgénicas em forma de pé ou areia podem ser usadas em grandes
proporgoes, acima de 50%. Estas cargas aumentam o médulo de elasticidade e a resisténcia a
compressao e ajudam a tornar o polimero mais barato. Cargas de preenchimento organicas tais
como tecidos de fibras téxteis ou telas de celulose aumentam a tenacidade. P6 de carbono (nego
de fumo) é incorporado em pneus, por exemplo. Ele aumenta a resisténcia a abrasao, a condu-
tividade térmica e a degradacao pelos raios UV. A incorporacao de plastificantes pode alterar
as caracteristicas mecanicas de um polimero rigido a tal ponto deste apresentar caracteristicas
de um elastémero.

Fibras de vidro, carbono e aramida (Kevlar) sdo exemplos de materiais usados como cargas
de reforgo. Eles sdo usados de virias formas, como fibras curtas ou longas, tecidos ou esteiras.
A incorporagao destas fibras em polimeros proporciona um grande aumento em sua resisténcia
e rigidez.

Agente "blowing"sao usados para producao de espumas poliméricas sintéticas, as quais po-
dem ter uma densidade final cem vezes menores que a do material original. Espumas poliméricas
possuem boas caracteristicas de isolamento e podem ser transformados em componentes com

baixissimo peso.

Baixa Condutividade

Polimeros sao bons isolantes de corrente elétrica e de calor e frio. Como exemplos podem-se
citar revestimento para cabos elétricos, isolamento para refrigeradores, etc. A condutividade
térmica dos polfmeros chega a ser 100 vezes menor que a dos metais.

A razao pela baixa condutividade térmica dos polimeros, quando comparados a dos metais,
se deve ao fato de que polimeros praticamente nao possuirem elétrons livres. Estes elétrons sao
responsaveis por conduzirem o calor e a corrente elétrica nos metais. Todavia, hoje em dia é

possivel a producao de polimeros condutores com a adicao de p6s metdlicos em sua composicao.
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Materiais poliméricos sao, portanto, usados como materiais isolantes. No entanto, a sua baixa
condutividade térmica causa problemas em seu processamento. Existe uma maior dificuldade

em atingir a temperatura de fusao no interior do material.

Resisténcia Quimica

O mecanismo que preenche o contorno do dtomo em um polimero é muito diferente do
correspondente mecanismo em metais. Por isso, polimeros nao sao tao vulnerdveis a corrosao
como os metais. Alguns polimeros sdo muito resistentes a dcidos, bases, ou solugdes aquosas
salinas. Em muitos casos, no entanto, sao soliveis em solventes orgénicos tais como gasolina e
dlcool. Alguns exemplos de aplicagdo desta caracteristica sdo recipientes para armazenamento

de dcidos dentre outros produtos quimicos.

Impermeabilidade

A penetragao de uma substancia, como um gds, por exemplo, em outra é chamada de di-
fusdo. A permeabilidade de um polimero varia com relagdo a outro polimero. Alguns possuem
boa permeabilidade e outros sdo impermedveis. E possivel modificar um polimero, tornando-o
aplicdvel em determinada situacao, alterando apenas o seu processo de producao, por exemplo.
Esta caracterfstica ¢ usada em muitas aplicagoes, tais como membranas para desalinacao de

dgua salgada, certos filmes plasticos, recipientes organicos, etc.

Frequentemente Reciclaveis

Polimeros podem ser reutilizados ou reciclados por vérios métodos. E possivel também
a obtencao de energia pela incineracao de vdrios plasticos que nao podem ser reciclados. No
entanto, alguns materiais nao podem ser incinerados sem problemas. Isto aplica-se especialmente
a polimeros que contém cloro (tais como PVC) ou flior (tais como PTFE, mais conhecido como
Teflon). A incineragao destes polimeros libera gases venenosos.

Cada componente polimérico possui um simbolo que identifica como deve ser sua reutilizagao.
Isto torna possivel que cada material de cada componente polimérico possa ser identificado e se

ele pode ser incinerado ou separado por classe de reciclagem.

Outras Caracteristicas de Polimeros

Alguns polimeros sao muito flexiveis. Resisténcia e médulo de elasticidade variam ampla-
mente entre os polfmeros. Estas propriedades sao geralmente muito menores que a dos metais.
Em muitas situagoes este alto grau de flexibilidade é vantajoso para a sua producao e aplicacao.

Varios polimeros apresentam melhor resisténcia ao impacto que muitos vidros, sem perder
suas propriedades Opticas. Por esta razao, alguns polimeros vém substituindo os vidros em

algumas aplicagoes tais como producao automobilistica, nas construcoes, lentes para éculos, etc.
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1.6 Propriedades Mecéanicas

As propriedades fundamentais dos metais, segundo [22], podem ser avaliadas por meio de en-
saios que indicam diversas dependéncias tensao-deformagao. No entanto, para polimeros, estes
mesmos ensaios sao insuficientes para descrever suas propriedades mecanicas. Assim, para quan-
tificar as propriedades mecénicas dos polimeros sao usados métodos empiricos contrabalanceados
pelo rigor de condicoes estabelecidas por normas técnicas.

Muitas propriedades mecanicas dos polimeros possuem dependéncia da temperatura e do
tempo. A dependéncia da temperatura se deve ao fato de que uma pequena mudanga de tempe-
ratura pode acarretar em um rearranjo molecular que mudard o comportamento macroscépico
do polimero. J4 a dependéncia do tempo é causada por uma relaxacao molecular, em que ocorre
uma redistribui¢ao de tensoes ao longo do componente polimérico.

[10] faz uma classificacdo das propriedades em propriedades de curta e longa duragao. As
propriedades de curta duracao sao aquelas avaliadas em testes convencionais como o ensaio de
tracao, por exemplo. Estes valores sao relevantes para comparacoes entre materiais poliméricos
e outros tipos tais como metais, cerdmicas, etc. Quando h&d necessidade de projeto de um
componente plastico, devem ser utilizadas as propriedades de longa duragao, também chamadas
de propriedades viscoeldsticas. Propriedades viscoeldsticas sao aquelas propriedades, tais como o
moédulo de elasticidade, o alongamento na ruptura, a ductilidade, entre outras, que sao sensiveis

a taxa de deformacao, & histéria de carregamento, & temperatura, etc.

Resisténcia a Tragao

A resisténcia a tracdo é avaliada pela carga aplicada no material no momento da ruptura.
Os materiais poliméricos costumam ter valores de resisténcia & tracdo bem menores do que os

metalis.

Alongamento na Ruptura

O alongamento na ruptura representa o aumento percentual do comprimento da pecga sob
tragdo no momento da ruptura. Para a maioria dos polimeros sao encontrados grandes valores
para o alongamento na ruptura, especialmente nos elastomeros. Em [22] pode-se ver que o

alongamento pode chegar a 900%.

Moédulo de Elasticidade

O moédulo de elasticidade é medido pela razao entre a tensao e a deformacao, dentro do
limite eldstico. Para metais, o médulo de elasticidade é normalmente expresso em GPa, en-
quanto que, para polimeros este médulo é geralmente expresso em MPa, como pode ser visto
em [38]. Os polimeros de alto grau de cristalinidade sdo os que apresentam os maiores valores.
Para elastomeros o alongamento atingido na regiao eldstica é muito alto, e assim a palavra
"médulo"tem outro significado para estes materiais. Como exemplificado em [22], é a tensao

necessaria para alcancar determinado valor de alongamento.
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Tensao de Escoamento

Representa a tensao méxima que um material pode resistir sem que ocorram deformacoes
permanentes. Diferentemente do que ocorre nos metais este valor nao ¢é facil de ser avaliado.
Existem dois métodos para determinar o seu valor, como pode ser visto em [24]. O primeiro,
ilustrado na Fig 1.12 (a), consiste em tragar uma reta paralela a reta tangente a curva tensao
deformacao no seu ponto inicial partindo de 0,2% de deformacdo. O valor da tensdao no ponto
de intersecdo da reta com a curva tensao-deformagdo é considerado como sendo a tensao de
escoamento. O outro método consiste em tracar uma reta partindo do ponto inicial da curva
tensao-deformacao com uma inclinagao de 70% da inclinagao da reta tangente, conforme mostra

a Fig 1.12 (b). Novamente o ponto de intersecgao fornecerd a tensao de escoamento.
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Figura 1.12: Localizagao da tensdo de escoamento [24].

Coeficiente de Poisson

Este coeficiente representa a razao entre as deformacoes transversal e longitudinal. Pode ser
avaliado em um ensaio de tragdo ou compressao. Em [38] e [5] podem ser encontrados valores
sugeridos para o coeficiente de Poisson. E interessante notar que para borrachas este valor se
aproxima muito de 0.5, o que significa incompressibilidade do material, sendo esta uma hipétese
muito ttil em algumas aplicagoes. Em espumas poliméricas, como pode ser visto em [19], o

coeficiente de Poisson pode ser negativo, um fato muito raro na natureza.

Resisténcia & Compressao

A resisténcia & compressao é a tensdo méaxima que um material suporta sob compressao
antes que o material colapse. Os materiais termofixos costumam possuir valores mais elevados
para a resisténcia a compressao do que os termopldsticos, porém ainda muito menores que os
valores dos metais. Este fato é importante pois muitos polimeros possuem maior resisténcia em

compressao do que em tragao.
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Resisténcia a Flexao

A resisténcia & flexdo representa a tensdo méxima desenvolvida na superficie de uma barra
quando sujeita a dobramento. Aplica-se a materiais mais rigidos. Em [22] pode-se verificar a
equivaléncia entre os valores para os polimeros e as cerdmicas. Para os elastdomeros o valor da

resisténcia a flexao nao é significativo.

Resisténcia a Fadiga

A resisténcia a fadiga representa a capacidade do material resistir carregamentos varidveis
sem que ocorra falha por ruptura. Os mecanismos de falha por fadiga podem ser o rompimento
de cadeias, mudanca de cristalinidade e de nucleagao e propagagao de microtrincas ou micovazios.
Em polimeros os mecanismos caracteristicos sdo o microfibrilamento e a formacao de bandas de

cisalhamento.

Resisténcia ao Impacto

A resisténcia ao impacto representa a tenacidade ou a resisténcia de um material rigido a
deformac@o a uma alta velocidade. Pode-se ver em [22] que o polietileno de baixa densidade
possui alta resisténcia, deforma-se, porém nao quebra. Vé-se também, que o policarbonato, cuja
resisténcia é maior do que a da cerdmica e do alumifnio, é empregado como protecao de balas
de metralhadora. O valor da resisténcia ao impacto é fortemente afetado pelo peso molecular,
pela temperatura e pela taxa de carregamento. O aumento do peso molecular faz com que a
resisténcia ao impacto também aumente. Para valores de temperatura abaixo da temperatura
de transigao vitrea o material tem um comportamento fragil. Um material muito dictil quando
submetido a uma taxa de carregamento muito elevada pode se comportar como um material

fragil.

Dureza

A dureza mede a resisténcia a penetracao ou ao risco. As ligacbes cruzadas aumentam a
dureza enquanto os plastificantes reduzem. Os polimeros em geral sdo menos duros do que os

metais. Para polimeros a dureza utilizada geralmente é a dureza Shore.

Resisténcia a Fricgao

A resisténcia a friccao, ou resisténcia ao deslizamento, é uma propriedade importante para
os materiais. Para a maioria dos polimeros o valor do coeficiente de fricgao fica entre 0,2 e
0,8. O politetraflior-etileno ¢ um dos tinicos que possuem um valor muito baixo, sendo usado
como material de lubrificagdo em muitas aplicagoes. Os elastdomeros, especialmente as borrachas
macias, possuem um coeficiente de friccao muito elevado, por isso costumam ser aplacados em

situacoes onde se deseja uma boa aderéncia.
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1.6.1 Fatores que Afetam as Propriedades dos Polimeros

As propriedades dos polimeros, como visto em [21], dependem principalmente de trés fatores:

e da natureza quimica dos monomeros e suas implicagoes na estrutura molecular formada,
tanto no que se refere & constituicdo quanto a configuragao, ao peso molecular e & confor-

magao;

e do processo de preparagao empregado, devido ao mecanismo envolvido e, portanto, suas

repercussoes na estrutura macromolecular;

e da técnica escolhida para a preparacao, com a conseqiiente adequagao maior ou menor do

polimero formado por um determinado processo.
Para [24] existem ainda fatores como:

e condigoes de processamento. Se irao surgir linhas de solda, tensoes residuais e qual a

orientagao molecular da peca pronta;

e o reaproveitamento de material. Mesmo a maioria dos polimeros sendo recicldveis eles nao

mantém suas propriedades totalmente inalteradas;

e a absorcao de dgua. Dependendo do ambiente de trabalho e das propriedades hidroscépicas

pode haver uma alteracao das forcas intermoleculares;

e exposicao a luz solar, causando um envelhecimento do material danificando a estrutura

molecular do polimero;

e exposicao quimica, onde moléculas como maior afinidade reagem entre si mudando as

caracteristicas do polfmero.

1.7 Ensaios Utilizados para Polimeros

Como pode ser visto em [14], por polimeros serem materiais que diferem de diversas formas
dos metais e outros materiais, foram desenvolvidos testes especiais para descrever seu com-
portamento. Alguns sdo similares aos testes aplicdveis aos metais. Jd outros foram criados
especialmente para os materiais poliméricos. Em [34] e [14] podem ser encontradas normas que
regem alguns dos diversos ensaios aplicdveis a polimeros tais como ensaio de tracdo, fluéncia,

impacto, dureza, compressao, etc.

1.7.1 Ensaio de Tracao

Usa-se o ensaio de tragao para medir propriedades de curta duracao onde o carregamento
é quase-estdtico. Os principais pardmetros que sao quantificados neste ensaio sdo o médulo
de elasticidade, tensao de escoamento, tensdao méxima, tensao e deformacao de ruptura e a

tenacidade. A Fig 1.13 mostra um diagrama tensao deformagado adquirido de um ensaio de
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tragdo. Pode-se ver os diagramas para os diversos tipos de polimeros. Este ensaio é similar ao

realizado para metais, onde as propriedades sao avaliadas da mesma forma.
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Figura 1.13: Comportamentos de polimeros no ensaio de tragao [8].

Na Fig 1.14 pode-se ver uma caracteristica interessante em polimeros semicristalinos. Apés o
inicio do escoamento ocorre um amolecimento e uma queda da tensao, mantendo-se um patamar
na tensao até que esta volte a crescer. Neste patamar hd um rearranjo molecular redistribuindo a
tensao uniformemente, nao permitindo assim um aumento da tensao. No corpo de prova nota-se
um aumento do comprimento da estriccao, podendo, dependendo do polimero, chegar a algumas

vezes o comprimento do corpo de prova.
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Figura 1.14: Estriccao em um polimero semicristalino [8].
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1.7.2 Ensaio de Impacto

O ensaio de impacto mais utilizado em polimeros é o tipo IZOD/CHARPY, mostrado na
Fig. 1.15. Similarmente ao que é feito para metais, neste ensaio um péndulo é liberado de uma
determinada altura para quebrar um corpo de prova padrao localizado no ponto mais baixo de
sua oscilagao. Em seguida é medida a altura que o péndulo alcanga logo apés o impacto. Com
isso pode-se quantificar a energia de impacto que corresponde & resisténcia ao impacto de um

dado polimero.
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Figura 1.15: Ensaio de impacto do tipo IZOD/CHARPY [§].

A resisténcia ao impacto é frequentemente utilizado como fator de decisdo na selecdo de
um material. Isto acontece porque grande niimero de aplicagbes praticas para polimeros estao
sujeitas a solicitacoes de impacto, tais como choques mecanicos, quedas, batidas, etc. Muitos
polimeros considerados satisfatérios para algumas aplicagoes sao considerados ruins em outras
devido ao fato de terem uma tendéncia & fratura fragil sob impacto. Esses materiais geralmente
sao considerados dicteis, mas quando possuem um agente concentrador de tensao apresentam

fratura fragil.

1.7.3 Ensaio de Fluéncia

Este ensaio é usado para medir propriedades de longa duracdo. Neste ensaio um corpo de

prova é submetido a uma tensao constante e sua deformacao é medida ao longo do tempo.
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Ele pode ser realizado com diversos tipos de solicitagdo mecéanica, como por exemplo tracao,
compressao, cisalhamento, etc. A propriedade mais importante deste ensaio é o médulo de
fluéncia, que corresponde ao inverso do médulo de elasticidade, variando no tempo com um

carregamento constante, ou seja

gt = 8.

o
A fluéncia ocorre nos polimeros devido a um escorregamento das cadeias poliméricas umas
sobre as outras. Pelo fato destes movimentos serem permanentes apenas uma porcao da defor-

macao total pode ser recuperada quando a carga for removida

1.7.4 Ensaio de Relaxagao

Similarmente ao ensaio de fluéncia é um ensaio de longa duracao. Neste ensaio um corpo
de prova é submetido, agora, a uma deformagao constante e sua tensao é medida ao longo do
tempo. A propriedade a ser avaliada é o médulo de relaxacao, que é equivalente ao médulo de

elasticidade avaliado no tempo com uma deformacao constante, ou seja

Este fendmeno ocorre nos polimeros devido a um rearranjo molecular das cadeias poliméri-
cas. Com isso ocorre uma redistribuigdo de tensGes no material, carregando as cadeias menos

solicitadas e aliviando as mais solicitadas.

1.7.5 Ensaio DinAmico-mecanico

Neste ensaio um corpo de prova padrao é submetido a uma tensao ou deformagcao oscilatéria,
normalmente senoidal. Com isto este ensaio é capaz de fornecer informagoes a respeito do com-
portamento viscoeldstico do sistema, desmembrando o mdédulo em dois componentes, a con-
tribuicao eldstica e viscosa. Normalmente, a propriedade diretamente medida neste ensaio é o
moédulo de elasticidade complexo

- +i E”,

que corresponde & soma do médulo de armazenamento, E’, com o médulo de perda, E”. O
moédulo de armazenamento representa a contribuicao eldstica e o médulo de perda a contribuicao

viscosa. Outro tipo de relacdo que é muito utilizada é a chamada tangente de perda

/"

tand = ok

que representa o quanto de energia é perdida e o quanto é armazenada.

1.8 Conclusoes Parciais

Para um perfeito funcionamento dos modelos matemdticos viscoeldsticos apresentados a

seguir as propriedades relevantes foram identificadas como as propriedades de longa duracao.
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As propriedades de curta duragio também ajudarao a uma maior compreensio do fenémeno vis-
coeldstico. Mas como visto, todas estas propriedades sdo muito influenciadas por diversos fatores
relevantes nos polimeros. Informacoes como qual o tipo do polimero, qual a sua temperatura de
transicao vitrea, onde este serd aplicado, etc, ajudam a definir qual serd o seu comportamento.
O conhecimento de sua estrutura quimica, a qual julgava-se irrelevante, também tem sua parcela
de contribuicdo na definicdo das propriedades. Dependendo do tipo de polimeros a forma de
producao serd mais ou menos importante na definicdo no seu comportamento. Outro ponto
relevante é quanto a total fidelidade as normas que regem os ensaios mecanicos utilizados para
caracterizacao das propriedades dos polimeros. Como os polimeros costumam ter uma baixa
repetibilidade nos ensaios, uma analise criteriosa e precisa se faz necessaria. Todavia, como ja
era imaginado, confirmou-se que polimeros possuem caracteristicas que os tornam cada vez mais
atraentes em certas aplicacoes. Por isso os polimeros vém dominando o mercado, substituindo
componentes que antes eram de metais, vidro, cerdmica, etc. Conclui-se assim que um estudo

mais preciso de seu comportamento se faz muito necessério.



Capitulo 2

Viscoelasticidade Linear

2.1 Introducao

Polimeros, em geral, possuem comportamento viscoeldstico. Como foi visto no capitulo an-
terior, dependendo da temperatura e do tempo pode-se considerar que um polimero ird se com-
portar viscoelasticamente. Vdrios modelos sao propostos para descrever este comportamento.
O modelo que serd usado neste trabalho serd desenvolvido a partir dos modelos encontrados em
[1], [35], [12], [33] e [36].

O modelo apresentado a seguir é um modelo viscoeldstico linear, ou seja, serve apenas para
pequenas deformactes e pequenos deslocamentos e é desenvolvido usando como base a teoria da
mecénica do continuo, que pode ser encontrada em [20] e [13]. Para se chegar ao modelo final
foram, inicialmente, analisados modelos unidimensionais do tipo mola amortecedor e o modelo
desenvolvido pelo principio de superposicao de Boltzmann. Todos estes modelos unidimensionais
levam a um resultado muito similar, onde este resultado é composto por uma parcela eldstica
e por uma parcela viscosa, compondo assim um modelo viscoeldstico. A parcela eldstica é a
mesma encontrada nos modelos eldsticos apresentados em [18], [39] e [35]. J& a parcela viscosa é
representada por uma integral hereditaria, ou seja, dependente do caminho. Nesta integral, para
definir o comportamento do mdédulo de elasticidade serd usada uma série de Prony. Finalmente
serd proposta uma relacao constitutiva tridimensional a partir das relagoes constitutivas encon-
tradas para os modelos unidimensionais. Este modelo também serd composto de uma parcela
eldstica e de uma parcela viscosa, em que a parcela viscosa serd responsavel pela dependéncia
da histéria do modelo.

A inclusao da temperatura é uma das partes mais criticas para o desenvolvimento do modelo.
Dependendo do método usado para descrever a dependéncia da temperatura, o modelo pode
ficar um tanto quanto oneroso, onde virias constantes materiais devem ser determinadas. No
presente trabalho foi usada o principio da superposigao tempo-temperatura encontrada em [12].
Esta metodologia considera que o material deve ser termoreologicamente simples e nao deve
possuir grandes gradientes de temperatura.

Em [16], [4] e [42] podem ser encontradas a formulagao fraca, a formulagao forte e a discretiza-
¢ao temporal utilizada para o problema de um corpo sélido sujeito a forcas de corpo prescrita

por unidade de volume e de tracao e deslocamento prescritos na fronteira. Neste problema serd

22
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aplicado nosso modelo constitutivo. Além disso, estas literaturas serao utilizadas para todo o
desenvolvimento do algoritmo do elemento finito viscoeldstico linear, o qual serd o resultado
final deste capitulo. Este elemento finito serd programado em linguagem Fortran utilizando
técnicas de programacao orientada em objetos. Com isso serdo gerados resultados que poderao

ser comparados com outros resultados, dando assim validade ao modelo proposto.

2.2 Teoria da Viscoelasticidade Linear

Segundo [35], a lei de Hooke, que descreve o relacionamento entre tensao e deformagao de
um corpo sélido, nao envolve tempo. Isto implica que se uma forga constante é aplicada em um
corpo, o campo de tensoes resultante determina o campo de deformagoes resultantes e vice-versa,
portanto, com excecao de carregamentos transientes, a resposta é independente do tempo. Isto
é apropriado para metais dentro do regime eldstico.

Nossa preocupacao aqui serd com relagoes constitutivas de natureza viscoeldstica. Por exem-
plo, considere uma barra na qual uma deformagao axial instantanea é imposta no tempo ¢t = 0.
Aparecerd na barra uma tensdo axial e se o material for linear nada mais acontecerd. No en-
tanto, se a resposta da barra for de natureza viscoeldstica, a tensdo serd dependente do tempo,
enquanto que a deformacao serd constante com o tempo e pode-se escrever que o = o (t).

Suponha agora uma seqiiéncia de deformacoes €', €2, €3, ..€¥, resultando em tensdes o', o2,

03,...0% nos tempos t1, to, t3, ..ts, resultando em diferentes conjuntos de dados como segue:

{(g"(t1),0'(tr))]| i=1,.k} , { (" (ta), 0" (t2))| i=1,.k}, ... { (" (t;) 0" (ts))| i =1,..k}

Estes dados podem ser plotados em um grafico de o por € e uma curva desenhada entre
cada par { (¢’ (t;),0(t;))| i =1,..k} com j fixo para cada curva. O resultado ¢ um conjunto
de curvas, uma pra cada j, que sdo chamadas curvas tensao-deformagao isocronicas. Para um
material eldstico linear estas curvas, obtidas para diferentes t;, poderiam todas ser coincidentes,
mas para materiais viscoeldsticos elas sao distintas e, em geral, para ¢; > t; as curvas de ¢;
estarao "abaixo"das curvas de t;. O material ¢ dito viscoeldstico linear se estas curvas sao todas
linhas retas com inclinagdo dada por uma funcao decrescente monotonicamente nao-negativa
no tempo. A Fig.2.1 mostra algumas curvas tensdo-deformagao isocronicas para um Nylon 66.
Estes dados séo encontrados em [23] e através deles pode-se julgar a aplicabilidade, ou nao, da

aproximacao linear.
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Figura 2.1: Curvas tensdo-deformacao isocronicas para o nylon 66 Maranyl [23].

2.3 Leis Constitutivas Viscoelasticas

Como visto em [35], os comportamentos descritos nas Figs.2.2 e 2.3 ilustram as relagoes
constitutivas para um material viscoeldstico, onde u representa o deslocamento e F' a forga.
Observando-se estas figuras pode-se descrever dois fenémenos que caracterizam o comportamento
viscoeldstico de um material.

Primeiramente imagina-se uma barra fixa rigidamente em uma de suas extremidades e, em
um tempo t = 0, um deslocamento instantaneo, u, é aplicado na outra extremidade como é
mostrado esquematicamente na Fig.2.2. Em resposta, uma tensao longitudinal, o, aparece na
barra no instante ¢ = 0+, a qual é dada pela lei de Hooke e, portanto, a resposta instantianea do
material é linear eldstica. Com o passar do tempo a tensao comega a decrescer monotonicamente
para um valor constante diferente de zero, o,, ou para zero. No caso em que o valor final da
tensdo é o,, o material ¢ denominado um sdlido viscoeldstico. Por outro lado, se a tensdo final é
igual a zero o material é denominado fluido viscoeldstico. Este fendbmeno, também ilustrado na

Fig.2.2, é conhecido como relaxacao de tensao.
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Figura 2.2: Esquema da relaxacao de tensao.

Agora, imagine a mesma barra do exemplo anterior, novamente fixada em uma das extre-
midades, na qual um carregamento axial hipoteticamente instantaneo é aplicado na sua outra
extremidade. Isto é, em ¢t = 0 o carregamento aumenta instantaneamente para o valor constante
Feem T >t, F éremovido como ilustrado na Fig.2.3. A barra agora responde pela extensao
de seu comprimento denotado por u(t), como pode ser observado na Fig.2.3. No instante ¢}
ha novamente um comportamento linear eldstico e u(0+) é portanto dado pela lei de Hooke.
Mas agora, no intervalo ¢ € (t,,7), a barra continua estendendo-se. Este comportamento é de-
nominado de Fluéncia. Se para um arbitrario instante 7 suficientemente grande, o fendmeno da
fluéncia continua indefinidamente, entao o material é denominado um fluido viscoeldstico. Por
outro lado, se u(t) aproxima-se de um valor constante entao ele é dito ser um sélido viscoelds-
tico. Apds a remocao da for¢a F' em ¢t = 7 o material novamente demonstra um comportamento
eldstico, ou seja, hd uma recuperacao eldstica onde u, instantaneamente, "salta"para um valor
menor. Apds isto hd outra fase de fluéncia, durante a qual o material tenta retornar para sua
configuracao inicial. Novamente pode-se fazer a distin¢ao entre um sélido e um fluido viscoelds-
tico. Se, com t — oo tem-se u — 0, entao o material é denominado ser um sélido viscoeldstico.
Mas se u — constante # 0 entdo hd uma configuracdo fira dentro da barra causada por um
escoamento molecular irreversivel durante a fase de fluéncia inicial e o material é denominado
ser um fluido viscoeldstico.

A habilidade de um material viscoeldstico tentar retornar para sua configuracao inicial mesmo
depois de se deformar inelasticamente deve-se ao fato de que este possui gravado internamente
seu estado inicial. Se este é o caso, entao parece plausivel dizer que o material também mantenha
gravado todos os seus estados anteriores no instante atual. Por esta razao materiais viscoeldsticos

sao ditos materiais com memdria.
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Figura 2.3: Esquema da fluéncia.

2.3.1 Modelos Viscoelasticos Mola-Amortecedor

Os modelos viscoeldsticos mola-amortecedor sao descritos usando dois componentes bésicos,

como pode ser visto em [12], [33] e [36]:

e Mola linear

o Amortecedor viscoso linear

Obs: Os efeitos inerciais nao serao levados em conta para estes componentes.

A mola linear, mostrada na Fig.2.4, representa a elasticidade instantdnea do material no
carregamento e no descarregamento. Sua relagao constitutiva pode ser representada pela lei de
Hooke:

o = Ek, (2.1)

em que o e € representam a tensao e a deformagdo no corpo, respectivamente, e £ o médulo de
Young do material.

O amortecedor viscoso linear, mostrado na Fig.2.5, representa a dependéncia no tempo
do material, tanto no carregamento quanto no descarregamento. A relagdo constitutiva deste

componente é representada da seguinte forma:

de .

sendo 7 o coeficiente de viscosidade.

E

/21 ANANVANVAWA » & O0=Ee

Figura 2.4: Mola linear.
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L S
dt

Figura 2.5: Amortecedor viscoso linear.

Combinando estes componentes bédsicos, varios modelos foram propostos na literatura. Al-

guns destes modelos serao discutidos a seguir.

Modelo de Maxwell

O modelo de Maxwell, conforme [36], possui dois componentes bésicos. Uma mola e um
amortecedor, colocados em série conforme mostrado na Fig.2.6. Portanto, a deformagao total

pode ser calculada apenas somando-se as deformagcoes dos dois componentes do sistema:
€=¢eg+ep, (2.3)
usando £g e ep para representar as deformacoes da mola e do amortecedor respectivamente.

Pode-se também reescrever esta equacao na forma de taxa:

de deg dep
— = —" 4+ —. 2.4
@ d @4
Inserindo as Eqs.(2.1) e (2.2) na equagdo acima, pode-se entao chegar a relagao constitutiva

para o modelo de Maxwell:

€ = eés+ép,
= =+ % (2.5)
a qual pode ser expressa como
% = Ccll—z + ; (2.6)

com 7 :=n/FE, definido como tempo de relazagao.
Usando 0(0) = Ee(0) esta EDO ¢ facilmente resolvida, obtendo-se a seguinte equagao here-
ditdaria:
t
o(t) = Ee V" e(0)+ E / e~ =9/7<! (5)ds. (2.7)
0

s E Og,Eq n Op,Ep
1 I

Figura 2.6: Modelo de Maxwell.
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Modelo de Kelvin

O modelo de Kelvin, encontrado em [36], consiste em montar uma mola linear e um amorte-
cedor viscoso linear em paralelo, conforme Fig.2.7. Pode-se calcular a tensao total no sistema

como a soma das tensoes aplicadas em cada um de seus componentes:

o=0s+0p, (2.8)
novamente, inserindo as Egs.(2.1) e (2.2) na Eq.(2.8) e sabendo-se que

€s =€p =&, (2.9)
tem-se a seguinte relacao constitutiva para o modelo de Kelvin:

o = o0g+o0p,

— Ee+ne, (2.10)

a qual pode ser expressa como

o & de
;:;-FE. (2.11)

Resolvendo a equacao acima tem-se a seguinte relagao constitutiva na forma hereditaria

t
£(t) = e~t/7e(0) + % / (=970 (5)ds. (2.12)
0
n Gp,&p

/
47 HS’G

E GS7SSI

Figura 2.7: Modelo de Kelvin.

Modelo Sélido de Maxwell

O modelo de Maxwel, por si s6, nao representa bem um sélido, conforme visto em [12]. Isto
porque se for aplicado um carregamento no corpo e este carregamento for retirado, o mesmo
nao retorna para a configuracao inicial. Visando resolver isto, foi idealizado o modelo sélido
de Maxwell, encontrado em [36]. Conforme visto na Fig.2.8, este modelo possui uma mola
em paralelo com um braco de Maxwell. Com isto podemos garantir que apds a retirada do
carregamento, o material retornard ao seu estado inicial. Todavia, devido ao amortecedor, este

retorno sera lento, caracterizando assim a parte viscosa do material.
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Figura 2.8: Modelo sélido de Maxwell.

A tensao total, neste modelo, pode ser calculada pela soma das tensdes em cada brago. A
tensao no brago de Maxwell é igual para os dois componentes que o compoem, portanto pode-se

escrever a seguinte relacao:

oc=0s+0", (2.13)
onde observamos
o =o0p (2.14)
e
e=¢s=¢cp+e’. (2.15)

Considerando as Egs.(2.14) e (2.15), pode-se reescrever a Eq.(2.13) como
o = Eye + Eje”. (2.16)

Usando o fato de que as tensoes sao iguais para cada componente do brago de Maxwell, Eq.(2.13),
e sabendo que a deformagao do amortecedor é a deformagao € menos a €*, Eq.(2.15), pode-se

chegar & seguinte relagao:

d
Ee* = na(s — "), (2.17)
ou oy
e* € 5
—_ = — 2.18
@ T @ (2.18)

com 7 :=n/FE;. Resolvendo a equagao acima:

! de
St = e a0+ [ s (2.19)
0 ds
Substituindo a Eq.(2.19) na Eq.(2.16), obtém-se:
—t/T t —(t—s)/T de
o(t) = Eoe(t) + Ere™""7e(0) + [ Ere —ds. (2.20)
0

Pode-se também definir uma funcéo de relaxacéo da tensao:
E(t) := Ey+ Ere /7, (2.21)

Reescrevendo a Eq.(2.20), obtém-se a seguinte forma final da relagao constitutiva de um
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modelo sélido de Maxwell:
t
o(t) = E(0)e(t) — / Byt — 5)2(s)ds. (2.22)
0

Modelo Sélido de Maxwell Generalizado

O modelo sélido de Maxwell generalizado, encontrado em [36], é apresentado na Fig.2.9.
Este modelo consiste em colocar virios bracos de Maxwell em paralelo junto com uma mola,
como se fosse uma expansao do modelo sélido de Maxwell. Esta mola serd responsédvel pelo

comportamento sélido do material e os bragos de Maxwell pelo comportamento viscoso.

R L
VI

Gys€0

Figura 2.9: Modelo sélido de Maxwell generalizado.

Semelhante ao que foi feito para o modelo sélido de Maxwell, pode-se dizer que a tensao no
i-ésimo braco de Maxwell ¢ igual tanto na mola como no amortecedor do mesmo. Além disto,
a deformacao no amortecedor é a deformacao total menos a deformacao da mola. Entao, apés

algum algebrismo, chega-se & seguinte relagao:

de; el de

L L = — 2.23
dt 1 dt’ (2.23)
com 7; := E;/n;. Resolvendo a equagdo acima temos:
t de
eX(t) = e HTe(0) + / e_(t_s)/T"%ds. (2.24)
0

Sabe-se que, como todos os componentes estao em paralelo, a tensao total serd a soma das

tensoes atuando em cada um dos componentes:

N
i=1
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ou
N
o(t) = Eoe(t) + > Eigj (t). (2.26)
i=1
Substituindo a Eq.(2.24) na Eq.(2.26), tem-se:
N t d
o(t) = Eoe(t) + Y <Ez‘€t/Ti€(0) + / E,-e@S)/ﬂd—zds) . (2.27)
i=1 0
Definindo a fungao de relaxacao como sendo:
N
E(t):=Ey+ Y. Ee /™, (2.28)
i=1

encontra-se o seguinte formato para a relagao constitutiva de um sélido de Maxwell generalizado:

o(t) = E(1)e(0) + /0 B 5)%13. (2.29)

S
Um ponto importante neste modelo é o nimero de bracos que o mesmo vai possuir. Conforme
este nimero aumenta, o niimero de constantes a serem identificadas também aumenta. Para a
determinacao destes pardmetros materiais, virios experimentos sao necessirios. Se este nimero

for muito alto, pode tornar muito oneroso o uso deste modelo.

2.3.2 Principio da Superposicao de Boltzmann

Conforme [35], assumindo linearidade, a observacao empirica de que passos descontinuos de
deformacao sao governados, no instante do passo, pela lei de Hooke implica que, pode-se apro-
ximar a histéria da deformagao, esta sendo suave, com fungoes passo constantes, empregando-se
o principio de superposicao de Boltzmann com reposta Hookeana para derivar a lei constitutiva
do material.

Para ser mais especifico, inicialmente serd permitida dependéncia no tempo das constantes

de Lamé na lei de Hooke resultando, para um x fixo,
o(t) = E(t)e(t), (2.30)

e serd assumido uma histéria de deformagao suave £(t) para t € [tg,tny]. Cada componente da
deformacao serd agora aproximado por fungoes passo continua tomando o valor £(¢;—1) sobre
o intervalo (¢;—1,t) para 1 < i < N. Isto esta esquematicamente ilustrado para um arbitrario

componente de () na Fig.2.10.
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Figura 2.10: Histéria de deformagao e aproximacao por passos.

Se agora for descartada a histéria continua e trabalhado apenas com a fungao discretizada

pode-se escrever a deformagdo como

e(t)=0 Y t< to, (2.31)

e(t) =e(ti) para t€ [titit1), 0<i< N -1, (2.32)

Agora, usando a Eq. (2.30) pode-se ver que no tempo t € [to,tn], a tensdao devido a e(tg)
apenas €
oo(t) = E(t — to)e(to), (2.33)

= FE'(t) <0 V t>t, (2.34)

onde FE é esperado ser uma funcdao monotonicamente decrescente em t afim de modelar a rela-
xacao de tensdo. Isto é entdo chamado “fading memory hypothesis”.

No tempo t;, ¢ > 1, existe um incremento de deformagao
56(1,'1‘) == €(ti) - €(t¢,1), 1 < 1 < N, (235)

o qual, novamente pela Eq.(2.30), induz a um incremento de tensao no tempo t > ¢; que ¢ dado

por

doi(t) = E(t—t;)oe(t;),
= E(t—t){elt:) —eti-1)}- (2.36)

Agora, devido & linearidade que esta sendo assumida, obtém-se a tens@ao no tempo t €

(tn—1,tn) por superposigao. Assim tem-se para on_1(%)

O'N_l(t) = O‘o(t) + (50‘1(t) + -+ (SO'N_l(t),
N-1
= E(t—to)e(to) + Y _ E(t—t;)de(ty), (2.37)
j=1
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ou
N-1

ona(t) = Bt — ty)e(t) = 3B —t)) — Bt — )} elt), (2:38)

j=1
uma vez que £(ty—1) = e(t). Agora faz-se N — oo permitindo que, uniformemente em 1,
ti —tic1 — 0. Entdo on_1(t) — o(t) e das Eqs.(2.38) e (2.37) respectivamente obtém-se a

seguintes formas

o(t) = E(t—to)e(to) + /ttE(t - s)%(s)ds, (2.39)
= E(to)e(t —to) — tt%—f(t — s)e(s)ds, (2.40)

onde a equivaléncia pode-se ser vista por integracao parcial.
Para realizar cilculos usando estas relagoes constitutivas é necessédrio descrever formas es-
pecificas para as funcdes de relaxacao. Tipos de relagoes sao sugeridos por dados experimentais

a seguir. Uma escolha popular é o sdlido linear original dado por

o(t) = ¢o+ prexp(—at), ¢y, @o+¢1 >0, a>0. (2.41)

Aqui usa-se ¢ para denotar uma funcao genérica, sem dano, de relaxagao isotérmica; ¢,

1 & usualmente denominado termo de decaimento.

©; e a sendo constantes materiais em que o~
Esta é uma escolha conveniente para cidlculos analiticos, desde que esta seja claramente a forma
correta como indicado pelas Figs.2.11 e 2.12. Mas elas podem nao capturar o comportamento
abrupto em ¢t = 0. Para resolver isto, a seguinte série de Dirichlet truncada é proposta como

uma generalizagao
o(t) = Z%‘ exp(—ayt), Z%‘ >0, ap,a1,...>0. (2.42)
i i

Para simular um sélido é usual escolher cvg = 0 dando um componente invariante na soma.

Se «a; > 0, para cada i, entao esta série de Dirichlet modela um fluido j& que lim p(t) = 0.

Poliestireno
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= 10000 —
O
~
®
S 1000
©
N
—
=
w100
10 \ \ \ \
0 20 40 60 80 100

tempo (segundos)

Figura 2.11: Mdédulo de relaxacao do Poliestireno: Temperatura de referéncia 135°C [35].
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Figura 2.12: Médulo de fluéncia do Poliestireno atdtico: temperatura de referéncia 100°C [35].

2.3.3 Generalizacao da Representacao Integro-diferencial para Trés Dimen-
soes

Uma proposta de generalizagdo do modelo unidimensional para um modelo tridimensional é

apresentada em [12] e [33]. A generalizagao da relagdo constitutiva em trés dimensoes consiste

apenas em uma simples substituicdo das tensoes e das deformacoes unidimensionais, que sao

tensores de ordem zero, por tensores de ordem dois. O mdédulo de correspondéncia também deve

ser substituido pelo tensor constitutivo de quarta ordem. Entao, pode-se representar a maioria

dos materiais viscoeldsticos pela seguinte forma:

t
oij(t) = Dyr(t —to)en(to) + /t Dijri(t — &)eri(§)dE, (2.43)
= Dyju(to)er(t —to) — /tt Dijra(t — §)eni(€)dE. (2.44)

Supondo isotropia do material temos

D = 2G4e, + K(I®T), (2.45)

em que

Ly = {1[ - %(1 ® 1)} (2.46)

sendo I o tensor de identidade de segunda ordem e I o tensor identidade de quarta ordem.

Modelo de Deslocamento Quase-estédtico

A relagao constitutiva Eq.(2.44), para to = 0, pode ser expressa na forma compacta como

o (t) = D(0)e(t) - /0 D(t — £)e(€)de. (2.47)
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Definido
ed(t) = Tgeve(t), (2.48)

e(t) = trle(t)] = 1-e(t), (2.49)

na qual €%(t) representa a parte deviatérica e e(t) a parte volumétrica do tensor deformacio,

pode-se derivar

t

() = 2G(0)e () — / 26t — E)e(t)de + (K(O)e(t)— /0 tK(t—f)e(t)df) L (250

0

E conveniente a separacao das partes deviatérica e volumétrica da tensao e deformacao, i.e.,

o (1) = S(t) + p(D)T (2.51)
em que t
S(t) = 2G(0)e(t) — / 26t — £)et(t)de (2.52)
0
e -
) = K(Oelt) = [ K(e=ge(t)ie. (2.53)
na qual
S(t) = Lo (#) (2.54)

representa a parte deviatdérica do tensor tensao e
1
p(t) = gtr ()] =1-0(t) (2.55)
a pressao hidrostdtica.

Modelo de Taxa Quase-estatico

Agora, substituindo as definigoes Eq.(2.48) e (2.49) na relagao constitutiva Eq.(2.43) e

tomando ¢, = 0, tem-se

o) = DWe(0)+ [ Bt e,
= 2G(t)sd(0) + /0 2G(t — §)éd(£)d§ + {K(t)e(O) + /0 K(t— f)é(t)df} I. (2.56)
A qual também pode ser expressa como

o(t) =S(t) + p(t)I (2.57)
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com ¢
S(t) = 2G(t)e(0) + / 2G(t — £)&4(€)de, (2.58)
0

t
plt) = K (1)e(0) + /0 K(t— €)e(€)de. (2.59)

Séries de Prony

Para os dois modelos apresentados anteriormente, pode-se usar a mesma expansao em série

de Prony para o médulo de cisalhamento G e para o “bulk modulus” K

G(6) = Goo+ Y _Giexp (—%) , (2.60)
=1 ?
e -
K() = Ko+ Y Kiexp <—TiK> , (2.61)
=1 ?

em que G é o médulo de cisalhamento para o tempo tendendo ao infinito, G; é mdédulo de
cisalhamento para o instante t;, Ko € o “bulk modulus” para o tempo tendendo ao infinito, K; é
o “bulk modulus” para o instante t; e TZG e TiK sao os tempos de relaxacao para cada componente

da série de Prony. Introduzindo a definicdo de mdédulo relativo

of = G;/Gy, (2.62)
(S}
of = K;/Ky, (2.63)
com

ng

Go = Guot Y Gi (2.64)
=1

€

ng

Ky = Koo+ K; (2.65)
=1

pode-se reescrever as Eqs.(2.60) e (2.61) de forma equivalente como

G() = Go|aS + ZZ_;%G exp <—%)] (2.66)

T

K = Ko|of + ZK:aiK exp <—%>] . (2.67)
L i=1 (
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As constantes eldsticas G e K se relacionam com os médulo de Young E e o coeficiente de

Poisson v da seguinte forma:

IKG

3K —2G
v = KT 0 (2.69)
E
e (2.71)
K= K- 26
— el

em que k é o médulo volumétrico.

O Modelo do Ansys

A Eq.(2.56) define o mesmo modelo viscoeldstico empregado no Ansys, visto em [3], a qual

é dada por
o(t) = /0 26t — )N (€)de + 1 /0 K(t— €)e(t)de, (2.72)

em que verifica-se que o modelo do Ansys assume a hip6tese de que £(0) = 0. No entanto,
esta nao é uma hipdétese muito boa, pois se considerarmos carregamentos aplicados instanté-
neos, teremos como resultado deformacoes instantaneas, que é justamente esta que representa a

deformacao puramente eldstica no instante inicial.

2.4 Inclusao do Efeito da Temperatura

Em [35] é sugerido que para uma grande classe de materiais a dependéncia da temperatura
cresce por um fator comum para todas as constantes que decaem. Tais materiais sao conhecidos
como termoreologicamente simples. Para estes materiais pode ser empregado o principio da
superposicao tempo-temperatura. Este principio diz que as funcoes de relaxacdo podem ser
escritas como fungoes de apenas uma varidvel o = o(¢,T), a qual incorpora ambas, o tempo e
a variacdo da temperatura. Isto implica que uma mudanca de T em t fixo e uma mudanca de
t em T fixo resultard no mesmo valor para g. Portanto o(t + t1,7) = o(t,T + T1), podem ser
considerados equivalentes. Assim uma mudanca na temperatura ambiente causa uma mudanca
na escala do tempo da resposta viscoeldstica.

A Fig.2.13 mostra algumas curvas do médulo de relaxagao de tensao em vérias temperaturas
entre —97°F e 174°F, para o Polibutadieno-acido acrilico (PBAA).
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= 3.5
]
8 62F
3.0
-30 F
a5 7M
= 70F
J = .
2.0 T T T T T A F
1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0

log t (segundos)

Figura 2.13: Variagao do médulo de relaxagao com o tempo e a temperatura [12].

Pegando a curva de 70°F como base e deslizando, ou movendo, as curvas restantes horizon-
talmente é verificado que elas formam uma mesma curva, conforme pode ser visto na Fig.2.14.

O eixo horizontal é agora o logaritmo do tempo de reducao para a temperatura de 70°F'.

5.0

4.5+

4.0

3.5

Log E(t) (psi)

3.0

257 N%%Sﬂ
2.0 I I I \ I I I

-8 -6 -4 2 0 2 4 6
Log Tempo de reducéo para 70°F (segundos)

Figura 2.14: Curva mestre do médulo de relaxagao em a 70° F [12].

A quantidade de deslocamento horizontal que cada curva sofreu, definido como Ap (T (t)),
gera um novo grafico do logAr (T'(t)) por T, Fig.2.15. Usando um procedimento de ajuste de

curva apropriado uma forma explicita para Ap (T (t)) é encontrada.
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Log A«(T(t))

T T T T T
-100 -50 0 50 100 150 200

Temperatura (°F)

Figura 2.15: Fator de deslocamento, Ap (T (t)), variando com a temperatura [12].

Inicialmente, denota-se ¢((¢,7)) como uma funcao de relaxagdo genérica na temperatura
ambiente T'. Entao, de acordo com o que foi visto anteriormente, pode-se determinar o valor de
log ¢((t,T)) movendo-se a curva de referéncia log ¢((t,Tp)) através de uma quantidade determi-
nada por Ap (T (t)), ou seja,

(t/Ar (T'(t)),To) = (¢.T). (2.73)

Note que deve-se ter log Ar(Tp) = 0 resultando (t/Ar (T (t)),To) = (¢,Tp). Segue entao que
o(t) =t/Ap (T'(t)) (2.74)

na qual o é o tempo de reducao. Pode-se escrever o como funcao somente de ¢ ja que se considera

conhecida a variagao da temperatura 7' (¢). A fungao de relaxagao é dada entao por
o((t, 1)) = ¢(o(t))- (2.75)

2.4.1 Modelo de Taxa Quase-estatico com Efeito de temperatura

A forma integral hereditdria basica para modelo de taxa quase-estdtico, Eq.(2.56), incluindo

o efeito da temperatura fica

o(t) = 26(o(t)el(0) + / 2G (0 (1) — 0 (€))e4(€)de

0
n {K@ 00e0)+ [ Kot - @@))é(t)ds} I (2.76)

na qual e? e e sdo as deformacoes deviatérica e volumétrica respectivamente, K é o “bulk
modulus” e G & o médulo de cisalhamento, os quais sao fungoes do tempo de redugao o (+).

O tempo de redugao é relacionado com o tempo atual através da equagao diferencial integral,
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como pode ser visto em [12]

t 1 )
Q(t):/o md&. (2.77)

do(t) 1
dt — Ar (T (1))’

em que 7' (t) descreve a variagao da temperatura com rela¢ao ao tempo, considerada conhecida,

Assim, deriva-se

(2.78)

e Ar (o) é a fungao deslocamento. Portanto, se Ay =1 e o (t) = t, retorna-se a forma anterior.
Uma fun¢ao deslocamento comumente usada é a equagao de Williams-Landell-Ferry (WLF),

a qual tem a seguinte forma

log 41 (T (0)] = g . (2.79)
com CY e C§ sendo constante materiais e T, a temperatura de transigao vitrea. Esta temperatura
é a qual, a principio, o comportamento do material muda do estado vitreo para o borrachoso.
C{ e Cf foram imaginados serem constantes “universais”, as quais eram obtidas na T, mas
estas constantes tém uma ligeira variagao de polimero para polimero.

Pode-se, ainda, usar a equacao de WLF com alguma temperatura conveniente, que nao a
temperatura de transicao vitrea, sendo esta chamada de temperatura de referéncia. A forma da

equacao permanece a mesma, mas as constantes sao diferentes. Portanto,

C1 (T (t) = To)
—log[Ar (T (t))] = 2.80
s Ar (T O) = 5o i =y (2:80)
em que Tp é a temperatura de referéncia na qual os dados de relaxagao sao dados, e C1 e Cy sao
as constantes de calibragao na temperatura de referéncia. As constantes “universais” C{ e CY

sao relacionadas com C; e (s da seguinte forma

C = Gt (2.81)
1+ (To —Tg)/Cg’
e
Co=CY + (Tp — Ty) . (2.82)
Finalmente, as fungoes de relaxacdo K (t) e G(t) podem ser reescritas, incluindo o efeito da
temperatura

Glo®) = Gut Y Giow (-2, (28

1=1

K(o(t) = Koo+ Kiexp (—Q—K>. (2.84)

1=1



CAPITULO 2. VISCOELASTICIDADE LINEAR 41

2.5 Algoritmo do Modelo de Taxa Quase-estatico

Nesta secao, a equacao usada serd

o(x.t) = 2G(o(H)e’(x,0)+ /0 2G (0 (1) — 0(£))e(x, £)de

T {K@ ex0)+ [ Ko - o <§>>é<x,a>d§} I (2.85)
em que
o(x,t) = S(x,t) + p(x, t)I, (2.86)
S(x.£) = 2G(0 (£))e(x, 0) + /0 2G (0 (t) — 0 (€))% (x, €)de, (2.87)
p(x.t) = Ko (t))e(x,0) + /0 K(o(t) — 0(£)e(x.). (2.88)

e Desenvolvimento da parte deviatdrica

Considerando a expansao para o médulo de cisalhamento G dado pela Eq.(2.83) pode-se

derivar a seguinte expressao

S(x,1) = 2Gooed(x, t) + 2G5 (x, 0 +2/thG{G exp< o(t) - . Q(§)>}éd(x,§)d£, (2.89)

em que
Gy = ZG exp ( (G)> (2.90)
(]
e Desenvolvimento da parte hidrostética

Usando, agora, a Eq.(2.84) que descreve o “bulk modulus” K encontra-se a seguinte expressao

p(x,8) = Kaoe(x, 1) + Kse(x,0) + /t:{‘ {K exp < olt) - . 9(5)> } (x,E)de,  (2.91)

em que

K, = %K exp (-%) . (2.92)

i=1
2.5.1 Forma Forte do Problema

O problema na forma forte, segundo [16], para cada t € [0,%¢], tem a seguinte equacao de
equilibrio, Q = Q U 99,

div o(x,t) + pb(x,t) =0, (x,t) € Q2 x (0,t5), (2.93)
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com

i(x,t) = Oem (x,t) € 'y x (0,ty),
o(xt)n(x,t) = t(xt)em (x,t) € Ty x (0,t).

2.5.2 Forma Fraca do Problema

A formulacao na forma fraca do problema, conforme [16], para cada t € [0,%f], pode ser
eXpresso Como:

Determinar u(x,t) € K tal que
/a(x,t)-s(\?(x))dQ:/pt—)(x,t)- ()dQ+/ B(xt) v (x)dl: ¥ v(x)EV.  (2.94)
Q Q Iy

Os conjuntos K e V, sao definidos como:

Para cada ¢ fixo, t € [0,tf], tem-se

K = Ki={u(xt) | w(xt)cH (Q) eu(x,t) =0 (x) em I},

V = {(¥(x) | is(x) e H'(Q) e ¥ (x) =0em T, }.

Usando as defini¢oes de tensao e deformacao deviatdrica e volumétrica pode-se calcular o

seguinte produto

o(x,t)-e(¥) = p(x,t)e(¥) + S(x,t) - €4(¥). (2.95)

Substituindo a Eq.(2.95) na Eq.(2.94), pode-se reformular o problema fraco como:
Para cada ¢ € [0,ty], determinar u(x,t) € K, tal que

06t 00 +80x.0) -0 (a2 = [ pbixa) -9 ()
Q Q
+/ t(xt) - v(x)dly vV v(x) € V, (2.96)
T

em que

p (%) = Kooe(x, ) + Kse(x, 0) + / MZK: {K exp ( o(t) = - 0 (5)> } (x,O)dE, (2.97)

S(x,1) = 2Gooed(x, t) + 2G5 (x, 0 +2/t§:{a exp< o(t) - Q(§)>}éd(x,§)d£. (2.98)

2.5.3 Discretizacao Temporal

O problema de viscoelasticidade é dependente do caminho. Neste caso o tensor tensao

depende da histéria de deformagao que o corpo estd sujeito. O tensor tensao é obtido da solugao
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de um problema de valor inicial. Para problemas mecéanicos de deformacao infinitesimal, tem-se:

Considere o incremento de tempo [ty,,t,+1] e considere que todas as varidveis sao totalmente
conhecidas em t,. Entdo, o tensor deformagado €,41, no tempo t,+1, deve determinar a ten-
sa0 o ,+1, unicamente através do algoritmo de integragao. Tal algoritmo define uma fungao

constitutiva de aproximagcao incremental, o(e), para o tensor tensao

Opt+1 = U(an, €n+1). (299)

\—
Y+

Figura 2.16: Particao do tempo.

Aqui, dentro de cada incremento, 0,11 € fungdo de €,11 apenas. O argumento «, , que re-
presenta a condigao inicial do problema de valor inicial constitutivo, dentro do intervalo [t,,, tp41],
¢ constante.

Consequentemente, se a equacao de equilibrio na forma fraca é valida para qualquer tempo

t € [0,ty], é vilida também para o tempo t,1. Logo,

/Q (%, ts1) - £(F)d = /Q it - 92+ /F Boi-vdly, ¥ VEV. (2.100)
t
Definindo
u(X,tp+1) = upt1  u(x,t,) =u,
o(X,lnt1) = Ont1 O(X,ty) =0y
B(X7 thy1) = l_)n—kl B(Xa tn) = b,
t(X, 1) =t B(x,t0) = t,
S(X,tnt1) = Snt1 S(x,tn) =Sy
P(X,tny1) = Poy1r p(X,tn) = Py
(X, tpt1) = €nt1 (X, tn) =€n

sd(x, tni1) = ng sd(x, tn) = €5

G(X, tn—‘rl) = En+1 €<X7 tn) =¢€p

a equacao de equilibrio fica
/anH e(¥) d2 = /anH G dQ+/ thi1-Vdly V VeV (2.101)
Q Q Iy
Para a parte esquerda da equagao acima tem-se
/ st - (9) A2 = / Spi1 - e4(¥) dO + / st €(¥) . (2.102)
Q Q Q

1 Té iri u . ra avaliar 0 i |
Com isso serd necessdrio calcular S,,+1 e p,+1. Para avaliar as tensoes no instante t,y1 serd

usada uma regra de integracao trapezoidal visando realizar a integracao temporal.
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e Determinacao da parte deviatérica da tensao.

S(x,t) = 2Gset(x,t) +2Ge%(x,0)

+2/t§:{(; exp< o(t) = Q<£)>}éd(x,§)d§.

Neste ponto, pode-se definir

S(x,t)(®) = 2G.el(x, 1),

S(x,t)? = 2G.%x,0),
) t ()~ 0(3)) 2
@) — [ oc e (L2 =0\ 0T o
S(x,t) /0 { G exp( Tz-G 55 (x,5)ds.
Como conseqiiéncia
S(x,t) = S(x, 1)) + S(x, 1) —|—ZSX7§
Portanto, no instante ¢,
Spy1 = wa% + Sn+1 + Z Sn+1’
=1
em que
s — 2G.el,,,
0
ng-?-l = QGSEga
) t (teer) — 0(9)) ) 2"
G _ [ 0(tnt1) —o(s et e
Sn+1 - /0 {2G1 eXp <_ TZG )} g(x, S)dS.
Agora, realizando uma mudanca de varidveis dada por
e=0(5) ou 5=5(0),
tem-se
_ de(s)
do = o ds,
1
= ds.
Ar (T (s))
Também
Oe 8_sd do

44

(2.103)

(2.104)
(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)
(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)
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entao
oed detdp
5" T g™
de
= —dop. 2.11
90 do (2.115)
Alem disso, para 5 =0,
0(s=0)=0, (2.116)
e, em S =t,
o(s=t)=0(t). (2.117)

Consequentemente, como resultado da mudanca de varidvel e definindo g,,1 = 0 (tn41),

On+1 — d
Siﬁrl /0 " {QGi exp (—Q"LGQ> } %ig(x, 0)do. (2.118)

T

deriva-se

i)

Note que, por sua vez que S( 1 pode ser expresso como

(%) o on Ont1 — 0 de?
Sn+1 = /0 {QGZ exp <_T—G> } 8—Q(X, Q)d@

K3

On _ d
+/ - {2Gi exp <—Q“LGQ> } %ig(x, 0)do. (2.119)

n

Definindo At = t,,11 — t,,, tem-se

On+1 = On + Agnv (2120)

0 que permite escrever

@ _ [ 0, — 0 No,\ ) Oet
S)h1 = /0 {ZG exp < ,G ) exp <— TiG )} a—g(x, 0)do
on _
+/ " {QGZ- exp (— on e Q) exp ( AQ")} 0c (x, 0)do. (2.121)
5 do

n

Usando a Eq.(2.120), pode-se computar o valor de Ap,, pela simples realizagao da integragao,
resultando
Doy = 0pi1 — 00 = [ iyt (2.122)

tn  Ap(T(t))
Sendo Ap,, e 7' independentes de o, obtém-se

0o Ao, on Oe
st = ow(-S) [ {aerew (-0 >}a_g( Qe
On
+exp (-Ag">/ o {QG exp< )} 0. (2.123)
Ti n
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Na equacao acima pode-se notar que

, On, _ d
s — /0 {2@1- exp (— S 9) } aaig(x, 0)do, (2.124)

T

consequentemente

Ssl)ﬂ = exp <—T—g> S® +

)

A n Ont1 L — asd
o <_ Tg ) / {2Gi P (_Q e Q) } 5g X 0de (2.125)
( " ‘

3 2

A determinagao da integral na Eq.(2.125) pode ser feita aproximadamente pela aplica¢ao de

uma regra trapezoidal usando o ponto médio como referéncia. Neste caso, tem-se

On+1 0, — 0 8€d On — Qn+l d
/n {ZGi exp <— ”TiG > } 8—9(){, 0)do ~ 2G; exp (—TZ> ANes, (2.126)
em que
Ned =ed | €l (2.127)
Novamente, usando a Eq.(2.120), e sabendo que
Ontl = On T+ A9n+%? (2.128)
pode-se concluir que
A / L, (2.129)
1 = 1 — 0, = ——dt. .
Sy T O T ) AT )
Substituindo a Eq.(2.128) na Eq.(2.126) deriva-se
Ont1 n 6€d Agn-i-l
/n {2Gi exp (—Q TZ-G Q) } a—g(x, 0)do ~ 2G; exp ( T,L»G 2 AEZ. (2.130)
Finalmente, usando as Egs.(2.125) e (2.130) obtém-se
4 A , VAV S
SSZLI = exp (—%) S 4 2G; exp (— G+2> Ael. (2.131)
i 73

Os resultados acima podem ser resumidos no seguinte quadro

. . AQ 1
SS_)H = exp <—ATJ§;> S+ 2G; exp <— :GJF% > Nel

i

em que
. tn+1 1
Bt = )" maa @
2
(6]
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e Determinacao da parte hidrostética da tensao.

p(x,t) = Kece(x,t) + Kge(x,0) + /Ot nZK {KZ exp (—%) } é(x,&)d¢. (2.132)

i=1 T
Definindo
p(x, ) = Kye(x,t), (2.133)
p(x, )0 = Ke(x,0), (2.134)
) t CEPENE
i o(t)—o(s e, .
p(x, 1)) = /0 {KZ exp <—T> } ﬁ(x, 5)ds. (2.135)
pode-se reescrever a Eq.(2.132)
ng )
p(x,t) = p(x, )™+ p(x, )+ " p(x, 1)@ (2.136)
i=1
Com isso, no instante t,1,
() , (O N~ ()
Pn+1 = pnoil +pn+1 + anz+1, (2137)
i=1
com
pq(fi)l = Koo€n+17 (2138)
pq(g)q = Kse[)a (2139)
. tnt1 _ _
@ _ o(tny1) —0(5)\ 9e,_ .
Ppi1 = /0 {Kz exp <_nT %(X, 5)ds. (2.140)

Usando a mesma mudanca de varidvel usada anteriormente, dada por
e=0(5) ou s=5(o), (2.141)

e a definicdo g, .1 = 0 (tn+1), tem-se

i Ont1 1 — 0(8 Oe
pflll o /0 {Kz exp <—Q+1—K0()> } 8_Q(X’ 0)do. (2.142)

T

Com isso, ps_)H pode ser escrito como

i On Qn — S 36
pfl)ﬂ = / {KieXp <—7+1 KQ( )> = (x, 0)do
0 T 0

%

d
On+1 — g
+/ : {Kiexp (—Q”H—KMS)> 8—Z(x,g)dg. (2.143)
0

T

n 7
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Usando também a definicdo de que At = t, 11 — t,, que leva a

Ony1 = 0n + D0y, (2.144)

pode-se escrever

@ [ 0, — 0 Ao, \ )\ Oe
Py = /0 {KieXp<— R )eXp(— T{(>}a—g(x,@)d9

Qn+1 Q 1— Q 86
+ K; —sntl 2 (x, o)do. 2.145
/@ exp< " ) 9 % Q)de (2.145)

n i

K

i

(i) o Agn On Onp — 0 de
pn+1 = €&Xp <_ TZ'K >/0 {Kiexp <_ TZ‘K )}a_g(x> Q)dQ

Novamente, como Ap,, e 7/* sao independentes de o, deriva-se

+ /:z+1 {KZ exp <_—Qn—:-1iK_ Q) } g—;(x, 0)do, (2.146)
na qual, pode-se verificar que
) = /Ogn {Kz exp <— Q”T; Q) } g—Z(x 0)do, (2.147)
resultando em
PiLy = exp (— é;”) )+ /:+1 {Kz exp <—%> } g—Z(x 0)do. (2.148)

A integral na Eq.(2.148) ¢é calculada, analogamente, por meio de uma regra de integracgao

trapezoidal usando o ponto médio como referéncia. Neste caso, obtém-se

On+1 0 -0 Oe On+1 — Qn+l
K; st B (x, 0)do ~ K; ———2 ) Ae,, 2.149
[ e (52) e (25
em que
Nep = eni1 — en. (2.150)
Sabendo que
'Qn—l—% = On+1 — Agn—k%: (2151)
na qual
tn+1 1
A = —dt 2.152
o= | ™ (2152
nTy

pode-se derivar a seguinte equacao

On+1 — Agn 1
/ " {KZ exp <—Q”LKQ> } S—Z(x, 0)do ~ K;exp (— TK+2> Ney,. (2.153)

T

n
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Substituindo a Eq.(2.153)

(%)

Os resultados acima estao

na Eq.(2.148) obtém-se

A . N, 1
Ppi1 = €Xp <_ T%) P + K;exp (- TK+2> ANe,.

(2

resumidos no quadro a seguir:

pif)ﬂ =

A
exp (2

7

. A
S) + K, exp <— iﬁ:%> Ne,,

i

em que

Agn+%

_ tn+1 1
=) Ay
2

[§]

No,, =

tn+1 1 dt

tn  Ap(T())

49

(2.154)
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2.6 Discretizacao da Formulacao Fraca do Problema com Tem-

peratura

O quadro a seguir apresenta um resumo do problema na forma fraca.

. @\ @\ ;
Dados ( spn’ ¢| O Sn’tl ) , Uy, |, determine u,1€ K tal que
/ {pn+1€(\7) +Sn41 - Ed(V)} dQ) = /pbn+1 v dS) +/ ntlvdly V vey
0 Iy
com
5 :

Sny1 = S;Oj)l + S;ll +209 SS—)&-I
e

Dn+1 = p7(1+)1 +pn+1 + 20 1pn+1
em que

S’Eloj%. = 2G €1y

s, = 2G,ed

) . Apg

Sq(f)ﬂ = exp (—%) s + 26, exp <— ?%) Neld
com

AE _€n+1 Eg
e

Pp+1 = oo+l

pgzoll = Kseo

n 1

0 — o (2) A0 + Ko (22 e
onde

Aey = €n+1 — En
sendo

_ [tn 1
Doy =" mamy
2
e
tn
Doy = [, eyt

2.6.1 Discretizagao por Elementos Finitos

A fim de aplicar o método de elementos finitos, é feita uma particio do dominio €2, em

elementos finitos (2.
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(el
(@ (b) (c) r
r —_—

Figura 2.17: Discretizacao do dominio.
Como resultado,
/Q Sup1-et(¥)d = ) / Sni1 - €4(V) dS, (2.155)
[y an = 3 [ pre(s) an. (2.156)
/Q’)B”“ v dQ = Z/Q Pbpi1 -V dQe, (2.157)

/EHH v dly = Z/ i1 -V dly. (2.158)
Iy e 00Ny

Adicionalmente, é feita uma aproximagao dos campos u(x,t) e ¥(x) no interior de cada

elemento finito €2, da seguinte forma

un1(x) = [N&)| g4, (2.159)
v(x) = [N(x)]4§°% (2.160)
Euna(x)) = [BE) (2.161)
E¥(x) = BX)]G, (2.162)
em que
(qu_l)T = {u1,v1, W1, ... Us, Vs, Ws | (2.163)

representa o vetor de deslocamentos nodais do elemento, s o nimero de nés do elemento e
{uj,vi, w;,i = 1..s} as componentes nodais do campo de deslocamento. [N(x)] ¢ a matriz de
fungoes de interpolacao construidas pelo FEM, que relaciona as componentes do vetor desloca-
mento com o vetor dos deslocamentos nodais do elemento e [B(x)] é a matriz que relaciona as
componentes do tensor deformacao com o vetor de deslocamentos nodais do elemento.

Antes de continuar, alguns itens terao que ser redefinidos. O tensor deformacgao total € serd
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representado por um vetor

Eyy

622

oy
I
I

285y
2e4,

2ey, |

8:E:£
Eyy
822
Vay
’y"EZ
Yyz

52

(2.164)

Consequentemente o tensor tensdo de Cauchy também serd redefinido, de forma vetorial

como

Qi
I

em que

w = (1,1,1,0,0,0).

O tensor € pode ser expresso como

2 )[4 -4 -
d 12

yy -3 3 =

d 1 12

gd _ €22 _ -3 73 3

74, 0 0 0

ve, 0 0 0

. ) L0 0 0

em que é definido

2 _1 _1

3 3 3

1 2 _1

3 3 3

1 12

[H] _| 7838 73 3

0 0 0

0 0 0

i 0 0 0

Portanto

gl = [H]Z,

Wl Wl

oSO O = O O O

S O = O O O
oS = O O O O

o R O O O O

= O O O O O

= o O O O O

51’$

€2z
Yy
Yz
Vyz

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

0 que consiste em uma representagao vetorial para a parte deviatérica do tensor deformagao.
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De forma andloga, tem-se

/

e
d
Tyy
al ng —
S = g = [H] 7, (2.171)
Ooy
s
ol
sendo S a representagao vetorial do tensor tensao deviatérico e
1 1 5
p= §t7“ (o] = 3 (w,d) . (2.172)

e Determinagao de (Al) = / Spi1 - EHF) dDQe

Usando as aproximagoes e definigoes feitas sobre a parte deviatérica da tensao tem-se

(A1) = / 2G B, - EU(V) dQe

e

+ / 292G, - 2(¥) dQ.
Qe

+i 2Gj exp Bt /5d+1'5d(‘7) dSe
T Q.

i=1
ng
AQn)/ (1)  =d(&
+ exp <— 2N (V) dQe
;{ ¢ ) Ja. )
ng Agn 1
—> {2Giexp | - G+2 / gl 2%) dQe ¢ . (2.173)
i=1 Ti Qe
Avaliando cada um dos produtos individualmente obtém-se
gl 29) = (B]" (1) (1] [B)) g, - & (2.174)
& 20) = (18] 1] 1] [B]) qf - & (2.175)
5y - 21(9) = [BI" @] 5 -4 (2.176)

°.§. (2.177)

SRy
W
=
Il
— 2
@
S
=
~
=
=
N
le}
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Note que a Eq.(2.173) pode ser expressa como

ng AQ +l
Al) = {2G 2G; T3 2 L E) dO,
(A1) { +y exp< ~ )}/ﬂ+ =(9)

=1

+2G, / gl 2(%) dQ,
+nzc: {exp (—AQ”> / S0 . 2% dO }
n €
i=1 s Qe
ng Agn+l
— 9 2Giexp [ —— / gl 2(%) d.. (2.178)
i=1 i Qe
Substituindo as Eqgs.(2.174-2.177) na equag@o acima

(A1) = {2@oo + nZGQGZ- exp <_Ai’;+%>} [/ﬂ ([B]T ) [H] [B]) dQe} €y &

i=1 i

i=1 i
- (-AQ;,“)} [ /Q 1B (1) ) (B dQe] @ - (2.179)
Denominando
(K] = [ /Q 6 ([BJT =" [H] [B]> dﬂe], (2.180)
F50 = eﬂ B)" [H]T SV dQ., (2.181)
obtem-se

ng Agn-i-l
(A1) = {2Gs + Z 2Gjexp | ————* [KEGO] Qppr - @°

i=1 T4
+2G, [KS°] of - &°

R {ex <_%> Fsm} &

E p e p q

- ng 2O o _AQn+% KGO o . &
E ; exp = K] o, - &7, (2.182)
N T

a qual pode ser expressa de forma compacta como

(A1) = [KE] a4 +Fe™ -+ FP -4 - F7 - &, (2.183)
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em que

ed
Fe

S AQWF% GO
2Goo + Y 2Giexp | — e (K&, (2.184)
i=1 g
2G, [KS?] qf, (2.185)
ng
{eXp (_ Agn> Fg(i)} , (2.186)
i=1 Ti
[S]
— AQn+% GO1 e
> 2Giexp | - e K& g (2.187)
i=1 i

e Determinagao de (42) = /pn+1e( ) dQ
Q

Agora, usando as aproximagcoes e defini¢oes feitas sobre a parte hidrostdtica da tensao

tem-se

(A2)

/ Keent1 (V) dQe + Ksep e(V) dS2
Qe

+Z {K exp ( AQ’”‘) /Qeenﬂ e(¥) dQe}
*Z {on (52 [ 0etorin

Trabalhando os produtos acima obtém-se

Ao 1
_Z{K exp( 9n+ )/ ene(\?)dQe} (2.188)
Qe
et e(¥) = |[B]" wa [B]" w| af - &, (2.189)
eo e(¥) = [[B" wo [B]" w| a5 - &, (2.190)
pﬁf)e(V)—pﬁ){[B]TW} &, (2.191)
en e(¥) = [[B]Tw@@ [B]Tw} Q@ G (2.192)
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A Eq.(2.188) pode ser expressa como

ng Agn+%
A2) = Ko + Kiexp | — /en e
2 z—zl TZK Qe +1 ¢l

+Ks | ege(V) d2e
nK

+Z {exp (—A—I%”> / pWe(¥) dQe}
i—1 Ti Qe

AQn+1 )
- Z {K exp ( ) } /Qeen e(¥) de. (2.193)

Substituindo as Egs.(2.189-2.192) na equagao acima

o )L

[, (e }qo Ae+z{exp< ) i
Agml .

{ZK exp ( )} T we [B]TW> dQe} @ - & (2.194)

Denominando

<>

QU

@)
o

=1

> {ow ()0} o {ZKexp< AQ"“)}[Kfo}qz-q%.w?)

a qual fica na forma compacta como

(A2) = [KE] o6y -4 +F - &+ F2 - §° - F -, (2.198)
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com

KE] = {Koo + %KZ exp (—AQ?%) } (KX, (2.199)

-
i=1
FO = K, [KE) o, (2:200)
ooy _ 200\ goli) 2.201
e - Z eXp TK e 9 ( . )
i=1 i
e
ev __ < ) _AQ"+% K01 e
F' = K;exp " (K] af- (2.202)
i=1 @

e Determinagao de (A3) = / pbpi1 -V dQe

Neste caso tem-se

(43) = /Q PBni1 - NG d

= FP.§° (2.203)

e Determinagao de (A44) = / tn1 -V dly
0NN

Aqui obtém-se

(A4) = / st - [N]G° T
0NeNTt

_ { J drt} e
00N

= Ft.g° (2.204)

2.6.2 Montagem do problema global

Introduzindo os operadores uniéio U (o) e montagem A (o) e A (o), associados a obtengao de
e e e

matrizes e vetores globais, pela adicao da contribuicao de cada elemento finito, pode-se definir
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as seguintes matrizes e vetores globais

{Unta} = (e]
[K*] = 4

e
{F} - 4
{Feol — 4
{FP} = A{FZ} e {F"}=A{F},
(P} = A{FS} e (P} —d{F},
0s quais possibilitam a definicdo do problema discretizado global

KX+ K Upyr - O {F 4 Fr—F L O {F0 4 FS - F! L O = {FF 4 FP} . 0 VO

(2.205)
implicando no seguinte sistema de equacoes
(KX + K¢ U,y = —F%_FP 4 F* — F0_F% 4 F* | F* 4 FP (2.206)
com isso pode-se finalmente expressar o problema como
K|U,+1 =R (2.207)
em que
K] = [K¥] + [K“] (2.208)
e
R = —F_FP L F — Feho_FS L ¢ L Ft 4 FP (2.209)

2.7 Conclusoes Parciais

Existem vérias teorias para descrever o comportamento de um material viscoeldstico. Cada
uma destas teorias possui certas particularidades. Procura-se, quase sempre, encontrar uma teo-
ria que possa descrever o material por completo, independente de suas peculariedades. Todavia,
0 que se observa é que nao existe uma teoria capaz de abranger configuragoes as mais diversas
possiveis.

Parametros relevantes na escolha de uma determinada teoria podem ser a sua robustez,
flexibilidade, precisao, facilidade de implementacao, custo computacional, etc. Conforme as
caracteristicas do problema a ser resolvido, se deseja melhorar determinado item. Geralmente o
que acontece é que se ganha em um parametro e, por outro lado, se perde em outro.

No modelo utilizado a principal divida é o nimero de termos da série de Prony a serem
utilizados. Poucos pardmetros podem nao representar bem o fendémeno viscoeldstico. Muitos

pardmetros podem tornar a analise muito onerosa, podendo causar problemas de condiciona-
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mento numérico na solucao do modelo. Por isso conclui-se que um estudo mais aprofundado

sobre esse tema pode ser muito interessante.



Capitulo 3

Viscoelasticidade Finita

3.1 Introdugao

Os polimeros sao materiais que muitas vezes sofrem grandes deformagdes em suas aplicacoes,
principalmente os elastomeros. Todos os dias surgem novas teorias que tentam descrever este
comportamento. Cada uma destas novas teorias visam melhorar ainda mais a representatividade
do comportamento de polimeros para grandes deformacoes. No entanto, dependo do polimero
esta teoria pode ser aplicdvel ou ndo. Exemplos de modelos podem ser encontrados em [17], [2],
[28], [41] e [26]. Neste capitulo serd apresentado um novo modelo matematico que néo leva em
conta qual o polimero que se estd analisando.

O ponto de partida para desenvolvimento serd a mecanica do continuo para grandes defor-
magoes, que pode ser encontrada em [29], [30], [7] e [11], onde serao feitas defini¢oes relevantes ao
nosso estudo, tais como definicdo de movimento, de um corpo, das configuracoes de referéncia
e atual, etc. Com essas defini¢gbes e através das teorias de deformagao homogénea e decom-
posicao polar poderao ser apresentados alguns tensores que serao relevantes no modelo. As leis
de conservacao serao aplicadas em seguida. Feito isto, serd apresentado o 1° tensor tensao de
Piola Kirchhoff, o qual é a medida de tensao usada na configuragao de referéncia, na qual serd
formulada a equacao de equilibrio.

A equacgao de equilibrio na configuracao de referéncia, também é chamada de formulacao
Lagrangiana Total da equacao do equilibrio. Neste ponto serdo definidos a forma forte, que é
a representacio diferencial, e a forma fraca, que é a representacdo integral, do problema. E
relevante ressaltar que todas estas teorias citadas e as demais serao desenvolvidas dentro do
escopo de grandes deformagoes. Em seguida serd apresentada a forma incremental do problema,
resultante da discretizagao temporal do problema.

Como o modelo apresentado trata-se de um modelo nao-linear, serd utilizado como método
de solugao o método de Newton, que pode ser encontrado em [31]. Como o método de Newton é
um método iterativo, serd necessario determinar o médulo tangente global do modelo. Através
deste médulo determina-se o valor das correcoes para os passos iterativos.

Finalmente, podera ser proposto o modelo viscoeldstico para grandes deformacoes. Neste mo-
delo serao utilizados o tensor tensao de Kichhoff rotacionado e o tensor deformagao logaritmica

lagrangeana, que formam um par conjugado e podem ser vistos em [40]. Uma vez apresentado o

60
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modelo constitutivo, sera feita a inclusao do efeito da temperatura, usando a mesma teoria apre-
sentada no modelo de pequenas deformacoes. Este modelo serd entdo discretizado espacialmente
por elementos finitos de Galerkin.

Posteriormente este modelo serd programado em linguagem Fortran, podendo-se assim com-
parar seus resultados a outros resultados. Neste ponto serd testada a eficiéncia do modelo,

verificando sua robustez e aplicabilidade.

3.2 Deformacoes Finitas

Um corpo é considerado como sendo um conjunto de particulas, o qual somente poderd ser
visualizado através de sua configuracao, isto é, a regiao do espaco tridimensional ocupado em
diferentes instantes.

Serdo denotados B como um corpo, ), como a regiao do espago ocupada pelo corpo no

instante t = 0 e {2 como a regiao ocupada pelo corpo em um instante ¢, como mostra a Fig.3.1.

A

\/

Figura 3.1: Definigoes das configuragoes inicial e final e dos sistemas de coordenadas utilizados.

Note que, cada ponto no espaco de uma configuracdo é ocupado por uma particula. Um
b
corpo consiste sempre das mesmas particulas, a configuragao destas particulas é que varia com

o tempo.

3.2.1 Movimento e Deformagao de um Corpo B

Para a determinacao do movimento de um corpo é necessario seguir a trajetéria de cada
particula de B, a qual serd denotada por P. Como o objetivo ¢é identificar cada particula P de
B, serg utilizada a configuracao de referéncia, a qual associa a cada particula a posicao que ela

ocupa na configuragao de referéncia, conforme pode ser visto na Fig.3.2.
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\/

Figura 3.2: Definicao da configuragao inicial.

O movimento de um corpo B é descrito pelo vetor posi¢do x = ¢ (X,,t) de um ponto x,,

descrevendo a posi¢ao de cada particula P de B, em cada instante ¢

x =  (Xo0t) = 0y (%) (3.1)

Se a fungao vetorial ¢ descreve como um corpo B muda ou deforma de uma configuragao
para outra, esta é denotada como funcao deformacao.

Considere um dado instante t fixo. Se a posicao x, da particula P na configuracao de
referéncia €2, é especificada, entao a Eq. 3.1 dd a posi¢ao x da particula P na configuragao

atual. Assim,

Q= (Q0,t) = 1 (2). (3.2)

Descricao Material ou Lagrangeana

A descriggo do movimento no qual a posi¢do X,, de uma particula P em (), é a varidvel
independente é denominada descriggo material. Assume-se, ainda, que o mapeamento x =

¢, (X,), para cada ¢, possui um mapeamento inverso e é denotado por ¢, L (). Portanto

Xo = ¢; (%) (3.3)

Descricao Espacial ou Euleriana
E a descri¢io do movimento no qual o vetor posicéo x, de uma particula P em €, é a variavel
independente. Estas descrigoes sao relacionadas pelas seguintes expressoes
v (X> t) =V (Sot (XO) at) = Vo (XO> t) ) (34)

Vo (XOa t) = Vo (Qot_l (X) 7t) =V (X7 t) . (35)
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Deformacao Nao-homogénea

Considere o movimento genérico, ilustrado na Fig.3.3, e o conjunto de particulas P e Q do

corpo B.
A
('pt(.)
Q, /—\ Q
o Q

dXo dx

+d
P x+dx "

XotdXx,
Xo X

Figura 3.3: Definicao da funcao deformacao.

Tem-se x, e x,+dx, como sendo os vetores posi¢ao de P e Q respectivamente, na configuracao
de referéncia. Na configuracao atual P e Q ocupam as posi¢oes X e X + dx respectivamente.

Agora, para as particulas P e Q, tem-se

X = ¢ (Xo,t), (3.6)

X+ dx = ¢ (X, + dx,, 1) . (3.7)

Considerando que, para cada t, o mapeamento ¢, () é suave, pode-se expandir a Eq.3.7 em

uma série de Taylor, obtendo-se

4 _ 9; (X0, 1) 2
x; + dz; = ¢; (X0, 1) + Tojd:voj +0 (dwoj) , (3.8)
na qual
@) (da:%g,)
lim ———= =0. (3.9)

davoj —0 dl‘oj

Subtraindo 3.6 da 3.8, e negligenciando-se os termos e ordem superior, deriva-se

_ 8902‘ (X07 t)

d .
i 0z,

dz,,, (3.10)

a qual pode ser escrita na forma compacta como

dx = F (xo,t) dxo, (3.11)
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com

a i Xo,t
F (X0, 1);; = %, (3.12)
ou
F (x0,1) = Vi (%0) , (3.13)

com F sendo denotado como gradiente da funcao deformacao.

Além disso, desde que ¢, (-) seja invertivel e suave, tem-se

dx, = F (x,t) 1 dx, (3.14)
na qual
- dp; ! (x,t)
1 _ 7 )
F (Xat)ij = ox; (3.15)
ou, na forma compacta,
F!(x,t) = grad [go;l (x)] . (3.16)

Decomposicao Polar da Deformacao

Uma deformacao genérica pode ser decomposta em:
a) uma deformagao/estiramento puro seguida de uma rotagao pura:

F = RU. (3.17)

b) uma rotagdo pura seguida de uma deformacao/estiramento puro:

F = VR. (3.18)

sendo:

R - tensor rotacao;

U e V - tensores elongagoes (estiramentos) direito e esquerdo respectivamente.

Em pequenas deformacoes (escopo inicial do presente trabalho), as deformagoes sdo com-
binadas por adigao, i.e., tem-se uma decomposi¢ao aditiva. J4 em grandes deformagoes, duas
deformactes devem ser combinadas seqiiencialmente por composicao, i.e., tem-se uma decom-
posicao multiplicativa.

Do teorema da decomposi¢ao polar no qual os tensores U e V sao calculados a partir dos

tensores C e B chamados tensores de Cauchy-Green direito e esquerdo, tem-se

C = U2=FTF, (3.19)
e

B = V2=FFT. (3.20)
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3.2.2 Leis de Conservagao
Conservagao da Massa

A massa de um corpo B é dada, na configuragao inicial, como

m = / Po (X0) dS2, (3.21)
Qo

e, na configuragao atual, como

m = / p(x,8) dO. (3.22)
Q

Usando a lei de conservagao de massa que diz que a massa de um corpo é conservada,

obtém-se

/ Po (X0) dQp = / p(x,t) dQ. (3.23)
Qo Q
No entanto, do cdlculo integral, usando a mudanga de varidvel x = ¢, (x,), obtém-se

dQ = det [F (x,,t)] d,. (3.24)

Como resultado a Eq.3.22 fica

/p(Xﬂf) dQ:/ p(pr (%0) ;1) det [F (%o, )] d€o. (3.25)
Q

o

Substituindo a Eq.3.25 na Eq.3.23, tém-se

/ Do (%,) A% = /Q 0 (1 (x0) 1) det [F (o, £)] d2,, (3.26)

/Q Do (%0) — p (94 (x0) 1) det [F (x5, )] d2y = 0. (3.27)

Desde que €, seja arbitrédrio
Py (X0) = p(p; (X0) ,t) det [F (x,,1)], ¥V %, € Q, € tempo t. (3.28)

Denotando
J = det [F], (3.29)

pode-se reescrever a Fq.3.28 como
Po (Xo) = p (1 (X0) 1) J (X0, 1). (3.30)

Conservagao do Momento Linear

As forgas que agem sobre um corpo sao:
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e Forcas de corpo b (x,t), forga por unidade de massa
/ p(x,t) b(x,t)d. (3.31)
Q

e Forcas de superficie t (x,t,n), devido as tragoes externas prescritas e as reagoes nos vin-
culos
t(x,t,n) =0 (x,t) n(x,t), (3.32)

com

/ £ (x,t,m) dA / o (x,£) 1 (x, 1) dA. (3.33)
oN

oN

A lei de conservacao do momento linear diz que as forgas que agem sobre um corpo em um
instante sao iguais a taxa do momento linear do corpo, no mesmo instante t. Fazendo uso dessa

lei e das definigoes feitas nas Eqs.3.31-3.33, chega-se a seguinte relagao:

d
/ p(x,1) b (x,1)d + / o (xt) n(x,t)dA =L [ p(x.t) % (x,1)d. (3.34)
Q o0 dt Jo
Usando o teorema da divergéncia, obtém-se
/ o (x,t) n(x,t)dA = / div [o (x,t)] dS2. (3.35)
oN Q
Além disso, sabe-se que
d
— | pxdQ = / p X dSQ. (3.36)

Entao, substituindo as Eqgs.3.35 e 3.36 na Eq.3.34, deriva-se

/Q p(%,1) b (x,8)d02 + /Q div o (x,t)] d — / p(x,8) & (x,4) A, (3.37)

Q

como conseqiiéncia
/ p b+ div[a] — p ¥ dQ=D0. (3.38)
Q

Agora, desde que 2 seja arbitrédrio, tem-se que
pb+divije]|—p%x=0 for V &€ Qetempo t. (3.39)
que é denominada como equacao de equilibrio.

3.2.3 Definicao do 1° Tensor Tensao de Piola-Kirchhoff

A equagdo de equilibrio do movimento, Eq.3.39, é definido na configuracao atual, i.e., em €.
Esta equacao pode ser descrita de forma andloga na configuracao de referéncia pelo uso do 1°
tensor tensdo de Piola Kirchhoff, denotado como P.

O 1° tensor tensao de Piola Kirchhoff P da a forca atual df sobre um elemento de &rea

deformada dA. Mas este é calculado por unidade de drea de um elemento de drea indeformada
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dA, e expressa a forga em termos da normal n, para dA, em x,, como mostra a Fig.3.4. Assim,

df =P n, dA, = o n dA.

df
df

\/

Figura 3.4: Aplicagao do vetor tracao nas configuracoes de referéncia e atual.

(3.40)

Usando a relacao entre os vetores normais na configuragao de referéncia e atual, dada por

n dA = det [F] FTn, dA,,

tem-se

P n, dA, =det[F] o F'n, dA,,

ou
[P —det[F] o F77] n, dA, =0,

sendo que esta relacao é valida para qualquer elemento de drea, implicando em
P=det[F] o F 7T,
ou

_ 1 T
 det [F]

3.2.4 Equacao de Equilibrio na configuragao de Referéncia

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

A equacao de movimento definida na configuracao de referéncia é derivada da condigdo de

que a soma das forcas agindo sobre um corpo na configuragao atual €2, a qual inicialmente ocupa

Qo em t = 0, é igual & taxa de momento linear no instante t. Assim, na configuragao atual €2,

tem-se

/Qp(x,t) b(x,t)dQ—i—/fmt(x,t,n) dA:/Qp(X,t) X (x,1)dQ,

em que t (x,t,n) = o (x,t)n(x,t) ¢ a tragado aplicada no contorno 9.

(3.46)
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Pode-se notar que

o (x,t) n(x,t) dA = t(x,t,n) dA,
= P (Xm t) n, (Xm t) dA,,
= to(%0,1) dA,. (3.47)

e que
p(x,t)dQ = p,(X)dQp. (3.48)

Além disso, a forca de corpo, por unidade de massa, pode ser expressa, na configuracao de
referéncia, como

b (x,t) = b (¢; (X0) ;1) = by (X0, 1) . (3.49)

Considerando a mudanga de varidvel x = ¢, (X,), a equacdo do momento linear pode ser

reescrita na configuracao de referéncia como

/Q ) (1) %+ /d P t) o) iy = /Q o) ) (350

Agora, aplicando o teorema da divergéncia, tem-se
[ pua b (o) i [P (0] = pof00) % (0 0)} 49 = 1 (351)
Desde que este resultado valha para qualquer corpo e sabendo-se que X = i, deriva-se
div [P (X0, )] + po(X0)bo (X0, t) = po(X0) 1 (X0,t), V x, €, e tempo t. (3.52)

A representacao em componentes da equagao de equilibrio é dada por

OPry

0%,

+ pobo; = poiir , YV %X, € £, € tempo t. (3.53)

Neste ponto é importante notar que, apesar do tensor tensao de Cauchy ser simétrico, i.e.

o =o', 0 1° tensor tensdo de Piola-Kirchhoff ndo é simétrico, i.e. P # PT.

3.3 Formulacao Lagrangeana do Modelo de Deformacao Finita

Considerando a configuracao €2,, no instante t,, pode-se definir o contorno do dominio como
99, contendo uma regido sujeita a uma tragao prescrita, denominada como I'}| ¢ uma regiao
submetida a um deslocamento prescrito, denomidada definido como I'¥, em que 99, = '* UT?

e NIt = @, como ilustrado na Fig.3.5. Define-se também que

M=, (T8 e T'=gp, (). (3.54)
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(pt(.)

Figura 3.5: Defini¢cao dos contornos do problema.
A funcio deformacio ¢ : R? — R3 ¢é tal que
X=¢ (X07 t) =¥t (XO) Xo = 90;1 (X) ’ (355)

assim, com o auxilio da Fig.3.6, pode-se definir o campo de deslocamento como

X = u (X, t) + X, u (Xp,t) =X — Xo = ¢, (Xo0) — Xo- (3.56)
A
Qo
P Q
u(x,,t)
XO
X

\/

Figura 3.6: Definicao do campo de deslocamento.
Agora, para cada instante ¢ € [0,¢ f], pode-se definir os seguintes conjuntos

K, = {uo :Q, —» R3| Uo; € Wi, (x,,t) = @, (%,) em x, € FZ},
YV, = {V:QO—>R3]@z-EWSl,\?(XO):OemXOEFg},

para s suficientemente grande e com u (¢, (X,),t) = U, (X,) em X, € I'Y.

3.3.1 Formulagao Forte do Problema

A forma forte do problema na configuragao de referéncia, usando as Eqs.3.52 e 3.47 e con-
siderando um problema quase estédtico, pode ser formulada como:

Para cada t € [0,tf] determinar u, (x,,t) tal que
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divP (x,,%) + p, (X0) by (X0,t) = 0 em Qo, (3.57)
P (xX,,t) N, (Xo,t) = to(Xo,t) em I, (3.58)
U, (Xp,t) = T, (X0) em I'y. (3.59)

Nota-se que u (x,t) = u(p; (X0) ,t) = 0 (p; (X0) ,t) = Uo (X0, t) em x, € T'Y.

3.3.2 Formulacao Fraca do Problema

Perturbando a Eq.3.57 de um valor de ¥ e realizando algum algebrismo tem-se a seguinte
forma fraca para o problema na configuragéo de referéncia:

Determinar u, (%, t) € KCo, para cada t € [0,%y], tal que

/ P-V\‘ron—/ pob-od90+/ t,-vdQ, ¥ VEV, (3.60)
Qo Qo r

t
o

Pode-se fazer ainda, para cada t € [0,%/], a seguinte definicao
F(uy; V) = / P - VydQ, — / pb - vdQ, — / to - VdQ,. (3.61)
Qo Qo It

Entao, o problema pode ser colocado na seguinte forma:

Determinar u, (%,,t) € KCo, para cada t € [0,%y], tal que

| Flus9)=0 vee,.

| (3.62)

3.4 Formulagao Incremental

Na formulagao incremental é feita uma particao do tempo e os campos de deslocamento sao
avaliados nos instantes t, e t,41, conforme mostra a Fig.3.7, no qual serd avaliado o problema.

Portanto é conveniente representar os campos de deslocamento pelas seguintes formas

U, (Xo> tn) = Xnp— X0 - u, = U, (Xm tn) 5

U, (Xm tn+1) = Xp+1 — Xo - Up+1 = Up (Xoa thrl) s
assim, tomando as derivadas dos campos de deslocamento e redefinindo os termos, tem-se

Fri1 = I+ Vuyy, (3.63)
F, = I+Vu,. (3.64)
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9q()

A Q Q,
P P
xn

X Qn+1

© (Pn+1(.)

P
X1

Figura 3.7: Corpo nos instantes t,, € t,11.

Considera-se que a configuragao e as varidveis de estado sao conhecidas em (2,,. Portanto,
para um procedimento implicito, as equacoes de equilibrio sdo impostas em €2, 41. Assim, em
tnt1, a forma fraca incremental do problema pode ser colocada como:

Encontrar u, 41 € K,, para cada t € [0,t¢], tal que

F(up41;v) =0 vV vel,, (3.65)
com
F(upg1;V) = / P (up41) - VVdQ, — / pob - VdQ, — / t-VdA,. (3.66)
Qo Qo It

3.4.1 Meétodo de Newton

O problema acima ¢é nao-linear, portanto, o método de Newton serd usado para resolvé-lo.
Como o método de Newton é um método iterativo, é necessario a especificacdo de um valor
inicial. O wvalor inicial, a ser utilizado para a determinagao de u,11, serd considerado como

sendo o ultimo valor incremental convergido de u, i.e., u,. Assim
0
U, | = Uy, k=0, (3.67)

em que k denota a iteracao do processo no método de Newton. Continuando, a atualizacao de
u, na k-ésima iteracao, sera
k+1 _ _k k
un+1 =Uptq + AunJrl‘ (368)

Com o objetivo de determinar Au¥ 41 impoe-se que
F <um; o) —0 VY ve, (3.69)
Agora, considerando F (-, -) como sendo suficientemente suave
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pode-se expandir F ( u, |+ Aun+1, V) em série de Taylor em ufﬁﬂ

7(U2+1 +Au§+1;\‘/) 27:(“7]2“, >+Df< Upi1;V ) [Aun—&-l] (3.711)

em que os termos de ordem superior sao desprezados. Finalmente, usando as Eqs.3.69 e 3.71,

chega-se ao seguinte resultado

| DF (ul,1:9) [Aul ] = —F (ub ;9). | (3.72)

Usando a defini¢ao tem-se

D]-"( ub ) [Aunﬂ} :% [J—“ (u;j+1 +6Auﬁ+1;{’)} L:O. (3.73)

Resolvendo a Eq. 3.73 obtém-se, finalmente, a seguinte expressao

 (ut) [sut] =

{A (uﬁ“)] ijkl gllj:l

3.4.2 Determinacao do Mdédulo Tangente Global A

A (u’,gﬂ) v (Au,’gH) VY A, (3.74)

com

(3.75)

u+1

Inicialmente define-se 0,,(x,,t) = o (¢(Xo,1t),t), que é a representacao material do tensor
de Cauchy, que é definido essencialmente na configuragao espacial e 7(x,,t) = J(Xo,t)o, que é

o chamado tensor tensao de Kirchhoff. Assim
P(x,,t)= J(xo,t)a'm(xo,t)F_T(Xo,t) = T(Xo,t)F_T(xo,t),

o que resulta em

or; 0 or; OF !
A k — v __Z i F*l — wp F‘fl Ti ) .
[ (un+1)ijl 8Fkl 8Fkl( P ]p) 8Fkl Jp +Tip 8Fkl (3 76)
Como .
OF:
B~ T B17)

o médulo tangente global fica

[A (ufl_H)ijl:g;;F — T FRL L. (3.78)

A determinacao do médulo tangente global A requer a avaliacao da derivada do tensor tensao
de Kirchhoff com relagao ao tensor gradiente de deformagao. Para isso deve-se usar o tensor

tensao de Kirchhoff rotacionado 7, que é definido como

7 =R TR, (3.79)
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ou, de forma inversa

r=R7(R)T. (3.80)

Como resultado, usando a regra da cadeia, obtém-se

o By R S B R 52 (3.81)
ou, em forma compacta
g—;:g—;{?RT+Rg—;RT+R7‘-8aiFT. (3.82)
Definido-se  9r
b=, (3.83)
tem-se 9 IR IRT
8_; = 55 TR’ +RDR' + RF—. (3.84)

A determinagao de % é finalmente obtida pela utilizagao da decomposicao polar de F.

3.5 Modelo Viscoelastico

3.5.1 Medidas de Tensao

O teorema do trabalho conjugado, colocado por [15], diz que a taxa de trabalho por unidade

de massa ¢é invariante. Assim

. 1 1 1 . 1 .

W:—(U-D):—(T-D):—<P-F>:—<S-C) (3.85)
P Po Po 20,

em que cada um dos pares de tensao e deformagado usados para calcular a taxa de trabalho

por unidade de massa sao chamados de pares conjugados. Na equacgao acima foram usadas as

seguintes defini¢oes

o = O'mZO'(QO(XO,t),t),
T = Tm :T(QO(th)?t)
€

Usando a Eq.3.80, obtém-se
1 1 R
—(T~D)=—(*-E), (3.86)

com

E=R'DR. (3.87)
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E=In(U). (3.88)

Forma Nao-Rotacionada do Modelo Constitutivo

Para encontrar a forma nao-rotacionada do modelo constitutivo, na qual define-se o tensor
rotagdo A (t), deve-se resolver o seguinte problema de valor inicial:
Dado € (t), encontrar A (t), solucao de:

ADABT =), (3.89)
At)=Q(t)A (1), (3.90)
A0) =L (3.91)

Neste modelo proposto, considera-se que
Q) =REOR@)T, (tensor anti-simétrico) (3.92)

0 que permite, por simples observacao, verificar que a solucao do problema de valor inicial é

dada por
A(t)=R(1). (3.93)

Define-se, entdo, a forma nao rotacionada de um vetor v, de um tensor A, e de um tensor

de quarta ordem I como

v(it) = ATV, (3.94)
Ai) = ABWTA@B)A®R), (3.95)
D) = AOTAGDTDE)AR)A®), (3.96)
e, da mecénica do continuo obtém-se que
F(t) = AW'F(@), 3.97
D) = AOTD@)A®R). (3.98)

A forma nao-rotacionada, a qual usa a quantidade A (t), ¢ usada para definir um sistema de
trabalho conveniente para realizar a integracao do modelo constitutivo.

Agora, como
E =R DR, (3.99)

D =R'DR, (3.100)
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pode-se concluir que
D=E. (3.101)

Seguindo as defini¢oes anteriores, a forma nao rotacionda do tensor tensao de Kirchhoff fica

FH)=AD)TT@)A®), (3.102)

e, pode-se mostrar que
F(t)=ADTT(H)A®), (3.103)

o . - .
em que T denota a taxa de Green-Naghdi do tensor tensao de Kirchhoff, a qual é dada por

7 - R {i (R'TR) } R”,

dt
— FoQr 4T, (3.104)
com
Q=RR’. (tensor anti-simétrico) (3.105)

A equacgdo constitutiva hipoeldstica, para um material eldstico na forma néo-rotacionada,
pode ser escrita como
7 = DD, (3.106)

a qual, usando a Eq.3.101, pode ser reescrita

7 = DE. (3.107)
Agora, com as Eqs.3.103 e 3.106, chega-se a
0 AL AT
T=A {]IDD} A,
o que leva, assumido material isotrépico D = D, ao seguinte resultado
]
7 = DD, (3.108)

0 que prova que as relacoes das Eqgs.3.107 e 3.108, que sao equivalentes, sao invariantes ao

observador.

3.5.2 Modelo Visco-hipoelastico Finito

Neste trabalho as medidas usadas para definicdo do modelo serdo: o tensor tensao de Kirch-
hoff rotacionado T e o tensor deformacao logaritmica Lagrangiana E, as quais sdo definidas na
configuragao de referéncia €2, e formam um par conjugado, como pode ser visto em Fq.3.86.

A relagao constitutiva linear, como pode ser visto no capitulo anterior, é

o(t) = D()e(0) + /0 D(t — £)&(€)de.
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A fim de gerar um modelo viscoeldstico nao linear serd usada a equacao acima trocando
as medidas de tens@o e deformacao e passando a mesma para a configuracdo nao-rotacionada,
a qual foi definida anteriormente. Portanto, o modelo, adequado para problemas com grandes

deslocamentos, fica definido por
t — 0
(1) = D()E(0) + /0 D(t - €)B(€)d, (3.109)

a qual, considerando um material isotrépico, em que D = ID, pode ser reescrita como

t
() = D()E(0) + /0 Dt — £)E(€)de. (3.110)

Como foi usada a hipétese de isotropia, pode-se dividir a equagao acima

al

(t) = 2G(t)EY(0)+ / 2G(t — &K (¢) d¢ + {K(t)e(0)+ /0 +K(t —£)é() dg} I, (3.111)

0

com

Ed() = lueoE(),
E()

Il
=
U
)
<
=
—
N

e(-)
é()

(11—l

e
B =
~—~
N— N—
I

~+ ~+
e
=

= 5
- =

| S -

sendo E?(t) e e(t) as partes deviatérica e volumétrica, respectivamente, do tensor de deformacio
logaritmica E e E%(t) e é(t) as partes deviatérica e volumétrica do tensor taxa de deformacao

logarftmica E.

Denotando .
B (1) = K(H)e(0)+ /0 K(t - €)e(e)de, (3.112)
S(t) = 2G(t)E*(0)+ / t 2G(t — E)E(€)de, (3.113)

0

o tensor tensdo de Kirchhoff rotacionado pode ser reescrito como

T(t) = p (1) I+5(1), (3.114)

em que p (t) denota a parte hidrostdtica do tensor tensdo e S(t) a parte deviatériva, e sdo dados
por
tr[7(1)] (3.115)

S(t) = Lo 7 (1) (3.116)



CAPITULO 3. VISCOELASTICIDADE FINITA 7

Serao utilizadas novamente as séries de Prony para definir o comportamento dos médulos de

cisalhamento e do "bulk modulus", os quais sao definidos como

ngG

G() =G + ZGZ- exp <—%> , (3.117)

T5

i=1 i

ng g
K — Koo K,L —_— R 3118
(€= Koo > Kiewp () (3.118)
sendo G e G; referentes ao mdédulo de cisalhamento , K e K; ao "bulk modulus"e TZ-G e TZ-K

os tempos de relaxacao para cada termo da série de Prony.

Inclusao do Efeito da Temperatura

Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior serd usado o principio da superposi¢ao
do tempo-temperatura para descrever a dependéncia da temperatura no modelo, o qual, relem-
brando, para usd-lo o material deve ser termoreologicamente simples e nao devem existir grandes

gradientes de temperatura. Assim, a Eq. 3.111, com efeito da temperatura, fica

#0) = 2000+ [ 260 (1) — 0(€))Ede (3.119)
T {K<g<t>>e<o> - [Kew0 - (f))é<£)d§} I (3.120)

sendo que g (+) é o tempo de redugdo e é definido como

b
o(t) _/Omd& (3.121)

em que A7 (-) é a fungdo deslocamento. A forma usada para fungao deslocamento, chamada
funcao WLF, é

—log [AT (T (t))] = Cgl_ff]gt()t)_—T%) ’

sendo C e C5 sdo constantes materiais e Ty a temperatura na qual foram avaliadas as constantes.

(3.122)

As fungoes de relaxagdo K (t) e G(t), definidas nas Eqs.3.117 e 3.118, podem ser reescritas,

obtendo-se
Glot)—0(8) = Goot » Giexp (—%) : (3.123)
=1 7
K(e(t)—0() = Ko+ ZKK exp (—%) : (3.124)
=1 %

Introduzindo as Eqs.3.123 e 3.124 na Eq.3.119, onde novamente foram usadas as definigoes
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feitas anteriormente para p (t) e S(t), tem-se

B(t) = Kucelt) + Kse(0 /t nf {K exp ( o(t) = 9(5)> } H(€)de, (3.125)
S(t) = 2G. B (1) + 2G.EX0 +2/t§: {G exp < o(t) = Q(§)>}Ed(g)dg, (3.126)
K, = ZK exp (-%?) (3.127)

3.5.3 Determinacao do Tensor Tensao de Kirchhoff Rotacionado

O tensor tensao de Kirchhoff rotacinado 7 no instante n + 1, pode ser representado como
7_-n+1 == anrl I + Sn+1, (3129)

Determinacao da parte deviatérica da tensao

S(t) = 2GoE%(t) 4+ 2GE4(0) + i‘/ot {2Gi exp <—Q(t)7_GQ( )>} a;ad( 5)ds.  (3.130)
=1

i S

Inicialmente, pode-se definir

S(t)(>®) = 2GEt), (3.131)
St© = 26,E%0), (3.132)
) o [ 0(t)— 0(5)\| OB
SORE / {2Gi exp <— - )} " (5)ds, (3.133)
0 TS 05
assim ne
S(t) =8(1)) +81)©@ +> " §(1)®. (3.134)
i=1
Deste modo, no instante ¢,,41,
vt =80 +80, + 3780, (3.135)

=1
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em que
S0 — 2GEZ,,, (3.136)
O — 2G.E (3.137)

) 5() e o(tni1) —0(5)\| OB
Spi1 = /0 {2Gi exp (— e > } 55 (5)ds. (3.138)

Realizando uma mudanca de varidvel dada por
0=10(5) or 5=35(o), (3.139)
com

38_E§d§ = %%d@, (3.140)
= 88—E;ddg, (3.141)

pode-se reescrever a Fq.3.138 da seguinte forma

. On+1 _ 8Ed
S / 2G; LR S do. 3.142
= | { eXp< e 0 (0)do ( )
Pode-se expressar ngi-)&-l como
—(x On — 8Ed
SO / 2G; i d 14
il ; { G exp( TZG 90 (0)do (3.143)
Ont1 _ Ed
+/ {QGi exp <— 'Qn+1G Q)} 88 (0)do. (3.144)
o T; 0

Definindo At = t,41 —ty € 0,41 = 0 (tn41) , tem-se
Ont1 = 0 + Doy, (3.145)

assim, pode-se computar o valor de Ap,, pela integracao da equacao acima, obtendo-se

Doy = 0,1 — 0, = / L (3.146)
On = On+1 On = . AT (T (t)) : .

Usando a Eq.3.145, pode-se chegar a

s Ao on 0, — 0 OE4
50 _ _B0, / e _ d
n+1 eXp( TZ'G ) 0 i €XP TZ'G 6@ (Q) 0
Agn /Qn+1 On — 0 aEd
— 2G; — ——(0)do. 3.147
o 5 ) A {2600 (-2 Tt aa)

)
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ou, reconhecendo o primeiro termo da equagao anterior

< A n \ Q(
SSL_)H = exp <— Tg ) SO 4
On

AN On+1 0, — 0 OE4
— 2G; —=L —(p)dp. 3.148
oo (-5) [ {pnem (-85t) | S0 an

A determinagao da integral Eq.3.148 pode ser feita aproximadamente pela aplicagao da regra

do ponto médio. Neste caso, tem-se

On+1 0, —0\) OE? On = Opql Ont1 OE4
/ {QGi exp (- < )} 8—9(9)659 ~ 2G;exp <_T—G2> / a—g(g)dé)

n 7 n

On = Opyl
= 2G;exp <—"7G”+2> AEY, (3.149)
Ti
em que
AE! =E?,, - EZ (3.150)
Definindo Onyl = Q(tn+%), tem-se
Onil = 00 T D0, 1, (3.151)
concluindo-se que
No, .1 = = /t’”% L (3.152)
T O BT AT |
e Substituindo 3.149 em 3.148 obtém-se
g0 _ 20, 50) 2o ) 5q oty AEZ 3.153
ni1 = €xXp —F n +exp|— TZ-G i €Xp TZ-G - (3.153)
ou, rearranjando o segundo termo
o A _ AV N
S | —exp <—%) SO 4 2@ exp (- ’;*2) AEZ, (3.154)
Ti T3

Os resultados acima podem ser resumidos no seguinte quadro

_(; . Do 1
Sg:_)H = exp (—%) ng) + 2G; exp (— i'g% > AEZ,

com

_ tn+1 1
Boney = )iy Azrandt

[§]

_ [tn 1
Agn - tn+1 AT(T(t))dt
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Determinacao da parte hidrostatica da tensao.

Bt) = Kocelt) + Koe(0) + g /0 t {K exp (—LKQ“) } % syas.

Definindo

pt)> = Kee(t),
p(t)(O) = Kse(0>7

p(t)? = /Ot {K exp (—M) } %(s)ds,

obtém-se a seguinte relagao
nK
p(t) = () +p(t) @ +> " p(t)®.
i=1
Deste modo, no instante t,41

nk

_ _ _(0 _(2

Pn+1 = pgﬂ + pflll + ZPSJ)FP
=1

em que
_7(104?)1 = Kwenii,
(0
pq(ﬁ)q = Kse[)a

€

. tnt1 N _
) _ , o) =03\ %, .
Prnii1 _/0 {KZ €xp < TZ-K 8§(S)d8.

(2)

Nota-se que p,, | pode ser expresso como

ﬁs)ﬂ = /Otn{KieXp<—LKg(§)> %(E)dg

T;

0
[ (225

Usando a Eq.3.145, tem-se

(i) _ Aoy Gt Oni1 — 0\ 9e
Dpy1 = €Xp (—?> pff) +/Q K exp —t_T a_g(g)dé%

n

com
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(3.155)

(3.156)
(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)
(3.162)

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)
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A determinacao da integral na Eq.3.165 pode ser feita aproximadamente pela aplicacao da

regra do ponto médio. Neste caso, obtém-se

On+1 el — de Ont1 = Opyl &n+1 Qe
[ e (-8 b Lt xR (-2 ) [T g

n 1 n

On+1 — Opyl
= K;exp (—%) ANey,. (3.167)
T
Usando a Eq.3.151 deriva-se
ént1 Ont1— 0\ | Oe AV
K; —=2ndl 2 b~ (0)do ~ K; - 2 ) Nep. 3.168
[ oo () o (52) o
Substituindo a Eq.3.168 na Eq.3.165 obtém-se
: A . AN
ﬁgl)ﬂ = exp <—T—§(n> 2% + K; exp (—%) Ney,. (3.169)

Os resultados acima podem ser resumidos no seguinte quadro

. . Do, 1
ﬁff)ﬂ = exp (—%) P + Kiexp (— TP) Aey,

com

tn+1 1
Dot = "7, areray it
€

tn
Doy = 1" 2y at-

3.6 Derivada da Relacao Constitutiva

A derivada da relacao constitutiva em relacéo ao tensor gradiente de deformacao ]f)), conforme
Eq.3.83, no instante ¢, 1 é dada por

- OTn
Dpy1 = 8F—E, (3.170)
ou
- T ms
I[D’I’)’LS Y
kl p) Fk:l

em que o tensor tensao de Kirchhoff rotacionado, conforme Eq.3.129, é definido como

Trt1 = Ini14+Sni1. (3.171)
Entao, aplicando a regra da cadeia na Eq.3.170, obtém-se

- OTpp1 OTpg1 0Bpg1 0C, 1

Dy = = . 3.172
T OF, 1  0E,1 0Cpy OF, ( )
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8-T-n+1

riva-
BIom deriva-se

Para

a'T-n+1 _ aﬁnJrl agnJrl
a]EnJrl a]EnJrl 8En+1‘

eom 5 §() | 5O 50
Sni1=S,71+Sul1+ 205 S

com

svg}:)l = QGOOEZ—FD
Shi1 = 2GE{,

[§]

s o A
Sgﬁrl = exp (—%’l) Sy(zz) + 2G; exp <— QT?%) AEL,

e
= =(00) | (0) (1)
Pn+1 = pno«i1 tPp t Z?:Gln—i—l pr:+1’
com
ﬁgﬁ)l = Koolni1,
_(0
pr,(1_|)_1 = Kse();
e
. . AQ 1
_ yaN _ n+ =
pfj_)H = exp <—T%§(> pg) + K exp (— 7_;2 ) Ney,.
A derivada da parte deviatérica da tensdo fica
5 OEL Dopil\ OAEY
ntl _ 2G oo ==L 4 2G exp | — ng LN
8EnJrl 8EnJrl T; aEnJrl
com
d d d
AE, =E; ., —Ej,
portanto

88ni1 Don1\ OEL,,
= [ 2Go + 2G; - z il
OE 11 ( Goo 2G5 exp ( & OE; 11

(2

Agora, relembrando que

EYt) = Li,E(),

_ {11_ é(I@I)} B(t),

conclui-se que

OE“ 1
Zms — § 5 — —0k0
aEkl kOsl 3 kl9ms

Ja para a derivada da parte volumétrica tem-se

_ Do, .1
8pn-}—l - K 8671-1—1 + K; exp (_ +2) 0le,

OE; 11 O, 11 ¢ ) OEny1’

i
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(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

(3.179)
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com
Nen = €pt1 — €p, (3.180)
entao A
Opnt1 On+] deni1
= | Ko + K; — 2 . 3.181
OEn+1 e ¥ OEn 1 ( )

Relembrado que

= tr[E()], (3.182)
chega-se ao seguinte resultado

de  OE

OEy —  OFEy’
= 0k (3.183)

Para a gg"“ tem-se
OE, 11 0 1 9

= In(Upy1)===—=—In(C,11). 3.184
0Cpy1 0Chq1 8 (Unt1) 20C, 41 8 (Cr1) ( )

A determinagao da derivada acima requer a determinacao de uma derivada do tipo 81(;1)(()().

Este tipo de derivada pode ser generalizada e ser vista como uma derivada de uma funcao
isotrépica. A classe de derivadas de fungbes isotrépicas foi investigada em detalhes por [37] e

[27]. Neste trabalho serd implementada a proposi¢ao apresentada em [27]

3.7 Discretizagcao Espacial do Problema
Resumindo o problema tem-se

Encontrar u,+; € Kinl tal que

F(up41;9)=0 V veVary,

com

F(upy1;v fQ (Wpt1) - VVAQ, — fQo pob - VdQ, — frg t-VvdA,.

Para resolver o problema aplica-se o método de Newton

O valor inicial é o valor anteriormente convergido
u, = u,, E=0
este valor é atualizado
k+1 _
Upi1 = un—|—1 + Au
O valor de AuF ;& encontrado resolvendo a equacao
Jo, A (W) V (Augy,y) - V9 dQ = —F (w45 9).
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(el
(@ (b) (c) r
r —_—

Figura 3.8: Discretizagao do dominio.

3.7.1 Discretizagao por Elementos Finitos de Galerkin

A fim de aplicar o método de elementos finitos, é feita uma particio do dominio €2, em
elementos finitos €.

Como resultado obtém-se

/P(un+1)-V\7on = Z/ P (Uyi1) - V9dQ,, (3.185)
Qo e Yo,
/ pob -V = > / p b - VdQ,, (3.186)
Qo e Qoe

t
o

t-vdA, = / t - VdA,,, 3.187
/ 2 Joonons (3.187)

/ A() V(Augr) Vo d2, = 3 / A(Upi1) V (Atsr) - VE d,. (3.188)
QO e Qoe

Adicionalmente, é feita uma interpolagdo dos campos u(x,,t) e V(x,) no interior de cada

elemento finito €., da seguinte forma

Uni1(Xo) = u(Xo,tnt1) = [N(X,) @41, (3.189)
V(x) = [N(x,)]4", (3.190)

em que
(quH)T = {u1,v1, W1, oo U, Vg, W . (3.191)

em que q 1 representa o vetor de deslocamentos nodais do elemento, s o nimero de nés do
elemento e {u;,v;,w;,i = 1..s} as componentes nodais do campo de deslocamento. [N(x,)] é
a matriz, de funcgdes de interpolacao construidas pelo FEM, que relaciona as componentes do
vetor deslocamento com o vetor dos deslocamentos nodais do elemento.

O gradiente de u, dada a sua discretizagao espacial, é escrito como

o u ou ON(xo)iy,  ONGeiy NG,
dr Oy 0z s 5 ox 4 5 Jy v 5 0z g
N (x0)i N (Xo)4 N (Xo0)i
Vu=| 2 2 & | (o)iy, 52)“1‘ (Xodig, | . (3.192)
ow Jw Jw i=1 | ON(Xo)i, =~ ON(Xo)i, — ON(Xo)i,,.
Jr Oy 0z oz g dy 4 0z v
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Entretanto, a implementagao de tal procedimento é inadequado. Deste modo, é proposto um

mapeamento entre a forma matricial de Vu em uma forma vetorial adequada. Este mapeamento

é tal que
- . [ ON(x0); ]
(Vu)yy 8Né§x ; 0 0
(Va), = S
(Vu)y; % aN? ) 0
(Vu)21 s 0 aNa—zOZ 0 Uq
(Vu)y, | = 0 aNg;‘“? 0 v |- (3.193)
(Vu)ys =t 0 gz(())l aNO Wi
(Vu)z, 0 0 aNa(zO)l
(Vu)32 0 0 égZO)l
| (V) | 0 R
Denotando agora
('?Na();o)i aNé:;o)i BNé;co)i 0 0 0 0 0 0
Gy = 0 0 0 oMol ONp) ONGWk 0 0
BN(xD),' aN(Xo)i 8N(Xo)i
0 0 0 0 0 0 oz dy 0z
(3.194)
e definindo também
G =[G1|Ga| - [Gs],
tem-se
Vuin = Gy, (3.195)
e (3.196)
Vv = G§°. (3.197)

Da mesma forma pode-se escrever o vetor da componentes do 1° tensor tensdo de Piola
Kirchhoff como

]ST — |: Pll P12 P13 P21 P22 P23 P31 P32 P33 i| . (3198)
Aplicando-se as defini¢oes acima na equagao 3.185, chega-se a

| P voan, = [ GTP (ar) a0, - (3.199)
Qoe Qoe

em que pode-se definir

Fint — /Q GTP (a541) dQ0, - (3.200)

Para a equagao 3.186, correspondente ao termo de forga de corpo, tem-se

/ p,b - vdY, = / poNTbdS2,, - §°, (3.201)
Qoe

Oe
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em que b é o vetor correspondente a matriz b e pode-se definir

e

Fb = / poNTbdS,,. (3.202)

e

Para o termo de carga, equacao 3.187, obtém-se

/6 . mrtt-\“/dAoe = /d . NTtdA,, - §°, (3.203)

em que ¢ corresponde a forma vetorial do matriz t e pode-se definir

F! = / NT#dA,,. (3.204)
Q0 NI

Fazendo o mesmo com a equacao 3.188, na qual o tensor de quarta ordem A serd mapeado

para um tensor de segunda ordem A, produz-se o seguinte resultado

/ AUps1) V(Auyyg) - VY dQ,, = / GTA (q¢ 1) GdQQAGE ;- &, (3.205)

o qual pode ser definido por

K = / GTA (¢ ) GdQ,. (3.206)
Qo

3.7.2 Montagem do Problema Global

Introduzindo o operador uniéo U (o) e os operadores montagem A (o) e A (o), associados
€ € €
a obtencao de matrizes e vetores globais, pela adigao da contribuicdo de cada elemento finito,

pode-se definir as seguintes matrizes e vetores globais:

Uni} = Ulden} o {0}=U{a}, (3.207)
{Fm} = A{FI} e [Krl=AKE,

{F} = Ay e {Fp=A{F}
o que possibilita o rearranjo discretizado global das equacoes de equilibrio
Fr].0-{F'}. 0~ {F'}. O=0 vO
e do método de newton
K] AUy - U=—{R}- U VO,

podendo-se definir
{R} — {Fzm‘,} o {Femt} ,

com

pety = {r} + {¥'}.
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Portanto, o problema discretizado global fica

Encontrar U, 41 € Kin¥, tal que
{Firt} —{Ft} =0 vV UeVarl,

e para o Método de Newton

O valor inicial usado é o valor anterior

Ul +1=Uyp, k=0

este valor é atualizado

Upli = Uk +AUE,

O valor de AU¥ , & encontrado resolvendo a equagio
Kr] AUY,, = ~{R).

3.8 Conclusoes Parciais

Modelos nao lineares costumam ser muito mais onerosos computacionalmente do que os
lineares. Como a maioria destes problemas é resolvida por métodos numéricos iterativos, o ponto
critico geralmente ¢ o célculo do valor da correcao. No método de Newton o cdlculo desta corregao
leva ao cédlculo de uma derivada de um tensor de segunda ordem, obtendo como resultado um
tensor de quarta ordem. Quando isto acontece a manipulagao dos indices destes tensores exige
um maior cuidado, além de que, o nimero de operacoes de uma iteracao aumenta quase que
exponencialmente. Além disso, um mal condicionamento do médulo tangente global pode causar
diversos problemas, como o aumento do numero de iteracoes até a convergéncia ou, até mesmo,
a nao convergéncia do problema. Com isso, vdrias simplificagoes se fazem necessdrias, todas elas
visando ganhos computacionais. A teoria usada para descrever a temperatura é um exemplo. No
entanto pode-se perder em precisao e no campo de aplicagao do modelo. Entretanto, ganha-se
em velocidade. Dependendo da situacao, quando nao se possui muito tempo, isto é totalmente
aceitdvel. Assim, deve-se saber definir qual a necessidade e quais as simplificagbes que podem
ser feitas, para que o modelo nao fique muito demorado para analisar e também nao perca a

precisao.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Introducgao

Modelos matemédticos devem ter uma validacao para comprovar sua aplicabilidade. Por isso
faz-se necessario uma comparagao entre seus resultados e outros resultados, estes sendo tedricos,
experimentais, numeéricos, etc. Para realizar tal tarefa foram implementados os modelos, pro-
postos nos capitulos anteriores, em um cédigo fonte de elementos finitos em linguagem Fortran.
Com isso foram gerados resultados que puderam ser comparados. A estratégia usada foi uma
comparacao de modelos simples evoluindo-se para modelos mais complexos.

O modelo viscoeldstico linear foi o primeiro a ser validado. Seus resultados foram comparados
aos resultados do software comercial ANSYS. Em seguida, foi testado com problemas mais
complexos, visando verificar sua robustez. Para o modelo viscoeldstico nao-linear, como nao
se possufa nenhum dado para sua comparagao, usou-se os resultados do modelo linear. Foi
considerado que se seus resultados deveriam ser iguais para pequenas deformacoes e divergiram
com o aumento das deformacbes. Continuando, foram testados sua robustez, capacidade de
reproduzir fendmenos viscoeldsticos e outros aspectos relevantes.

Os valores utilizados para os pardmetros viscoeldsticos foram arbitrariamente escolhidos.
Isto se deve ao fato de que existe uma dificuldade muito grande em consegui-los, tanto na
literatura quanto experimentalmente. Também, como a principal estratégia foi a comparagao

entre modelos numéricos, os valores destes pardmetros nao foram relevantes.

4.2 Viscoelasticidade Linear

A fim de validar o modelo viscoeldstico linear, este foi programado em Fortran e foi com-
parado com a solugdo do ANSYS. O programa foi feito usando a hipétese de axisimetria e foi
usado um elemento triangular de segunda ordem. Nestes resultados serd analisada apenas a
fluéncia do material, que é um fenomeno viscoeldstico. Por isso cabe salientar que as forgas
aplicadas ao longo do tempo sao todas constantes.

Inicialmente foi usado um problema simples, apenas para validar o modelo. Quando a

solugao do modelo convergiu para a solugdo do ANSYS, passou-se para problemas um pouco

89



CAPITULO 4. RESULTADOS 90

mais sofisticados, com malhas maiores, pontos de concentracao de tensao, tipos de carregamentos

e vinculos diferentes, etc.

4.2.1 Validagao do Modelo Viscoelastico Linear

A estratégia usada para validar o modelo foi, como dito anteriormente, comparar a solu¢ao do
programa com a solugao do ANSYS. Procurou-se um problema o mais simples possivel para que
se pudesse ter uma nocao exata do que estava acontecendo e uma maior facilidade em encontrar

e corrigir erros. A Fig.4.1 mostra o problema que foi utilizado.

y(mm)

/ p=900 N/mm

1 > z(mm)
Figura 4.1: Problema usado para validar o programa.

A malha utilizada foi a mais simples possivel. A Fig.4.2 mostra a malha e a disposi¢ao dos
nés. O deslocamento do né 9 ao longo do tempo serd utilizado como varidvel de comparacao na

validagao.

Figura 4.2: Malha utilizada para o problema usado para validar o programa.

As constantes referentes a temperatura foram as seguintes

Ty = 40 °C
C1=6,3
Cy = 67 °C
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A validagao foi dividida em trés etapas:

e Validacao da parte deviatorica

e Validacao da parte volumétrica

91

e Validacao das partes deviatdrica e volumétrica

Validagao da Parte Deviatérica

Primeiramente, fez-se a validacao somente da parte deviatérica do problema, fazendo a parte

volumétrica constante. Para tal, foram utilizados os seguintes dados para o problema

Goo = 498 M Pa
Gy = 565,52 M Pa
Ga = 0,05 MPa
Gs = 232,21 MPa
G4 = 146,13 MPa
Gs = 0,08 MPa

Ko = 3365 M Pa

¢ = 3837 s
7§ = 6161 s
7$ = 36073 s

¢ = 258970 s
TS = 342264 s

Foram analisados problemas com temperaturas igual, maior e menor que a temperatura

de referéncia. A Fig 4.3 mostra os resultados encontrados. Pode-se verificar que a fluéncia do

material pode ser bem observada, onde tem-se um aumento do deslocamento ao longo do tempo,

resultante da aplicagdo de uma forga na forma de degrau em ¢ = 0 s, a qual foi mantida fixa.

Verifica-se que apds um certo tempo caracteristico o deslocamento atinge um valor constante.

o

o

>
|

0.05

0.04

Deslocamento (mm)

0.03

o
o
N}

\\\\\{‘-\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\

Prog. s/Temp

Ansys s/Temp
Prog. Temp=50°
Ansys Temp=50°
Prog. Temp=35°

bheked

Ansys Temp=35°

0

400000 800000

1200000 1600000 2000000

Tempo (s)

Figura 4.3: Validacao da parte deviatérica do modelo.

Validagao da Parte Volumétrica

Em seguida, houve uma inversao de valores. Agora somente a parte volumétrica foi levada em

conta, considerando a parte deviatdrica constante. A seguir sdo apresentados os dados utilizados

no problema
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Goo =498 MPa Ko = 3365 M Pa
K1 = 466,25 MPa 75 = 40000 s

Ky =746 M Pa & =120000 s
K3 =279,75 MPa 7 =100000 s
K4 =373 MPa 5 = 50000 s

Novamente, analisou-se o modelo para temperaturas igual, maior e menor que a temperatura
de referéncia. Os resultados encontrados sao demonstrados na Fig. 4.4. Novamente é notada

claramente a fluéncia do material e a tendéncia a um valor caracteristico.

0.070 —

0.065

Modelo Temp. Ref.

Deslocamento (mm)

Ansys Temp. Ref.
0.060
Modelo Temp=45°C
Ansys Temp=45°C

Modelo Temp=35°C

+
‘Aﬁ
X
——

Ansys Temp=35°C

““7"““A“‘“““““““““

0.055 \\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘

0 400000 800000 1200000 1600000 2000000
Tempo (s)

Figura 4.4: Validagao da parte volumétrica do modelo.

Validagao das Partes Deviatérica e Volumétrica

Finalmente, o modelo foi validado com as duas partes, deviatérica e volumétrica, sendo

utilizadas juntas. Os dados deste problema sao apresentados a seguir

Goo = 498 M Pa Ko = 3365 M Pa
G1=197,61 MPa 7 = 36073 s

Go = 357,58 MPa 7§ = 258970 s
G3 =385,81 MPa 7§ = 342264 s
Ky = 652,75 MPa 75 = 400000 s
Ky =1212,25 MPa 74 = 300000 s

A Fig. 4.5 mostra os resultados encontrados. Cabe relembrar que foram analisados casos
com a temperaturas igual, maior e menor que a temperatura de referéncia. Neste exemplo os
valores encontrados referem-se & combinacao das partes deviatérica e volumétrica, ficando ébvio
que se a fluéncia ficou bem caracterizada nas partes deviatérica e volumétrica, individualmente,

também devem ser assim quando combinadas, o que pode ser observado.
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o
S
N

|
X

E 0% XX
0.06
z 1
e X
E oos — /
° 1 y
c 1
Q | >
g 7 2
o 1
S 004 —+—  Modelo Temp. Ref.
§ R —/\— Ansys Temp. Ref.
E —>— Modelo Temp=45°C
0.03 Ansys Temp=45°C
:M —¥— Modelo Temp=35°C
] —(>—  Ansys Temp=35°C
0'027\\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\‘
0 400000 800000 1200000 1600000 2000000

Tempo (mm)

Figura 4.5: Validagao das partes deviatérica e volumétrica juntas.

4.2.2 Outros Problemas

Com o modelo validado passou-se para testes um pouco mais sofisticados. Estes problemas
visam testar a robustez, versatilidade, confiabilidade, dentre outros aspectos do modelo. Os
problemas apresentados a seguir buscam representar problemas encontrados em nosso cotidiano,

buscando demonstrar assim a utilidade do modelo.

Anel Submetido a Pressao Interna

Considere um anel de se¢do retangular submetido a uma pressao interna como mostrado
na Fig. 4.6. Este anel foi analisado para verificagao de sua fluéncia, portanto o carregamento
ilustrado é na forma de degrau. Também, na mesma figura pode-se visualizar a malha utilizada.
Neste problema o que se procura verificar € como o modelo funcionaria quando uma malha maior
é utilizada. Portanto a geometria ainda continua a ser simples, aumentado-se apenas o nimero

de elementos.
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Figura 4.6: Anel submetido & pressao interna.

As constantes referentes & temperatura sdo as mesmas utilizadas no problema anterior.
Quanto aos valores do médulo de cisalhamento e do "bulk modulus”, foram os mesmos utilizados
para a validacao da parte deviatérica do problema.

Como resultado, na Fig. 4.7, pode-se ver como o deslocamento evoluiu no tempo. No
tempo t = 40 s hd uma deformacao instantanea, o que ja era esperado. Nos instantes iniciais
acontece uma maior evolugao do deslocamento, enquanto que, ji na metade do tempo da anilise,

praticamente jé existe uma convergéncia de valores, i.e., ocorre a saturacao da fluéncia, ficando
o campo de deslocamento estabilizado.

t=0s t=150.000 s t=100.000 s t=200.000 s

Deslocamento (mm)

0,0299
I0,0266
0,0232
-0,0199
10,0166
. 0,0133
-0,0099
I0,0066
0,0033
0,0000

t=1500.000 s t=1.000.000 s t=2.000.000 s

Figura 4.7: Evolugao do deslocamento no anel.
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O fendmeno apresentado na Fig.4.7 pode ser melhor entendido com a ajuda da Fig. 4.8.
Nesta figura sao apresentados os deslocamentos referentes aos pontos marcados na malha do anel,
conforme pode ser observado na Fig. 4.6. Como na Fig.4.7, pode-se ver um maior crescimento
dos valores do deslocamento nos instante iniciais e uma tendéncia a um certo valor estabilizado no
final da andlise. Verifica-se também, como esperado, que o campo de deslocamento ¢ homogéneo

com relacao ao eixo y de axisimetria.

o
Q
@
o
|

] Q,,,,e,,,gfféffqef——«}—f@
i -
i P
_o—
i .
i pe
i o
0.026 —
E . ¢ % >
g >
2 ] >
= i
IS 0.022 i/ ) .
8 K
=} | X
: 1 X - 77#**6**#*%74}74}7%
1 e
i /,/4)
0.018 — e o s
1 /yr N\ s
] g —<— PontoB
] / —<— Ponto C
4/
oo L B B |
0 400000 800000 1200000 1600000 2000000
Tempo (s)

Figura 4.8: Fluéncia em alguns pontos do anel.

Polia

Este exemplo visa analisar a confiabilidade do modelo quanto a uma geometria mais complexa
e a existéncia de pontos concentradores de tensao. Para tal foram utilizados o modelo e a malha
apresentados na Fig. 4.9. Novamente a forga ilustrada é na forma de degrau. As constantes
referentes & temperatura e aos médulos de cisalhamento e "bulk modulus"continuam sendo as

mesmas utilizadas no problema anterior.
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Figura 4.9: Modelo geométrico e malha da polia.

A Fig. 4.10 mostra como fica a polia deformada no instante final da analise. Cabe relembrar
que a deformagao ilustrada é a do final da andlise, sendo que, se retirado o carregamento, pelo
modelo matematico utilizado, este tende a retornar & sua configuracdo inicial.
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Figura 4.10: Polia deformada.

A mesmas consideractes realizadas no problema no anel sdo pertinentes neste problema.
Ocorre uma deformagao instantdnea no instante ¢t = 40 s, seguido de uma deformacao ao
longo do tempo, que é maior nos instantes iniciais e vai diminuindo seu incremento com o
passar do tempo, tendendo a um valor constante, como pode ser observado na Fig. 4.11. Um
fato importante é que a partir de instante ¢ = 1.000.000 s o valor do deslocamento comeca a

convergir.
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t=0s t=100.000 s

Deslocamento (mm)

0,0659
I0,0586
10,0512
"0,0439
10,0366
10,0293
10,0219

0,0146
0,0073
t=1.000.000 s t=2.000.000 s 0,0000

Figura 4.11: Evolucao do deslocamento na polia.

Os pontos de concentragao de tensdo eram os mais preocupantes deste problema. A Fig. 4.12
mostra a fluéncia nos pontos identificados na Fig. 4.9. Os pontos B e C sao pontos localizados
onde ocorrem concentracoes de tensao. Verifica-se que seu comportamento nao é distorcido pela

concentracao de tensao destas regioes.
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Figura 4.12: Fluéncia em alguns pontos da polia.

4.3 Viscoelasticidade Nao-Linear

Analogamente ao que foi feito para o modelo viscoeldstico linear, foi programado em FOR-
TRAN o modelo viscoeldstico nao-linear. Foram usadas, também, a hipdtese de axisimetria e o
elemento triangular de segunda ordem. Os carregamentos usados foram configurados de varias

formas diferentes, conforme o caso analisado. Os parametros viscoeldsticos usados foram
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Goo = 100 MPa Ko =500 M Pa
G1 =130 MPa 7¢ =6,3s

4.3.1 Validacao do Modelo Viscoelastico Nao-Linear

A validagao foi realizada usando o mesmo problema e a malha usados para validar o modelo
linear, que podem ser vistos nas Fig. 4.1 e 4.2 respectivamente.

Inicialmente foram comparados os resultados do modelo linear, que considerou-se como certo,
e o resultado do modelo nao-linear. Para este caso foi usado um carregamento na forma de
deslocamento prescrito em forma de rampa. Este deslocamento foi aplicado nos nés 3,6 € 9 e na
diregdo de y negativo. O valor deste deslocamento prescrito variou de 0 a 0,3 mm. Gerou-se
entao um gréfico de tensao por tempo, conforme pode ser visto na figura 4.13. Nesta figura
pode-se verificar que nos instantes iniciais os resultados se confundem. Com o passar do tempo
estes comegam a divergir, como era esperado. Isso acontece porque o modelo nao-linear, a partir

de um certo ponto, comeca a assumir a sua nao-linearidade.

120
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B
o
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—&—  Modelo N&o-Linear
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0 5 10 15 20 25 30
Tempo(s)

Figura 4.13: Comparagao entre os programas linear e nao-linear.

O proéximo teste realizado foi a verificacao da existéncia da relaxacao no modelo. Novamente
foi usado um carregamento na forma de deslocamento prescrito com a configuracao do teste
anterior. No entanto o deslocamento, agora, é na forma de escada, com o valor de 3 mm. Na
Fig.4.14 pode-se verificar a relaxacao. Este comportamento é caracterizado por um valor inicial
de tensao, onde este valor vai decrescendo com o tempo, tendendo a um valor constante, como

pode ser observado.
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140
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Figura 4.14: Relaxagao do problema usado para validagao do modelo nao-linear.

Finalmente, foi realizado um teste de fluéncia. Neste teste foi usado o mesmo carregamento
que o do problema linear, ou seja, um carregamento constante na direcao de x positivo, como
pode ser visto na Fig.4.1. A Fig 4.15 mostra o resultado encontrado. Como era esperado tem-se
uma deformacdo instantanea, que com o passar do tempo aumenta até um determinado valor

tornando-se constante.
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Figura 4.15: Fluéncia do problema usado para validacao do modelo nao-linear.

4.3.2 Outros Problemas

Os resultados encontrados anteriormente para o modelo nao-linear foram considerados satis-
fatérios, onde o modelo comportou-se conforme o esperado. Outros problemas, um pouco mais

complexos, foram realizados para verificar determinados aspectos do modelo.
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Corpo de Prova

Primeiramente usou-se um modelo axisimétrico, que poder ser visto na Fig. 4.16, para
simular um corpo de prova de um ensaio de tracao ou compressao. Este problema visou testar

a robustez do modelo, ou seja, os limites de deformacao em tracao e compressao.

y(mm)
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(a) (b)

Figura 4.16: Corpo de prova usado em um ensaio de tragao ou compressao e sua malha.

Inicialmente foi aplicado um deslocamento prescrito em forma de rampa simulando um ensaio
de compressao. A Fig. 4.17 mostra o resultado encontrado. Nela tem-se um aumento rapido
do valor da tensao, com o aumento do valor do deslocamento, tendendo a um valor assintético.
Pode-se ver que o valor do deslocamento ¢ muito alto, chegando a um valor maior que de 70%
de deformagao. Em seguida, invertendo-se a direcao do carregamento, simulou-se um ensaio de
tracao, conforme pode ser visto na Fig. 4.17. A tensao, agora, aumenta a uma taxa menor que
no ensaio de compressao. Com isso, tem-se valores maiores ainda de deformacao. Para este caso
chegou-se a valores de 100% de deformagao. Todavia, constatou-se que poderiam ser alcangados

valores bem maiores de deformacao.
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Figura 4.17: Simulacao de um ensaio de tragao e compressao.

Polia IT

Finalmente, testou-se a robustez do modelo quanto a sua geometria e a pontos de concen-
tragao de tensao. Como o problema da polia, usado no modelo linear, demonstrou-se muito
abrangente, usou-se uma geometria similar para o modelo nao-linear, Como pode ser visto na
Fig. 4.18.

ININCS,
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\ I \ \ ] \ \ I \ \ >
15 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 z(mm)
Figura 4.18: Modelo geométrico e malha da polia II.

A Fig. 4.19 mostra a polia deformada no instante final da andlise. Como o carregamento
aplicado foi na forma de deslocamento prescrito na forma de degrau, esta deformagao é constante

ao longo na andlise, havendo assim uma variagao no campo das tensoes.
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Figura 4.19: Polia II deformada.
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A variagdo do campo de tensoes ao longo do tempo pode ser vista na Fig. 4.20. Como era

esperado, houve uma reducao dos valores do campo de tensoes ao longo do tempo. No entanto,

esta reducao é bem maior nos instantes inicias. Isto pode ser verificado analisando as figuras

nos instantes t =0 s,t{ =5 s et = 10 s, onde ha apenas uma variacao de tempo pequena e uma

grande variacdo no campo de tensoes.

Por outro lado, se analisarmos as figuras nos instantes

t =10 s et =40 s, a variagao de tempo é maior enquanto que a variacdo do campo de tensoes

é menor, tendendo a um valor constante.
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Guonises (MP@)

16,56
14,72
12,88

11,04

Figura 4.20: Variagdo do campo de tensoes ao longo do tempo.

9,20
7,36
5,52
3,68
1,84
0,00

Analisando-se determinados pontos da polia II, pode-se verificar melhor este fenémeno, como

pode ser visto na Fig. 4.21. A posi¢ao destes pontos podem ser encontrados na Fig. 4.18. Nes-

tas curvas fica bem caracterizado o fendmeno da relaxacao de tensoes, inclusive em pontos de

concentracao de tensao. Verifica-se diferentes valores para a tensao, mas o mesmo comporta-

mento, é observado em todos os pontos que consiste em uma tendéncia comum para um campo

de tensoes constantes, onde esta estabilizacao dos valores de tensao ocorre, aproximadamente,

no mesmo instante de tempo.
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Figura 4.21: Relaxacao em alguns pontos da polia II.

4.4 Conclusoes Parciais

Os resultados encontrados foram todos considerados satisfatérios e dentro do esperado. Para
o modelo viscoeldstico linear, seus resultados foram exatamente iguais ao do software usado.
Mesmo variando-se os parametros viscoeldsticos e aplicando diferentes temperaturas, os resul-
tados foram iguais. Posteriormente, aumentando-se a malha e gerando geometrias diferentes,
inclusive com pontos de concentracao de tensao, foram analisadas as questoes comportamentais
e fenomenoldégicas viscoeldsticas e todas responderam muito bem. No entanto, limitacoes foram
encontradas, principalmente devido ao uso de séries de Prony para descrever a evolugao dos
parametros viscoeldsticos ao longo do tempo. Se analisarmos uma curva de fluéncia podemos
verificar que pode-se apenas reproduzir os comportamento da fluéncia priméria e secundéria, e
nao a fluéncia tercidria. Contudo, isto nao se torna um problema enquanto falamos em pequenas
deformacgoes.

No modelo viscoeldstico nao-linear foram mais levados em conta os aspectos comportamentais
e fenomenolégicos viscoeldsticos. Isto porque nao foram encontrados resultados viscoeldsticos
que poderiam ser considerados capazes de uma comparacao eficiente, pois geralmente faltavam
os parametros viscoeldsticos. Todavia, comparando-se com os resultados do modelo viscoeldstico
linear, considerou-se que os resultados estavam qualitativamente consistentes. Os demais testes
ressaltaram mais ainda sua potencialidade. Mas, como dito, o uso de série de Prony causa uma
dificuldade de representacao da fluéncia tercidria, o que é relevante para grandes deformagoes.
Para a representagao da fluéncia tercidria é necessaria a introdugao de uma teoria de dano. Com a
introdugao de uma varidvel de dano adequada consegue-se representar a fluéncia tercidria devido
a evolucao da tensao efetiva, corrigida pelo dano. A introducdo de uma teoria de dano é sem
divida um dos trabalhos futuros que se pretende realizar.

Outro fator que dificultou uma andlise melhor dos modelos foi a velocidade de processa-

mento dos computadores utilizados, principalmente para o modelo nao linear. Com o aumento
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do numero de nés, conseqiientemente dos graus de liberdade, e dos pardmetros viscoeldsticos, as
andlises tornavam-se exponencialmente onerosas, causando dificuldade na geracao de resultados.
Entretanto, uma melhor andlise destes modelos, principalmente para o modelo de grandes de-
formacoes, devem ser realizadas. A comparacdo também deveria ser realizada com dados mais

confidveis, como resultados tedricos e experimentais.



Capitulo 5
Conclusao

Inicialmente, quando do inicio deste trabalho, pensou-se apenas em apresentar um modelo
viscoelastico de pequenas deformagoes. No entanto, viu-se a possibilidade de propor um modelo
viscoeldstico para grandes deformacoes. Para tal, existiram alguns passos antes de se propor
este modelo.

Primeiramente procurou-se conhecer melhor o comportamento dos polimeros. Quando deste
estudo verificou-se que vérios fatores sao relevantes em seu comportamento, tais como sua estru-
tura molecular, seu processo de fabricacao, sua temperatura de trabalho, etc. Pequenos fatores
que podem parecer ndo interferirem em seu comportamento, podem ter um resultado muito
além do esperado. Outro ponto importante é como podem ser caracterizadas e determinadas
suas propriedades. Verificou-se que, para polimeros, pode-se classificar as propriedades como
de curta duragdo ou instantaneas e as de longa duragao ou viscoeldsticas. As propriedades
de curta duragao podem ser avaliadas em ensaios ji conhecidos, como o ensaio de tracao, por
exemplo. Estas propriedades tém um valor mais a fim de comparacao entre os polimeros. J&
as propriedades de longa duragao sao determinadas em ensaios especificos para polimeros. Os
modelos viscoeldsticos costumam usar estas propriedades.

Em seguida, antes de se propor o modelo viscoeldstico para grandes deformagoes, julgou-se
necessdrio um conhecimento maior do fenémeno de viscoelasticidade. Entao foi desenvolvido
um modelo viscoeldstico linear, com base no modelo usado pelo software ANSYS. Neste estudo
pode-se conhecer melhor os fendomenos viscoeldsticos, como a fluéncia, a relaxacdo de tensao,
etc. Foi visto também que materiais viscoeldsticos sao conhecidos como materiais com memdoria,
ou seja, sao materiais que possuem a habilidade de retornar ao seu estado inicial mesmo apds
sofrerem uma deformagao ineldstica. Varios modelos sdo propostos na literatura para descre-
ver o comportamento viscoeldstico. Um tipo muito encontrado na literatura sao os modelos
do tipo mola-amortecedor. Também pode-se desenvolver outro modelo usando o principio de
superposicao de Boltzmann. No entanto, todos estes modelos possuem basicamente a mesma
forma final, onde sao compostos por uma parte instantanea ou eldstica e uma parte dependente
do tempo ou viscosa. Contudo estes modelos sdo unidimensionais. Assim, foi proposto que a
forma encontrada para o modelo viscoeldstico unidimensional poderia também ser usado em um
modelo tridimensional, mudando-se apenas as medidas escalares por tensoriais. Um fator sim-

plificador no modelo foi a consideragao de um material termoreologicamente simples, podendo

105
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assim ser usado o principio de superposi¢ao tempo-temperatura. Caso nao fosse assumida esta
hipétese o modelo iria se tornar muito mais complicado. A consideracao do uso de séries de
Prony para descrever os médulos de cisalhamento e o "bulk modulus"também pareceu muito
eficiente, pois com isso conseguiu-se facilmente avaliar as integrais das quais eles faziam parte.
Com isso chegou-se a0 mesmo modelo que o software ANSYS, exceto pelo fato de que seu modelo
considera que a deformagao no instante de tempo ¢t = 0+ é igual a 0. Isto ndo parece muito
coerente, pois, como foi utilizado, a deformacao no instante de tempo ¢t = 0+ é a deformacao
eldstica do material.

Finalmente, pode-se propor o modelo viscoeldstico para grandes deformacoes. Um dos prin-
cipais cuidados foi a escolha de medidas de tensdo e deformacao que fossem invariantes ao
observador. Caso essa premissa nao fosse satisfeita, observadores em postos distintos poderiam
ver de forma diferente o mesmo resultado. Uma vez escolhido um par conjugado que satisfizesse
o principio da invaridncia do observador, este foi aplicado ao mesmo modelo que o usado em
viscoelasticidade linear. A tnica mudanca foi a troca das medidas de tensao e deformacao linear
por medidas de tensao e deformacao para grande deformagoes. O tnico problema encontrado
foi que devido ao uso de série de Prony para descrever o médulo de cisalhamento e o "bulk mé-
dulo"n&o é possivel a representacao da fluéncia tercidrio do modelo. Para o modelo de pequenas
deformacoes isso nao causou nenhum problema, mas para o de grandes deformagoes, nas quais
pode-se alcancar este nivel de fluéncia, isto pode ser um problema. Para isto é necessdrio a
introdugao de uma teoria de dano, como ja mencionado.

Os modelos viscoeldsticos apresentados foram programados em linguagem Fortran e com-
parados com outros tipos de resultados. Para o modelo viscoeldstico linear pode-se considerar
a comparagao feita suficiente, pois acredita-se que o modelo do software ANSYS pode ser con-
siderado confidvel. J4 para o modelo viscoeldstico nao-linear os testes feitos foram mais quali-
tativos que quantitativos. Isso aconteceu devido a falta de dados comparativos para problemas
de grandes deformagbes. Apesar disto, pode-se considerar que o modelo nao-linear apresen-
tou resultados satisfatérios, podendo-se, futuramente, serem comparados a resultados tedricos e

experimentais.
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