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Resumo

O conceito de distributividade em anéis e moédulos vem sendo es-
tudado desde a década de 70, veja por exemplo [11]. Em [8], Lomp e
Sant’Ana obtiveram resultados a respeito da distributividade no reti-
culado dos subcomddulos de uma coalgebra, vista como um comédulo
sobre si mesma, a partir de resultados sobre a distributividade em anéis
e modulos. Com base nesse artigo, temos o que segue.

Seja C' uma coélgebra sobre um corpo k. Dizemos que C é uma
coalgebra distributiva & direita se o reticulado dos coideais a direita de
C é distributivo. Neste trabalho mostraremos que isto é equivalente &
dizer que C' é uma coalgebra distributiva a esquerda, isto é, o reticulado
dos coideais a esquerda de C' é distributivo. Portanto, uma coalgebra
é dita distributiva se é distributiva a direita ou a esquerda. Nosso
principal objetivo é caracterizar codlgebras distributivas em termos de
coalgebras de cadeia a direita, que sao coalgebras em que o reticulado
dos coideais a direita é totalmente ordenado por inclusao.
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Abstract

The concept of distributivity in rings and modules has been studied
since 70’s years, see for example [11]. In [8], Lomp and Sant’Ana
obtained results about distributivity in the lattice of subcomodules of
a coalgebra, the last seens as a comodule over itself, from results about
distributivity in rings and modules. Using [8], we have the following.

Let C be a coalgebra over a field k. We say that C' is a right distri-
butive coalgebra if the lattice of right coideals of C' is distributive. In
this work we will show that it is equivalent to say that C' is a left distri-
butive coalgebra, that is, the lattice of left coideals of C' is distributive.
Hence, a coalgebra is distributive if is right or left distributive. Our
main goal is characterize distributive coalgebras in terms of right chain
coalgebras, these are coalgebras whose lattice of the right coideals is
linearly ordered by inclusion.
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Introducao

A discussao de propriedades e da estrutura de coalgebras e como-
dulos a partir da teoria de moédulos vem assumindo grande papel ulti-
mamente. Neste espirito, em 2007, Lomp e Sant’Ana obtiveram uma
caracterizacao de distributividade no reticulado dos subcomédulos de
uma coalgebra, vista como comédulo sobre si propria, em termos de
coalgebras de cadeia (veja [8]). Tal caracterizagdo é uma versao coal-
gébrica de um resultado de moédulos provado neste mesmo artigo, para
a prova deste teorema sao usadas duas caracterizacoes de modulos dis-
tributivos, uma delas em termos de submodulos devida a Stephenson
(1972), veja [11] e a outra caracterizagao a nivel de elementos devida a
Ferrero e Sant’Ana (2003), veja [4].

Fica também um sentimento de que algumas idéias para este ar-
tigo surgiram a partir do artigo [2]. Em tal artigo, os autores definem
coalgebra serial & direita como sendo uma codalgebra em que os seus
comodulos a direita injetivos e indecomponiveis sao unisseriais. Mais
ainda, uma coalgebra serial & direita e a esquerda é chamada unisse-
rial se os fatores da série de composicao de cada comodulo injetivo
e indecomponivel sao isomorfos. Portanto, coalgebras de cadeia sao
coalgebras unisseriais.

O nosso principal objetivo neste trabalho é mostrarmos a caracteri-
zagao para coalgebras distributivas em termos de coalgebras de cadeia,
dada em [8] e isto é feito no Capitulo 4, que é o “corac¢ao"desta disserta-
¢ao. No tltimo capitulo, fazemos um importante exemplo de coalgebra
de cadeia, a coalgebra da poténcia dividida. Mostramos ainda um re-
sultado que nos da algumas propriedades de uma coalgebra de cadeia.
No entanto, nao fazemos todos os pré-requisitos deste resultado com
detalhes, uma vez que este ndo é nosso objetivo. Em [8], os autores
caracterizam as coalgebras de cadeia.

Nos capitulos anteriores, percorremos o caminho para chegar ao
objetivo principal. No Capitulo 1, fazemos alguns pré-requisitos para o



entedimento do trabalho, estudamos um pouco sobre a categoria o[M],
a envoltoéria injetiva e o socle de um moédulo M.

No Capitulo 2, desenvolvemos um pouco sobre a teoria de coalge-
bras e comodulos. Este capitulo nao é considerado pré-requisito, pois
a estudante necessitou estudar resultados sobre codlgebras bem como
comodulos para desenvolver este trabalho. Neste capitulo, apresenta-
mos a defini¢cao de coalgebras e alguns exemplos. Também estudamos
subcoalgebras, codlgebras quociente e a algebra dual. Na secao de co-
modulos, apresentamos a definicao e alguns exemplos de como6dulos e
também vemos subcomoddulos, comédulos quociente, moédulos racionais
e comodulos simples e injetivos. Destacamos a importancia do isomor-
fismo entre as categorias dos comodulos & direita sobre uma coalgebra
e dos modulos & esquerda racionais sobre a algebra dual desta coalge-
bra. Tal isomorfismo é muito importante para o trabalho, uma vez que
nos permite usarmos resultados da teoria de médulos para obtermos
resultados em comoédulos.

No Capitulo 3, introduzimos as nogoes de reticulados, reticulados
distributivos e modulares e depois particularizamos a definicao de dis-
tributividade para o reticulado dos submoédulos de um moédulo e para
o reticulado dos ideais & direita (& esquerda) de um anel. Apresenta-
mos aquelas duas importantes caracterizacoes de médulos distributivos
citadas inicialmente: via submoédulos, devida a Stephenson e a outra
a nivel de elementos, devida & Ferrero e Sant’Ana. Também apresen-
tamos uma caracterizagao importante para o Capitulo 4 que relaciona
a distributividade de um moédulo com a distributividade no anel dos
endomorfismos deste modulo.

O que farfamos, caso houvesse mais tempo, seria estudar a parte do
artigo [8] em que os autores caracterizam coalgebras de cadeia infinito
dimensionais como duais finitos de dominios de cadeia noetherianos,
veja ([8], Proposition 5.3). Além disso, mostraram que duais finitos
de anéis de séries formais (em uma variavel) com coeficientes em uma
dlgebra de dimensao finita sobre um corpo sao exemplos de codlgebras
de cadeia. O artigo também possui uma pergunta, em aberto, veja ([8],
p.592). Uma outra pergunta que podemos fazer é “como caracterizar a
distributividade em um comoédulo qualquer sobre uma coalgebra?"

Neste trabalho, consideramos conhecidas as teorias de grupos, anéis,
modulos e algumas nogoes basicas de categoria.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, desenvolvemos alguns resultados necessarios para o
entendimento do que segue e principalmente para provarmos o Teo-
rema 4.16, um dos principais teoremas desta dissertagao. Comegamos
estudando a categoria o[M] e algumas de suas propriedades, retorna-
remos & mesma no Capitulo 2. Em seguida, vemos alguns resultados
sobre a envoltéria M-injetiva de um modulo e algumas propriedades de
modulos M-injetivos. Finalmente, apresentamos a definigao e algumas
propriedades do socle de um modulo.

Primeiramente, fixamos algumas notagoes que serao utilizadas ao
longo de todo o trabalho. Denotamos por £ um corpo e por R um
anel nao necessariamente comutativo com unidade. Consideramos R-
modulos a esquerda, quando nada for dito ao contrario e denotamos por
R-Mod, a categoria dos R-moédulos & esquerda. Escrevemos N < M
para dizer que N é um submoédulo de M. Além disso, para quaisquer
R-modulos N e P, denotamos o grupo abeliano dos R-homomorfismos
de N em P por Hom(N, P).

Para um conjunto de indices I tal que N; = N para todo i € I,

escrevemos N ) para denotar @ N; e NI para [] N, respectivamente
icl i€l
soma direta e produto direto do R-médulo V.

As defini¢oes e resultados deste capitulo sao baseados principal-
mente na referéncia [14], entretanto utilizamos também [1] e [5].



1.1 A categoria o[M]

Nesta secdo, apresentamos a categoria o[M] e suas principais pro-
priedades. Primeiramente, recordamos as defini¢oes de geradores e sub-
geradores de um R-moédulo.

Definigao 1.1 Sejam M e P dois R-mddulos. Dizemos que P é M-
gerado se existem um conjunto de indices () e um epimorfismo ¢ :
M® — P. Dizemos que M é gerador para P.

Definigao 1.2 Dados M e P dois R-mddulos, dizemos que P é M-
subgerado se existem um conjunto de indices 2 e um epimorfismo ¢ :
M® — P’ para algum R-mddulo P' que contenha P. Dizemos que M
€ subgerador para P.

Dado um R-moédulo M, a categoria de todos os R-modulos que sao
M-subgerados é denotada por o[M]. Logo, dizer que um R-médulo P
é M-subgerado é equivalente a dizer que P € o[M]. Aqui, chamamos
a atencao, pois em todo o capitulo Obj(c[M]) — objetos de o[M] — &
denotado por o[M], por isso escrevemos N € o[M] ao invés de N €
Obj(a[M)).

Além disso, o[M] é uma subcategoria plena de R-Mod, isto é, para
todo par (N, P) com N e P em o[M], Homy[p (N, P) = Hompoa(N, P),
estes sao os conjuntos de R-homomorfismos de N em P nas categorias
o[M] e R-Mod, respectivamente.

A seguir, algumas propriedades da categoria o[M].

Proposicao 1.3 Seja M um R-mddulo. Entao o[M]| é a menor subca-
tegoria plena de R-Mod que contém M e que € fechada para submddulos,
mddulos quociente e somas diretas.

Demonstragio: E claro que M € ¢[M].

Sejam N € o[M] e P um submodulo de N. Entao existe X um
R-moé6dulo M-gerado tal que N é um submoddulo de X. Sendo P um
submoédulo de N entao P é um submoédulo de X, e portanto, P é M-
subgerado. Logo, o[M] é fechada para submodulos.

Seja N € o[M]. Entdo N é M-subgerado, isto é, existem um con-
junto de indices Q e um epimorfismo ¢ : M — K para algum
R-moédulo K que contém N. Assim, para qualquer submoédulo P de
N,N/P < K/P e considerando a proje¢ao canonica w : K — K/ P, se-
gue que Top : M) — K /P é um epimorfismo. Dai, K/P é M-gerado
e isso nos diz que N/P é M-subgerado, isto é, N/P € o[M]. Donde,
o[M] é fechada para quocientes.



Seja {Nx}rea uma familia de R-modulos em o[M]. Entdo, para
cada A, existe um moédulo M)y que é M-gerado e tal que Ny < M,.
Claramente, P, ., Nx < D cp Mo

Mostremos que P, My ¢ M-gerado. De fato, para todo A € A,
existe um epimorfismo @y : M) — My, em que o conjunto de indices
Q) depende obviamente de cada .

Consideremos ¢ : @, .y M) — @, My dado por (3", m)
=D aea @a(my) com my € M) para cada A € A. A sobrejetividade
de 1) segue da sobrejetividade de cada ¢y com A € A. Logo, @, M
¢ M-gerado e dai, @,., Nx é M-subgerado.

Seja C uma subcategoria plena de R-Mod tal que M € C (aqui
também escrevemos M € C ao invés de M € Obj(C)) e que C seja fe-
chada para submodulos, médulos quociente e somas diretas. Queremos
mostrar que o[M] é uma subcategoria de C.

Seja N € o[M]. Entéo existem um conjunto de indices 2 e um epi-
morfismo ¢ : M® — N" em que N’ O N. Como M € C e C é fechada
para somas diretas, segue que M € C. Novamente, M(Q)/Kerga €
C, pois C é fechada para modulos quociente. Assim, identificando
M /Kerp com N’ segue que N’ € C. Sendo C fechada para sub-
modulos, vem que N € C.

Como C é uma subcategoria plena de R-Mod segue que, para todo
par (X,Y) com X e Y em o[M], Homyp(X,Y) = Home(X,Y) e isto
completa a prova. [ |

A categoria o[M] é também chamada categoria de Wisbauer devido
a recente sugestao de Patrick F. Smith.

1.2 Envoltoérias injetivas

Nesta secao, definimos envoltérias M-injetivas e injetivas, sendo as
primeiras de maior interesse para nosso trabalho. Para isto sao neces-
sarios os conceitos de essencialidade e de M-injetividade, esclarecemos

agora estas idéias ao leitor.

Definicao 1.4 Um submddulo K de um mddulo M € dito essencial em
M se KN L #0, para todo submddulo nao-nulo L de M.

Usamos a notacao K <. M para um submoédulo K essencial em M.
Vejamos algumas propriedades de essencialidade.

Proposigao 1.5 As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras.



(i) Sejam K e L submddulos de M tais que K < L. Entio K <. M
se, e somente se, K <, L <. M.

(ii) Se f : N — L é um monomorfismo de R-mddulos e M <. N,
entdo f(M) <. f(N).

(iii) Seja N um submddulo de M. Consideremos K um submddulo
de M maximal com respeito & propriedade que N N K = 0. Entao
N® K <. M.

Demonstragao: (i) (=) Seja X um submddulo ndo-nulo de L. Entao
K N X é nao-nulo, pois K <. M. Logo, K <. L. Agora, seja Y um
submodulo nao-nulo de M. Como K <, M, entao 0 KNY CLNY.
Logo, L <. M.

(<) Seja X um submodulo ndo-nulo de M. Entdo LN X ¢ nao-nulo,
poisL <, M.Como0#ALNX <LeK <. L,entao 0 £ KN(LNX) =
(KNL)NX =KnNX. Donde K <. M.

(ii) Seja X um submoédulo ndo-nulo de f(N). Como f: N — f(N)
é um isomorfismo, segue que f~1(X) é um submoédulo nao-nulo de N
e f(f~HX)) = X. Assim, M N f~YX) # 0, pois M <. N. Logo,
0# F(M N f1(X)) = f(M) N X. Portanto, f(M) <. f(N).

(iii) Primeiramente, observemos que a existéncia de tal médulo K
com a propriedade N N K = 0 é devida ao Lema de Zorn. Como
NNK =0, temos que N+ K = N & K < M. Suponhamos que exista
X < M tal que XN (N @ K) = 0. Entao a soma (N @ K)+ X ¢ direta,
istoé, (N®K)+X = N& K @ X e portanto, NN (K & X) = 0.
Pela maximalidade de K, obtemos K @& X = K. Assim, X = 0. Logo,
N®K < M. ]

Notemos que a propriedade (iii) é util para construirmos modulos
essenciais a partir de um submodulo dado.

As Proposigoes 1.7, 1.8 e 1.11 que seguem, sao utilizadas na de-
monstragao do Teorema 4.16. No que segue, recordamos o conceito de
M-injetividade e injetividade.

Definigao 1.6 Sejam M e U dois R-mddulos. O mdodulo M € dito
U-injetivo se, para qualquer R-mddulo K e quaisquer monomorfismo
f: K — U e homomorfismo g : K — M de R-mddulos, existe um
homomorfismo de R-mddulos h : U — M tal que ho f = g. O diagrama
abaizo ilustra tal defini¢ao



Se M é U-injetivo para todo U € R-Mod, entao M é dito um
mddulo injetivo na categoria R-Mod. Se M é M -injetivo dizemos que
M & auto-injetivo ou quasi-injetivo.

Alertamos o leitor para o fato de que ora usaremos a nomenclatura
“M é auto-injetivo"ora usaremos “M é M-injetivo".

Proposicao 1.7 Sejam M um R-mddulo e {Ux}rear uma familia de
R-médulos. Se @ycp Un € M-injetivo entdo, para cada A € A, Uy €
M -injetivo.

Demonstragao: Seja K um R-moédulo. Dados quaisquer monomor-
fismo f : K — M e homomorfismo v : K — U, p € A (fixado),
consideremos a inclusdo i, : U, — @ ey Un.

Como @, Ux &€ M-injetivo, existe um homomorfismo g : M —
P ca U tal que go f =iy, 0. Consideremos 7, : @, Ux — Uy, a
projecao de @, Ux sobre U,,. O contexto acima pode ser vizualizado
através do diagrama

K
/
vl /
/
U,

H /
[l
| |/
¥
P U,

AEA

Notemos que m,09: M — U, em,ogo f =m 06,0y =1y, oy ="1.
Donde U, é M-injetivo. ]

Proposigao 1.8 Sejam U e M dois R-mddulos. Entao U é M -injetivo
se, e somente se, U é N-injetivo para todo R-mddulo N em o[M]. Em
particular, considerando U em o[M], seque que U é M -injetivo se, e
somente se, U € injetivo em o[M].



Demonstragio: (=) Seja N em o[M]. Entao N é subgerado por M,

isto &, existem um R-modulo N’ contendo N e um epimorfismo de R-

modulos ¢ : M) — N’ para algum conjunto de indices Q. Como U é

M-injetivo, por ([14], p.128 - 16.2 (ii)), U & M-injetivo.
Considerando a sequéncia exata

0 Keryp M(Q)L>N’—>O,

segue, por ([14], p.128 - 16.2 (i)), que U é N’-injetivo.

Seja K um R-moédulo. Dados quaisquer monomorfismo f: K — N
e homomorfismo g : K — U, consideremos a inclusao canénica 7 de
N em N’. Como U é N’-injetivo, segue que existe um homomorfismo
h:N'—Utalque hoio f =g.

Observemos o diagrama para vizualizar a situagao acima

Logo, existe um homomorfismo o = hoi: N — U tal que ao f = g.
Donde, U é N-injetivo.

(«=) E trivial, pois M pertence a o[M] e portanto, U é M-injetivo,
por hipétese. ]

Definigao 1.9 Sejam M um R-mddulo e N um mddulo em o[M] (em
R-Mod). Um mddulo injetivo E em o[M] (em R-Mod) juntamente com
um monomorfismo essencial € : N — E, isto €, um monomorfismo tal

que e(N) <. E, é chamado uma envoltéria injetiva de N em o[M] (em
R-Mod).

A envoltoria injetiva de N em o[M] é também chamada envoltdria
M -injetiva de N e usualmente denotada por N. A envoltéria injetiva
de N na categoria R-Mod é denotada por E(N).

Para maiores detalhes, como por exemplo, a existéncia e a unicidade
(a menos de isomorfismo) da envoltéria injetiva, veja ([14], p.141).

Proposigao 1.10 Se]am M um R-mddulo e L,N € o[M] com en-
voltorias M -injetivas Le N respectivamente. FEntao sao vdlidas as
afirmagoes.

(i) Se L < N entdo L ~ N.



(ii) Se L C N e N é M-injetivo, entdo L ¢ isomorfo a um somando
direto de N. .
(iii) M é M-injetivo se, e somente se, M = M.

Demonstragao: (i) Consideremos e : N — N 0 monomorfismo essen-
cial e sendo L <. N, entdo, pela Proposi¢ao 1.5 - (ii), e(L) <. ().
Como £(N) <. N, segue que e(L) <. N. Assim, N é uma envoltéria M-
injetiva de L e, pela unicidade (a menos de isomorfismo) da envoltéria
M-injetiva, temos que N~TL.

(i) Sejam € : L — L o monomorfismo essencial e i : L — N a
inclusdo canénica. Como N € o[M] ¢ M-injetivo e L € o[M], temos

que N é E—injetivo, pela Proposicao 1.8. Logo, existe um homomorfismo
f:L— N talque foe=1.

0—>L—8>E

Afirmamos que f ¢é injetora. De fato, seja x € Kerf. Entao f(z) =
0. Suponhamos por absurdo que z # 0. Assim, Rz é um submddulo
nao-nulo de L e sendo (L) <. L, segue que Rx Ne(L) # 0.

Seja 0 # y € ReNe(L). Entdo y = ax = ¢(1) para alguns o € R e
l € L. Logo, 0 = af(z) = f(ax) = f(e(l)) = i(l) =I. Donde y =0, o
que é uma contradigao. Portanto, f(f/) ~T.

Temos que L é um moédulo M -injetivo em o[M] e considerando a
sequéncia exata 0 — f(L) - N 5 N/f(L) — 0 segue, por ([14],
p.130),} que f(E) é somando direto de N, i e 7 sfo a inclusdo e a
projecao candnicas, respectivamente. Logo, L & isomorfo a um somando
direto de N.

(iii) (=) Pela Proposigdo 1.8, M é injetivo em o[M] e sendo M
essencial em si proprio segue, da definigdo de envoltoria M-injetiva,
que M = M. .

(<) Se M = M, entdo M é injetivo em o[M] e, em particular, M
é M-injetivo. [

Proposigao 1.11 Seja M um R-mddulo auto-injetivo. Entao as se-
guintes condigoes sao equivalentes:

1X € o[M] e X é M-injetivo < toda sequéncia exata 0 — X Ly2%z 0em

o[M] cinde < f(X) é somando direto de Y.
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(i) M € indecomponivel, isto é, M € nao-nulo e nao pode ser escrito
como uma soma direta de submddulos nao-nulos;
(il) M € uniforme, isto €, todo submddulo nao-nulo de M ¢é essencial

em M.

Demonstragao: (i) = (ii) Seja U um submoédulo nao-nulo de M.
Entao, pela Proposigao 1.10 (ii), a envoltéria M-injetiva U de U é um
somando direto de M (aqui identificamos U com um somando direto
de M). Como M é indecomponivel e U ¢ nao-nulo segue que, M = U
e portanto, U <. M.

(ii) = (i) Suponhamos M = K & L em que K ¢ um submodulo
nao-nulo de M. Por hipétese, K <. M e isto implica que L = 0, pois
caso contrario, K N L # 0 e isto é absurdo. ]

1.3 O socle de um modulo

Nesta secao, apresentamos a definicao do socle e algumas de suas
propriedades necessérias ao trabalho.

Definigao 1.12 Seja M um R-mddulo. O socle de M, denotado por
soc(M), € a soma de todos os R-submddulos simples de M.

Se M néo possui submo6dulo simples, dizemos que soc(M) = 0.
Por defini¢ao, soc(M) é o maior submoédulo semi-simples de M. Para
detalhes a respeito de modulos semi-simples, veja ([14], p.165).

A seguinte caracterizagao de socle é utilizada neste trabalho, mais
especificamente no Teorema 4.16.

Proposigao 1.13 Seja M um R-mddulo. Entao
soc(M)=n{L < M : L é um submddulo essencial em M }.

Demonstragao: Seja L um submoédulo essencial em M. Entao, para
qualquer submodulo simples K de M, temos que 0 # KN L = K e por-
tanto, K C L. Assim, soc(M) = > {K < M : K é um submo6dulo sim-
ples de M} C L, para qualquer L <. M. Logo, soc(M) C "{L < M :
L <. M}.

Chamamos Ly = N{L < M : L <. M} e mostremos que Ly é um
modulo semi-simples. Seja K um submodulo de Ly. Pela Proposigao 1.5
- (iii), existe K’ submodulo de M maximal com respeito & propriedade
que KNK' =0edai, K® K’ <. M.

11



Consequentemente, K < Ly < K & K'. Logo, Ly = Lo N (K &
K') = K ® (Lo N K'), esta tltima igualdade deve-se & modularidade
do reticulado dos submédulos de um médulo?. Portanto, K é somando
direto de Lo para todo K submédulo de Lg. Logo, Ly é um submoédulo
semi-simples de M e portanto, Ly C soc(M). [ ]

Proposigao 1.14 Sejam M e N dois R-mddulos. Entao sdo vdlidas
as afirmacoes.

(i) Se f : M — N é homomorfismo de R-mddulos, entdo f(soc(M)) C
soc(N).

(ii) Se K € submddulo de M, entio soc(K) = K N soc(M).

(iii) Se M = P, cq Ma, em que {My}aca € uma familia de R-
submddulos de M, entao soc(M) = @, cq s0c(My).

Demonstragao: (i) Seja x € soc(M). Entao z = Zle Ty, com Iy, €
S, em que cada Sy, é um submodulo simples de M, parai € {1,--- , k}.
Logo, f(z) = Y1 f(xx,) com f(z,) € £(Sh.).

Para cada i € {1,--,k}, definimos f; : Sy, — N por f; = fs, .
Como Kerf; é um submoédulo de Sy, , entao Kerf; = 0ou Kerf; = Sy,.
Dai, f; é injetora ou nula. Assim, f;(S),) é um submodulo simples ou
nulo de N. Logo, f(z) = Zle flzy,) € Zle fi(Sx;) € soc(N),Vzx €
soc(M).

(ii) Consideremos a inclusdo candnica ¢ : K — M. Por (i), segue
que soc(K) = i(soc(K)) C soc(M). Logo, soc(K) C K N soc(M).

Temos que K N soc(M) é um submoédulo semi-simples de soc(M),
pois todo submoédulo de um moédulo semi-simples é semi-simples. Ora,
mas entdao K Nsoc(M) é um submoédulo semi-simples de K e portanto,
KnNsoc(M) C soc(K), uma vez que soc(K) é o maior submodulo semi-
simples de K.

(iii) Ver a referéncia ([1], p.121). [ |

2Mostramos esta propriedade somente no Capitulo 3, mas a demonstracio da
mesma é simples e pode perfeitamente ser feita aqui.
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Capitulo 2

Coalgebras e como6dulos

Neste capitulo, algebras e codlgebras sao definidas sobre um corpo
k. Isto é uma restricao, ja que podemos substituir k£ por um anel co-
mutativo R com unidade e ao invés de considerarmos a algebra e a
coalgebra como k-espacos vetoriais, terfamos R-mo6dulos. Todos os pro-
dutos tensoriais sao considerados sobre o corpo k. Excepcionalmente
neste capitulo, expressamos a composi¢ao de fungoes de forma simpli-
ficada, escrevemos fg ao invés de f o g. Em todo o capitulo, usamos a
palavra morfismo para denotar homomorfismo de k-espagos vetoriais,
k-algebras, etc, pois nos servimos de linguagem categoérica.

Este capitulo é de grande importancia para que possamos desenvol-
ver os Capitulos 4 e 5. O mesmo esta baseado nas referéncias [3] e [12].
Mas também utilizamos as referéncias [1] e [14].

2.1 Coalgebras

Nesta segao, definimos coédlgebras como “uma dualizagao” da defi-
ni¢ao de algebra e apresentamos alguns exemplos de codlgebras, sendo
um deles, a codlgebra da poténcia dividida, de principal interesse, pois
esta é uma coélgebra de cadeia, como sera visto no Capitulo 5. Tam-
bém definimos morfismos de coalgebras e mostramos que o espaco dual
de uma coalgebra é uma &lgebra.

2.1.1 Definicoes e exemplos

Definigao 2.1 Uma k-dlgebra é uma tripla (A, M, u), em que A €
um k-espaco vetorial, M : AQ A — A eu:k — A siao morfismos de
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k-espacgos vetoriais tais que os diagramas abaixo comutam

ITAaQM

AQARA—= AR A AR A
RN
M®1Ia M ko A M Ak
R \A/

em que I € a identidade em A.

Daqui para frente, escrevemos apenas I para indicar a identidade
quando é claro o conjunto sobre o qual I esta definida.

Esta definigao é equivalente aquela classica em que uma k-algebra A
¢ um anel que tem uma estrutura de k-espaco vetorial tal que a(ab) =
(aa)b = a(ab), para quaisquer « € k,a,b € A.

Mediante a definicao de uma &lgebra via diagramas, é possivel ob-
termos a defini¢do dual da mesma invertendo o sentido das flechas dos
diagramas acima, isto é, dualizando tais diagramas.

Defini¢ao 2.2 Uma k-codlgebra é uma tripla (C,Ae), em que C €

um k-espago vetorial, A : C — C®C ec: C — k sdo morfismos de
k-espagos vetoriais tais que os diagramas abairo sao comutativos

ST

A 14 ko C A Cok

c—2 scecC

e®I I®e

As aplicagbes A e € sdo chamadas comultiplicacdo e counidade da
coalgebra C, respectivamente. Os isomorfismos canonicos ¢ e 1’ sao
dados por ¥(a®c) = ac e P’'(c® a) = ca, cujos inversos sao ¥~ 1(c) =
1@ce'~Y(c) = c®1, para quaisquer a € k e ¢ € C. A comutatividade
do diagrama do lado esquerdo é chamada coassociatividade.

Exemplo 2.3 Sejam S um conjunto nao-vazio e kS o k-espago veto-
rial com base S. Entdo kS é uma coalgebra com comultiplicacdo A e

14



counidade € definidas por A(s) = s® s e £(s) = 1, para qualquer s € S
e estendidas por linearidade.

Para vermos que kS é de fato uma coalgebra, é necessario verificar-
mos a comutatividade dos diagramas. Por linearidade, basta verificar-
mos nos elementos basicos, isto ¢, em qualquer s € S.

Temos que (I @ A)A(s) = (IRA)(s®s) =sQRA(s) =sRs5®s
e (ARDA(s) =(ARI)(s®s) = A(s) s = s ® s ® s. Portanto,
(A® DA = (I ® A)A, o que prova a comutatividade do primeiro
diagrama.

Verificamos a comutatividade de apenas um dos lados do diagrama
da counidade, sendo a do outro andloga. Seja ¥ : k ® kS — kS o
isomorfismo dado por ¢¥(a ® s) = as. Queremos mostrar que (e ®
I)A = Iis. Pela linearidade, mostremos apenas que ¥ (e ® I)A(s) = s,
para qualquer s € S. De fato,

Pe@DA(s) = Y(ed)(s@s)=(e(s) @)

= e(s)s=s.
Logo, tal como é definida, kS é uma coélgebra sobre k.

Exemplo 2.4 Como caso particular do exemplo acima, temos que k é
uma codalgebra com comultiplicacdo A : k — k ® k o isomorfismo dado
por A(a) = a®1, para todo a € k e a counidade € : kK — k como sendo
a identidade em k.

Exemplo 2.5 Seja C' um k-espago vetorial com base {¢,, : m € N}.
Entdao C' é uma coalgebra com comultiplicacdo A e counidade e defi-
nidas por A(cpm) = D oit) ¢ @ ¢m—i € €(Cm) = Oo,m, em que §;; ¢ o
delta de Kronecker. Novamente, basta verificarmos a comutatividade
dos diagramas apenas nos elementos da base.

Primeiramente, observamos que

m m

Alem) = Z Ci @ Cp—i = Z Cm—i ® ¢;, para todo m € N.
i=0 i=0

Agora, calculamos

A®DAen) = (ADD e ®cm—i)
=0
1=0
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m

T@A)D  em—i ®ci)

=0

(I @ A)A(en)

m

Z Cm—i ® A(CZ)

i=0

(2.2)

Desenvolvendo (2.1) e (2.2), chegamos a igualdade desejada (A ®
A = (I ® A)A. Vejamos agora a comutatividade do segundo di-
agrama. Novamente, s6 mostramos a comutatividade para um lado,
pois o outro é inteiramente analogo. Para m € N, temos

m
w(5®1)(20i®cm i) =

m
E EcZ X Cm— 1
i=0 i=0

m
§ Ecz Cm— z*§ 5Ozcm i — Cm.
=0 1=0

Logo, C' é uma coalgebra. Esta coalgebra é chamada codlgebra da
poténcia dividida. Tal coalgebra sera retomada no Capitulo 5.

(e @ DA(em)

Exemplo 2.6 Sejam n > 1 inteiro e M¢(n, k) um k-espago vetorial
2. Denotamos por {e;;}1<i j<n uma base de M¢(n,k)

de dimensao n°.
n
=X eip Qe e
p=1
uma counidade €(e;;) = d; ;. Desta maneira, M¢(n, k) é uma coélgebra,

chamada codlgebra de matrizes. Verifiquemos que M¢(n, k) é de fato
uma coalgebra. Temos que

e definimos em M¢(n, k) uma comultiplicagdo A(e;;)

(I@A)A(e;) = TRA)D  ep®ep))

= Z eip ® Alep;)
p=1

E €ip & €pg @ €.

p=1
n n
E :eip@ E :epq & €qj
p=1 q=1

Por outro lado,

n

AR DD ep®ey)

p=1

(A®@I)A(esy)

1<p,g<n
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n
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p=1
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Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que (e ®@I)A =
II\/[C(n,k) . De fato,

Ye®@DA(e;;) = Y(ERI) Zew@)em ZE €ip) @ €p;)
p=1 p=1
= Z e(€ip)ep; = Z‘Swem
p=1
= ei]

Logo, M€(n, k) é uma coalgebra.

Agora, apresentamos a notagao de Sweedler, a qual é muito eficaz
para céalculo de longas composi¢oes envolvendo a comultiplicagao A.

A definigao recursiva da sequéncia de aplicagoes (A,,)p>1 € definida
como Ay =Ae,paran>2 A, :C—>C®- --®C, n+1 vezes, temos
que A, = (A® I HA, 1.

A notacao de Sweedler para A se escreve como Ac) = Y 1 ®

ca2, para qualquer ¢ € C, evitando assim a escrita A(c) = Zcz ® ¢j.
i,
Indutivamente, A, (c) = > ¢1®- - ®cpy1, Vn > 2. Para mais detalhes,

veja ([3], p-4).
Pela definigao de A,, quando maior o n, mais “carregada"torna-se
a escrita de Ay (c), qualquer que seja ¢ € C. Para n = 2, temos que

AQ(C):ZCh®612®621261®621®622 :ch®02®03 e

c= ZE(Cl)CQ = ZClE(CQ).

As igualdades acima sao exatamente a comutatividade do primeiro
e segundo diagramas da definicao de uma coalgebra.

Definicao 2.7 Uma dlgebra (A, M, u) é dita comutativa se o diagrama

AR A AR A
PN
A

€ comutativo, em que T : AQ A — AR A € funcao twist dada por
Ta®b) =b®a.
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Nao é dificil ver que essa definigao coincide com a nogao classica
de uma algebra comutativa. Por dualizagao, definimos coalgebras co-
comutativas.

Definicao 2.8 Uma codlgebra (C,A,e) é dita cocomutativa se o dia-

2N

CC——F—>0RC

é comutativo. Isto significa que, para todo ¢ € C, A(c) =3 . ¢1 ® ¢y =
TA(c) =>ca®c.

2.1.2 Subcoalgebras e coalgebras quociente

Sejam A e B duas k-algebras. Um morfismo de édlgebras f: A — B
¢ um morfismo de anéis e de k-espagos vetoriais tal que f(14) = 1p.
Entretanto, ao definirmos morfismo de algebras através de diagramas
comutativos (obviamente equivalente a definigéo classica) motivamos a
definigao de morfismo de coalgebras.

Definigao 2.9 Sejam (A, Ma,ua) e (B, Mp,up) duas k-dlgebras. Uma
funcao k-linear f : A — B é um morfismo de dlgebras se os sequintes
diagramas sao comutativos

A0Al% By s

A4f>B
S A
uUA up

k

A B

Definigao 2.10 Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) duas k-codlgebras.
Uma funcao k-linear f : C — D € um morfismo de codlgebras se os
sequintes diagramas sao comutativos

c D

C ! D
Acl lAD \ /
EC €D
k

C®CWD®D
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A comutatividade do primeiro diagrama pode ser expressa como

Ap(f(e)) =Y flen®@f(e)2 =Y fler)@f(e2) = (fFOf)(A(e), Ve € C.

Um subconjunto nao vazio B de uma algebra A é dito uma su-
balgebra de A se B é um subanel e um submoédulo de A. Portanto,
se (A, M,u) é uma k-algebra entdo M (B ® B) C B. “Dualizando",
obtemos a proxima definigao.

Definigao 2.11 Seja (C,A,e) uma codlgebra. Um k-subespago D de
C é dito uma subcodlgebra se A(D) C D ® D.

Claramente, (D, Ap,ep) é uma coélgebra, com Ap = Alp eep =
¢|p. Ainda nesta idéia de dualizagao, definimos um coideal & esquerda
(& direita) e um coideal de uma coalgebra C.

Definicao 2.12 Sejam (C, A, e) uma codlgebra e I um k-subespago de
C. Entao I € dito
(i) um coideal & esquerda (& direita) se A(I) C ORI (A(I) C I®C);
(i) um coideal se A(I) CI@C+C®I ee(l)=0.

Diferentemente do que ocorre com ideais em uma algebra, um coi-
deal ndo é necessariamente um coideal a direita e a esquerda. Conside-
rando o anel de polindmios k[X] que é uma coélgebra com comultipli-
cagao e counidade dadas por

AX") =(X®1+10X)", &X")=0 paran>1
Al)=1®1 e g(1)=1.

Seja I = kX o k-subespago de k[X] gerado por X. Temos que
A(I)=1®1+1®1Iee(l)=0 e istonos diz que I é um coideal, mas
I nao é coideal & direita e nem & esquerda.

Observagao 2.13 Seja C uma coalgebra. Entao todo coideal & es-
querda e a direita € uma subcodlgebra. De fato, seja I um coideal a
esquerda e a direita de C. Entdo A(J) C(CI)N(IQC)=I®1I, em
que a ultima igualdade segue de (]3], Lemma 1.4.5).

O proximo lema, cuja demonstracdo pode ser encontrada em ([3],
p.25), auxilia na prova da proposigao abaixo.

Lema 2.14 Sejam f : Vi — Vo e g : Wy — Wa dois morfismos de
k-espagos vetoriais. Entao Ker(f ® g) = Kerf @ W1 + V1 ® Kerg.

19



Proposigao 2.15 Seja f : C' — D um morfismo de codlgebras. Entao
Imf € uma subcodlgebra de D e Kerf é um coideal de C.

Demonstragao: Como f é morfismo de codlgebras, entdo (f® f)Ac =
Apf, ou seja, temos a comutatividade do diagrama

c D

Acl lAD

C®CWD®D.

Logo, Ap(Imf) = Ap(f(C)) = (Apf)(C) = (f & HAc(C) C
(f& ))(C&C) = F(C) & F(C) = Imf © Imf, ou seja, Ap(Imf)
Imf ® Imf. Assim, Imf é uma subcoalgebra de D.

Mostremos agora que Kerf ¢ um coideal de C. E claro que (Ap f)
(Kerf)=0. Como f é morfismo de coalgebras, (f® f)Ac(Kerf) = 0.
Logo,

Ac(Kerf) CKer(f® f)=Kerf @ C+C® Kerf.

A ultima igualdade segue do Lema 2.14. Como e¢c = €p f, segue que
ec(Kerf)=epf(Kerf)=0. Portanto, Kerf ¢ um coideal de C. &

Teorema 2.16 Sejam C uma codlgebra, I um coideal e w : C' — C/I
a projecao candnica de espagos vetoriais. FEntdo as afirmagoes abaixo
sao vdlidas.

(i) Existe uma tnica estrutura de codlgebra sobre C/I, chamada
codlgebra quociente, tal que ™ € um morfismo de codlgebras.

(ii) Se f : C — D ¢é um morfismo de codlgebras tal que I C Kerf,
entdo existe um tnico morfismo de codlgebras f : C/I — D tal que

fr=f.

Demonstragao: (i) Como I é um coideal, (t @ 7)A(I) C (@ 7)(I ®

C+C®1I)=0. Logo, existe uma tnica fun¢do k-linear A : C/I —
C/I® C/I tal que Am = (r ® m)A, ou seja,

20



C B C/I
|
|
[
IA
|

\
C®CT>C/I®C/I

¢ um diagrama comutativo. Temos que A(¢) = Y. & ® ¢, em que
¢ = 7(c). Nao é dificil ver que

A DA@=IAMAQ =) a®aads

Portanto, A é coassociativa. Além disso, como g(I) = 0, existe uma
tnica funcao k-linear £ : C'/I — k tal que & = ¢, isto é, o diagrama

comuta. Temos que £(¢) = £(c), para qualquer ¢ € C. Logo,

doa@)a=> elc)a =Y ele)r(cr) =m(d_e(cr)es) =m(c) =

Analogamente, Y ¢12(¢;) = ¢. Portanto, (C/I,A,&) é uma coal-
gebra. A comutatividade dos diagramas acima mostram também que
7m:C — C/I & um morfismo de coélgebras.

(ii) Se f: C — D & um morfismo de coalgebras tal que I C Kerf,
existe uma tnica fungao k-linear f : C/I — D tal que fr = f, ou seja,

f(@) = f(e), para qualquer ¢ € C. Assim,

(ApH)@) = Ap(f@) = Ap(f() = (Anf)e) 2 (f ® HAc(e)
= (foNQ a®e)=)Y fla) fleo)
(

P>

epf(@) = en(f(0) 2 co(o) = &(@),



as igualdades (x) e (+*) seguem do fato de que f é morfismo de coalge-
bras. Logo, f é morfismo de coalgebras. ]

Corolario 2.17 (Teorema do isomorfismo para coalgebras) Seja
f: C — D um morfismo de codlgebras. Entio f : C/Kerf — Imf é
um isomorfismo de codlgebras.

2.1.3 A Algebra dual

O principal objetivo desta secao é mostrar que a toda coélgebra
C esta associada uma algebra dual. Uma das importancias do lema
seguinte é que, através dele, conseguimos introduzir uma “multiplica-
¢ao"no espago vetorial dual de C, o que nos possibilita dar a este espago
uma estrutura de algebra.

No que segue, dados V e U k-espagos vetoriais, denotamos por
Hom((V,U) ={f:V — U : f & k-linear }. Para o caso particular em
que U = k, denotamos por V* = Hom(V, k), o k-espago vetorial dual
de V. Ainda, se V.= C e U = k, temos C* = Hom(C, k), o k-espago
vetorial dual da coalgebra C. E neste espaco que queremos introduzir
uma multiplicacao.

Lema 2.18 ([3], Lemma 1.3.2) Sejam k um corpo, V., W e U k-espagos
vetoriais. Definimos as sequintes fungoes k-lineares

¢p:V*@U — Hom(V,U)
fou —  o(f®u): V. — U
v o—  f(v)u

¢ Hom(V,W*) — (Ve W)*
g — g VoW — k
v@w —  g(v)(w)

p: VW — (VW)
f®g — p(f®g): VW — &k
vew —  f(v)g(w).

Entao sao vdlidas as afirmagoes:

(i) ¢ € injetora. Além disso, se U (ou V) tem dimensio finita,
entao ¢ € um isomorfismo de k-espagos vetoriais;

(i) ¢’ € um isomorfismo de k-espagos vetoriais;

(iii) p € injetora. Além disso, se W (ou V') tem dimensao finita,
entao p € um isomorfismo de k-espacos vetoriais.
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Lembramos que, para quaisquer V e W dois k-espacos vetoriais e
A: V. — W k-linear, podemos definir \* : W* — V* por A*(f) = f,
para todo f € W*.

Seja (C, A, ) uma coalgebra. Queremos introduzir em C* uma es-
trutura de algebra. Para isso, precisamos definir fungées M : C*QC* —
C* eu: k — C* k-lineares que satisfacam os axiomas da defini¢ao de
algebra. Definimos

M=A"p:C*0C* L5 (Cal)y 250" cu=c"y ik 5k =5 0"

em que ¢ : k — k* é o isomorfismo dado por ¢¥(a)(8) = af, para
quaisquer «, 3 € k. Para todo a € k e ¢ € C, temos que u(a)(c) =

((E"9)()(e) = e*(Y(@))(c) = (P(a)e)(c) = P(a)(e(c)) = azs(c). Em
particular, se « = 1 entdo u(1l) = . Observemos que M e u sdo k-
lineares, pois A*, p, €* e 1 o séo.

Proposicao 2.19 (C*, M,u) é uma k-dlgebra.

Demonstragao: Mostremos que os diagramas abaixo comutam

1) crecrecr X2 or g on

IQM M
2 cC*reC*
u®Tl IQu
ke C* M C*Qk
C*.

Sejam f, g, h € C*. Denotando M(f ® g) por f * g, temos que

(fxg)c)=M(fog)c) = (A*p)(f@9)(c)=(A"(p(f®9)))(c)
= (p(f®@9)A)(c) = p(f ® g)(A(c))
= p(f®g) (D ®c) =3 fler)g(ca).
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Dai, para todo ¢ € C, segue que

MMeI)(fegeh)(c) = ((f*xg)xh)(c)=>(f*g)(c1)h(ca)

= > flen)gle)h(e2) = 32 fer)g(e2)h(es)
MI@M)(f@gah)(c) = (f*(gxh))(c)=2"f(c1)(g*h)(ce)

= > fler)g(e, )hlea,) = 3 fler)g(ea)h(cs).

Logo, (fxg)xh = f*(g*h) e a operagdo * & associativa o que é
equivalente a dizermos que o diagrama 1) é comutativo.

Resta provarmos a comutatividade do diagrama 2). Consideremos
p:C* = C* ®k o k-isomorfismo dado por p(f)=f®1ley :C* —
k® C* o k-isomorfismo dado por ¢'(f) = 1® f. Dai, para todo f € C*,

(MueD¢'(f))c) = Mul)1 [f)l(c)= (M(U(1)®f))( )
= (@) f)e)= (e le) =) eler)

= ) flela)e (Z( 1)e2) = f(e).

Logo, u(1)xf = f. Analogamente, f*u(1) = f. Portanto, o diagrama
2) comuta, o que é equivalente a dizermos que u(1) = ¢ é a unidade de
C*. [ |

A algebra (C*, M, u) construida acima é dita a dlgebra dual da co-
algebra C. A multiplicagao * de C* é chamada produto de convolugao.

Exemplo 2.20 Consideremos C' a coélgebra vista no Exemplo 2.5. A
algebra dual C* tem multiplicacao definida por (fx*g)(c,) = Z flei)g(en—i)

eaunidade u : k — C*, u(a)(cy) = ado,n, para quaisquer f,g G C*,a€
keneéeN.

Mostremos que

¢:C" = k(X =D flea)X”

neN

é um isomorfismo de algebras, em que k[[X]] é a algebra das séries de
poténcia formal.
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Claramente, ¢ é bijetora e k-linear. Além disso,

o(frg) = (Fr9)e)X" = X (3 Flegleni)X™)

neN neN =0

= (%:Nf(cn)X")(%:Ng(Cn)X”):¢(f)¢(9) e
o(u(l)) = %:Nu(l)(cn)X" = EG:N(SO’”XH =1.

Logo, ¢ é um isomorfismo de k-algebras.

Pelo que fizemos acima, a toda coalgebra C, o espago vetorial dual
C* é uma algebra. Surge, naturalmente, a pergunta: dada uma éalgebra
(A, M,u), o seu espago vetorial dual A* é uma coalgebra? A resposta
¢ sim se A ¢é finito dimensional. Neste caso, p : A* @ A* — (A® A)*
é bijetora e dai, podemos definir A : A* — A* R A* e e : A* — k,
respectivamente, por

A=p M A M (A9A) P @A e e = put: AT Lk L,

em que ¢ : k* — k é o isomorfismo linear dado por ¢(f) = f(1 )
para todo f € k*. Mediante tais definigoes segue que (A*, A, ¢) é um
coalgebra.

Caso A possua dimensao infinita, podemos dar uma estrutura de
coalgebra a um subespaco vetorial de A*, chamado dual finito de A,
que é denotado por A°. Porém, nao abordamos tal caso aqui e o leitor
interessado pode consultar ([3], p.33).

Denotamos por k-Cog a categoria das k-coalgebras. Queremos mos-
trar que esta categoria possui coproduto, mas antes apresentamos a
definicao de produto e coproduto em uma categoria.

Sejam C uma categoria e {M; };c; uma familia de objetos em C. Um
produto desta familia é um objeto em C, que denotamos por Hiel M;,
juntamente com uma familia de morfismos {7; }ier, 7; : Hiel M; — M;
para todo j € I de modo que, para qualquer objeto M em C e qualquer
familia de morfismos {f;}icr, f; : M — M; para cada j € I, existe
um tnico morfismo f : M — [[,.; M; tal que 7;f = f;, Vj € I. O
diagrama abaixo ilustra tal situagao

[1M;
~ /
N
f\\ fi

icl
M.

M.

J
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Existindo tal produto, este é tinico a menos de isomorfismo. A
dualizagao desta definigao nos dé a definicdo de um coproduto de uma
familia de objetos {M;};cr em C, denotado por [[ M; (se existir). O

i€l
coproduto [] M; é um objeto em C juntamente com uma familia de
iel
morfismos {¢; }icr, ¢; : M; — [[ M, para cada j € I de maneira que,

i€l
para qualquer objeto M em C e qualquer familia {f;};c; de morfismos,
fj : M; — M para cada j € I, existe um tnico morfismo f: [[ M; —
i€l
M tal que fq; = f;,Vj € I. Visualizamos no diagrama

M; 95 11 M;

el

Ve
Ve
i /,/f

M.

Proposigao 2.21 A categoria k-Cog tem coproduto.

Demonstragao: Seja {C;};c; uma familia de k-coalgebras. Temos que
®iel C; é um k-espaco vetorial e um elemento qualquer ¢ € @iel C;
é da forma ¢ = {¢;}icr em que a familia {¢;};c; € quase-nula e cada
¢; € C;. Para todo j € I, consideremos ¢; : C; — @, ; C; as inclusoes
naturais e A; a comultiplicacao de C;. Claramente, para cada j € I, a
aplicacao (¢; ® ¢;)A; é k-linear e portanto, existe uma tnica aplicagao
k-linear A : @;c;Ci — (D, Ci) ® (D, Ci) tal que o diagrama

abaixo comuta

1) % @D

icl

A

!
|
|
:
v
(B Ci) ® (B Ch).

754, el el

Cj@Cj

Igualmente, existe uma tnica aplicagao k-linear ¢ : @ C; — k tal
iel
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que o diagrama comuta

2) G & D

Chamamos C' = @, ; C;. Afirmamos que (C, A, ¢) é uma k-coélgebra.
Notemos que dado ¢ € C, entdo ¢ = {¢;};cr € uma familia quase-nula
e podemos considerar F© C I um conjunto finito tal que ¢; # 0,Vi €
F. Para cada j € I, ¢; é naturalmente mergulhado em C da forma
gi(c;) = {zi}ier em que x; = 0,Yi # j e x; = ¢; (isto &, g;(c;) é uma
familia quase-nula tal que todos os elementos da familia sdo nulos, ex-
ceto possivelmente, o elemento c¢;). Logo, ¢ = {ci}icr = > ;e p qi(ci) e
como A é k-linear, basta mostrarmos a comutatividade dos diagramas
para elementos de C' da forma g;(c;). Pela comutatividade do diagrama
1), temos que

Algi(c)) = (45 ® ¢)Aj(c;) = > ai((e)) ® q;((cj)2).  (2.3)
Logo,
BeDAG) E aen gle))®ac):)

= ) Agi((e)h) @ gi((c;)2)

Y 4 @ ai(((e))2) @ 45((e5)2)

= (qj®qj®qg‘)(2((cj)1)1®((Cj)1)2®(0j)2)
= (9¢®3)) (c)1®(c)2® (c;)s)

= > qi((c)1) @qi((cj)2) ® g;((cj)s) e

(I AM)A(g(c;) = (IT@A)D gi((ci)) @ a;((c))2))
> a((e)n) ® Algi((c)2))
D345 ((e)n) ® a5 (((e)2)1) @ 45 (((¢5)2)2)
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(054 @¢)(D ()1 @ ((¢)2)1 @ ((¢))2)2)
= (42423) ) ®(c;)2®(c;)s)
= > q;((c))1) @ g;((¢j)2) ® g;((c))s).

Portanto, (A®I)A = (I®A)A. Agora, considerando o isomorfismo
candnico ¥ : k ® C' — C temos que

bea DAG(e) ) vea D alen) @ a((e)2)
= > elgi((e))gi((c;)2)
() ZEJ )1)a;((¢;)2)
> a5 (z((c)1)(e))2)
= g ZEJ )1)(¢))2)

= q]'(Cj),

a igualdade (*) vem da comutatividade do diagrama 2). Analogamente,
Y'(I®e)A =1 em que ¢/ é o isomorfismo canodnico de C ® k em C.
Logo, C = @ C; é uma k-coalgebra.
il
Notemos que, para cada j € I, a inclusdao natural ¢; : C; — C &
morfismo de k-coalgebras, isto segue da comutatividade dos diagramas

1) e 2). Resta verificarmos que C = @ C; é o coproduto da familia
iel
{C;}ier na categoria k-Cog.

Sejam D uma k-codlgebra e {f;};c; uma familia de morfismos de
k-codlgebras, f; : C; — D,Vj € I. Logo, existe uma tnica aplicacao
k-linear f : C' — D tal que fq; = f;, conforme o diagrama

a5

/
7
fi /*/ f

D.

Cj

C

Vejamos que f é morfismo de k-codlgebras. De fato,

(Apf)(gj(cj)) = (Apfa;)(cj) = (Apfj)(c).
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Por outro lado,

(f @ f)A(g;(c;)) f® f)Ag;(c))
f® )l ®a5)A8;(c;)
fa; ® fa;)A(c))
fi © 1)A(c)).
Como f; é morfismo de k-coalgebras para cada j € I, entdo Ap f; =
(f; ® fj)Aj e assim, Apf = (f ® f)A. Temos ainda que

~~ I~~~

(enfas(es) = (enfaies) = Enfi)e) D eses)
= (eqj)(cs) = e(qj(cy)),

a igualdade (x) segue do fato de que f; é morfismo de k-coalgebras.
Logo, epf = € e dai, f é morfismo de k-coalgebras. [ |

2.2 Comobdulos

Na secao anterior, apresentamos as coalgebras como objetos duais
das 4lgebras. Agora, partimos para a dualizacdo da estrutura moédulo.
Um comédulo sobre uma coalgebra é uma nogao dual & de um mddulo
sobre uma &lgebra. Depois de provarmos alguns resultados sobre como-
dulos, introduzimos a definicao de C*-mddulos racionais. O principal
resultado desta se¢ao é o isomorfismo entre a categoria dos comodulos &
direita sobre uma coalgebra C' e a categoria dos C*-moédulos & esquerda
racionais.

2.2.1 Definigcoes e exemplos

Definigao 2.22 Seja (A, M,u) uma k-dlgebra. Um A-mddulo o es-
querda € um par (X, 1), em que X € um k-espago vetorial e pn : AQX —
X € um morfismo de k-espacos vetoriais tal que os diagramas abairo
comutam
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I®u
ARARX —= AR X AR X
u@I

Mol : k®X w

X.

Nos diagramas acima, nao indicamos precisamente quais sao as iden-
tidades I em cada caso, exatamente como fizemos na se¢ao anterior.

A definicdo de A-modulo & direita é anéloga, diferindo apenas na
defini¢ao da funcao u que seria agora y: X @ A — X.

Na definicado de A-modulo, partimos de um k-espaco vetorial e de
uma k-algebra dados e, essencialmente, definimos uma operagao que
relaciona as duas estruturas. Para a dualizagao, também partimos de
um espacgo vetorial, mas agora usando uma coalgebra no lugar de uma
algebra, o que esta no espirito da idéia de dualizagao, ja que codlgebra
é uma nogao dual de uma algebra.

Defini¢ao 2.23 Seja (C,A,e) uma k-codlgebra. Um C-comddulo a
direita (ou wm comddulo & direita sobre C) é um par (M, p), em que M
€ um k-espago vetorial e p: M — M @ C € um morfismo de k-espacos
vetoriais tal que os sequintes diagramas comutam

M—r—=MeC M
p I®A p \M@)k
I®e

A comutatividade dos diagramas acima nos diz que (I ® A)p =
(p®Ipeque (I ®e)pé o isomorfismo linear canodnico.

Analogamente, definimos um C-comoédulo a esquerda (ou um co-
moédulo & esquerda sobre C), considerando o morfismo de k-espagos
vetoriais p' : M — C ® M e a comutatividade de ambos os diagramas,
observando mudangas devido & p’.

Assim como no caso das coalgebras, também temos uma notagao de
Sweedler para comodulos. Dado m € M, escrevemos p(m) = > mo ®
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my, em que mg € M e mqy € C.

Explicitamente, o significado da comutatividade dos diagramas acima
nos diz que }_ mo®@m1, ®mi, =} mo, ®mo, @M1 = Y moR@mi ®ma
e que Y mge(my) = m.

Exemplo 2.24 Toda codlgebra (C,A,e) é um C-comoddulo a direita
e a esquerda, com a aplicacdo de estrutura dada por A. De fato, o
primeiro diagrama é exatamente o diagrama da comultiplicacao da co-
algebra (substituindo p por A). O segundo diagrama é um dos lados
do diagrama da counidade da coélgebra.

Exemplo 2.25 Sejam (C, A, ¢) uma k-coalgebra e X um k-espago ve-
torial. Entao X ® C' é um C-comddulo a direita, com a aplicacao de
estrutura p: X ® C — X ® C ® C dada por p = I ® A. Verifiquemos
que o seguinte diagrama comuta

X®C o4 X®C®C

IRA Ixgoc®A

XeCoo—22% _xscwcecC.

De fato, sejam z € X e ¢ € C. Entao

TeAD)IeA(z®c) = (A x®Al)
= (I9A0DEe () asce)

= Zx@A(cﬁ@@
= Zx®011®012®02
= Z$®C1®02®C3-

Por outro lado,

(Ixec @ A)I @ A)(z @) (Ixec ® A)(z @ A(c))

(Ixsc @ A)(x @ (Y _a @c))
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Y Uxec @A)z @ ®c)
= Zz®01®A(02)

= Zz®01®c21®022
Zz®01®c2®C3.

Logo, o primeiro diagrama é comutativo. Resta mostrarmos a co-
mutatividade do segundo diagrama

XeC
P
IRA XC®k
%;
XeC®C.
Temos que
(Ixge®@e)I@A)(z®c) = (Ixge®e)(z® (Z 1 ® c2))

= (Ix®c®5)(2z®01®@)
= Y (Ixpc@e)(x®c1 @ ca)
= Zz@cl ® e(ey)

= Y z®ce(e)

= 2® ) ce(e)

= r®c®l
= Yoo,

®1
®1

Lembramos a definicdo de morfismos entre dois A-modulos via dia-
gramas e abaixo apresentamos a versao dual, ou seja, morfismos entre
dois C-comodulos.

Defini¢ao 2.26 Sejam A uma k-dlgebra, (X,v) e (Y, pu) dois A-mddulos
a esquerda. Uma aplicagdo k-linear f: X — Y € dita um morfismo de
A-mddulos se € comutativo o diagrama abaizo
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X 7 Y.

Definicao 2.27 Sejam C uma k-codlgebra, (M,p) e (N,¢) dois C-
comddulos a direita. Uma funcgao k-linear g : M — N € dita um
morfismo de C-comddulos se € comutativo o diagrama

M J N

MeC———N®C.
g1

A comutatividade do diagrama pode ser escrita em notacao de Swe-
dler como

P(g(m)) = Zg(mo) ® mq, para todom € M.

Os C-comodulos & direita com os morfismos definidos como acima
determinam uma categoria, chamada categoria dos C-comoédulos & di-
reita, denotada por MC. Analogamente, temos a categoria dos C-
comodulos a esquerda que é denotada por € M.

2.2.2 Subcomédulos e comédulos quociente

Nesta se¢ao, definimos subcomodulos e comddulos quociente. De-
senvolvemos algumas propriedades sobre os mesmos. Embora, conside-
ramos C-comddulos & direita sobre C, todas as defini¢oes e resultados
valem para C-como6dulos a esquerda.

Definigao 2.28 Seja (M, p) um C-comddulo a direita. Um k-subespago
vetorial N de M € dito um C-subcomddulo ¢ direita se p(N) C N @ C.

Seja (C, A, &) uma coalgebra. Notemos que I é um C-subcomoédulo
a direita de C se, e somente se, I é um coideal a direita da codlgebra
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C. De fato, como (C, A) é a estrutura de C-comoddulo da coalgebra C' e
sendo I um C-subcomodulo a direita de C, entdo A(I) C I ® C. Logo,
I é coideal a direita da coélgebra C. Obviamente, se I é um coideal a
direita de C, entao (I, A) é um C-subcomddulo a direita de C.

Sejam (M, p) um C-comoédulo a direita e N um C-subcomoédulo de
M. Entao M/N é o k-espago vetorial quociente e w : M — M/N, a
projegao candnica, m(m) = T para todo m € M, é obviamente k-linear.

Proposicao 2.29 Sejam (M, p) um C-comddulo & direita e N um C'-
subcomddulo. Entao existe uma unica estrutura de C'-comddulo & direita
em M/N tal que m: M — M/N é um morfismo de comddulos.

Demonstragao: Temos que (r @ Ip(N) C (7 I)(N®C) C7(N)®
C =0, pois 7(N) = 0. Logo, N C Ker((r ® I)p). Portanto, existe um

dinico morfismo p de k-espagos vetoriais tal que o diagrama abaixo

M a M/N

Moo —2t

|
|
|
I
y
(M/N)®C

é comutativo, isto é, pr = (7 ® I)p. Dai, para qualquer m € M, segue
que

pm) = pr(m) = (r® Dp(m) = (r© D)3 mo © my)

= ZT( ®m1 Zm0®m1

Portanto, p() = Y Mo ® my. Afirmamos que (M/N,p) é um C-
comodulo a direita. Precisamos mostrar que (I ® A)p = (p® I)p. De
fato, seja @ € M/N. Entao

(IeA)pm) = (oA m@m)
Zm0®m11®m12
= Zm()@ml@mg e
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(p® (> mo®mi)
> p(mo) @ my

= > (Mo)o® (mo)1 @ my
> o © my @ my.

(P @ I)p(m)

Logo, (I ® A)p = (p ® I)p, como querfamos. O fato de que o
diagrama acima é comutativo nos diz que 7 : M — M /N é um morfismo
de comddulos. ]

O comodulo M /N com a estrutura dada acima é chamado comddulo
quociente de M com respeito ao subcomoédulo N.

Proposicao 2.30 Sejam M e N dois C'-comddulos & direita e f : M —
N um morfismo de comddulos. Entao Imf é um C-subcomddulo de N
e Kerf é um C-subcomddulo de M.

Demonstragao: Sejam ppf : M - M ®@C e py : N - N®C as
respectivas aplicagoes de estrutura dos dois C-comddulos. Como f é um
morfismo de comodulos, temos que (f @ Ipp (Kerf) = pnf(Kerf) =
0. Logo, py(Kerf) C Ker(f ® I) = Kerf ® C, esta tltima igualdade
decorre do Lema 2.14. Assim, Kerf é um subcomodulo de M.

Por outrolado, py(Imf) = px(F(M)) = (p ) (M) = (F&1)par(M)

Imf ® C e portanto, I'mf é um subcomodulo de N. ]

Teorema 2.31 (Teorema do isomorfismo para comédulos) Sejam
f: M — N um morfismo de C-comddulos a direita, 7 : M — M/Kerf
ei:Imf — N, a projecio e a inclusao candnicas, respectivamente.
Entao existe um tnico isomorfismo de C-comddulos f : M/Kerf —
Imf tal que o diagrama abaizo comuta

f

M N
M/Kerf4f>1mf.

Demonstragao: Pelo teorema do isomorfismo de espagos vetoriais,
existe uma unica fungdo k-linear f : M/Kerf — Imf tal que f(m) =
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f(m), isto &, (ifn)(m) = f(m),¥m € M. Claramente, f é um isomor-
fismo de k-espagos vetoriais. Para provarmos o teorema, precisamos
verificar que f ¢ um morfismo de comédulos.

Sejam w : M/Kerf — (M/Kerf)®@ C e : Imf — Imf ® C as
aplicagoes de estrutura dos respectivos comédulos. Mostremos que o
diagrama abaixo comuta

i

M/Kerf Imf
w [
(M/Kerf) o C — 1

Temos que

(f © Dw(m)

(f®1)(zmo®m1 = fmo) ®m
Zf(mo)®m1 Zf Jo ® f(m)1
I(f(m)) = (9f)(m),

a igualdade () segue do fato de que f é um morfismo de comodulos.
Logo, (f®I)w = 9f, ouseja, f ¢ um morfismo de comédulos a direita. W

2.2.3 Mo6dulos racionais

Sejam C' uma coalgebra e C* a sua algebra dual. Consideremos
M um k-espago vetorial e w : M — M ® C uma aplicacao k-linear.
Definimos v, : C* @ M — M por

Vo C* oM 2 oMoo' S ocro oo M ER ko M -2 M,

isto &, ¥, = d(vy @ Inf)(Io» @ T)Io+ @ w), em que ¢ : k@ M — M
é o isomorfismo canénico, T' : M ® C — C ® M é a fungao twist,
Tm®c)=c®@me~vy: C*®C — k é&dada por v(f ® ¢) = f(c).
Claramente, 1, é k-linear e para quaisquer m € M e f € C*, temos
que
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Yo(f@m) = Ie- @ T)(Iox @w)(f @ m)

(v @ In)(Ie» @ T)(f @ (3oms ® ci))

o(v @ Inr)
( )
= o(y@Iu)(f® (Zcz@mi)z)
( )
(

~ I~ o~

(v @ Iy zuéci@mm
= A f(e) @mi) = T fle)m

Portanto, paraw(m) = Y m;®c;, temos que ¥, (f@m) =Y f(c;)m

Proposicao 2.32 Com as notagoes do pardgrafo anterior, (M,w) €
um C-comddulo & direita se, e somente se, (M,1,,) é um C*-mddulo a
esquerda.

Demonstragao: (=) Suponhamos que (M,w) seja um C-comoddulo &
direita. Sejam f € C* e m € M. Denotamos a a(;éo de C* em M por
fem=v,(f@m) =3 f(mi)mo, em que w(m) = > mo @ my.

Temos que 1o« -m =e-m =Y e(mq)mo = m, pela comutatividade
do segundo diagrama da definigao de comodulo.

Agora, sejam f,g € C* e m € M. Entao

felg-m) = f- glmi)mg
> g(m1)(f - mo) (pela k-linearidade de 1.,

Zg(m1>f(( )(mo)o = Zg ma) f(m1)mo
Zf(ml)g(m2)mo =Y (frg)mi)mo=(f*g)-m

E claro, pela linearidade de v, que (f +g)-m = f-m+g-me
que f-(m1+m2) = f-mi+ f-ma. Logo, (M,,,) é um C*-modulo a
esquerda.

(<) Suponhamos que (M, 1,,) seja um C*-modulo a esquerda. Pre-
cisamos mostrar que (M,w) é um C-comoddulo a direita. Escrevemos
w(m) => mo®my, com mg € M e my € C. Como ¢ -m = m, segue
que Y e(mi)mo = m e dai,

I®e)w(m) = HIwe) Zm0®m1 Zm()@s mi))

= Zmos my) = Zs(ml)mo =m,
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¢~ ! é o isomorfismo (canonico) inverso de ¢ : M — M ® k. Isto prova

a comutatividade do segundo diagrama da definicao de comodulo.

Resta provarmos que (w® Iw = (I ® A)w. Para isso, consideramos
o isomorfismo candnico ¢ : M ® k ® k — M e usamos o fato de que
(fxg)-m = f-(g-m), que ocorre devido & hipotese de (M, 1),,) ser um
C*-mo6dulo & esquerda. Temos que

(fxg)-m = Y (fxg)m)mo="> f((m1)1)g(m1)2)mo
= Y flmi)g(mz)mo.

Por outro lado,
(I®A)wm) = (IToA)(> mo@m)
= Zmo @ my, @ mi,
= Z mo ® mia ® ma.

Dai,

s @ fg)I®Awm) = (I fg)(d mo®m ®my)
= Zmof(m1>g(m2>
= Y fmi)g(ma)mo
— (fxg)-m.

Logo, (f+g) - m=0¢(I® f®g)(I® A)w(m). Agora,

Fog-m) = [ gtmiyme) = g(ma)f((mo)1)(mo)o
= Y g(ma)f(mi)mg e

dI@fRg)(weNwm) = ¢ feg)(wa)(d moem)
(I @ f@g)(d mo, @mo, @m1)
S(I® f©g)(D_momi@ms)
= > mof(m1)g(ms).

Assim, f-(g-m) =9(I® fR¢g)(w®Iw(m). Mas, como f-(g-m) =
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(f+g)-m, segue que p(I® f@g)(ww(m) = (I f®@g)(I@A)w(m).
Pela injetividade de ¢, temos que (I ® f ® ¢)(w @ Nw(m) =1 ® f ®
9)(I ® A)w(m).

Seja y = (w @ INw(m) — (I ® A)w(m). O resultado fica provado se
mostrarmos que y = 0. Claramente, (I ® f ® g)(y) = 0, para quaisquer
figeC*.

Seja {e;}icr uma base de C. Como y € M ® C ® C, entao y =
Zi,j mi; ®e; ® ej, com mgjs em M. Consideremos, para cada i € I, a
funcdo f; : C — k, dada por f;(e;) = &; ; (estendida por linearidade).
Para cada iy, jo fixados, temos que

I® fio @ fi)y) = (@ fi,® fio)D>_mij @ e @e;)
Z mij @ fi,(ei) ® fjo(e5)
= mi0j0®1k®1k.

Aplicando ¢ & (I ® fi, @ fi,)(y), segue que m;,, = 0. Mas ig e jo,
embora fixados, sdo arbitrarios. Logo, m;; = 0 e assim, y = 0. ]

No que segue agora, sao definidas algumas outras funcoes k-lineares
que motivam a defini¢do de C*-moédulos racionais. Seja (M, 1p) um
C*-moédulo a esquerda. Definimos

oy M — Hom(C*, M), ppr(m)(f) = f-m=¢vpu(fem),me M, feC*.

Sejam j : C — C** a inclusdo canoénica, dada por j(c)(f) = f(¢),
ceC, feC*e

har - M@ C** L 0 @ M -2 Hom(C*, M)
e pela definigdo, hpr (m®g)(f) = g(f)m, para qualquer m € M, g € C**
e f € C*. Observemos que hj; € injetora, pois T' é um isomorfismo de

k-espagos vetoriais e ¢ é injetora, pelo Lema 2.18. Seguindo portanto,
que a funcao

pr M@ C — Hom(C*, M) dada por pupy =hy(I ®j)
é injetora e é claro, pela definicdo da mesma, que

pu(m@e)(f) = hu(I@j)(mec)(f) =hu(me j(e)(f)
= J@©f)m = f(e)m,
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para quaisquer c € C, f € C* em € M.

Definigao 2.33 Um C*-mddulo a esquerda M € dito um mddulo raci-
onal se
o (M) C up(M @ C).

Podemos definir similarmente um C*-médulo a direita racional con-
siderando (M, 1) acima um C*-moédulo a direita e alterando conve-
nientemente as funcoes k-lineares dadas anteriormente.

Podemos enunciar a definicao acima equivalentemente como

Proposigao 2.34 M é um C*-mddulo a esquerda racional se, e so-
mente se, para todo m € M existem duas familias finitas {m;}; C M e
{ci}i € C tais que f-m =3 f(¢;)m;, para todo f € C*.

i

Demonstragao: (=) Por hipotese, py (M) C pp(M ® C), isto é
dado m € M, existem {m;}; € M e {¢;}; C C tais que ppy(m) =
un (O m; ®c¢;) eisto nos diz que f-m =Y f(c;)m;, para todo f € C*.

(<) Se, dado m € M, existem familias finitas {m;}; C M e {¢;}; C
C tais que f- m =3 f(c;)my, para todo f € C*. Entao ppr(m)(f) =

(MM(Zmi@?Ci))(f)fo € C*. Logo, pur(M) C ppr(M ® C), isto &, M

3
é um C*-modulo & esquerda racional. [ |

Exemplo 2.35 Seja C' uma coélgebra de dimensao finita. Entao C* é
um C*-moédulo a esquerda racional.

De fato, como C' tem dimensao finita, a aplicacao j : C — C**
dada por j(c)(f) = f(¢), com ¢ € C e f € C*, & um isomorfismo de
coalgebras veja ([3], p.22). A fungao

hoe : CF @ 0 L 0™ @ 0* -2 Hom(C*,C™)

é um isomorfismo, pois neste caso, ¢ é um isomorfismo k-linear, veja
Lema 2.18.

Logo, pio+(C*®C) = Hom(C*, C*) e portanto, pc~(C*) C Hom(C*
C*) = pe~(C* ® C) e segue o resultado.

Denotamos a categoria dos C*-mo6dulos a esquerda racionais por
Rat(c«M). Lembramos que a categoria dos C-comddulos & direita é
denotada por MC.

O teorema abaixo é fundamental para nosso trabalho, pois nos
permite tratar comodulos & direita sobre uma coalgebra C' como C*-
moédulos a esquerda racionais e isto é interessante, pois trabalhamos
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naturalmente com a estrutura de C*-moédulos e via o isomorfismo, tra-
zemos os resultados para comédulos. Muitas vezes no trabalho tal re-
sultado sera usado e isto ficara claro pelo contexto, sendo desnecessario
ficarmos nos remetendo a este toda vez que o utilizarmos.

Teorema 2.36 As categorias M e Rat(c-M) sdo isomorfas.

Demonstragio: Seja (M,w) um C-comddulo & direita. Pela Propo-
sicao 2.32, (M, 1,,) € um C*-mo6dulo & esquerda. Agora, seja m € M.
Entao w(m) = > mo ® my. Assim, para todo f € C*, ¥, (f @ m) =
f-m=>" f(mi)mg e, por definigdo, M é um C*-modulo a esquerda
racional.

Sejam M e N dois C-comddulos a direitae f : M — N um morfismo
de comédulos. Mostremos que, considerando M e N como C*-modulos,
f é morfismo de C*-moédulos. De fato, sejam m € M e g € C*. Entao

flg-m) = FOglmi)mo) = g(m1)f(mo)
ST g mn) fmo = g f£(m),

a igualdade (%) é devida ao fato de que f é morfismo de comodulos.
Assim, definimos um funtor 7 : M — Rat(c-M) por T(M,w) =
(Ma'l/}w) eT(f) :f-

Seja (M,v) um C*-moédulo & esquerda racional. Como pp : M ®
C — Hom(C*, M) é injetora, entdo fips : M @ C — pup (M @ C) € um
isomorfismo de espacos vetoriais. Definimos

wy: M — M®C por wy(m)=jy (pa(m)).

A funcBo wy estd bem definida, pois pp (M) C pu(M @ C) =
fv(M®C). Dadom € M, sewy(m) =, mi®c;, entdo » ., f(ci)m; =
f-m,¥f e C*. De fato,

(marwy (M) (f) = (pariin] par (M) (f) = par(m)(f) = f - m.

Por outro lado, (ua(32;mi ® ¢;))(f) = 32, (um(mi ® ¢i))(f) =
> f(ci)m;i. Segue o que queriamos.

Para mostrarmos que (M,wy) é um C-comddulo & direita, basta
provarmos que ¥, = 1. Se ocorre esta iultima igualdade, isto é,
(M,,) = (M,9) que é um C*-modulo a esquerda segue, da Pro-
posigao 2.32, que (M,wy) é um C-comoédulo a direita.

Sejam € M. Entéo wy(m) = Y m;®c;. Dai, pelo que fizemos acima,

> f(eiymi = f-m, mas py(m)(f) = f-m = ¢(f ©m). Logo, ¥(f @
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m) = Y, f(ci)m;. Por outro lado, sendo wy(m) = 3> m; & ¢;, temos
(por construgao, veja Proposicao 2.32) que v, (f @ m) = > f(ci)m;.

Portanto, 1, = 9 e assim, (M,wy) é um C-comoédulo & direita.
Sejam (M, ¢pr) e (N,¢n) dois C*-mddulos & esquerda racionais
e f: M — N um morfismo de C*-mo6dulos. Mostremos que f :
(M, wy, ) — (N,wyy) € um morfismo de C-comédulos a direita.
Seja m € M e suponhamos que wy,, (M) = Y m; ® ¢;. Queremos

K2
mostrar que (f @ INwy,, = wyyf. Para isso, vejamos que pun((f ®
DNwy,,) = un(wyy f) e o resultado segue devido & injetividade de pn.
Seja g € C*. Entao

N ((f © Dwy,y, (m))(9) un((f @ I)(Z m; @ ci))(9)

“N(Z f(mi)z® ¢i)(9)
- Zu;v(f(mi) ®ci)(g)
ig(cz')f(mi)
f(z glei)mi)

= fg-m) e

v (wyn F(M)(g) = pn(iy o f(m))(g)
(pn(f(m)))(9)
= g-f(m)

Como f é um morfismo de modulos, temos que f(g-m) = g- f(m).
Portanto, obtivemos o que queriamos, donde f é um morfismo de C-
comédulos. Construimos assim, um funtor S : Rat(c-M) — M tal
que S(M, ) = (M,wy) e S(f) = f.

Finalmente, mostremos que SoT = Iyc e que T'0 S = Irai(pu Mm)-
Primeiramente, provemos que (SoT)(M,w) = (M,w) e que (SoT)(f) =
f. A ultima igualdade é 6bvia, pois (SoT)(f) = S(T(f)) =S(f) = f.
Resta provarmos que (S o T)(M,w) = (M,wy,) = (M,w), em que
wy, (m) = iy} (par(m)). Dai, para todo g € C*, temos que

par(fiag (par(m)))(g) = par(m)(g) = g-m e,
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por outro lado,

(marw(m))(g) = (uar(3mo ®m))(g) = D (nr(mo © ma))(g)
= > gmme = vulgem) =g-m.

Logo, par(fiys (par(m))) = par(w(m)) e como pps é injetora, segue
que wy, (m) = fiy} (par(m)) = w(m), para todo m € M e portanto,
W= wy,. Logo, SoT = Ic.

Analogamente, para mostrarmos que ToS = [ Rat(c* M) € suficiente
provarmos que (T o S)(M,v) = (M,v,,) = (M,1), mas isto ja foi
mostrado acima. ]

Provamos no proximo resultado que a categoria Rat(c+M) é fe-
chada para submoddu-los, moédulos quociente e somas diretas. O te-
orema abaixo é, de fato, usado para mostrarmos que Rat(c«M) =
o[c+C], veja Corolario 2.53. Na prova do que segue, consideramos C*-
modulos & esquerda. No entanto, o mesmo é valido se consideréssemos
C*-modulos a direita.

Teorema 2.37 Seja C' uma codlgebra. Entao sao vdlidas as afirma-
coes.

(i) Um submddulo ciclico de um C*-mddulo racional é finito-dimensional.

(ii) Se M é um C*-mddulo racional e N é um C*-submddulo de M,
entao N e M/N sio C*-mddulos racionais.

(iii) Se (M;)ier € uma famdlia de C*-mddulos racionais, entio €@
€ um C*-mddulo racional.

i€l M;

Demonstragao: Para esta demonstragao, usamos a caracterizagao de
modulo racional dada na Proposicao 2.34.

(i) Sejam M um C*-modulo racional e C* - m o submoédulo ci-
clico gerado por m € M. Como M é racional, existem familias fini-
tas {¢itier € C e {m;}icr € M (F é um conjunto finito) tais que
f-m=73"p f(ci)m;, para todo f € C*. Logo, C* - m esta contido no
k-espaco vetorial gerado pela familia {m;};cr. Portanto, C* - m tem
dimensao finita.

(ii) Seja n € N. Entdo n € M e como M é racional, temos que
prm(n) € pp(M ® C), isto &, existem familias finitas {¢;}iep em C e
{mi}ier em M (F é um conjunto finito) e podemos considerar os c}s
linearmente independentes. Para cada j € F) existe ¢; € C* tal que
ci(ci) = ;i (delta de Kronecker). Assim, para todo j € F, ¢j -n =
Y. c;(ci)m; =m; € N, pois ¢; -n € N (N é um C*-submodulo de M).
Logo, {m;}icr € N e portanto, N é um C*-mddulo racional.
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Sejam € M/N. Como M é racional, existem familias fnitas {m; };cr C
M e {c;}ier C C (F éum conjunto finito) tais que f-m =Y f(c;)m;,Vf €
C*. Claramente, {m;},cr € M/N. Logo, para todo f € C*,f-m =
f-m= ZieF f(cz)mz = ZieF f(cz)mz = ZieF f(Cz)Wz e portanto,

M/N é um C*-moédulo racional.

(iii) Para cada j € I, seja q; : M; — @,.; M; a inclusao natural de
Mj em @, ; M;. Sejam € @,.; M;. Entdom = {m;}icr = > qi(my),
i€F

em que F' é um conjunto finito e cada ¢;(m;) é uma familia quase-nula
tal que todos os elementos da familia sao nulos, exceto possivelmente,
o elemento m;.

Para cada m; € M; com i € F, existem familias finitas {¢;x}rer, C
C e {mix}rxer, € M; (F; é um conjunto finito) tais que f-m =
ZAeFi f(cix)man, para todo f € C*. Entao

frm = f- (Z%(W)) =Y ailf-mi)

iEeF ieF

= Z%‘ (Z f(Ci/\)mi/\> = Z Z Jein)qi(min),

i€EF AEF; i€EF AEF;

e isto nos diz que @ M; ¢ um C*-mo6dulo racional. [ |
il

J& vimos que uma codlgebra C' é um C-comodulo a direita (& es-
querda) com aplicagao de estrutura sendo a comultiplicagdo A. Entao C
é um C*-moédulo & esquerda (& direita) racional com a agéo a esquerda
(a direita) dada por f-c =Y f(ca)er (¢- f =3 f(c1)ea), para quais-
quer f € C* e ¢ € C. Seguindo a notagao de ([3], p.79), sempre que
nos referirmos & coalgebra C' como C*-mo6dulo, vamos denotar a agao
a esquerda por f — c e a agao a direita por ¢ — f, respectivamente.

A proxima proposicao sera util no Capitulo 4. Antes de enuncia-
la, lembramos que dado um anel (R,+,-), o seu anel oposto RP =
(R,+,-°P) em que r -°? s = s - r, para quaisquer r, s € R. Recordamos
também que para um R-modulo a esquerda (a direita) M, denotamos
por End(rM) (End(Mg)), o anel dos endomorfismos de M com as
operagoes + (soma pontual) e o (composi¢ao de fungdes), mantemos
esta notacao nos proximos capitulos.

Proposicao 2.38 Seja (C,A,e) uma codlgebra. Entio End(c+C) ~
(C*)P e C* ~ End(Cc~) sao isomorfismos de k-dlgebras.
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Demonstragao: Na prova deste teorema, como dissemos no inicio do
capitulo, mantemos a notagao simplificada para composi¢ao de fungoes.
Para provarmos o primeiro isomorfismo, consideremos a aplica¢ao

v (C*)°P — End(c-C)
fo— ) ¢ — C
c = c—f =3 fla)e
= (¢(f @ I)A)(c),

em que ¢ é o isomorfismo canoénico k ® C' ~ C. Vejamos que ¥(f) €
End(c+C). De fato, sejam ¢,d € C e a € k. E imediato que

D(f)(e+d) = 9(f)(e) +9(F)(d) e que p(f)(ac) = a(¥(f)(c));

pois ¥ (f) é a composta de fungoes k-lineares. Seja g € C*. Entao

V(N erglea)) = erglea) = f
Zf(ch C1,9 Cz Zg 03 C1 C2
D flenglesy)es, =g — > fle)e

g = ¥(f)(e).

Verifiquemos agora que 1 é um morfismo de k-algebras. Sejam
fig € (C*)°P e o € k. Entao

P(f)lg— o)

vaf+9)(c) = c=(af+9) = ((af +g)(c1))es
= D (@f)er)es+ ) gler)es
= Y alfle))es+ ) gler)e

= a) fle)ea+ Y gle)e

= a(¥(f)()) +1(g)(c)

= (a(f)(c) +(9)(c)

= (a(f) +4(9))(c),Ve € C.
o

Logo, ¢¥(af +g) = ay(f) +
g) = ¢¥(f) o ¥(g). De fato,

g). A seguir, mostremos que (f *°P
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V(P g)e) = w(gx ) =D (g% [ler)ez
= Zg 011 012 C2 = Zg Cl
= Zg Cl C21 C2, = Zg Cl CQ

Y)W (9)(c) = (w(f) o ¥(g))(c), Ve € C.

Agora, provemos que ¥ () = I. De fato, seja ¢ € C. Entao
P(E)(e)=c—e= 25(01)02 =c.

Portanto, ¢ () é a identidade em End(c~C). Finalmente, mostre-
mos que a fungao

7: End(c~C) — (C*)°P

é a inversa de 1. De fato, sejam f € (C*)°P e ¢ € C. Entao

((r) () = 7@ ())(e) = (e(f))(e) = e(¥(f)(c))

= ) fle)ea) =) fler)elea) = flere(er))
= O ae(e) =

Logo, (t¢)(f) = f. Por outro lado, para quaisquer g € End(c~C)
e c € C, temos que

((¥7)(9))(e)

Y(7(9))(c) = Y(eg)(c) = 2(59(01)) C2
= 25(9(01 €®I)Zg 1) ® cz2)

($(c @ I)(g® DA)(e) 2 (6(c @ NAg)(e)

(6(e @ DAY (g(e)) = b(=)(9(e)) =) g(0),

em que a igualdade (x), segue do fato de que g é um morfismo de C-
comodulos a direita, isto &, Ag = (g®I)A e (xx) ocorre, pois ¥(g) = I.
Portanto, (¥7)(g) = g. Concluimos que v é um isomorfismo de k-
algebras.
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Para o segundo isomorfismo consideremos a aplicacao

p: C* — End(Ce+)
fo— elf): C — C
c — f—=c =) cf(e)
= (¢(I @ f)A)(c),

em que ¢ é o isomorfismo canénico C ® k ~ C. A prova de que ¢ é um
isomorfismo de k-algebras é semelhante & verificagao feita para ». M

2.2.4 Comodulos simples e comoédulos injetivos

Nesta secao, apresentamos diversas definigoes e resultados auxiliares

para mostrar que dada uma coalgebra C, temos que C' = @ E(S3),
Bel

em que Sz é um C-comoddulo & direita simples e E(Sg) é a envolto-
ria injetiva de Sg na categoria dos C-comédulos & direita, para cada
B € I. Mostramos também outros resultados importantes como, por
exemplo, Rat(c«M) = o[c+C]. Definimos modulos cogeradores e auto-
cogeradores, nocoes estas importantes para os proximos capitulos.

Alertamos o leitor para o fato de que (C, A, ), ou simplesmente C,
é sempre uma coalgebra. Respeitamos a notacao do Capitulo 1, escre-
vendo C) = D,c; Ci com C; = C,Vi € I, que & a soma direta do
C*-mo6dulo C' (ou C-comddulo C). Aqui, fazemos todas as defini¢oes
e resultados para comddulos & direita, mas estes sao inteiramente ané-
logos para comoédulos a esquerda. Comegamos definindo um comédulo
livre.

Definigcao 2.39 Um C-comddulo a direita M € dito livre se M € iso-
morfo a um comddulo da forma X ® C com a estrutura de C-comddulo
a direita dada por IQA : X®C — XQCKQC, em que X € um k-espago
vetorial.

Vimos, no Exemplo 2.25, que (X ® C,I ® A) é, de fato, um C-
comodulo & direita.

A observacgao abaixo, dita agora, é bem utilizada para provarmos
resultados mais adiante, ainda nesta subsecao.

Observagao 2.40 Sejam {e; };c; uma base do k-espago vetorial X e C
uma coalgebra. Entdo X @ C' e CY) sdo isomorfos como C-comodulos.

Fazendo X = k na observagao acima, temos que k ® C' e C sao
isomorfos como C-comodulos e portanto, C' é um C-comodulo & direita
livre.
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Proposigao 2.41 Todo C-comddulo a direita € isomorfo a um subco-
maodulo de um C-comddulo livre.

Demonstracao: Seja M um C-comodulo a direita. Entao M @ C' é
um C-comddulo & direita com a aplicaggo IQA : M RC - MC®C
que, por defini¢ao, é um C-comddulo livre.

Consideremos p : M — M ®C a aplicagao de estrutura do comédulo
M. Da definicao de C-comoédulo a direita temos o diagrama

p

M MeC
pl l[@A
PRI
MC——MeCxC.

Logo, p € um morfismo entre os C-comoédulos (M, p) e (MQC, IQA).
Provemos que p é injetora. De fato, seja m € Kerp. Entdao 0 = p(m) =
> mgp ® my. Considerando ¢ : M ® k — k o isomorfismo canonico e
aplicando ¢(I ® ) & p(m) temos que 0 = ¢((I ® £)(3_mo ® my)) =
> > moe(my) = m. Portanto, M ¢ isomorfo & I'mp.

Como p é morfismo de comddulos, segue que I'mp é um C-subcoméddulo
de M®C. Dai, M é isomorfo a um subcomédulo de um comédulo livre. B

Agora, definimos um comoédulo injetivo.

Definigao 2.42 Seja M um C-comddulo a direita. Entdo M € dito
injetivo se M ¢ um objeto injetivo na categoria M, isto €, para qual-
quer morfismo injetor v : X — 'Y de C-comddulos a direita e qualquer
morfismo f : X — M de C-comddulos a direita, existe um morfismo
de C-comédulos a direita f : Y — M tal que fi = f. Visualizamos isto
no diagrama

0—= X ——>Y

Nao provamos o préoximo resultado, apenas o enunciamos. Entre-
tanto, sua prova pode ser encontrada em ([3], Corollary 2.4.5). A impor-
tancia deste resultado é que este nos permite concluir que o C-comé6dulo
C' é auto-injetivo.

Proposigao 2.43 Todo C-comddulo a direita livre € injetivo. Em par-
ticular, C' € um C-comddulo & direita injetivo.
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Segue, obviamente, da proposicao acima que C' é um C-comoddulo &
direita auto-injetivo (equivalentemente, C' é um C*-modulo a esquerda
auto-injetivo) e este fato é importante no Capitulo 4.

Proposigao 2.44 Seja M um C-comddulo & direita. Entao M € in-
jetivo se, e somente se, M é um somando direto de um C-comddulo a
direita livre.

Demonstragdo: (<) Seja F' um C-comoédulo & direita livre tal que
F = M & X, para algum C-subcomédulo X de F. Pela proposigao
anterior, F' é um C-comé6dulo injetivo.

Vejamos que M é um C-comodulo injetivo. Sejam ¢ : Y — Z um
morfismo injetor e f : Y — M um morfismo, ambos de C-comodulos a
direita. Consideremos i : M — F' a inclusao candénica. Como F' é um
C-como6dulo injetivo, existe um morfismo g : Z — F de C-como6dulos
a direita tal que gt = if. Visualizemos no diagrama abaixo

0—>Y —=7

F /
fl 7
/
M /g4
/
F“i/
ry
F.

Definimos f : Z — M por f = mg, em que 7 : F — M, w(m + z) =
m, para quaisquer m € M e z € X. E claro que f é morfismo de
C-como6dulos. Além disso, para todo y € Y,

(fO) = f®) = (79)(y) = 7((g)(¥))
= 7((if)(y) = 7(i(f(y)) = =(f () = f(¥)-

Logo, fu = f e portanto, M & um C-comodulo injetivo.

(=) Seja M um C-comoédulo injetivo. Pela Proposigao 2.41, M é
isomorfo a um subcomoédulo de algum comédulo livre, digamos N. Por
defini¢ao, existe um isomorfismo de C-comodulos entre N e X ® C', para
algum k-espago vetorial X. Da Observacao 2.40, segue que X ® C' ~
C® para algum conjunto © que indexa a base de X. Logo, existe um
morfismo injetor de C-comodulos ¢ : M — CD).

Sendo M injetivo, existe j : C¥ — M morfismo de C-como6dulos
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tal que jiu = I, conforme o diagrama abaixo

0—> M —= @

s
s
1 -
~

M.

Como a sequéncia 0 M r\i/ o) C® /(M) —=0

J
cinde, temos que C = (M) @ Kerj ~ M @ Kerj. Portanto, M ¢é
somando direto de algum comoédulo livre. ]

A demonstragdo da proposicao que segue pode ser encontrada em
([3], Proposition 2.4.8).

Proposicao 2.45 Seja {M;};,cr uma familia de C-comddulos a direita

injetivos. Entdo a soma direta @ M; é um C-comddulo a direita inje-
el
tivo.

Agora, definimos comodulo simples e mostramos alguns resultados
relativos a estes, para depois, provarmos a decomposicao de C' menci-
onada inicialmente.

Definicao 2.46 Um C-comddulo a direita M € dito simples se M é
nao-nulo e se 0s unicos subcomodulos de M sao 0 e M.

O seguinte resultado é bem interessante, pois garante que todo co-
moédulo nao-nulo possui um subcomédulo simples.

Proposigao 2.47 Seja M um C-comddulo nao-nulo. Entao M possui
um subcomddulo simples.

Demonstragao: Seja m € M nao-nulo. Pelo Teorema 2.37 - (i), o
subcomodulo C* - m gerado por m é finito dimensional. Obviamente,
existe um subcomodulo S de C* -m de menor dimensao possivel dentre
todos os subcomodulos nao-nulos de C* - m, tal S é um subcomoédulo
simples. [ |

Sejam M um C-comoédulo a direita e S um C-subcomodulo de M.
Do isomorfismo entre as categorias MC e Rat(c+ M), temos que S é
um C-comoédulo & direita simples se, e somente se, S € um C*-mo6dulo
a esquerda (racional) simples. Assim, faz sentido considerar o socle de
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M, soc(M), como definido no Capitulo 1, isto &, soc(M) é a soma de
todos os C*-submodulos & esquerda (racionais) simples de M.

Seja N um subcomoddulo de M. Dizemos que N é um subcomddulo
essencial em M se, como C*-submodulo de M, N é essencial em M,
veja Definicao 1.4.

Corolario 2.48 Seja M um C-comddulo a direita nao-nulo. Entao
soc(M) € um subcomddulo essencial em M.

Demonstragao: Trivialmente, soc(M) é nao-nulo, pois M possui sub-
comodulo simples. Seja N um subcomoédulo nao-nulo de M. Pela propo-
sicao anterior, N possui um subcomédulo simples, digamos X. Obvia-
mente, X é um subcomodulo simples de M. Dai, 0 # X = soc(M)NX C
soc(M)NN. Logo, soc(M)NN # 0 e isto nos diz que soc(M) é essencial
em M. [ |

Proposigao 2.49 Todo C-comddulo simples possui dimensao finita.

Demonstragao: Seja S um C-comoédulo simples. Como S é nao-nulo,
existe 0 # z € S. Temos que C* -  é um subcomodulo ndo-nulo de S.
Portanto, S = C*-x e, pelo Teorema 2.37 - (i), S é finito dimensional. W

Proposigao 2.50 Todo C'-comddulo & direita simples € isomorfo a um
coideal & direita de C.

Demonstragao: Seja S um C-comoédulo a direita simples. Pela pro-
posigao anterior, S possui dimensao finita, isto é, dim .S = n. Da Pro-
posigao 2.41, segue que S e Imp sao comddulos simples isomorfos, em
que p: S — S®C é a estrutura de comodulo de S. A Observagao
2.40 nos da que C™ ~ S ® C' e portanto, existe um morfismo injetor de
C-comodulos f : .S — C™. No entanto, podemos considerar f um mor-
fismo injetor de C*-modulos & esquerda (racionais). Dai, S é isomorfo
a um C*-submoédulo simples N de C™ que, claramente, esta contido em
soc(C™).

Como C" =@ ,C;, C; = C, Vi e {1, ,n} segue, da Proposi-
¢ao 1.14 - (iii), que soc(C™) = soc(C)™. Assim, S ~ N C soc(C™) =
soc(C)™ e isto nos diz que S é isomorfo a um submodulo (simples) de
C'. Portanto, S é isomorfo a um subcomodulo (simples) de C, ou seja,
S é isomorfo a um coideal & direita de C. ]

Todo objeto em MC possui uma envoltoria injetiva, ou seja, para
todo M em MY existe um objeto injetivo E(M) em MC tal que M &

o1



um subcomédulo essencial em E(M). Caso necessario, para mais de-
talhes, veja ([3], p.92). Gostariamos de esclarecer ao leitor que, mais
a frente, ser4 mostrado que Rat(c+M) = olc+C] e, segundo a nota-
gao do Capitulo 1, deverfamos escrever M ao invés de E(M), uma
vez que enxergando F(M) como C*-moédulo a esquerda racional (de-
vido ao isomorfismo dado no Teorema 2.36) tal envoltoria estaria em
o[c+C]. Entretanto, como nao trabalhamos com envoltoria injetiva em
C*-Mod neste trabalho, nao havera perigo de confusao quanto a no-
tagdo e preferimos manter a notacao F(M) dada em [3]. Tal notagdo
serd usada novamente no Capitulo 4 e 14 ndo faremos mais nenhuma
meng¢ao quanto a isso.

Corolario 2.51 Seja S um C-comddulo simples. FEntao existe uma
envoltoria injetiva E(S) de S tal que E(S) C C.

Demonstragao: Sejam E(S) uma envoltoria injetiva de S e f: S —
E(S) um morfismo injetor de C-comodulos tal que f(S) é um subco-
modulo essencial em FE(S), veja Defini¢ao 1.9. Pela proposi¢ao ante-
rior, existe um morfismo injetor de C-comoédulos ¢ : S — C. Como
C é injetivo na categoria M, existe um morfismo de C-comodulos
g: E(S) — C tal que gf = i. Mostremos que g é injetor.

De fato, seja a € Kerg N f(S). Entdo g(a) = 0 e a = f(b), para
algum b € S e dai, 0 = g(f(b)) = i(b). Logo, b =0, pois i é injetora e
assim, a = 0. Portanto, Kerg N f(S) = 0. Como f(S) é essencial em
E(S5), segue que Kerg = 0 e, desta maneira, E(S) pode ser mergulhado
em C. ]

Teorema 2.52 Sejam C uma codlgebra e soc(C) = @,c; M;, o socle
de C, com a estrutura de C-comddulo a direita, isto €, os M[s sdo todos
0s C-subcomddulos o direita simples de C. Entio C = @, ; E(M,),
em que E(M;) € a envoltoria injetiva de M; contida em C.

el

Demonstragao: Pelo corolario anterior, para cada ¢ € I, existe uma
envoltéria injetiva E(M;) de M; tal que E(M;) C C. Como os M/s
s@o C*-submoédulos (simples) de C' cuja soma é direta e cada M; é
essencial em E(M;), segue que a soma dos C*-submodulos & esquerda
racionais E(M;) de C' (ou C-subcomoédulos a direita E(M;) de C) ¢é
também direta e que @, ; M; <c @,; E(M;), veja ([14], p.139 - 17.4).
Portanto,

iel
soc(C) = @Ml <e @E(Ml) cc.
iel i€l
Pela Proposicao 2.45, @, ; E(M;) é injetivo em MY, que é equiva-

lente a dizermos que, como C*-modulo a esquerda racional, @, ; E(M;)
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¢ injetivo. Assim, @,.; E(M;) é um somando direto de C, isto &,
C = (B,c; E(M;)) ® X, em que X é um submodulo de C (ou X e
um subcomodulo de C), este fato decorre de ([6], p.197 - Proposition
3.13), que diz que um modulo é injetivo se, e somente se, ¢ um somando
direto de todo médulo do qual é um submodulo.

Pelo Corolario 2.48, soc(C) é¢ um subcomoédulo essencial em C.

Como soc(C) € P, E(M;) € Cesoc(C) <. C,segue que @, ; E(M;)
¢ essencial em C, pela Proposu;ao 1.5. Mas (B, E(M;))N X =0,
donde X = 0 e portanto, C' = @,.; E(M;). [ |

O seguinte resultado sera tutil para provarmos a Proposigao 2.56,
mas se nos recordarmos do Capitulo 1, vemos que a categoria o[c=C] é
a menor subcategoria plena de C*-Mod que contém ¢« C' e que é fechada
para submodulos, moédulos quociente e somas diretas.

Proposicao 2.53 Rat(c+»M) = o[c«C).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.37, Rat(c+«M) é fechada para sub-
modulos, moédulos quociente e somas diretas. Claramente, C' é um
C*-modulo a esquerda racional, isto é, Rat(c+M) contém C. Mas, da
Proposigao 1.3, o[c+C] é a menor subcategoria plena de C*-Mod com
estas propriedades, donde o[c+«C] C Rat(c+M).

Seja M € Rat(c=M). Entdo M é um C-comoédulo a direita. Pela
Proposigao 2.41, segue que M e Imp sao comddulos isomorfos, em que
p: M — M®C éaestrutura de comoédulo de M. Da Observagao 2.40,
temos que M ® C' é isomorfo a C'Y) como comodulos, o conjunto I in-
dexa a base de M. Assim, existe um epimorfismo (na verdade, um iso-
morfismo) de C) em M ®C' e como M ~ Imp C M ®C, segue que M
é C-subgerado. Logo, M € o[c+C]. Portanto, Rat(c+M) = o[c+C]. &

Para finalizarmos este capitulo, apresentamos o conceito de cogera-
dor, necessario para mostrarmos a proposicao que segue. Apresentamos
tal definicao numa categoria qualquer, mas depois, particularizamos tal
conceito para as categorias R-Mod e o[M].

Definicao 2.54 Seja U um conjunto (classe) nao-vazio de objetos de
uma categoria C. Um objeto B em C € cogerado por U se, para qualquer
par de morfismos distintos f,g : A — B em C, existe um morfismo
h:B—U-cmUE€cU ehf #hg. EntaoU é chamado um conjunto
(classe) de cogeradores para B.

U é dito um conjunto (classe) de cogeradores para uma subcategoria
C’ de C se todo objeto em C’ é cogerado por U. No caso em que U
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tem apenas um elemento, U € Obj(C), U é chamado um cogerador
para B, respectivamente para C', se U = {U} tem a propriedade
correspondente.

Nos proximos capitulos, usamos a seguinte caracterizacao de coge-
rador na categoria R-Mod (nogao dual de gerador dada no Capitulo 1),
o leitor pode consultar ([14], p.113 - 14.3).

Seja U um conjunto nao-vazio de R-mddulos. Um R-mddulo N é
U-cogerado se, e somente se, existe um monomorfismo N — HAeA Uy
com Uy € U, para todo X € A.

Agora, estamos interessados em mostrar que uma coalgebra C' é um
cogerador em M. No entanto, sabemos que que M¢ ~ Rat(c-M) =
olc+C], entdo basta mostrarmos que C' é um cogerador em o[c+C].
Assim, usamos a seguinte caracterizagao de cogerador dada em ([14],
p.131 - 16.5).

Seja M um R-mddulo. Um mddulo injetivo @ em o[M] é um co-
gerador em o[M] se, e somente se, Q cogera todo mddulo simples em
o[M].

Ainda, antes de provarmos a proxima proposicao, lembramos que
dados R-moédulos L e N, o submédulo

Re(L,N)=n{Kerf: fe Hom(L,N)} CL

é chamado reject do R-moédulo N em L.

Lema 2.55 ([14], 14.5) Sejam L, N dois R-mddulos. Entao Re(L,N) =
0 se, e somente se, L é N-cogerado (ou N cogera L ).

Proposigao 2.56 Seja C uma codlgebra. Entao C' como um C*-mddulo
a esquerda € um cogerador em o[c+C].

Demonstragao: Sabemos que C' é um C-comodulo injetivo em M e
portanto, C' é um C*-modulo injetivo em Rat(c~M) = oo+ C].

Seja S um C*-modulo simples em o[+ C]. Entao S é um C-comédulo
simples. Pela Proposicao 2.50, segue que S é isomorfo & um subcomoé-
dulo simples S’ de C. Sendo assim, existe ¢ : S — S’ um isomorfismo de
C-comodulos a direita. Considerando a inclusdo canoénica i : S’ — C,
temos que ip : S — C é um morfismo injetor de C*-modulos (racio-
nais).

Por definigao, Re(S,C) C Ker(ip) = 0 e dai, Re(S,C) = 0. Pelo
lema acima, temos que C' cogera S, para todo C*-mddulo simples em
o[c+C]. Portanto, C' é um cogerador em o[c«C]. [ |

Finalmente, definimos modulo auto-cogerador e mostremos com o
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auxilio da proposi¢ao acima que C' é um C*-mddulo a esquerda auto-
cogerador.

Definigao 2.57 ([14], p.120) Um R-mddulo M é dito auto-cogerador
se M cogera todo médulo da forma M/N para qualquer submddulo N
de M, isto é, M cogera todos os seus modulos quociente.

Corolario 2.58 Seja C uma codlgebra. Entao C como um C*-mddulo
a esquerda € auto-cogerador.

Demonstragao: Seja D um C*-submodulo & esquerda de C. Pelo Teo-
rema 2.37, C'/ D é um C*-mddulo a esquerda racional. Como Rat(c+M)
= o+ C], temos que C/D € o|c-C|. Pela proposi¢ao anterior, C' é um
cogerador em o[c-C| e portanto, C' cogera C/D. Logo, C é auto-
cogerador. [ |
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Capitulo 3

Reticulados

Comegamos este capitulo apresentando alguns resultados de distri-
butividade para um reticulado qualquer a fim de darmos uma idéia
geral sobre tal assunto. A seguir somos mais especificas, estudando
a distributividade em anéis e moédulos que, de fato, é o que interessa
para o trabalho. Apresentamos duas importantes caracterizagoes de
modulos distributivos: via submédulos, devida & Stephenson e a outra
a nivel de elementos, devida & Ferrero e Sant’Ana. Ambas sao usadas
em demonstragoes de resultados fundamentais desta dissertagao.

Este capitulo é baseado nas referéncias [4], [8], [10], [11], [13] e [14].

3.1 Reticulados distributivos e modulares

Definicao 3.1 Um reticulado é um sistema (L, <,A,V), em que L é
um conjunto qualquer, < € uma relagcao de ordem parcial em L e V, A
sdo duas operagoes bindrias definidas em L, satisfazendo as sequintes
propriedades:

)z<(yAhz)e x<y ex <z, para quaisquer x,y, z € L;

(i) (yvVz) Lz & y <z ez <x, para quaisquer x,y,z € L.

Esta definicao é equivalente a dizermos que L é um conjunto par-
cialmente ordenado no qual, para quaisquer dois elementos z,y € L,
existem uma maior cota inferior, chamada infimo de x e y e notamos
por inf{z, y} e uma menor cota superior, chamada supremo de z e y que
notamos por sup{z,y}. Abaixo, fazemos a prova desta equivaléncia.

(<) De fato, suponhamos que para quaisquer z,y € L, existam o
infimo e o supremo de tais elementos, que chamamos z A y = inf{z, y}
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e x Vy = sup{z,y}. Verifiquemos que A e V satisfazem (i) e (ii) da
defini¢ao acima.

(i) Suponhamos que = < y A z, para quaisquer x,y,z € L. Como
yAz<yeyAz<z entao x <y e x < z. Reciprocamente, se z < y e
r<zentao x <y A z.

(ii) Suponhamos que y V z < z, para quaisquer z,y,z € L. Entdo
y<yVz<rez<yVze < Logo, y <z ez < x Reciprocamente,
sey<rez<rentaoyVz <.

(=) Temos que z Ay < & Ay para quaisquer z,y € L. Pelo item (i),
zANy<zexAy<y. Logo, x Ay é uma cota inferior para o conjunto
{z,y}. Seja z € L tal que z < z e z < y. Entdo z < z Ay, por (i). Logo,
x Ay é a maior cota inferior do conjunto {z,y}, isto &, Ay é o infimo
de = e y. Analogamente, x V y € o supremo de x e y.

Lembramos que, num reticulado (L, <, A, V), as operagdes A e V sdo
idempotentes (Vo € L,x Az = x e xVx = x), associativas, comutativas
ese, parax,y € L taisque x < y, entao xt Ay =x e xVy = y. Em toda
a secao, estes fatos serao usados naturalmente.

Os proximos exemplos sao os reticulados que, de fato, sao usados
nesta dissertagao.

Exemplo 3.2 Sejam M um R-moédulo a esquerda e L = {N : N é sub-
modulo de M'}. Entdo (L, C,N,+) é um reticulado. Denotamos este
reticulado por L(rM).

Exemplo 3.3 Sejam R um anel e L = {I : I é ideal & esquerda de R}.
Entao (L, C,N,+) é um reticulado. Podemos considerar também L =
{I : T&ideal a direita de R}.

Exemplo 3.4 Sejam C uma coalgebra, M um C-comodulo a direita
e L = {N : N é um C-subcomodulo de M}. Entao (L,C,N,+) é
um reticulado. Basta verificarmos que a intersecao e a soma de dois
subcomoddulos é um subcoméddulo de M.

De fato, sejam N e P dois C-subcomédulos de M. Como NN P e
N+ P sao C*-submodulos de M entao, pelo Teorema 2.37, N+P e NNP
sao ambos C*-submédulos racionais de M e portanto, C-subcomodulos
de M.

Agora, estudamos a respeito de reticulados modulares e sua relagao
com reticulados distributivos.

Definigao 3.5 Um reticulado (L, <, A, V) € dito modular se, para quais-
quer x,y,z € L com x <y, entao (zANy)Vz=(2Vz)Ay.
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Notemos que se x < y, para z,y, z € L, entdo (zAy)Vz < (2Vz)Ay.
De fato, temos que < y e x < £V z, o que implica x < yA(zVz). Além
disso, yAz<yeyAz<z<zVz implicam que yAz <y A (zV 2).
Portanto, zV (y A z) Sy A (zV 2).

Logo, para verificarmos a modularidade de um reticulado, basta
mostrarmos que (zVa) Ay < (zAy) V.

Exemplo 3.6 Seja M um R-modulo. Entdo o reticulado L(rM) é
modular. De fato, sejam N, P e K submoédulos de M tais que N C P.
Pelo que vimos na observagao acima, basta mostrarmos que (K + N) N
PC(KNP)+N.

Sejax € (K+N)NP.Entaox =y+z€ Pemquey € K ez € N.
Como N C P, segue que z € P e assim, y € P. Logo, y €« KNP e
portanto, x € (K N P) + N.

Lema 3.7 Seja L = (L, <, A, V) um reticulado tal que (z Ay) V (y A
2)V(@Az)=(xVy AyVz) AV z), para quaisquer x,y,z € L.
Entio L é modular.

Demonstragao: Sejam x,y, 2z € L tais que z < z. Entao
(@AY VyAz)V(eAz)=(@xAy)VyAz)Vz=(xAy)V 2.
Por outro lado,

(xVY)A(yV2)A(zVz) = (2Vy)A(yVz)Az = (yVz)AaA(zVy) = (yVz)Ax.
Logo, (x Ay)Vz= (yVz)Ax. |

Defini¢ao 3.8 Um reticulado (L, <, A,V) é dito distributivo se
xA(yVz)=(xAy)V(zAz),Vz,y,z€ L.

Observagao 3.9 Notemos que (x Ay)V (zAz) <z A(yVz)ésempre
verdade. De fato, como zAy < x e Ay < y < yVz, entdo zAy < zA(yV
z). Analogamente, x Az < xA(yVz). Logo, (xAy)V(zAz) < zA(yVz).

Teorema 3.10 Seja £ = (L, <, A\, V) um reticulado. Entao as segquin-
tes condigoes sao equivalentes, para quaisquer x,y,z € L:
DxAyVz)=(xAy)V(xAz);
(i) xV(yAz)=(xVy) A(zVz);
(iii) (xAyY)VyAz)V(@Az)=(@Vy) AyVz)A(zVz).
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Demonstragao: (i) = (ii)

(VyY)A(xVvz) = [(avVy Az]V[(xVy Azl=zV[zA(zVy)]
= zV[zAx)V(EAY)]=[zV(tA2)]V(zAY)
= zV(yAz).

(if) = (i)

[(zAy)V(yA2)]V(zA2)

{[@rny) V(ynz)Vva}
{[(w/\y) (yAz)]V 2}

V@A) A[(@Ay) Ve
YA(EV2)AN(xVzZ)A(yVz)
YA(xVz)A(yV=2).

>

TV
TV
(iii) = (i) Chamandou = (x Ay)V(yAz)V(zAz)ev=(zVy)A

(yVz)A(xVz) temos, por hipotese, que u = v e portanto, x Au = x Av.
Comozx <zxVyex<xV z, segue que

xAv = zA(xVY)AYVz)A(zVz)
= zA(yVz)A(zVz2)
= zA(yVz).

A hipétese (iii) nos diz que £ é modular, tendo em mente o Lema
3.7. Como (z Ay)V (x A z) < z vem da modularidade que

(cnz)VzAy)V(eAz)]=[cV(zAy)V(xAz)| Az, Vee L.
Assim, para ¢ = y A z vem que

xAu = zA[(zAy)V(YAz)V(zAz)
= (AzAz)V(xAy)V(zAz).

Comoxz AyANz<zxzexAyAz<y, entao x Ay Az <z Ay. Logo,

zAu = [(yAzAz)V(zAy)]V(zA2)
= (xAy)V(xAz).

Portanto, (x Ay)V(x Az)=axAu=zAv=xA(yV z2). |

Observacao 3.11 Por (i) e (ii) do teorema acima, o reticulado £ =
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(L, <, A, V) é distributivo se, e somente se, £° = (L, <,V,A) é distri-
butivo. O reticulado £° é chamado reticulado dual do reticulado L.

Corolario 3.12 Todo reticulado distributivo é modular.

Demonstragao: Seja £ = (L,<,A,V) um reticulado distributivo.
Pelo teorema acima, para quaisquer z,y, z € L, (xAy)V(yAz)V(zAz) =
(xVy)A(yVz)A(xV z) e isto implica, pelo Lema 3.7, que o reticulado
L é modular. [

Defini¢ao 3.13 Um reticulado £ = (L, <, A, V), em que < € uma Te-
lagdo de ordem total em L, é chamado reticulado de cadeia.

Mediante tal definicao temos o seguinte resultado.
Proposigao 3.14 Todo reticulado de cadeia é distributivo.

Demonstragao: De fato, seja £ = (L, <, A, V) um reticulado de ca-
deia. Queremos mostrar que, para quaisquer z,y,z € L,x A (y V z) =
(x Ay)V (x Az). Podemos ter <y VzouyVz<a.

Considerando x < y V z, entao x < y ou = < z. Assim, no caso em
que z < 2z, temos

xAlyVz)=z=(@Ay)Ve=(xAy)V(zAz).

O caso = < y é analogo.
Por outro lado, se y Vz < x entao y <z e z < x e dai,
zA@yVz)=yVz=(xAy)V(zAz). -

Do que vimos até agora, para um reticulado £ = (L, <, A, V) temos
as implicacoes

L é de cadeia = £ é distributivo = £ é modular.

Os reticulados de cadeia sao retomados no Capitulo 4, onde sao
definidos modulos unisseriais e anéis de cadeia & direita (a esquerda).
Abaixo, um exemplo de um modulo cujo reticulado de submodulos é
de cadeia.

Exemplo 3.15 M = R = Zg, isto é, consideramos Zg como um mo-
dulo sobre si proprio. Os ideais de Zg sao (0) = {0},(2) = (6) =
{0,2,4,6},(4) = {0,4} e (1) = (3) = (5) = (7) = Zg. Vemos clara-
mente que o reticulado de seus submoédulos é de cadeia.
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Gostariamos de mostrar que, mediante hipétese adicional, vale a
reciproca da segunda implicagao acima. Para isso, apresentamos a
seguinte definigao.

Definigao 3.16 Sejam (L, <, A, V) um reticulado e a,b € L. Dizemos
que um elemento ¢ € L tal que a Nb < c < aVb é um complemento de
a relativo a b se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) aVe=aVb;

(i) aNc=aAb.

Podemos vizualizar um complemento ¢ de a relativo a b através do

diagrama abaixo:

ae oC obh

N

Teorema 3.17 Sejo L = (L, <, A, V) um reticulado modular. Entao
L € distributivo se, e somente se, complementos relativos sio unicos.

aVb
[}

[ ]
alNb

Demonstragio: (=) Sejam a,b € L e ¢ um complemento de a relativo
a b. Queremos mostrar que ¢ = b, pois b é sempre um tal complemento.
Temos, pela distributividade de £, que

¢c = ecAh(avd)=(cAa)V(cAD)

) =
(bAa)V(cAb)=(aAb)V(cAb)
= (aVe)Ab=(aVb)Ab=0b.

(<) Suponhamos que £ nao seja distributivo. Entao pelo Teorema
3.10, existem elementos x,y, z € L tais que

u=(@AyY)VYA2)V(exAz)£@VY) A(lyVz)AzVz)=u.

Mostremos primeiramente que v < v. Como x Ay <z Vy, z Ay <
y<yVzezAy<ax<aVas, entaox/\yg(a:\/y) (yVz)A(xVz).
Analogamente, y Az < (zVy)A(yVz)A(xzVz)exzAz< (zVy) A
(yVz)A(zV z). Da Definigao 3.1 - (ii), segue que u < v.
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Consideremos a = (vAz)Vu,b= (vAy)Vuec= (vAz)Vu. Assim,
temos que

vAz = (zVyAyVz)A(zVz)Ax
(VY ANyVz)Ahz=zA(yV z).

Analogamente, v Ay = (z V z) A y. Logo,

aVb = [zAyVz))VuVzVz)Ay]Vu=
= [zA@yV2)]V(@EAyY)VyAz)V(EAz)V[(zVz2)Ay]
[EAyVAIV @Ay V(EAz)V{yAz) VeV z)Ayl}

= (x).

Como z Ay < yV z e assim, pela modularidade, segue que
IA(yVz)]VeAy)=[IV(xAy)|A(yV=z), para todo ! € L.
Para | = x, vem que
[xA(yV2)V(EAy) =zV(eAy)|A(yVz)=xzA(yVz). (3.1)
Aplicando a modularidade a y A z < z V x, temos que
IAGEVE)V(yAz)=[lV(yA2)]A(zVea), para todo | € L.
Fazendo | = y, segue que
[yAGEVD)IVyAz)=yVyAz)|AEzVa)=yA(zVa). (3.2)
Novamente, aplicando a modularidade & z Az < y V z, temos que
IA(yV2)|VzAz)=[lV(zAz)]A(yV z), para todo | € L.
Fazendo | = z, segue que
[A(yV2)VEAz)=[zV(EA)]AYV2)=cA(yVz). (3.3)
Entao

®) D AV EAYVEA)VYA (YD)

O A V)V (@A) VYA (V)

AV VA V)
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Logo, aVb=[xzA(yVz2)]VyA(zVz).
Como zA(yVz) < x < zVa, temos que zA(yVz) < zVa. Aplicando
a modularidade & z A (y V z) < z V z, segue que

AV VEA(YyV2))=[V[zA(yV2)]]A(zVz), paratodo ! € L.
Para | = y, temos que
ynGEVaIVizAly V2] =[yVizAlyValA(zva).

Donde,
avVb=[yVzA(yV2)]A(zVa).

Aplicando a modularidade & y < y V z, segue que
IAN@yVz)]Vy=(IVy) A(yVz), para todo | € L.
Para | =z, temos que [z A (y V2)]Vy=(xVy)A(yV z). Assim,
avVb=[(zVy) ANyVz)]A(zVz)=n0.

Analogamente, mostra-se que aVec=v =0V c. Logo,aVb=aV c.
Aplicando a modularidade & u < v, segue que

(IAv)Vu=(IVu)Av, paratodo ! € L.

Fazendo | = z, temos que a = (xAv)Vu = (zVu)Av. Analogamente,
b=vA(yVu)ec=vA(zVu).

Repetindo os argumentos anteriores, prova-se que u = aAb = a/Ac =
b A ¢. Aplicando a modularidade & v < v, temos que (I Av) Vu =
(IVu)Awv, paratodo ! € L. Paral = z, segue que u < (z Av) Vu =
(zVu)Av=c<wveportanto,a Ab=u < c<v=aVb. Logo, ¢c é um
complemento de a relativo a b e assim, complementos relativos nao sao
dnicos, o que é um absurdo. Portanto, £ & distributivo. [ |

Exemplo 3.18 O reticulado dos subespagos vetoriais de um k-espaco
vetorial V' (reticulado dos k-submodulos de V') com dimy V' > 2 néo é
distributivo, pois complementos relativos nao sdo tnicos em L(;V).

3.2 Distributividade em anéis e moédulos

Nesta se¢ao, introduzimos os principais conceitos e resultados sobre
a distributividade em anéis e modulos para esta dissertagdo. Alguns
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dos principais resultados que provamos no Capitulo 4 sao fortemente
baseados em resultados desta se¢ao como, por exemplo, o Teorema 3.23,
a Proposigao 3.25 e o Corolario 3.30.

Na sec@o anterior, consideramos £ = (L, <,A,V) com L um con-
junto qualquer. Agora, estudamos a situacdo particular em que fixado
um R-modulo M, consideramos L = {N : N ¢ um submodulo de M},
isto é, estudamos o reticulado dos R-submoédulos de um modulo M.

Defini¢ao 3.19 Seja M um R-mddulo & esquerda (a direita). Dizemos
que M é um maodulo distributivo se o reticulado dos R-submddulos a
esquerda (a direita) de M € distributivo, isto é, IN(J+K) = (INJ)+
(I NK), para quaisquer I,J e K submddulos & esquerda (o direita) de
M.

Equivalentemente, como vimos no Teorema 3.10, M ¢é distributivo
se I+(JNK) = (I+J)N(I+K), para quaisquer I, J e K R-submodulos
de M.

Seja R um anel e consideremos R como R-modulo a esquerda (a
direita). Entdo os R-submodulos & esquerda (& direita) do médulo R
s@o exatamente seus ideais a esquerda (& direita). Isto motiva a seguinte
definicao.

Definicao 3.20 Dizemos que um anel R € distributivo & esquerda (&
direita) se o seu reticulado dos ideais & esquerda (a4 direita) € distribu-
tivo.

Se R é um anel distributivo a direita e & esquerda, entao R é dito
um anel distributivo.

Aproveitando que acabamos de definir distributividade em anéis,
mostramos um resultado que, embora seja imediato, o mesmo sera util
no Capitulo 4.

Proposigao 3.21 Seja R um anel. Entao R € distributivo a esquerda
(o direita) se, e somente se, RP € distributivo o direita (4 esquerda).

Demonstragao: Basta mostrarmos que I é ideal & esquerda de R se,
e somente se, I é ideal a direita de R°P.

(=) De fato, seja a € R. Entédo [ - a = a-I C I e portanto, I é
um ideal & direita de R°P.

(<) Considerando I um ideal & direita de R°P, temos que a - I =
I-°Pa C I edai, Iéum ideal & esquerda de R. ]

Agora, apresentamos um lema necessario para obtermos uma carac-
terizacao de moédulos distributivos devida a Stephenson.
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Lema 3.22 Seja M um R-mddulo o esquerda. Entao existe uma bije-
cao entre Hom(N, P) e o conjunto dos complementos de P relativos a
N, para quaisquer N e P em L(gM).

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade*), que N N
P =0.Entao N+ P =N @ P. Seja

¢: Hom(N,P) — {Xe€L(rgM):X@®P=Na&P}
« — Kera*

em que o : N® P — P é tal que o*|y = a e o*|p = Ip. Primei-
ramente, provemos que @ estd bem definida, isto é, Kera®™ € {X €
L(rM): X ® P =N & P}, para todo o € Hom(N, P).

Sejay € Kera*® P. Entaoy = x+ 2z com x € Kera® e z € P. Mas
Kera* e P estao ambosem N @ P edai,ye N @ P.

Sejay € N®P. Entaoy = x+ zcom z € N e z € P. Consideremos
« a fungdo nula. Assim, o*(z) = a(z) = 0 e dai, € Kera*. Portanto,
y € Kera® & P.

Vejamos a injetividade de ¢. Sejam «,3 € Hom(N, P) tais que
o(a) = ¢(B). Entdo Kera* = Ker(*. Temos, para todo = € N, que
o*(a(x)) = Ip(a(x)) = a(z) = a*(z) e portanto, a*(x — a(x)) = 0.
Logo, x — a(x) € Kera® = Ker3*. Assim, 0 = §*(z — a(z)) = f*(x) —
B*(a(z)) = B(x) — a(z) e isto implica que a(z) = B(z), para todo
r € N, isto é, a = 3.

Agora, mostremos que ¢ é sobrejetora. De fato, seja X € L(rM) tal
que X @ P = N & P. Consideremos p: X & P — P a projegao canonica
de X @ P em P. Claramente, Kerp = X. Como X @ P = N @ P,
podemos definir « = p|y = poiy,em que iy : N — N@ P é a inclusdo
natural de N em N @ P. Notemos que a* = p, pois p|y = a e p|p = Ip.
Portanto, ¢(a) = Kera®™ = Kerp = X e ¢ é sobrejetora. Concluimos
que @ é bijetora.

Fazemos uma observagdo quanto ao (*) acima. Se N NP # 0,
consideramos N’ = N/(NNP) e P = P/(NNP). Como N NP =
0 temos, pelo que fizemos acima, uma bijegdo entre Hom(N', P') e
complementos de P’ relativos a N'. [ |

Teorema 3.23 ([11], Proposition 1.1) Seja M wm R-mddulo a es-
querda. Entao M é um mddulo distributivo se, e somente se, Hom(N/(N

NP),P/(NNP)) =0, para quaisquer N e P em L(rM).

Demonstragao: O Teorema 3.17 nos diz que que um reticulado modu-
lar é distributivo se, e somente se, complementos relativos sao tinicos.
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No entanto, sabemos pelo Exemplo 3.6 que o reticulado dos submo-
dulos de um modulo é modular. Assim, para quaisquer N e P em
L(rM), precisamos mostrar que complementos de P/(N N P) relativos
a N/(NNP) sao tnicos se, e somente se, Hom(N/(NNP), P/(NNP)) =
0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que N NP = 0. Pelo lema
anterior existe uma bijegdo entre Hom(N, P) e complementos de P
relativos a N. Se Hom(N, P) = 0 entao o tnico complemento de P
relativo a N é Ker0* = N.

Por outro lado, se complementos de P relativos a N sao tnicos,
entdo este conjunto é { N}, pois N é um complemento de P relativo a
N. Pela bijecdo, existe um tinico « € Hom(N, P) tal que Kera* = N
e assim, a = 0. [ |

A seguinte proposi¢gao é uma outra caracterizagao de modulos dis-
tributivos em termos de seus elementos. Esta é bem importante para a
demonstragao do Lema 4.10 e por isso incluimos sua prova aqui. Além
de ([4], Proposition 3.1), tal prova pode ser encontrada em ([13], p.65),
onde R. D. Vecchia estudou distributividade em anéis e médulos em sua
dissertagao. Enunciamos, sem provar, um lema auxiliar para a prova
da mesma.

Seja M um R-moédulo & esquerda. No proximo lema vamos utilizar
a notacao (K :z) ={r € R:rx € K}, em que K ¢ um R-submodulo
de M e x € M, e este é um ideal a esquerda de R.

Lema 3.24 M ¢ um R-modulo & esquerda distributivo se, e somente
se, (Rx :y)+ (Ry: x) = R para quaisquer x,y € M.

Demonstragao: ([11], Theorem 1.6) ou ([13], Teorema 3.18).

Proposicao 3.25 ([4], Proposition 3.1) Seja M wm R-mddulo & es-
querda (& direita). Entao M € distributivo se, e somente se, para
quaisquer x,y € M e P um ideal & esquerda (& direita) mazimal de
R, existe s € Rp = R\P tal que ou sz € Ry ou sy € Rx (ou xs € yR
ou ys € zR).

Demonstragdo: (=) Suponhamos que M seja distributivo. Sejam
z,y € M e P ideal a esquerda maximal de R. Pelo lema acima, existem
s€(Rx:y)et e (Ry: x) tais que s + ¢t = 1. Segue que sy € Rx e
tx € Ry. Além disso, s € Rp out € Rp, poisse s ¢ Rp et ¢ Rp entdo
s,t € Peassim, s+t=1¢€ P, o que éum absurdo.

(<) Suponhamos que M nao seja distributivo. Pelo lema acima,
existem z e y em M tais que (Rz : y) + (Ry : ) = J & R. Pelo Lema
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de Zorn, existe P um ideal & esquerda maximal de R tal que J C P.
Por hipotese, existe s € Rp tal que ou sz € Ry ou sy € Rx.

Se sz € Ry. Entdo s € (Ry : x) N Rp C JN Rp = I, o que
é um absurdo. O mesmo absurdo teriamos se sy € Rx. Logo, M é
distributivo. [

Para os resultados seguintes, estabelecemos mais algumas notagoes
e defini¢oes usadas até o final deste capitulo. Convencionamos escrever
a direita os homomorfismos de R-modulos & esquerda, isto €, se f :
M — N éum homomorfismo de R-moédulos & esquerda entdo, para todo
m € M, escrevemos (m)f ao invés de f(m). Neste caso,se g: P — M
é¢ um homomorfismo de R-moédulos & esquerda entao a composta go f :
P — N é escrita como (x)(go f) = ((x)g)f, para todo x € P.

Segundo esta notagao, dado um R-médulo & esquerda M e S =
End(M), o anel de endomorfismos de M, este torna-se um S-modulo a
direita com a agdo m - f = (m)f,Vf € S eVm e M.

Agora, introduzimos as fun¢oes Ann e Ker, que sao definidas entre
os reticulados L(rM) e L(Sg). Nossa principal referéncia para este
assunto é ([14], p.230).

Para cada X € £(Ss), o reticulado dos S-submodulos a direita de
S (ou ideais a direita de S), definimos

Ker(X):ﬂ{Kerg:geX}.
Claramente, Ker(X) € L(rM). Seja K € L(rM), definimos
Ann(K)={feS: KCKerf} ={feS:(K)f =0}

E 6bvio que Ann(K) € L(Ss). Desta maneira, ficam definidas as
funcoes

Ann: L(rRM) — L(Ss) e Ker: L(Ss) — L(rM).

No caso de considerarmos R-mo6dulos & direita, os homomorfismos
sao escritos & esquerda. Temos as mesmas consideragoes feitas acima
respeitando, é claro, tal notagdo. Neste caso, consideramos L(Mpg) e
L(sS), em que S é o anel dos endomorfismos de M como um R-modulo
a direita.

Os resultados a seguir sao mostrados para R-modulos a esquerda,
entretanto, os mesmos podem ser provados para R-moédulos & direita.
Como alguns destes sao usados posteriormente em ambas versoes, es-
crevemos os enunciados considerando médulos tanto & esquerda quanto
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a direita.
Com o objetivo de provarmos a Proposi¢ao 3.28, mostramos alguns
lemas. Para isto, mantemos as notacoes acima.

Lema 3.26 Se M ¢ um R-mddulo & esquerda (a direita) auto-injetivo,
entdo Ann € um anti-homomorfismo do reticulado L(rM) em L(Ss)
(L(MR) em L(sS)), isto €, para quaisquer N e L em L(rM) (L(MRg)),
Ann(N+L) = Ann(N)NAnn(L) e Ann(NNL) = Ann(N)+ Ann(L).

Demonstragao: Seja f € Ann(N + L). Entdo N + L C Kerf. Logo,
N C Kerf e L C Kerf e isto implica que f € Ann(N) N Ann(L).
Agora, seja f € Ann(N) N Ann(L). Entdo N C Kerf e L C Kerf.
Claramente, N + L C Kerf. Portanto, f € Ann(N + L).

Seja h € Ann(N) + Ann(L). Entdo h = f 4+ g com f € Ann(N) e
g € Ann(L) e portanto, N C Kerfe L C Kerg. Logo, (NNL)(f+g) =
0, isto é, h € Ann(N N L).

Agora, provemos a tltima inclusdo. Seja f € Ann(N N L). Entao
NNL C Kerf. Consideremos f : M/(N N L) — M dada por (m +
(NNL))f = (m)f. Temos que f esta bem definida, pois NNL C Kerf.
Claramente, f é um homomorfismo de R-médulos, pois f o é.

Seja ¢ : M/(NNL) — M/N & M/L dada por (x + (NNL))p =
(x + N) + (z + L), para todo € M. E de facil verificagdo que ¢
estd bem definida e que ¢ é um monomorfismo de R-moédulos. Sendo
M auto-injetivo e considerando as sequéncias exatas curtas 0 — N —
M— M/N—-0e0—L—M— M/L — 0, segue que M é M/N-
injetivo e M/ L-injetivo e portanto, M é (M /N @& M /L)-injetivo, estes
fatos seguem de ([14], p.128 - 16.2 (1) e (2)).

Assim, existe um homomorfismo h : M/N & M/L — M tal que

poh = f. O diagrama abaixo mostra tal situacao
0——=M/(NNL)—>> M/N & M/L

fl ///h
A
M.

—~

Sejam g/ = h|1\/[/N,k/’l = h|M/L;pN M — M/N epL: M — M/L
ambas projegoes canonicas. Definimos g = py o g’ e k = pr, o k' ambas
em S e observemos que N C Kerg e L C Kerk, donde g € Ann(N) e
k € Ann(L).
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: li
Para quaisquer m, m’ € M, temos que

(m+N)+(m' +L)h = (m+N)h+(m +L)h
= (m+N)g +(m + L)k
= ((m)pn)g' + (M )pr)k’
= (m)g+ (m)k.
Logo, para todo m € M,
(m)(g+k) = (m)g+ (m)k=((m+N)+ (m+L))h=

= ((m+(NNL)ph=(m+(NNL)f=(m)f.

Portanto, f = g+ k, em que g € Ann(N) e k € Ann(L). ]

Lema 3.27 Seja M um R-mddulo & esquerda (& direita) auto-injetivo.
Entao
Ann(Kerf) = fS (Ann(Kerf) = Sf), para todo f € S.

Demonstragio: Seja h € Ann(Kerf). Entao h € S e Kerf C Kerh.
Claramente, f : M/Kerf — M dada por (m + Kerf)f = (m)f, para
todo m € M, é um monomorfismo de R-mo6dulos.

Definimos h : M/Kerf — M por (m + Kerf)h = (m)h. De fato, h
estd bem definida, pois Kerf C Kerh. Como M é auto-injetivo, existe
um R-homomorfismo de médulos g : M — M tal que fog = h. Temos
o diagrama

0—>M/Kerf—f>M
e

Logo, para todo m € M,((m)f)g = ((m + Kerf)f)g = (m +
Kerf)h = (m)h e portanto, h = fog € fS. Assim, Ann(Kerf) C fS.
Seja h € fS. Entdo h = f o g, para algum g € S e (Kerf)(f o
g9) = ((Kerf)f)g = 0. Logo, Kerf C Kerh e assim, h € Ann(Kerf).
Concluimos que Ann(Kerf) = fS. ]

Proposicao 3.28 Seja M um R-mddulo & esquerda (& direita) auto-
injetivo. Se M é distributivo, entao End(M) é um anel distributivo a
direita (& esquerda).
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Demonstragao: Sejam I, J e K ideais a direita de End(M) = S. Seja
feInNn(J+K). Entao felef=g+h,comgeJehe K. Logo,
fefrsn(gS+hns).

Como M é distributivo, temos que

Kerf + (Kergn Kerh) = (Kerf + Kerg) N (Kerf + Kerh).

Entdao Ann(Kerf + (Kerg N Kerh)) = Ann((Kerf + Kerg) N
(Kerf+Kerh)). Pelo Lema 3.26, segue que Ann(Kerf)N(Ann(Kerg)+
Ann(Kerh)) = (Ann(Kerf)NAnn(Kerg))+(Ann(Kerf)N(Ann(Kerh)).

O Lema 3.27 nos diz que

SN (gS+hS)=(fSngS)+ (fSNhS).

Logo, f € (fSNgS)+ (fSNhS) C (INJ)+ (INK). Portanto,
IN(J+K)C(INnJ)+(INK). Vimos na Observagio 3.9 que a inclusdo
contraria é verdadeira em qualquer reticulado. [ |

Lema 3.29 Se M é um R-mddulo & esquerda (4 direita) auto-cogerador,
entdo Ann € injetora.

Demonstragao: Sejam N e L submoddulos de M tais que Ann(N) =
Ann(L). Mostremos que N = L.

Como M & auto-cogerador, existe um monomorfismo ¢ : M/N —
M*A. Sejam my : M® — M a projecdo na componente \ e py : M —
M/N a projecao canonica. Lembrando que estamos considerando ho-
momorfismos a direita, a composta das fung¢oes acima é escrita como
pN o pomy. Claramente, (py o pomy )|y =0.

Logo, N C Ker(pyopomy) edai, pyopomy € Ann(N) = Ann(L).
Assim, para cadal € L e paracada A € A, temos que (I)(pyopomy) = 0.
Portanto, (I)(pyoy) = 0 e como ¢ é injetora (I)py = 0, segue quel € N.
Logo, L C N. A inclusao N C L é feita de maneira analoga. [ |

Mostramos que se M é um R-moédulo & esquerda auto-injetivo en-
tao Ann é um anti-homomorfismo de reticulados e que, se M é auto-
cogerador, entao Ann é injetora. Logo, se M é auto-injetivo e auto-
cogerador, vemos que o reticulado dos submodulos de M, L(rM), é
isomorfo a um subreticulado do reticulado dual de £(Sg). Em outras pa-
lavras, se M é um R-moédulo a esquerda auto-injetivo e auto-cogerador,
dentro do reticulado £(Sg) existe um reticulado que de “ponta-cabega"é
oreticulado £(gM). O mesmo vale para R-modulos a direita. Portanto,
temos o proximo resultado.
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Corolario 3.30 Seja M um R-mddulo & esquerda (& direita) auto-
imjetivo e auto-cogerador. FEntao M é um R-modulo distributivo se, e
somente se, End(M) € um anel distributivo a direita (o esquerda).

Demonstragio: (=) Segue da Proposigao 3.28.

(<) Como o reticulado dos ideais a direita de End(M) = S é distri-
butivo, seu reticulado dual também o é, veja Observagao 3.11. Clara-
mente, se um reticulado é distributivo, qualquer subreticulado também
o0 é. Pelos Lemas 3.26 e 3.29, L(rM) ¢ isomorfo a um subreticulado do
reticulado dual de £(Sg), entdao L(gM) é distributivo. B
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Capitulo 4

Coalgebras distributivas e
de cadeia

Neste capitulo, mostramos que uma coalgebra é um comédulo a
direita distributivo se, e somente se, ¢ um comé6dulo & esquerda distri-
butivo, isto pode ser visto na Proposigao 4.2. O leitor pode observar
que a maioria dos resultados deste capitulo é colocada como lema e
isto é proposital uma vez que queremos provar o Teorema 4.16. Este
teorema nos da uma caracterizacao de modulo distributivo em termos
de seu anel de endomorfismos ser um produto direto de anéis de cadeia.

O mais interessante é que os autores dao uma versao coalgébrica
do teorema acima, pois considerando uma coalgebra como um como-
dulo sobre si propria, a mesma possui propriedades intrinsecas que se
encaixam nas hipoteses daquele teorema e a parte “agradavel"disto é
a caraterizacao de coélgebras distributivas em termos de coalgebras de
cadeia.

Este capitulo é, de fato, o mais importante desta dissertagao, pois
demonstrar os resultados citados acima é o nosso principal objetivo.

A fim de evitarmos repeti¢do, ao considerarmos uma coalgebra C'
como C*-modulo a direita (& esquerda) omitimos a palavra racional.

Este capitulo tem como base o artigo [8], mas também usamos as
referéncias [3], [1], [6], [7], [10], [11] e [14].

Para a seguinte defini¢cao, C' é uma coalgebra.

Definicao 4.1 Seja M um C-comddulo & direita (4 esquerda). Dize-
mos que M ¢é distributivo se o reticulado de C-subcomddulos a direita
(& esquerda) € distributivo.

72



No caso particular em que M é uma coélgebra C, podemos dizer,
equivalentemente, que C' ¢ um C-comodulo a direita (a esquerda) dis-
tributivo se o reticulado de seus coideais a direita (& esquerda) é dis-
tributivo.

Lembramos que C' como um C*-modulo a esquerda (a direita) é
auto-injetivo e auto-cogerador e tendo em mente a definicao acima e os
isomorfismos End(c+«C) ~ (C*)°? e C* ~ End(Cc~ ), segue o resultado
abaixo.

Proposigao 4.2 Seja C uma codlgebra. Entao sao equivalentes:

(i) C € um C-comddulo & direita distributivo;

(ii) C* é um anel distributivo & esquerda (a direita);

(iii) C é um C-comddulo & esquerda distributivo.
Demonstragao: (i) < (ii) C' ¢ um C-comodulo a direita distributivo

b
@ ¢ ¢ c*-modulo a esquerda distributivo & End(c+«C) é um anel
: d

distributivo & direita 2 (C*)°P & um anel distributivo a direita @ o
é um anel distributivo a esquerda.

(i) & (iii) C* ¢ um anel distributivo & esquerda “ End(Ce+) é um

b

anel distributivo a esquerda g C éum C*-modulo a direita distributivo
(é) C & um C-comodulo a esquerda distributivo.

As equivaléncias (a), (b), (¢) e (d) seguem do Teorema 2.36, Corola-
rio 3.30, Proposigao 2.38 e Proposicao 3.21, respectivamente. |

Da proposigao acima, vemos que C' é um C-como6dulo & direita dis-
tributivo se, e somente se, C' ¢ um C-comddulo & esquerda distributivo.
Em vista disso, temos a seguinte definigao.

Definigao 4.3 Uma codlgebra C é distributiva se C é um C-comddulo
a direita ou & esquerda distributivo.

A seguir, definimos e apresentamos resultados sobre anéis de cadeia
e moédulos unisseriais. Estes ultimos desempenham papel importante
na caracterizacao de modulos distributivos que possuam uma decom-
posicao indecomponivel como seré visto adiante.

Definigao 4.4 Um R-mddulo & esquerda (a direita) é dito unisserial
se o reticulado dos seus submddulos € totalmente ordenado por inclusao.

O resultado seguinte é interessante no sentido que, para que tenha-
mos modulos unisseriais, é suficiente que o reticulado dos seus submo-
dulos ciclicos seja totalmente ordenado por inclusao. A prova do mesmo
pode ser encontrada em ([14], p.539), no entanto, vamos inclui-la aqui.
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Proposigao 4.5 Seja M um R-mddulo a esquerda. Entao M € unis-

serial se, e somente se, o reticulado de submddulos ciclicos de M ¢é
totalmente ordenado por inclusdo.

Demonstragdo: (=) E 6bvio.

(<) Sejam K e L submodulos de M. Suponhamos que K ¢ L.
Entéao existe z € K \ L. Seja y € L qualquer. Como Rz ¢ Ry entao
Ry C Rx. Logo, y € K e portanto, L C K. [ |

A demonstragao é inteiramente analoga se M é um R-moédulo a
direita. Considerando agora o caso em que M = R temos a seguinte
definigao.

Definicao 4.6 Um anel R é chamado de anel de cadeia & direita (&
esquerda) se R como R-mddulo & direita (& esquerda) é unisserial, isto
€, para quaisquer ideais o direita (4 esquerda) I e J de R,I C J ou
JCI.

Devido a Proposicao 4.5, segue que R é um anel de cadeia & direita
(a4 esquerda) se, e somente se, para quaisquer a,b € R,aR C bR ou
bR C aR (Ra C Rb ou Rb C Ra).

Dizemos que R é anel de cadeia se R é anel de cadeia a direita e &
esquerda.

O seguinte lema tem uma contribuigao significativa tanto na prova
do Teorema 4.16 quanto na prova do Teorema 4.21.

Lema 4.7 Se M ¢é um R-mddulo & esquerda (4 direita) unisserial e
auto-ingetivo, entio End(M) € um anel de cadeia o direita (a esquerda).

Demonstracgao: Consideremos M um R-moédulo & esquerda e S =
End(M). Sejam f,g € S. Como M é unisserial, Kerf C Kerg ou
Kerg C Kerf. Suponhamos que Kerf C Kerg. Entao Ann(Kerg) C
Ann(Kerf). Mas M é auto-injetivo entdo, pelo Lema 3.27, ¢S =
Ann(Kerg) C Ann(Kerf) = fS. Logo, ¢S C fS e portanto, End(M)
é um anel de cadeia & direita. ]

Antes do préximo lema, seguem duas observagoes que facilitam a
prova do mesmo.

Observagao 4.8 Todo anel de cadeia & direita nao-nulo possui um
dnico ideal & direita maximal.

De fato, seja R um anel de cadeia a direita nao-nulo. Entao, pelo
Lema de Zorn, R possui ideais & direita maximais. Agora, suponhamos
que I e J sejam ideais & direita maximais de R. Por hipotese, I C J ou
J C I e dai, segue imediatamente que I = J.

74



Lembramos o leitor de que nossos anéis possuem unidade (diferente
de zero) o que os torna nao-nulos.

Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, que denotamos por
J(R), & a intersegao de todos os ideais a direita maximais de R. Se R =0
(ndo & o nosso caso) entdo R ndo possui ideais a direita maximais e,
neste caso, J(R) = 0.

Na definigao de J(R) acima, usamos ideais a direita maximais de
R e, desta forma, J(R) deveria ser chamado de radical a direita de
R. Similarmente, podemos definir radical & esquerda de R, tomando a
interse¢ao de todos os ideais & esquerda maximais de R. Entretanto, é
sabido que ambas as definigdes coincidem e que, de fato, J(R) é um
ideal de R. Para maiores detalhes, veja ([7], p.54).

Lembramos ainda que um anel nao-nulo que possui um dnico ideal
4 direita maximal é chamado anel local. Para outras defini¢oes equi-
valentes veja ([7], p.280). A observagdo seguinte nos diz que anéis de
cadeia a direita sao anéis locais.

Observacao 4.9 Se R ¢ um anel de cadeia & direita entdao J(R) é o
unico ideal a direita maximal de R. Além disso, um elemento z € R é
invertivel em R se, e somente se, z € R\J(R).

De fato, como J(R) = (\;cqlj, em que I; ¢ um ideal a direita
maximal de R segue, pela observagao acima, que R possui apenas um
ideal a direita maximal. Logo, J(R) é o tnico ideal a direita maximal
de R, isto &, para todo ideal a direita I de R tal que J(R) C I C R
entdo I = Rou I = J(R).

Finalmente, para completar a observagao, notemos que se x €
R\J(R) entao z é invertivel em R. Seja € R\J(R). Entao o ideal
a direita R é tal que xR C J(R) ou J(R) C zR. Mas zR ¢ J(R),
pois « ¢ J(R). Assim, J(R) G R C R e como J(R) ¢ ideal & direita
maximal, segue que xR = R. Logo, existe y € R tal que xy = 1. Como
J(R) é um ideal de R, entao y ¢ J(R). Assim, J(R) & yR C R e disto
segue que yR = R. Logo, existe z € R tal que yz = 1. Concluimos
facilmente que x é invertivel em R. Por outro lado, se x é invertivel em
R entdo obviamente z ¢ J(R). Logo, z € R\J(R).

Lema 4.10 O produto direto de anéis de cadeia o direita (4 esquerda)
é um anel distributivo & direita (4 esquerda).

Demonstragao: Seja R = [],c; Ri, em que cada R; ¢ um anel de

cadeia a direita. Em vista das observagoes acima, nao é dificil mostrar
que o conjunto de todos os ideais & direita maximais de R é da forma
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Max(R) ={P; :j € I} em que para cada j € I
Py ={(zi)ier € R:x; € J(R;)},

J(R;) ¢ o radical de Jacobson do anel R;. Para mostrar que R ¢ um
anel distributivo & direita, vamos usar a Proposigao 3.25.

Consideremos R como um R-moédulo a direita. Sejam x = (x;)ier,y =
(vi)ier € R e, para qualquer j € I, P; € Max(R). Como R; ¢ anel de
cadeia a direita suponhamos, sem perda de generalidade, que x; R; C
Yyi -

Sejat = (8;;)icr, isto é,t; = 0 paratodoi # jet; = 1. Entdot ¢ Pj,
pois 1 ¢ J(R;). Assim, ¢ € R\P; e além disso, (zt); = z; € y;R; e
(xt); = 0,Vi # j. Como x; = y,r; para algum r; € R;, podemos
considerar k = (k;);er tal que k; = r; e k; = 0,Vi # j. Portanto,
rt = yk € yR e pela Proposicao 3.25, R ¢ um R-moédulo a direita
distributivo e portanto, um anel distributivo a direita. A versao a
esquerda deste lema é feita de maneira totalmente anéloga. [ |

O lema que acabamos de provar é o correspondente ([8], Lemma
4.2) e vemos que na prova dada pelos autores, o conjunto R\P; é um
conjunto de Ore & direita. No entanto, isto é uma consequéncia do fato
de que R é um anel distributivo a direita, veja ([4], p.77).

A fim de enunciarmos o principal teorema desta dissertacao, comple-
tamos a lista de pré-requisitos definindo médulos semiartinianos bem
como algumas de suas propriedades.

Definigao 4.11 Um mddulo M € dito ser semiartiniano se todo quo-
ciente nao-nulo de M tem socle essencial, isto €, para todo submddulo
proprio N de M, soc(M/N) € essencial em M/N.

Lema 4.12 Todo submddulo de um mdodulo semiartiniano é semiarti-
niano.

Demonstragao: Sejam M um moédulo semiartiniano e N um submé-
dulo de M. Seja P um submoédulo proprio de N. Queremos provar que
soc(N/P) é essencial em N/P.

Para isto, seja X um submoédulo ndo-nulo de N/P. Entdo X é um
submoédulo nao-nulo de M/P. Temos

X N soe(N/P) 2 X 1 N/P N soc(M/P) = X N soc(M/P),
em que a igualdade (%) segue da Proposi¢ao 1.14. Como M é semiar-

tiniano, segue que X N soc(M/P) # 0. Logo, soc(N/P) é essencial em
N/P. Portanto, N é semiartiniano. [ |
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Observagao 4.13 Se M é um modulo semiartiniano entao, por defini-
¢do, para qualquer submodulo proprio N de M, soc(M/N) é essencial
em M/N. Logo, soc(M/N) é ndo-nulo e portanto, M /N possui submo-
dulo simples. Em particular, para N = 0 segue que soc(M) é essencial
em M e assim, M possui um submédulo simples.

Definigao 4.14 Uma familia de R-mddulos {Mg}ger é dita ser nao-
relacionada se Hom(Mg/N, M, /L) = 0, para quaisquer N < Mg, L <
M., e quaisquer 3 # .

Definigao 4.15 Uma decomposi¢ao em soma direta M = @ae[ M,
de um mddulo M, em que {My}acr € uma famiia de submddulos in-
decomponiveis, € dita ser uma decomposi¢cao indecomponivel.

Teorema 4.16 Seja M um R-mddulo a esquerda semiartiniano, auto-
injetivo, auto-cogerador e que possua uma decomposicao indecomponivel
M = ®ﬁel Mpg. Entdo as sequintes condicoes sGo equivalentes:

(i) M € R-mddulo & esquerda distributivo;

(ii) {Mp}ger é uma familia nao-relacionada de mddulos unisseriais;

(iii) End(M) ¢é isomorfo ao produto direto de anéis de cadeia a
direita (isomorfos como anéis);

(iv) End(M) é um anel distributivo o direita.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que como para cada 3 €
I, Mg ¢é submédulo de M e sendo que M ¢é M-injetivo segue, das
Proposigoes 1.7 e 1.8, que Mg é injetivo em o[M] (equivalentemente,
Mga & M-injetivo).

Pelo Lema 4.12, para todo 3 € I, Mg é semiartiniano e pela Obser-
vagao 4.13, Mg possui submédulo simples, digamos S3. Sendo cada Mg
indecomponivel segue, da Proposicao 1.11, que Mg ¢é uniforme, assim
Sg & essencial em Mpg. Da definicao de envoltéria M-injetiva, segue que
Mg ¢é a envoltoria injetiva de Sz em o[M].

Como 0 # soc(Mg) = N{L : L <. Mg} e todos os submodulos
simples de Mg s@o essenciais em Mp (Mp é uniforme), segue que 0 #
soc(Mg) < S, para todo submoédulo simples S de Mg. Portanto, Mg
possui apenas um submoédulo simples, a saber, soc(Mpg), e continuamos
a denoté-lo por Sg.

(i) = (ii) Suponhamos que M seja distributivo. Como MgNM, = 0,
para quaisquer 3,y em I com (3 # +, segue que Sz N S, = 0. Pelo
Teorema 3.23, Hom(Ss,S,) = 0,Y8,v € I,8 # ~. Portanto, para
quaisquer 3,7y € I, 3 # vy, os submddulos simples Sz e S, de Mg e M.,
repectivamente, nao sao isomorfos.
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Sejam 8 € I e N um submoédulo proprio de Mg. Entao soc(Ms/N) <.
Mpg/N, pois Mg é semiartiniano.

Sendo M auto-cogerador, temos que ¢ : Mg/N — M/N — M
¢ um monomorfismo. Lembrando que Me = HieQ M; para M; =
M,Vi € Q. Seja T um submodulo simples de Mg/N (tal submo6dulo
existe devido & Observagio 4.13). Entdo T ~ ¢(T) < M®. Assim, T
¢ isomorfo a um submoédulo simples de M. Logo, T' é isomorfo a S,
para algum v € I. Seja f : T' — S, tal isomorfismo e consideremos o
digrama comutativo

0 ——>T — M/N
/

fl ,
/
/
S’Y /9
/
jl /
¥
MW

em que 7 e j sdo as inclusoes canonicas. A existéncia de g é garantida
pela M-injetividade de M,.

Claramente g é nao-nula, pois g|lr = f # 0. Seja 7 : Mg — Mg/N
a projecdo candnica. Entdo g om € Hom(Mg, M.,) = 0,V # ~, pelo
Teorema 3.23. Como g om # 0, segue que 8 = ~. Isto mostra que todo
submoédulo simples de Mg/N ¢ isomorfo & Sg.

Mostremos que soc(Mg/N) é simples. De fato, sejam T7,T> sub-
modulos simples quaisquer de Mg/N. Sabemos que T7 ~ Sg ~ Ts.
Escrevemos 71 = N1 /N e To = N3 /N em que N é um submodulo pro-
prio de Ny e de Ny e N; < Mp para ¢ = 1,2. Claramente, N < N1 N N;
e por serem 17 e To moédulos simples, segue que Ny N Ny = N ou
N1 = Ny N Ny = Ns.

Se Ny = N1 NNy = Ny entdo Ty = Ty e soc(Mg/N) & simples.
Por outro lado, se Ny N Ny = N entdo Hom(T1,T2) = Hom(Ny /(N1 N
N3), N2 /(N1 N N3)) = 0 pelo Teorema 3.23. Mas Ty ~ T o que obriga
T, = T3 e isto implica que soc(Ms/N) é simples.

Desta forma, provamos que todo quociente de Mg possui socle sim-
ples. Portanto, por ([14] p.539 - 55.1), M3 ¢é unisserial.

Resta provarmos que {Mg}ges ¢ uma familia nao-relacionada’. Su-

IE possivel provar esta afirmagio usando ([11], Proposition 1.3), pois sendo os
Mg’s unisseriais, os mesmos séo distributivos. Como M = Gaﬁel Mg ¢ distributivo,
segue por [11], que {Mg}gcr ¢ uma familia nao-relacionada.
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ponhamos f : Mg/N — M, /L um homomorfismo néo-nulo para alguns
submoédulos préprios N e L de Mg e M., respectivamente. Queremos
mostrar que 3 = .

Como Kerf < Mg/N, Kerf = N’/N para algum submodulo N’
de Mg que contenha N. Entdo o homomorfismo (Mg/N)/Kerf —
M., /L & injetor. Mas, (Mg/N)/(N'/N) é isomorfo Mg/N'. Logo, o
homomorfismo f’': Mg/N’' — M., /L & injetor. Assim, podemos supor
sem perda de generalidade que f é injetora.

Como soc(Mg/N) ¢ um submodulo simples de Mg/N, temos que
S =~ soc(Mp/N). Da mesma forma, Sy ~ soc(M.,/L).

Sendo f injetora, entdo soc(Ms/N) ~ f(soc(Mg/N)) e portanto,
f(soc(Mg/N)) é néo-nulo. Pela Proposicdo 1.14, f(soc(Ms/N)) C
soc(M,/L) e como soc(M,/L) é simples, segue imediatamente que
f(soc(Mg/N)) = soc(M/L). Portanto,

S~ soc(Mg/N) ~ f(soc(Mg/N)) = soc(M,/L) ~ S.,.

Como Hom(Sg,S,) = 0, para quaisquer 3 # -, entdo § = . Assim,
{Mp3}ger € uma familia nio-relacionada.

(ii) = (iil) Seja 5 € I fixado. Entao

Hom(Mg,M) = Hom(Ms, D M,) = Hom(Mg, P M, & Mp) =
vel v#£8
= Hom(Mg, P M,) ® End(Mp).
v#B

Como {M, } e é uma familia ndo-relacionada, entdo Hom(Mpg, M.,)
0, para v # (. Entao [[,_.5 Hom(Mg, M,) = 0.

Entretanto, [], 5 Hom(Mpg, M,) e Hom(Mpg,[], .5 M) séo gru-
pos abelianos isomorfos. Logo, Hom(Mﬁ,HW&B M,) = 0 e isto im-
plica que Hom(Mg,@wéﬁ M,) = 0, pois @Wéﬁ M., & submoédulo de
1,25 M. Assim, Hom(Mg, M) = End(Mg) para todo § € I.

Logo, End(M) = Hom(&ye; Ma, M) = [[,e; Hom(Mg, M) =
[1ser End(Mpg). Para o leitor interessado, os isomorfismos (de grupos
abelianos) acima seguem de ([6], p.202).

Sendo Mgz um médulo auto-injetivo e unisserial segue, do Lema 4.7,
que End(Mg) & anel de cadeia a direita.

(ili) = (iv) Pelo Lema 4.10, o produto direto de anéis de cadeia a

direita é distributivo & direita. Logo, o anel End(M) é distributivo a
direita.
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(iv) = (i) Como M ¢é auto-injetivo e auto-cogerador e por hip6tese
End(M) é anel distributivo & direita segue, do Corolario 3.30, que M
é R-modulo & esquerda distributivo. [ |

Lema 4.17 Seja C' = D®FE uma codlgebra, em que D e E sdo coideais
a direita de C. Se Hom(c+D, o+ E) = 0 entao D é uma subcodlgebra de
C.

Demonstragao: E claro que D é um k-subespaco vetorial de C, pois
D ¢ um coideal a direita de C. Temos que mostrar que A(D) C D® D.
Seja x € D. Entado A(z) € D ® C. Assim, podemos escrever A(z) =
o, 2; @ y; supondo o conjunto {z;}! ; linearmente independente.

Para cadai € {1,--- ,n}, consideremos o subespaco unidimensional
kx; de D e escrevemos C = kx; ® H; ® E em que H; é o complemento
de kx; em D. Sejam p; : C — ka; dada por p;(c) = Az; em que
c = Ax; +h—+0bpara tnicos A € k, h € H; e b € E e o isomorfismo
linear ¢; : kx; — k.

Assim, a fungdo m; = p;op; : C — k é claramente k-linear e portanto
m; € C* para qualquer i € {1,--- ,n}.

Do Capitulo 2, sabemos que C' é um (C*, C*)-bimddulo cujas agoes
a direita e a esquerda sao dadas, respectivamente, por

c— [ =¢(fRIo)A(c) =Y fler)es e
f=e=dllc® A =) af(c).

Entdo, para todo j € {1,---,n}, z — m; = >.i" m(z)y; = vy,
esta tltima igualdade segue do fato de que {x;}7_; ¢é linearmente inde-
pendente. Agora, definimos uma familia de fungdes {¢; : D — C} por
Yi(z) =z — m.

Afirmamos que 9; € Hom(c-D, ¢+C), para todo i € {1,--- ,n}.
O fato de que 1; € linear segue imediatamente da definigao de agao a
direita dada acima. Seja g € C*. Entao

k)

Yilg—2)=(@—2)—m = g—(z2—=m)=g—i(z).

Em (xx) é usado fortemente o fato de C ser um (C*, C*)-bimodulo.
Portanto,

P; € Hom(C*D, C* C) = Hom(C*D, C*D) D Hom(c*D, C*E)
= End(C*D)
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Logo, Imap; € D,Vie {l,--- ,n} ey; =z — m; = ;(x) € D, Vj.
Assim, A(z) = Y1, ;®y; € D®D e portanto, D é uma subcoalgebra

de C. [ |

Observamos que este lema ainda é valido se considerarmos D e F
coideais & esquerda de C.

Definigao 4.18 Dizemos que uma codlgebra C' € uma codlgebra de ca-
deia o direita (a esquerda) se C € unisserial como comddulo & direita
(¢ esquerda,).

Segundo ([2], Definition 1.1), um C-como6dulo a direita (& esquerda)
M ¢ dito unisserial se M como um C*-moédulo a esquerda (& direita) é
unisserial.

Assim, C' é uma coélgebra de cadeia a direita (& esquerda) se, e
somente se, C' é unisserial como C*-mo6dulo & esquerda (& direita).

Dizemos que C' é uma coalgebra de cadeia se C' é de cadeia a direita
e & esquerda.

Vimos no Teorema 2.52 que C' = 69561 E(S3), em que para cada
B € I, Sg é subcomoddulo simples de C' ¢ E(S3) ¢ a envoltoria injetiva
de Sg contida em C. Vamos mostrar que esta decomposigao é indecom-
ponivel.

Lema 4.19 A decomposicio C = 69561 E(Sg), como acima, € inde-
componivel.

Demonstragao: Basta mostrarmos que o C*-médulo a esquerda ra-
cional E(Sg) ¢ uniforme para cada 8 € I, pois dai o resultado segue
da Proposicao 1.11. Seja X um C*-submodulo & esquerda nao-nulo
de E(Sg). Como S ¢ um submodulo essencial em E(Sg), segue que
X NSg #0. Mas Sg é simples e portanto, X N Sg = S3.

Assim, para qualquer C*-submodulo nao-nulo Y de E(S3), temos
que 0 # Sg = (X NSg)N(Y NSs) CXNY. Donde, X NY # 0. Logo,
X ¢é essencial em E(S3), ou seja, E(S3) ¢ uniforme. |

Lema 4.20 Seja C' uma codlgebra. Entao C é um C*-mddulo a es-
querda (& direita) semiartiniano.

Demonstragio: Seja D um C*-submodulo a esquerda (& direita) pro-
prio de C. Entdo C/D é um C*-mdédulo & esquerda (& direita) ndo-nulo.
Pelo Corolario 2.48, soc(C/D) é essencial em C/D. |

Finalizamos o capitulo com um teorema que nos d& uma caracte-
rizagao de codlgebras distributivas em termos de coalgebras de cadeia.
Podemos encara-lo como uma versao “coalgébrica"do Teorema 4.16.
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Teorema 4.21 Seja C' uma codlgebra. Sao equivalentes:
(i) C € uma codlgebra distributiva;
(ii) C € um coproduto de codlgebras de cadeia & direita (e o es-
querda);
(iii) C* é isomorfo ao produto direto de anéis de cadeia & esquerda;
(iv) C* € um anel distributivo & esquerda.

Demonstragao: (i) = (ii) A hipotese (i) nos diz que C' é um C*-
moédulo & direita e & esquerda distributivo. Consideremos C' um C*-
modulo a esquerda. Temos que C' = P, E(Sp) ¢ uma decomposicao
indecomponivel, C' é auto-cogerador, auto-injetivo e semiartiniano e,
pelo Teorema 4.16, {E(S3)}ser ¢ uma familia nao-relacionada de C*-
modulos a esquerda (racionais) unisseriais.

Para cada v € I, E(S,) e @4, E(Sp) sdo coideais a direita de C.
Escrevemos C' = E(S,) ® (g, £(5p)) para qualquer v € I. Além
disso, Hom(E(Sy), 15, E(Ss)) =~ [ls., Hom(E(Sy), E(Ss)) = 0,
pois {E(Sg)}ser € uma familia nao-relacionada. Logo,

Hom(E(S,), P E(Ss)) = 0.
B#y

Pelo Lema 4.17, para todo v € I, E(S,) é uma subcoalgebra de C,
unisserial como C-comoédulo a direita. Portanto, C' é um coproduto de
coalgebras de cadeia a direita.

Finalmente, considerando C' como um C*-moédulo a direita distri-
butivo segue, de maneira anéloga, que C' é um coproduto de coalgebras
de cadeia & esquerda.

(ii) = (iii) Por hipotese, C' = €@ C\ em que C) é uma coalgebra

AEA
de cadeia & esquerda para cada A. Temos

C* = Hom(C,k) = Hom(@ Cy, k) ~ H Cy.
AEA AEA

Para cada A € A,C§ ~ End(Cic;). Sabemos também que Cy ¢é
auto-injetivo e, por hipdtese, C é um C3-modulo & direita unisserial,
pois Cy é C)-comodulo & esquerda unisserial. Logo, pelo Lema 4.7,
End((}')\c;) ¢ um anel de cadeia & esquerda. Portanto, C} & anel de
cadeia & esquerda, para cada A € A.

(i) = (iv) Pelo Lema 4.10, o produto direto de anéis de cadeia
a esquerda é um anel distributivo a esquerda. Logo, C* é um anel
distributivo & esquerda.
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(iv) = (i) Como C* & um anel distributivo a esquerda segue, da
Proposicao 4.2, que C' é um C-comddulo a direita distributivo. Por
defini¢ao, C' é uma coalgebra distributiva. ]
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Capitulo 5

Um pouco sobre
coalgebras de cadeia

Neste capitulo, apresentamos um exemplo importante de coalgebra
de cadeia, a codlgebra da poténcia dividida, que pareceu ser uma inspira-
¢80 para Lomp e Sant’Ana para os resultados obtidos sobre coélgebras
de cadeia. No Capitulo 4, vimos que coélgebras distributivas sao carac-
terizadas em termos de codlgebras de cadeia, isto é, sao coprodutos de
coalgebras de cadeia. Neste capitulo, embora nao seja nosso objetivo
estudarmos com profundidade as coalgebras de cadeia, fazemos uma
pequena “degustacao"do que é feito pelos autores sobre as mesmas e o
leitor interessado pode consultar [8] para mais detalhes.

Este capitulo esta baseado nas referéncias [2], [3], [8] e [9]-

5.1 A coalgebra da poténcia dividida

Vimos, no Exemplo 2.5, que o k-espago vetorial C' com base {co, ¢1, - - -
Cn,- -+ } € uma coédlgebra com comultiplicagao A(cp) = D7 (¢ ®@cn_; €
counidade £(¢y,) = 0o, € tal codlgebra é chamada codlgebra da poténcia
dividida. No Exemplo 2.20, vimos que C* ~ k[[X]].

Definimos, para cada n € N, D,, como sendo o k-subespaco vetorial
de C gerado por {co,c1, -+ ,cn}. E claro que D,, é uma subcoalgebra
de C, para todo n € N. Enxergando C como um C-comodulo & direita e
a esquerda, temos que D,, ¢ um C-subcomoédulo & direita e & esquerda
de C, pois toda subcoalgebra é um subcomoédulo a direita e & esquerda.
Notemos ainda que Dy € D; C--- C D,, C --- e portanto, o conjunto
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{D,, : n € N} & totalmente ordenado.

Lema 5.1 Seja C' uma codlgebra cocomutativa. Entao todo subcomd-
dulo o direita (& esquerda) é uma subcodlgebra de C.

Demonstragao: Seja D um C-subcomodulo a direita de C. Entao
A(D) C D ® C. Usando o fato de que C é cocomutativa, temos que

A(D) = (ToA)D)CT(D®C)C C®D.

Portanto, A(D) C (C® D)n (D ® C) “p ® D, em que a igual-
dade (x) segue de ([3], Lemma 1.4.5). A demonstragdo é analoga se
considerarmos D como um C-subcomédulo & esquerda de C. [ |

Nao é dificil ver que a coalgebra da poténcia dividida é cocomuta-
n n
tiva, pois A(cp) = D ¢i®cn—i = Y, cn—i®c¢; = (T oA)(cy), para todo
i=0 i=0
n € N. Ou ainda, como a &lgebra dual de C, C* ¢ isomorfa a k[[X]]
que é comutativa, segue que C é cocomutativa ([3], p.63).

Pelo lema anterior, todo subcomoédulo tanto & direita quanto & es-
querda da coalgebra da poténcia dividida C' é uma subcoalgebra. As-
sim, se provarmos que as subcoalgebras proprias de C sao exatamente
as D/ s, teremos que a codlgebra da poténcia dividida é uma coalgebra
de cadeia, pois tanto o reticulado dos C-subcomédulos a direita quanto
o dos C-subcomodulos a esquerda de C' sao totalmente ordenados.

Proposicao 5.2 Toda subcodlgebra da codlgebra da poténcia dividida
C ou é da forma D, = k{cg,c1,--- ,cn}, para algum n € N ou € a
propria C.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que dado w € C, existe
m € N tal que C* - w = D,,. De fato, por w € C, temos que w =
S @ici, em que oy, # 0. Para cada s € N, suponhamos p; € C* tal
que ps(cs) =1 e ps(c;) = 0 para ¢ # s. Entéo

m
Pm — W= Z %) (pm - Ci) = ampm(cm)co = mCo
1=0

e sendo «,, nao-nulo, segue que «,, € invertivel em k e dai, ¢y =
a (pm — w) € C* - w.

Além disso,
m
Pm—1 — W = g a; (Pm—1 — €) = Qm—1C0 + amc1
i=0
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e isto implica que ¢; = 04;1 (Pm—1 — W — Qm—1¢o), donde ¢; € C* - w.

Nao ¢é dificil ver que ppm—i — w = @m—iCco + ¥m—it1€1 + -+ +
Qm—1Ci—1 + amc; e supondo que co,c1, -+ ,¢i—1 € C* - w, segue que
¢; € C* - w, para todo 1 < i < m. Logo, {co,c1, -+ ,em} CC*-we
dai, D,, C C* - w.

Por outro lado, dado f € C*, f — w é combinacao linear dos
elementos cg, ¢y, -+ , ¢y € portanto, C*-w C D,,. Donde, C*-w = D,,.

Seja V' um C*-submodulo a esquerda (racional) de C' (equivalente-
mente, V' é um C-subcomédulo a direita de C'). Entao V =3 .\, C*-w
e, pelo que foi mostrado acima, para cada w € V, existe m € N tal que
C* -w = D,,. Como as subcodalgebras D/, s sdo totalmente ordenadas,
segue que V é a uniao de todos os seus C*-submodulos ciclicos. Por-
tanto, ou para cada n € N, existe w € V tal que C* - w = D,, e, neste
caso, V = C ou existe n minimal tal que D,, nao esta contido em V e,
neste caso, V =D, _1 = k{co,c1, -+ ,Cn-1}- [ |

5.2 A filtragao co-radical e as coalgebras de
cadeia

Agora, gostariamos de mostrar algumas propriedades de uma coal-
gebra de cadeia, entretanto é necessario lembrarmos algumas defini¢oes
e resultados.

Uma coalgebra D ¢é dita simples se suas tnicas subcoalgebras sao 0
e D. Um fato conhecido é que toda coalgebra simples possui dimensao
finita ([3], p.117) e vamos usar isto na prova do teorema abaixo.

Dada uma coalgebra C, denotamos por Cy a soma de todas as sub-
coalgebras simples de C. A subcoalgebra Cy de C' é chamada o co-radical
de C.

Seja C' uma coalgebra. A série de Loewy de C' visto como um C*-
modulo & esquerda C' é uma cadeia ascendente

CoCCiC---CCC -

tal que, para todo n > 1, C}, é definido como um C*-submodulo de C
que satisfaz C,, /Cp—1 = soc(C/Cp_1) € Cy = soc(c-C). Tal cadeia é
chamada filtragao co-radical da coélgebra C. Para maiores detalhes, o
leitor pode consultar [3] e [9].

Observagao 5.3 Notemos que a cadeia Dy C D; C---C D, C .-,
definida na segao anterior, é a filtragao co-radical da coalgebra da po-
téncia dividida. De fato, devido a Proposi¢ao 5.2, Dy é o tnico C-
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subcomoédulo a direita simples da coélgebra da poténcia dividida C.
Logo, soc(c+C) = Dy. Temos ainda que, para todon > 1, D,,/D,,_1 C
Dypi1/Dp—q1 C -+ sdo os C-subcomddulos a direita proprios e nao-
nulos de C'/D,,—1 e dim(D,,/D,,—1) = 1. Donde D,,/D,,_1 é o tnico C-
subcomoddulo a direita simples de C'//D,,—1 e portanto, soc(C/D,,—1) =
D, /D,_;.

Lembramos agora o Lema de Schur, o qual utilizamos na demons-
tracao do proximo teorema.

Lema 5.4 (Lema de Schur) Seja M um R-mddulo simples. Entao
End(M) é um anel de divisdo.

Demonstragao: Seja f nado-nula em End(M). Como M é simples,
segue que Kerf =0e Imf = M. Portanto, f é invertivel. [ |

Teorema 5.5 Seja C uma k-codlgebra de cadeia o direita. Entao C
possui as sequintes propriedades.

(i) Existe uma k-dlgebra de divisdo D de dimensao finita com C§ ~
D e, para todo n > 1, temos que C,,/Cy—1 ~ Cy como C-comddulos a
direita e a esquerda.

(ii) Todo coideal & direita ou & esquerda préprio e nao-nulo de C €
uma subcodlgebra de dimensao finita de C' e € igual & C,, para algum
n > 0. Em particular, o dnico coideal & direita (ou & esquerda) de C
de dimensao infinita € o proprio C.

Demonstragao: (i) Sejam S e T dois C-subcomodulos a direita sim-
ples de C. Como C é uma coalgebra de cadeia a direita, segue que
S CTouT C S e claramente, S = T. Logo, C' possui apenas
um C-subcomodulo simples. Portanto, Cy = soc(¢+«C') € o tnico C-
subcomoédulo & direita simples de C'. A partir deste fato, concluimos
que Cj é simples como um Cp-comoéddulo a direita, o que é equivalente
a dizermos que Cp é um Cj-moédulo a esquerda simples. Pelo Lema de
Schur, End(c:Cy) é uma k-algebra de divisdo.

Sendo Cy uma subcoalgebra de C, segue também que Cj é simples
como coalgebra e portanto, finito dimensional. Logo, Cj ¢é finito di-
mensional. Sabemos que End(c;Co) e (C)°? sdo k-algebras isomorfas
e assim, D = (End(c; Co))°? e Cg também o sao. Como End(c:Co) é
uma k-algebra de divisao, entao D o é. Logo, D ~ C§ ¢é uma k-algebra
de divisao finito dimensional.

Provemos que C,,/C,—1 ~ soc(C/C,,—1) € um C-comoddulo a direita
simples para n > 1. Sejam X = E/C,_1 e Y = F/C,_; dois C-
subcomoddulos simples de C'/C,,_1, em que E e F sdo subcomoddulos de
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C. Como C é uma coalgebra de cadeia a direita, segue que E C F ou
F C E. Suponhamos, sem perda de generalidade, que F C F e isto nos
diz que X C Y. Como X é um comddulo ndo-nulo (pois X é simples) e
Y é simples, segue que X =Y. Portanto, C,,/C,_1 é um C-comddulo
simples.

Pela Proposicao 2.50, C,,/C,—1 € isomorfo a um subcomoédulo a
direita de C. Pelo que vimos acima, Cy é o tnico C-subcomoédulo a
direita simples de C' e portanto, C,,/C,_1 ~ Cp, para todo n > 1.

(ii) Mostremos que dim(C,) = (n + 1) dim(D), para n > 0. Para
n = 0 é trivialmente verdade, ja que C§ ~ D. Verifiquemos a validade
paran = 1.

Sabemos que dim(Cj) é finita e dim(Cy/Cy) é finita, pois C1/Cp ~
Co. Entao dim(Cy) é finita e dim(Cy) = dim(Cp) + dim(Cy/Cy) =
2dim(Cyp) = 2dim(D).

Suponhamos por indugao que dim(Cy_1) = ndim(D). Como
dim(C,, /C,—1) é finita, pois C,, /Cp—1 =~ Cp, segue que dim(C,,) é finita
e também que

dim(C,) = dim(Cp-1)+ dim(C,/Cr-1)
= ndim(D) + dim(D)
— (n+1)dim(D).

Seja N um coideal a direita proprio e ndo-nulo de C tal que dim (V)
é finita. Como C' é uma coalgebra de cadeia a direita, segue que N C (Y
ou Cy € N. Mas como Cy é um C-comddulo simples, entdo N = Cy ou
Co € N. Se N = (Y, nao temos nada a fazer.

Se Cyp C N, existe n € N maximal tal que C,, C N e Cppy € N.
Como Cp41/Cy, ésimples e Cpp1 € N, temos que (N/Cp,)N(Crt1/Cy) =
0. Sendo C' de cadeia a direita e como Cj 41 g N segue, necessaria-
mente, que N C Cp41. Logo, (N/C,) N (Cpi1/Crn) = N/Cy,. Portanto,
N/C, = 0 e dai, N = C,,. Lembramos que os membros da filtracao
co-radical, isto ¢, os CJ s s@o subcoalgebras de C, veja ([3], Corollary
3.1.10) e isto termina uma parte do item (ii).

Agora, seja N um coideal & direita de C' de dimensao infinita. No-
vamente, por ser C' uma coalgebra de cadeia a direita e C), finito di-
mensional, para todo n € N, segue que C,, C N, Vn € N. Por outro
lado, qualquer elemento ¢ de C' esté contido em um subcomédulo fi-
nito dimensional de C' ([3], Theorem 1.4.7), isto ¢, ¢ € C,, para algum

m € N. Logo, C = J,,cy Crn € N C C e portanto, N = C. [ ]
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