UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Samara Vendramin Pieta

CALCULO PROXIMAL EM OTIMIZACAO CONVEXA

Florianépolis

2013






Samara Vendramin Pieta

CALCULO PROXIMAL EM OTIMIZACAO CONVEXA

Dissertagao submetida ao Programa
de P6s-Graduagao em Matemética Pura
e Aplicada para a obtencdo do Grau
de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Maicon Mar-
ques Alves (UFSC)

Florianépolis

2013



Ficha de identificagao da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geragao Automadtica da Biblioteca
Universitaria da UFSC.

Pieta, Samara Vendramin

Célculo Proximal em Otimizagdo Convexa [dissertacao] /
Samara Vendramin Pieta ; orientador, Maicon Marques Alves
- Florianépolis, SC, 2013.

85 p. ; 2lcm

Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal de Santa
Catarina, Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas.
Programa de Pés-Graduacao em Matematica Pura e
Aplicada.

Inclui referéncias

1. Matemaética Pura e Aplicada. 2. Otimizagao convexa. 3.
Operador nao-expansivo ponderado. 4. Operador proximal. 1.
Marques Alves, Maicon . II. Universidade Federal de Santa
Catarina. Programa de Pés-Graduacao em Matematica Pura e
Aplicada. III. Titulo.




Samara Vendramin Pieta

CALCULO PROXIMAL EM OTIMIZACAO CONVEXA

Esta Dissertacao foi julgada aprovada para a obtencao do Titulo
de “Mestre em Matematica”, e aprovada em sua forma final pelo Pro-
grama de Pds-Graduagao em Matemdtica Pura e Aplicada.

Florianépolis, 20 de fevereiro 2013.

Prof. Dr. Daniel Gongalves
Coordenador do Curso

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Maicon Marques Alves (UFSC)
Orientador

Prof. Dr. Antonio Carlos Gardel Leitao (UFSC)






Prof. Dr. Jefferson Gongalves de Melo (UFG)

Profa. Dra. Melissa Weber Mendonga (UFSC)






AGRADECIMENTOS

A minha familia, em especial aos meus pais, Stelamar e Hélio,
por todo o apoio necessario para a conclusao de mais esta etapa.

Ao meu orientador, Maicon Marques Alves, pela atencdo, e prin-
cipalmente, pela dedicagao e presteza na orientacao deste trabalho.

Aos colegas, pelas trocas de experiéncias e conhecimentos, que
muito me ajudaram no decorrer deste curso. Em especial, & Asteroide
Santana, que me estendeu a mao intmeras vezes, agradego por toda
ajuda e paciéncia.

A todos os professores, que tive o prazer de encontrar durante a
minha vida académica, pelos ensinamentos e contribuicoes.

Aos professores Antonio Carlos Gardel Leitao, Jefferson Gongal-
ves de Melo e Melissa Weber Mendongca, por gentilmente terem aceitado
participar da banca examinadora.

Aos professores e funcionérios do Departamento de Matemética
da Universidade Federal de Santa Catarina. Em particular, a Elisa
Barbosa Amaral.

A CAPES, pelo suporte financeiro nesses dois anos.

A todos, que de alguma forma contribuiram para esta realizagao,
muito obrigadal






RESUMO

O operador proximal, introduzido por Moreau em 1962, é uma fer-
ramenta importante na andlise e solugao numérica de problemas de
otimizagao convexa. Neste trabalho, apresentamos a teoria baseada na
nocao de operadores proximais, utilizada para estudar o problema de
minimizar a soma de duas fungoes convexas com certas propriedades
de regularidade, em espagos de Hilbert. Analisamos a convergéncia
de um algoritmo forward-backward e uma aplicacao em problemas de
recuperagao de sinais.

Palavras-chave: Espacos de Hilbert, otimizacao convexa, operador
nao-expansivo ponderado, operador proximal, decomposicao de Mo-
reau, algoritmo forward-backward, recuperagao de sinais.






ABSTRACT

The proximity operator, introduced by Moreau in 1962, is an impor-
tant tool in the analysis and numerical solution of convex optimization
problems. In this work, we present the theory based on the notion of
proximity operators, used to study the problem of minimizing the sum
of two convex functions with certain regularity properties, in Hilbert
spaces. We also present a convergence analysis of a forward-backward
algorithm and an application in signal recovery problems.

Keywords: Hilbert spaces, convex otimization, averaged nonexpan-
sive operator, proximity operator, Moreau’s decomposition, forward-
backward algorithm, signal recovery
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INTRODUCAO

Desde o principio, procuramos formas instintivas para obter o
melhor resultado possivel em qualquer de nossas atividades, como por
exemplo, escolher entre varias possibilidades um trajeto mais rapido ou
mais curto entre a casa e o trabalho. Para problemas mais complexos,
a intuicdo deu lugar ao uso de artificios técnicos desenvolvidos para
otimizar essas atividades, dando origem a otimizagao matematica.

A otimizagao é o ramo da matemaética que estuda problemas cujo
objetivo é determinar o menor ou o maior valor que uma fungao pode
assumir dentro de um conjunto vidvel. Apesar da sua importancia nos
dias atuais, historicamente os primeiros resultados para o desenvolvi-
mento desta drea, propostos por George Bernard Dantzig (1914-2005),
s6 apareceram na década de 40, apés a Segunda Guerra Mundial; até
entao era restrita as operagoes militares.

Uma area especial da otimizac¢ao matemaética é a otimizagao con-
vexa, que trata de problemas onde a fungao e o conjunto vidvel sao am-
bos convexos. Devido & teoria bem desenvolvida e & grande frequéncia
com que ocorrem na pratica, ja existem varios métodos para resolver
problemas desse tipo. As aplicagoes para essa classe estao em diversas
areas, por exemplo, na engenharia: em sistemas de controle, andlise
e processamento de sinais, andlise de circuitos, projeto de sistemas de
energia elétrica, etc.

Uma aplicagao da otimizagao convexa que vem crescendo consi-
deravelmente nas ultimas décadas é na solugao de problemas que bus-
cam determinar causas desconhecidas a partir de efeitos medidos ou
observados, conhecidos como problemas inversos. Podemos citar, pro-
blemas em recuperagao de sinais, que abrangem problemas em que um
sinal multidimensional deve ser deduzido a partir da observacao de
dados, consistindo de sinais fisicamente ou matematicamente relacio-
nados a ele [24]. Um exemplo prético é a reconstrucao tomografica [14].
Matematicamente, problemas em recuperagao de sinais podem ser for-
mulados como o problema de minimizar a soma de duas func¢oes em
um espaco de Hilbert com certas propriedades de regularidade, com o
objetivo de incorporar informacoes a priori e impor algum grau de con-
sisténcia nos dados observados. Uma dificuldade que surge na resolucao
dos mesmos decorre do fato que, normalmente, uma das fungoes nao é
diferencidvel, o que exclui as técnicas convencionais de otimizagao.

O objetivo deste trabalho é apresentar com detalhes os concei-
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tos tedricos utilizados para provar propriedades como existéncia, unici-
dade e caracterizacao de solugoes, além da convergéncia de um método
numérico, para problemas que aparecem no seguinte formato:

(P) mi;lie%ize fi(z) + fa(2),

onde f1 : H—=(—o00,4+00] e fo : H—R sdo fungdes convexas, semi-
continuas inferiormente e proprias, tal que fo é diferencidvel em H
com gradiente (1/f)-Lipschitz continuo, para algum § € Ri;. Ape-
sar de sua simplicidade, o Problema (P) cobre uma ampla gama de
formulagoes aparentemente nao relacionadas com recuperacao de si-
nais, incluindo problemas de minimos quadrados restrito [23], de re-
gularizacao esparsa [12], de regularizacdo de Fourier [15], de decom-
posicao de imagem [2], de viabilidade [9], de projecdo alternada [22],
de distancia quadrada minima [7], entre outros.

Nosso estudo baseia-se na andlise convexa, em particular na
nogao de operador proximal, que foi introduzida por Moreau em [18]
e posteriormente investigada em [19, 20], como uma generalizacao da
nogao de um operador de projecao em conjuntos convexos. Utilizamos
como principais referéncias o artigo de Combettes e Wajs [11] e o livro
de Bauschke e Combettes [3]. A organizagao deste trabalho encontra-se
da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, relembramos conceitos béasicos da analise
convexa, definimos convolugao infimal, conjugada de Fenchel e subdi-
ferencial, e fornecemos um teorema de existéncia e unicidade de mi-
nimizadores para certas fungoes convexas. No capitulo 2, estudamos
operadores nao-expansivos e sequéncias Fejér-mondtonas a fim de obter
um resultado de convergéncia para interacoes de ponto fixo envolvendo
operadores nao-expansivos ponderados. No capitulo 3, introduzimos
operadores proximais, onde discutimos suas principais propriedades
e descrevemos formulas fechadas para calcular tais operadores junta-
mente com exemplos especificos. Também apresentamos o principio de
decomposicao de Moreau que diz respeito a decomposicao de um ponto
em termos do operador proximal. No tultimo capitulo, estudamos as
propriedades do Problema (P) e analisamos a convergéncia de um al-
goritmo forward-backward para resolvé-lo. Tal algoritmo tem como
principio usar as fungoes f e fo separadamente, mais especificamente,
o nucleo de uma interagao consiste em um passo de gradiente forward
(explicito) em fa, seguido de um passo backward (implicito) em f;. Por
fim, aplicamos os resultados obtidos em problemas de recuperacao de
sinais.



Notacgoes:

H, K, Z
B(z, p)

C+D
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espacos de Hilbert

bola fechada de centro z e raio p

fecho de um conjunto C'

convergéncia fraca

convergéncia forte

intervalo [0, 4+00)

intervalo (0, +00)

conjunto imagem da fungao f : H—(—00, +00]
operador identidade

inverso de L

adjunto de L

conjunto das partes de H

soma de Minkowski dos conjuntos C' e D
scaling do conjunto C' por um numero real «
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1 CONCEITOS BASICOS DE ANALISE CONVEXA

Neste capitulo, descrevemos alguns conceitos basicos de analise
convexa envolvendo fungoes convexas definidas em espagos de Hilbert,
que serao utilizados ao longo deste trabalho. Detalhes e demonstracoes
podem ser encontrados em [3]. Assumimos como conhecidos resultados
de andlise funcional (ver [16]).

Seja H um espago de Hilbert real com produto escalar (-|-). De-
notamos por || - | a norma e por d a distdncia associadas, respectiva-
mente.

Seja C' um subconjunto de H. Se C' é ndo-vazio, a distancia de
um ponto z € H a C é definida por

dc(@) = int [z~ . (L1)

Se C é fechado e convexo, entao para todo x € H existe um tnico ponto
Pox € C tal que

o — Peall = de(a). (1.2)
O ponto Pgx € a projecao de x em C' e é caracterizado pelas relagoes
PocxeC e (VyeC()(y— Poxlx — Pox) <0. (1.3)
Sejam z,y € H e a € R. A identidade
laz + (1 = a)yl* + a1 = a)llz = y[* = allzl* + (1 = )lly[* (1.4)

é bastante utilizada quando trabalhamos com resultados que envolvem
a norma ao quadrado.

1.1 FUNCOES CONVEXAS

Uma fungao f : H—[—00,+00] é convezra se para todo z,y € H
eXe(0,1)

Fa+ (1= XNy) <Af(x)+ (1 -Nf(y), (1.5)
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desde que o lado direito de (1.5) esteja bem definido. Isto é equivalente
a dizer que o epigrafo de f, definido por

epif = {(z,n) e H xR [ f(x) <n}, (1.6)

é um subconjunto convexo de H xR. Se f é convexa, entao seu dominio
efetivo ou, simplesmente, dominio, definido por

domf ={z e H| f(x) < +o0}, (1.7)

é convexo.

Figura 1: Representacao de uma fungao convexa f e de uma funcao
nao convexa g, com seus respectivos epigrafos.

Se a desigualdade (1.5) é estrita para x diferente de y, entéo a
funcao f é dita estritamente convezxa.

Exemplo 1.1.1. A funcdo f : H—R : .+ ||z||? € estritamente con-
vexa, uma vez que se considerarmos x diferente dey e utilizarmos (1.4),

Az + (1= Nyl* < Az + (1= Nyl* + A1 = Nz -y
= Mlal® + (1 = Ny)*

para todo x,y € H e A € (0,1).

Uma funcao f é prépria se f > —oo e domf # @, em outras
palavras, f é prépria se f > —oo e nao é identicamente +oo. Além
disso, a fungdo f é semicontinua inferiormente (s.c.i.) em xg € H se
ela é majorada pelo seu limite inferior!, isto é,

S (o) < limint f () (1)

1O limite inferior de f em zg é definido por liminf f(z) = sup inf f(z), onde
T—rx0 5€80 TES

do € o conjunto de vizinhancas de zg.
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Dizemos que f é s.c.i. em H se f é s.c.i. em todos os pontos de H, o
que é equivalente a dizer que o epigrafo de f é um subconjunto fechado
de H x R.

Uma fungao f convexa e prépria € s.c.i. em H se, e somente se,
é s.c.i. com respeito a topologia fraca em #, pois um conjunto convexo
é fechado se, e somente se, é fechado fraco. Em particular, o epigrafo
da f é fechado se, e somente se, é fechado fraco.

Com respeito a continuidade das fungoes convexas convém men-
cionar o seguinte.

Proposicao 1.1.1. [3, Teorema 8.29] Sejam f : H—(—o0, +00| prdpria
e conveza e rog € domf. Entdo, sao equivalentes:

(i) f € continua em xy.

(ii) f € limitada superiormente em uma vizinhanca de xg.

A classe de todas as fungoes de H em [—o0, +00] convexas, s.c.i.
e proéprias é denotada por I'g(H). Esta classe de fungoes desempenha
um papel central neste trabalho, tendo em vista que é sobre T'o(H) que
todos os resultados sao desenvolvidos. Convém observar que, se f e g
sdo fungdes em I'g(#H) tal que a intersec@o de seus dominios é nao-vazia,
entdo a fungdo f 4 g estd em I'o(H).

Uma propriedade chave das fungoes em I'g(H) por vezes citada
ao longo deste trabalho é a seguinte.

Lema 1.1.1. [4, Proposicao 1.10] Se f € T'g(H), entdo f € limitada
inferiormente por uma funcdo afim.

Como um importante exemplo de funcao convexa temos a fungao
indicadora de um conjunto convexo. Dado um subconjunto A (nao-
vazio) de H, a fungao definida por

0, sex € A

+oo, sex ¢ A (1.9)

LA H—=[—o00, 400 : 2 — {
é chamada de funcdo indicadora de A. Observemos que a funcao indi-
cadora de A é prépria e seu dominio é o conjunto A; é convexa se, e
somente se, A é convexo; é s.c.i. se, e somente se, A é fechado, pois seu
epigrafo é o conjunto A x R, que é fechado se A é fechado. Portanto, a

fungdo 14 pertence a classe T'g(H) se, e somente se, A é um subconjunto
nao-vazio, fechado e convexo de H.
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1.2 OTIMIZACAO CONVEXA

A otimizacdo convexa é uma das principais dreas de aplicacdo
da andlise convexa. Nesta segao, trazemos uma breve introdugao as
funcoes coercivas, a fim de apresentar um teorema de existéncia e uni-
cidade para problemas de minimizacao.

Lembremos que, dados uma fungao prépria f : H—(—oo,+o0] e
x em H, o ponto x é um minimizador de f se

fx) = inf f(H),

isto é, f(z) = min f(H) € R. O conjunto dos minimizadores de f é
denotado por arg min f.
Seja f : H—(—00, +00]. Entédo, f é coerciva se

lim T) = +00
ol _>+Oof( ) ,
e supercoerciva se
m M = +00
2l —>+o0 |||

Note que, uma fungao supercoerciva € coerciva, visto que se f € super-
coerciva e x estd H, temos
f(z)

f(x)= lim —=.|z|| = +oc.
@) llzl[—+oo ||| Il

lim
llzl|—>+o0
Uma fungao coerciva pode nao ser supercoerciva, como é o caso da
fungéo f = || - ||.

Exemplo 1.2.1. A funcio f: H—R : x — ||z||* € supercoerciva, uma
vez que
=l _

1m =
lel—+oo [[2]]  lzll—+oo

[l = +oo.

A soma de duas fungoes coercivas é coerciva, pela propriedade
do limite da soma. Se uma das fung¢oes nao for coerciva, obtemos pela
seguinte proposicao uma condicao para que a soma seja.

Proposicao 1.2.1. Sejam f € To(H) e g : H—(—00, +00] supercoer-
ciwa. Entao, f + g € supercoerciva.

Demonstrag¢igo. Como f estd em I'g(H), pelo Lema 1.1.1 ela é limitada
inferiormente por uma fungao afim, digamos (-|u) + 7, onde u € H e



23

n € R. Assim, usando este fato e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(Ve € H) () +g(e) > alu) + 0+ g(e) > [l +n + g().

Logo,
f(x) +g(z)

[l

n+g(x)
[l

quando ||z||— + oo, uma vez que g é supercoerciva. Portanto, f + g é

supercoerciva. ]

—||ul|| + — 400

O proéximo teorema nos dé condicoes que garantem a existéncia
e unicidade de minimizadores para fungées em I'o(H).

Teorema 1.2.1. Seja f € T'o(H) coerciva. Entao, f admite um mi-
nimizador em H. Além disso, se f ¢é estritamente convexa, entdo o
minimizador € unico.

Demonstragao. Defina a = infeq f(x). Seja (z,) uma sequéncia em
H tal que f(x,)—a. A sequéncia (z,) é limitada, pois caso contrario,
existiria uma subsequéncia (z,,) tal que 0 # |z,,||= + co. Como
f é coerciva, por hipétese, terfamos f(x,,)— + oo, o que é absurdo,
pois f(z,)—a. Assim, como H é um espaco de Hilbert e (z,,) é uma
sequéncia limitada, existe uma subsequéncia (z,, ) que converge fraca-
mente para T em H. E, como f é s.c.i., temos que

(Ve eH) f(@) <liminf f(z,,)=a< f(z).

Logo, f admite um minimizador T em H.
Suponha que f é estritamente convexa e que & é um minimizador da f
em H. Se z ¢é diferente de T, entao

(VA€ (0,1)) f(@) < f(A2+ (1= A7)
<Af(2) + (1 =N f(7)
<Af(2) + (1 =) f(2)
T

ou seja, f(&) < f(&), que é absurdo. Portanto, & é igual a T e o
minimizador da f é dnico. |

Corolario 1.2.1. Sejam f,g € T'o(H) tal que domf Ndomg # & e
f € supercoerciva. Entao, f 4+ g € coerciva e tem um minimizador em
H. Se f ou g € estritamente convexa, entdo f + g tem exatamente um
manimizador em H.
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Demonstrag¢ao. Como ja observamos a funcao f + g estd em I'o(H),
e é coerciva, pela Proposicao 1.2.1. Portanto, o resultado segue do
Teorema 1.2.1. [ ]

1.3 CONVOLUCAO INFIMAL

Sejam f e g fungdes em T'o(H). A convolugdo infimal de f e g é
a funcao definida por

fOg : H—[—o00,+0o0] : &+ inf f(y)+ glx —y). (1.10)
yEH

Esta fungao é exata em um ponto x € H se existe y € H tal que
(fOg)(z) = f(y) + g(z — y). Dizemos que f[g é exata se é exata
em todos os pontos de seu dominio. Observemos que (1.10) pode ser
reescrita como

fOg : H—[—00,400] : & u1vn€fH f(u) + g(v).

ut+v=x

Assim, podemos ver que? dom(f(Jg) = domf + domg.

Se as funcoes f e g sao convexas, entao f[g é convexa. No
entanto, a convolucdo infimal de duas fungdes em I'g(#) nao é neces-
sariamente exata ou s.c.i.. Por exemplo, se

1/z, sex >0
400, sex <0

fiR—=(—00,+00] 1 z {
eg:xz+— f(—x), entdo
(i) feTh(R)egeTlH(R).
(ii) fOg =0 e fOg nao é exata.
(iii) As funcdes to e tp, onde C' = epif e D = epig, estdo em I'o(R?),
pois segue de (i) que C' e D séo subconjuntos nao-vazios, fechados

e convexos de R%. Porém, o conjunto C' 4+ D é o semi-plano
superior aberto de R? e portanto tcCip = to+p Nao € s.c.i..

2Sejam C e D subconjuntos de H. A soma de Minkowski dos conjuntos C' e D
é definida por C+ D ={c+d|c€ C,d € D}.
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Apresentamos abaixo uma condi¢do para que a convolucao infi-
mal de duas fungoes em I'g(H) seja exata e esteja em I'o(H).

Proposicao 1.3.1. Sejam f,g € To(H) e f supercoerciva. Entao, fOg
é exata e estd em I'o(H).

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que f[dg é exata. Ob-
serve que

dom fOg = domf + domg # &, (1.11)

pois o dominio da f e o dominio da ¢ s@o nao-vazios por hipétese.
Entao, tome z € domfdg. Temos que z = y + z, onde y € domf e
z € domg. Segue que,

gz —y) =g(z — (x — 2)) = g(z) < +o0,

ou seja, y € domg(xz — -). Logo, y € domf N domg(z — -). Portanto,
a fungdo f + g(xz — -) estd em I'g(H), pois é soma de duas fungdes
convexas, s.c.i. e préprias tal que domf Ndomg(z — -) # .

Temos pela Proposicao 1.2.1 que f 4 g(z — -) é coerciva, ja que f é
supercoerciva. Assim, pelo Teorema 1.2.1, a funcao f + g(z — -) tem
um minimizador em H. Logo, para todo x € dom f[g,

(fOg) () = min fy) +g(z—y) €R. (1.12)

Isto implica que f[Og é exata em todos os pontos de seu dominio.
Agora, vamos verificar que fOg estd em T'o(H). A convolugao infimal
de duas funcoes convexas é convexa, conforme ja mencionado, e segue
de (1.11) e (1.12) que fOg é prépria.

Para concluir, falta mostrar que f{g é s.c.i., mas isto é equivalente a
mostrar que fOg é sequencialmente s.c.i. Para isto, sejam x € H e (x,,)
uma sequéncia em H tal que z,, — z. Devemos verificar que

(fOg)(z) < liminf (fOg)(zn).

Suponha sem perda de generalidade que (fOg)(z,) —un € R. Seja (yn)
uma sequéncia em H tal que

(vn e N)  (fOg)(xn) = f(yn) + 9(@n — yn)-

Note que (y,) existe, pois flg é exata. A sequéncia (y,) é limitada.
Para verificar esta afirmacao, suponha que (y,) ndo é limitada. Entéo,
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existe uma subsequéncia (yn, ) tal que 0 # ||yn,||— + co. Pelo Lema
1.1.1, como g € T'o(H), temos que g é limitada inferiormente por uma
fungdo afim, digamos (-|u) + 1, onde u € H e n € R. Usando a de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz, a supercoercividade de f e o fato que
(@, |uy—{z|u), segue que

(fO9)(@n,) = [(Wny) + 9(Tny, — Yny)
> f(ynk,) + <xnk - ynk|u> +n
= f(Yni) + (Tnp[) = (Yni|w) +1
> F(yma) — e Ml + g ) + 7
= | (fl(yyll) - ||u) T () 47
— 400

quando ||yn, ||— + oo, contradizendo a hipdtese que (fOg)(z,)—n € R.
Logo, a sequéncia (y,) é limitada. Entdo, existe uma subsequéncia
(Yn;) tal que y,, — y € H. Assim, temos que x,, — ¥, — = —y. Com
isto e o fato de f e g serem s.c.i, quando j— + 0o obtemos que

p=lim(fOg)(zn,)
= lim f(Yn;) + 9(Tn, — Yn,)
> liminf f(yn,) + liminf g(z,, — yn,)
> fly) +g(z—y)
> (fOg)(x),

ou seja, flg é s.c.i. na topologia fraca, mas isto é equivalente a ser
s.c.i. na topologia forte, pois fllg é convexa.
Portanto, fOg é exata e estd em To(H). [ |

Considerando C' um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo
de H, segue diretamente da proposi¢ao acima que a funcao distancia ao
conjunto C definida por d¢ : H—[0, +00) :  — de(x) pertence a classe
I'o(H) e é exata, sendo que é a raiz quadrada da fungao dz = o0 - ||*.

1.4 CONJUGADA DE FENCHEL

Na anadlise classica, as transformagoes funcionais tornam possivel
investigar problemas a partir de uma perspectiva diferente e, por ve-
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zes, simplificar a sua analise. Em anélise convexa, a transformacao que
melhor desempenha este papel é a conjugada de Fenchel, que leva uma
funcao a sua conjugada de Fenchel.

A conjugada de Fenchel de uma funcao f € T'g(H) é a fungdo
f* € To(H) definida por

[ H—[—00,+00] : u — sup (z|u) — f(x). (1.13)
rcH
Observe que f* estd bem definida, uma vez que f é prépria. A biconju-
gada de f é definida por f** = (f*)*. Como H é um espago de Hilbert,
temos que f** = f (ver [4, Teorema 1.11]).
Por exemplo, a conjugada de Fenchel da fungao indicadora de um
subconjunto C nao-vazio, fechado e convexo de H ¢é a func¢ao suporte
de C, isto é,

Le = 0¢ :u > sup {(x|u). (1.14)
zeC

Consequentemente, a conjugada de Fenchel da funcao suporte é a fungao
indicadora,

oL =18 = Lc. (1.15)

Exemplo 1.4.1. Se f = -||?/2, entdo f* = f. De fato,

() = sup (afuy — 1212
TEH 2

—sup (sup (ah)) -

>0 \ |jzf|=r

r2
2
r?
Sup( sup (r— xru)
r>0 \|2]=1 2

2
=sup r|ul| — 5 (1.16)
r>0

Calculando a primeira e seqgunda derivada da funcdo r — rlul| —r2/2,
verificamos que ela atinge o valor mdzimo em r = |lul|. Substituindo

em (1.16), concluimos que f*(u) = |lu||*/2 para todo u € H, isto ¢,

fr=1-17/2
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Uma consequéncia imediata de (1.13) é a desigualdade de Fenchel-
Young;:

(Ve,ue M) fz) + [ (u) = (zlu), (1.17)

utilizada para fornecer a caracterizacao (1.19), na Se¢do 1.5, para o
subdiferencial de uma funcao.

Considere agora o problema de minimizar a soma de duas funcoes
fegemT'o(H). Temos que o problema primal associado é

minifize fl@) + g(x)

e seu problema dual é

T « w_
minimize ff(w) + g (—u).

O principal resultado que envolve o problema primal e seu problema
dual é o seguinte.

Teorema 1.4.1 (Dualidade de Fenchel-Rockafellar). [4, Teorema 1.12]
Sejam f,g € To(H). Se existe xg € domf Ndomg tal que g € continua
em xg, entao

Inf f(x) +g(z) = max —f*(u) = g"(—u).

1.5 SUBDIFERENCIAL

Uma ferramenta fundamental na andlise de fungoes convexas
nao-diferencidveis é o subdiferencial, sendo que no contexto de funcoes
convexas é uma generalizacao da derivada.

Dada uma fungéo f € T'g(H), o subdiferencial da f é o operador
ponto conjunto df : H—2" definido por

Of(x) ={ue M| (Vy e H) (y —xlu) + f(z) < f(y)} (1.18)

ou, equivalentemente, usando a definigao (1.13) e a desigualdade (1.17),

Of(x) ={ue M| f(2)+ ["(u) = (z[u)}. (1.19)
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Seja € H. Entdo, f é subdiferencidvel em x se 0f(x) # &.
Os elementos de Of(z) sdo os subgradientes da f em x. Por definicao,
se ¢ domf, temos que Of(xz) = @. Além disso, se f é uma funcao
diferencidvel em x com gradiente V f(x), entao o dnico subgradiente de
femx é Vf(x). Esta relagao é descrita no seguinte lema.

Lema 1.5.1. [13, Proposigao 5.3] Seja f : H—[—00, +00] uma fungdo
convezxa. Se f € diferencidvel em x € H, entdo f € subdiferencidvel em
T e

Of (x) = {Vf(x)}-

Um exemplo relevante para este trabalho é o caso da funcao
fry— |lx—yl|?/(2y), diferencidvel em H com Vf(y) = (y — x)/7.
Pelo Lema 1.5.1, temos que f é subdiferencidvel em H e

o5l 17 ) = {7

Utilizando a nocao de subdiferencial podemos caracterizar os
minimizadores da fungdo f conforme segue

argmin f ={x € H |0 € df(x)}. (1.20)

Por exemplo, a fungao f : R—=R : z — |z| é subdiferencidvel em
todo = € R e seu subdiferencial é dado por

1, sex >0
of(x) =< [-1,1], sexz=0
-1, sex < 0.

R R

af
f |
R
11
R

Figura 2: Grafico da fungao f : 2 — |x| e do seu subdiferencial.

Em geral, a fun¢ao f : H—R : = — ||z|| é subdiferencidvel em todo
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reHe

_Ja/llzll, sex#0
8f(x)—{ B(0,1), sex=0.

Em ambos os casos, o minimizador da fungao f é o ponto = = 0.

Apresentamos a seguir trés regras de cdlculo para subdiferenciais
de fungoes em I'g(H). A primeira proposicao, refere-se ao cilculo de
subdiferenciais no espaco produto.

Proposi¢ao 1.5.1. [3, Proposicao 16.8] Seja I = {1,...,m} um
conjunto de indices. Seja (H;)icr uma famdlia de espagos de Hilbert
reais. Considere H™ = Hy X -+ X Hy,. Para todo © € I, sejam
fi € To(H;) e x; € H;. Defina x = (;)icr € f : H™—(—00, 40
por f(x) = > ,c; fi(zs). Entao,

Gf(a:) = 8f1(3:1) X X 8fm(xm)-

A proposicao seguinte estabelece uma férmula para calcular o
subdiferencial de transformagoes de fungoes convexas em termos do
subdiferencial dessas funcgoes.

Proposicao 1.5.2. [3, Teorema 16.37] Considere K um espago de Hil-
bert real. Sejam f=go L, onde g € To(K) e L : H—K € um operador
linear, limitado e bijetivo tal que L= = L*. Entdo, Of = L*o(dg)o L.

Por fim, pela proxima proposicao obtemos condigoes e a féormula
para o calculo do subdiferencial da soma de duas fungoes.

Proposicao 1.5.3. [3, Corolério 16.38] Sejam f, g € To(H). Se existe
zo € domfNdomyg tal que f € continua em xg, entao d(f+g) = 0f+0g.

Considere C' um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de
‘H, introduzimos dois importantes exemplos de subdiferenciais. Um é
o caso em que f é a funcao indicadora do conjunto C. Por definicao,
u € Jio se, e somente se, para todo y € H,

(y = zlu) + 1o(x) < o(y)-
Se z € C, esta condicao diz que, para todo y € H,

{y —alu) <0,
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isto é, que v é normal a C em z. Logo, o subdiferencial da funcdo
indicadora de C' em x é o cone normal de C em z, se x € C, e é vazio,
sex ¢ C.

Figura 3: Cone normal de C em z.

Portanto, o operador cone normal de C é definido por

{ueH|(VyelC)(y—zlu) <0}, sexeC
a, sex ¢ C.
(1.21)

Nc—aLC:xH{

O outro exemplo é o caso onde f é a funcao distancia a C', o subdife-
rencial da fungdo distancia (ver [3, Exemplo 16.49]) é dado por

Ne(x)N B(0,1), sexzeC

(Vz €H) ddc = {x—ch} oz dC (1.22)

dc(x)



32



33

2 APROXIMACAO DE PONTO FIXO DE
OPERADORES NAO-EXPANSIVOS

Neste capitulo, introduzimos a teoria basica sobre sequéncias
Fejér-mondtonas e a aplicamos para obter de uma forma sistematica
resultados de convergéncia para iteragoes de ponto fixo envolvendo ope-
radores nao-expansivos. Denotamos por Fix T o conjunto dos pontos
fixos de um operador T : H—H, isto é,

FixT={x e H| Tz =z}

2.1 OPERADORES NAO-EXPANSIVOS

Operadores nao-expansivos sao operadores Lipschitz continuos
com constante de Lipschitz um. Nesta segao, apresentamos algumas
caracterizagoes para estes operadores.

Definicao 2.1.1. Um operador T : H—H ¢é firmemente nao-expansivo
se

(Vz,y e H) [Tz —Ty|* + (|0~ T)a— (1~ Dyl* < [lz —yl* (2.1)
e nao-expansivo se € Lipschitz continuo com constante um, isto €,
(Vo,y €M) |[Tx =Tyl < [l —yl|. (2.2)

Segue diretamente da definicao acima que um operador firme-
mente nao-expansivo é nao-expansivo. Porém, a reciproca nao é verda-
deira. Como exemplo, considere o operador 7' = —I, onde I denota o
operador identidade em H. Temos que 7' é nao-expansivo, mas nao é
firmemente nao-expansivo.

Proposigao 2.1.1. Seja T : H—H. Entdo, sao equivalentes:
(i) T ¢é firmemente nao-expansivo.

(it) 1 =T ¢ firmemente ndo-expansivo.

(iit) 2T —1 é nao-expansivo.

(iv) (Vo,y € H) |[Te — Ty|]* < (v — y|Tz — Ty).
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Demonstragao.
(i) < (#1) Segue da simetria entre T e I — T em (2.1).
(i) & (i4i) Sejam x e y em H. Defina

p= Tz = Ty|> + |1 = T)o = A= T)ylI* —[lz -yl

v =T — Dz — 2T - Dy|* — ||z — y|I*.
Por (1.4),
12T — D)o — (2T~ Dy|* =
= 2Tz = Ty) + (1 - 2)(z — y)|I?
= 2| Tz — Ty||* — ||z — y|I* + 2|1 - T)z — (1~ T)y]*.
Disso, vemos que v = 2u. Assim, 2T — I é ndo-expansivo & v < 0 &

© <0<« T é firmemente nao-expansivo.
(i) & (iv) Basta escrever

I(T=T)z = A= T)y|* = llo = y|I* + | Tz = Tyl|* - 2(x - y|Tx — Ty)
em (2.1). [

Definicao 2.1.2. Sejam T : H—H e B € Ry;. Dizemos que T €
B8 — cocoercivo se BT € firmemente nao-expansivo, isto €,

(Vz,y €H) (v —y|Tz—Ty) > B|Tz— Tyl
O lema a seguir é utilizado para demonstrar a Proposigao 2.1.2.

Lema 2.1.1. [21, Lema 1.2.3] Seja f : H—R conveza e diferencidvel
em H tal que Vf € 1/B-Lipschitz continuo, para algum S € Ryy.
Entao,

(Vo,y € H) f(y) < f(2) + (VF@)ly — )+ %Hx .

Vimos que um operador nao-expansivo pode nao ser firmemente
nao-expansivo. Observe que o préoximo resultado, com § = 1, afirma
que isto é verdade para o gradiente de uma funcao convexa f : H—R.

Proposigao 2.1.2. Seja f : H—R conveza e diferencidvel em H tal
que V[ € 1/B-Lipschitz continuo, para algum 8 € Ryy. Entao, Vf ¢
[3-cocoercivo.
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Demonstra¢do. Seja x € H. Defina a funcao

¢ H=R iy = fy) — (Vf()ly).

Notemos que, ¢ estd bem definida e é convexa, pois é soma de funcoes
convexas. Ainda, seu gradiente Vé(y) = Vf(y)—V f(x) é 1/5-Lipschitz
continuo. Como ¢ é convexa e Vo(x) = 0, temos que x é minimizador
de ¢. Entao, usando o Lema 2.1.1 para a fungao ¢,

(W eH) bz) < by — BYH())
< () + (Vo) — BV(y)) + %IIBW(@/)IIQ

= 60) ~ 2IVow)I*
isto é,
f@) = (Vf()|z) < f(y) = (Vf(@)ly) - gllvf(y) — V()]
Segue que, para todo z,y € H,
f(@) +(Vf(@)ly —x) + gllVf(y) = Vi@)|? < fy). (2.3)
Trocando x por y e y por z na equagao (2.3), obtemos
FW)+ (V@ — ) + 51V @)~ VI < @) (24

Somando (2.3) e (2.4), concluimos que, para todo z,y € H,

(Vf(z) = VI)le —y) = BIVF(z) = VW)

ou seja, que V f é B-cocoercivo. |

2.2 OPERADORES PONDERADOS

Uma classe especial de operadores nao-expansivos sao os opera-
dores ponderados, cujas propriedades sao exploradas nesta segao.
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Definicao 2.2.1. Seja o € (0,1). Um operador T : H—H € ponderado
com constante «, ou a-ponderado, se existe um operador nao-erpansivo
R:H—H tal que T = (1 — a)l + aR.

Proposigao 2.2.1. Seja T : H—H.

(i) Se T é a-ponderado, entio T € nao-expansivo.

(i) Se T € nao-expansivo, T nao € necessariamente a-ponderado.
(iii) T ¢é firmemente nao-expansivo se, e somente se, T € 1/2-ponderado.

(iv) Seja € Ry. T é B-cocoercivo se, e somente se, fT é 1/2-
ponderado.

Demonstragao.
(i) Sejam z e y em H, da Definicao 2.2.1 segue que

[Tz =Tyl = (1 = )+ aR)z — ((1 — a)l + aR)y|
=11 = a)(z —y) + a(Rz — Ry)
< (@ =a)|z -yl + ol Rz — Ry||
<l -a)fz —yll+eaflz -yl
= [lz —y]|.
(ii) Counsidere T = —I, que é ndo-expansivo. Sejam « € (0,1) e

x € H, suponha que T é a-ponderado. Entao, existe um operador
nao-expansivo R : H—7H tal que

a—2

(1 —a)xr+ aRx = —=x, ouseja, Rx = x.

@
Assim,
la —2|

1Rz~ Ryl = "~y < Jlz ~ ).
Disto, temos que | — 2|/a < 1, contradizendo o fato de a € (0,1).
Logo, nao existe R nao-expansivo tal que T'= (1 — o)l + aR.
(iii) Se T é firmemente nao-expansivo, pela Proposigao 2.1.1, 27" — I
é nao-expansivo. Defina R = 2T — I. Logo, existe um operador nao-
expansivo R tal que T = (1 — 1/2)I + (1/2)R. Portanto, T é 1/2-
ponderado. Agora, se T é 1/2-ponderado, temos que T'= (I + R)/2
com R nao-expansivo. Sejam z e y em H. Segue que,

|1 Ta = Ty|* + (1= T)z — (I T)y|* =
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x+Rx7y+Ry 2

2 2
1
= ;(le =y + Rz = Ry|* + |lz —y - (Rz - Ry)|*)

r—Rx y—Ry
2 2

H2

1
= 5z = ylI” + [ Rz — Ry|*)

IN

1
Slz = yll* + llz = yl*)
= llz - yl*.

Logo, T é firmemente nao-expansivo.
(iv) Segue da Defini¢ao 2.1.2 e do item (#4i). |

Proposicao 2.2.2. Sejam T : H—H e « € (0,1). Entao, sao equiva-
lentes:

(i) T é a— ponderado.
(i) 1—-1/a)I+ (1/a)T € nao-expansivo.

l—«
[

(iii) (Vz,y € H)|| Tz —Ty|* < [lo—y|* - (I-T)z—I-T)y|.

Q
(iv) (Va,y € H)|Te—Ty|*+(1-20) [a—y|? < 2(1—a){ar—y|Tz—Ty).

Demonstragao. Fixe e y em H, defina R = (1 — \)I + AT, onde
A=1/a, e note que T = (1 — o)I 4+ «R.
(i) & (i) Por defini¢do T é a-ponderado se, e somente se, R é nao-
expansivo.
(i) < (vi1) Usando (1.4), temos que
IRz — Ry||* = (1 = N)a + ATz — (1 = Ay — ATy]*
= (1 =N (@ —y) + ATz — Ty)|
= (1= Nllz = y* + M| Tz — Ty||?
— AL =Nz —y — (Tz — Ty)|*,
ou seja,
a(lla = ylI* = IRz — Ry||*) =

l—«
= [lz = y|I* = |Tz — Ty|* - — =Tz - (I~ Tyl (2.5)
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Assim, R é nao-expansivo se, e somente se, o lado esquerdo de (2.5) é
nao-negativo, o que é equivalente a

T2 = Tyl < Jlo =l ~ -2 (T~ Thar — (1= Ty
(#it) < (iv) Basta escrever
10— 1)z — (1= T)yl* = |z — y|* + |Te - Ty|* - 2(z — y|Tz — Ty)
em (iii). _

Observagao 2.2.1. Segue da Proposi¢ao 2.2.2 que se T : H—H ¢€
a — ponderado com a € (0,1/2], entdo T € firmemente ndo-expansivo.
Basta notar que se o € (0,1/2], entdo (a —1)/a < —1.

A préxima proposicao afirma que operadores ponderados séo fe-
chados em relagao a operacao de composi¢ao. Descrevemos este re-
sultado considerando a composigao entre dois operadores; o caso geral
pode ser visto em [3, Proposigao 4.32].

Proposicao 2.2.3. Sejam T1,T5 : H—H e ag, a2 € (0,1) tais que Ty
e Ty sao ponderados com constantes o e o, respectivamente. Defina

2
1

max{ay, as}

T=ToT, e o= (2.6)
Entao, T é a — ponderado.

Demonstracdo. Defina

aq (&%)

K1 e k=max{ki, K2}

= s Ko —

1-— aq 2 1-— (%)
Sejam x e y em H. Segue da convexidade de x — ||z||?
(1) < (i4i) na Proposicao 2.2.2 que

e da equivaléncia

I(I-T)z - (1-T)y|*/2=
= [l(z — y) = (Tox — Toy) + (Tox — Toy) — (T Tox — TiTay)||* /2
= |0 = To)x — (1 - To)y + (I - Th)Tow — (1 — T1)Tay|? /2
< (A= To)z — (1= To)y|? + (T - T1)Tex — (1 - T1)Toy|?
< rg([lz — yl* = [ Taz — Toyl?) + k1 (| Tow — Toyl?
— | T — Ti Toy|?)
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< wlllz ~ yl* = Ty ~ Toyll* + |To — Toyl? ~ Ty To — T T3?)
= s(llz ~ ylI* ~ Tz~ Ty|)

Assim,
T2~ Tyl < llo =y ~ 5T~ T — (1= Ty

Observe que,
11—« . 2
— = ols aa=———.
2K a P 2+1/k

Pela Proposicao 2.2.2 novamente, concluimos que 7' é a-ponderado. W
Outra operagao que preserva a ponderabilidade é a seguinte.

Proposigao 2.2.4. Sejam f € Ry, T : H—H um operador (-
cocoercivo e v € (0,20). Entao, I —~T ¢é ~/23-ponderado.

Demonstrag¢ao. Como T é [-cocoercivo, pela Proposigao 2.2.1(iv), te-
mos que ST é 1/2-ponderado, ou seja, existe um operador R : H—H
nao-expansivo tal que ST = (I+ R)/2. Por sua vez,

_ I+trR_ (7 A

Além disso, v/20 € (0,1) e —R é nao-expansivo. Portanto, I — T é
~/2B-ponderado. |

2.3 SEQUENCIAS FEJER-MONOTONAS

A nocgao de sequéncias Fejér-mondtonas é central no estudo de
pontos fixos de operadores ndo-expansivos. Apresentamos nesta secao
algumas propriedades destas sequéncias.

Definicao 2.3.1. Seja C' um subconjunto nao-vazio de H. Uma sequéncia
(zn,) em H € Fejér-mondtona com respeito a C se

(Vo € O)(Vn e N) [anps — | < [, —al.

Exemplo 2.3.1. Sejam T : H—H nao-expansivo tal que Fix T # & e
xg € H. Defina 11 = Ty, para todo n € N.
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A sequéncia (x,,) € Fejér-mondtona com respeito a Fix T, uma vez que,
z € Fix T e a nao-expansividade de T implicam

(Vn eN) |app — 2l = [|Tzn — Tl < |z, — ],

As sequéncias Fejér-mondtonas possuem propriedades que sim-
plificam a andlise do seu comportamento assintético. Observemos que:

e Para todo x € C, a sequéncia (||z, — z||) converge, visto que é
uma sequéncia monoétona e limitada em R.

e (z,) é uma sequéncia limitada, pois tomando x € C temos que
(VneN) |zn| < llzn — | + |2l < M + |||,
onde M é tal que ||z, — z|| < M.

O seguinte resultado diz respeito a convergéncia fraca de sequéncias
Fejér-mondtonas.

Teorema 2.3.1 (Browder). Sejam C' um subconjunto ndo-vazio de H
e (zn) uma sequéncia Fejér-mondtona com respeito a C. A sequéncia
(xn,) converge fracamente para um ponto em C se, e somente se, todo
ponto aderente fraco de (x,,) pertence a C.

Demonstragao.

(=) Trivial.

(«) Como (x,,) é limitada, existe pelo menos um ponto aderente fraco.
Sejam T e & pontos aderentes e (2, ), (z,,) subsequéncias de () tais
que T, — T e x,, — 2. Por hipdtese, temos que T € C' e & € C.

Como (||z, —Z||) e (||, —2]||) sdo convergentes, existem 7 e £ tais que
|2n —Z|—=C e |@, — &L
Em particular,

l2n, =T —C e |lzn, — (|4,

¢}

bem como,

s, — &[4

@

|z, — 2] —2.
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Disso, segue que

@, — | = |2, — &+ |& — Z|]* + 2(zn, — &2 —T)
(02 = ()% + ||z — 7> + 2(T — 2|2 — T)
(02 = (0)* — ||z — =%, (2.7)

por outro lado,

|0, — &2 = |Tn, — | + |7 — 2| + 2(zn, — T|T — 2)
(02 = @ + ||z — &|* + 2 — 7|7 — 2)
(0 = @~ |z - 2|, (2.8)

Somando (2.7) e (2.8), concluimos que ||T — &[> = 0, isto é, T = 2.
Logo, a sequéncia (z,) tem um dnico ponto aderente = € C, ou seja,
(zn,) converge fracamente para x € C. [ |

No caso de dimensao finita, para que a sequéncia Fejér mondtona
com respeito a C' convirja fracamente para um ponto em C', basta que
apenas um ponto aderente fraco esteja em C. Mas, isto nao ¢é suficiente
se a dimensao for infinita.

Consideremos H = (?(R), ¢; = (0,...,0,1,0,...), com um na
i-ésima posicao, e (x,) uma sequéncia em H definida por

o — ] @nen, sem é impar
" ane1, semn é par,

onde a, = 1+ 1/n, para todo n € N. Temos que
(Vn €N) [[zni1ll = |ans1] <lan| = [[zn],

isto é, (x,,) é uma sequéncia Fejér-mondétona com respeito a {0}. Além
disso, zero é um ponto aderente fraco de (z,,), pois

(Ve € H) (@2rt1]x) = [azks1](e2n+1/2)

2k+1_>0’

= ask41 2
ou seja, a subsequéncia (zop41) converge fraco para zero. Por ou-
tro lado, a subsequéncia (x9x) converge fraco para um, visto que
(xorle1) = |aak|—1. Logo, (z,) ndo converge fraco para zero. Por-
tanto, a sequéncia (z,) é Fejér-mondtona com respeito a {0}, tem zero
como um ponto aderente fraco, mas nao converge fracamente para zero.
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2.4 ITERACOES DE PONTO FIXO

Nesta secao, descrevemos condigoes que garantem a convergéncia
de iteragoes de ponto fixo envolvendo operadores nao-expansivos. O
principal resultado é o Krasnosel’skii-Mann para operadores pondera-
dos, Teorema 2.4.4.

Teorema 2.4.1. Sejam T : H—H nao-expansivo, (x,) uma sequéncia
emHexeH. Sex, >~z ex, —Tx,—0, entdo v € Fix T.

Demonstracao. Obtemos, através de manipulagoes algébricas, que

le —Tz|? = ||z — zp + 2, — Tx|)?
= ||z — zn||* + ||lzn — Tz|® + 2(x — zp|zy — 24+ 2 — Tx)
= |lz — x| + |20 — Txp + Ty — Tz||* — 2|z — 2,2
+2(x — x|z — Tx)
= ||zp — Tap||® + | Tz, — Tx||* + 2(xy — Ty |Tx, — Tx)
— ||z — 2, ||* + 2(x — 2|z — Tx).

Como T é nao-expansivo, usando (2.2), segue que

|z — Tx||? < ||zn — Tonl|® + |20 — 2||* + 2(zy, — T2p| Ty, — T
— ||z — 2 ||* + 2(x — 2|z — Ta)
= ||lzn — Tzn|]® + 2(xy — Txp|Tx, — Tx)
+ 2z — zp|z — Tx).

Observemos que:
(a) [|xn — Tx,||?*—0, pois x,, — Tz, —0;
(b) 2(x — x|z — Tz)—0, pois x,, — x;
(¢) 2{xp, — Txp|Tx, — Tx)—0, pois x, — Tx,—0 e
Te, —Te =Tz, —xn)+ (xp —Tzx) =~ 0+z—Tex =z —Tu,
em particular (T'z,, — T'z) é limitada.
Assim, (a), (b) e (c) implicam que lim,,— ;. ||z — Tz||*> < 0, ou seja,
|z — Tz|* = 0. Logo, z € Fix T ]

Dado um operador nao-expansivo 7', a sequéncia gerada pela
iteragdo ;411 = Tx, pode ndo convergir para um ponto fixo de T
Um exemplo simples desta situacao é T'= —I e xg # 0. Neste caso, a
propriedade de regularidade assintética z,, — Tx,—0, nao é satisfeita.
Como veremos a seguir, esta propriedade é fundamental.
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Teorema 2.4.2. Sejam T : H—H ndo-expansivo tal que Fix T # & e
xg € H. Defina
(VneN) xp41 =Tx,.

Se x, — Tx,—0, entao a sequéncia (x,) converge fracamente para um
ponto em Fix T.

Demonstra¢do. Vimos no Exemplo 2.3.1 que (z,) é uma sequéncia
Fejér-mondétona com respeito a Fix T'. Seja x € ‘H um ponto aderente
fraco de (z,). Entdo, existe uma subsequéncia (x,, ) tal que z,, — =.
Como z,,, —Tx,,—0, aplicando o Teorema 2.4.1 para (z,, ), temos que
x € Fix T. Portanto, pelo Teorema 2.3.1, a sequéncia (z,) converge
fracamente para um ponto em Fix T'. |

O préximo resultado diz respeito a um método iterativo, conhe-
cido como algoritmo Krasnosel’skii-Mann.

Teorema 2.4.3 (Krasnosel’skii-Mann). Sejam T : H—H nao-expansivo
tal que Fix T # &, (\,) uma sequéncia tal que 0 < A < A\, < A < 1,
para todo n € N, e xg € H. Defina

(VneN) xpi1 =an + (T — ).
Entdo, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto em Fix T.

Demonstragao. A sequéncia (z,,) é Fejér-monétona com respeito a Fix T'.
De fato, seja y € Fix T. Usando (1.4) e (2.2) com o fato que y = Ty e
T é nao-expansivo, segue que, para todo n € N,

|Zn1 —ylI* =
= |zn + An(T2p — ) — y||2
= [Ma(Tan —y) + (1= Aa) (@ — )|
= Ml Tzn =yl + (1= Aa)llzn =yl = A (1 = M) T2n — 20|
< Anllwn — ?JH2 + (1= An)llzn — y||2 — A1 =) T2y — erHQ
= ||xn_y||2_>‘n(1_>‘n)”T$n _an2~ (2.9)

Em particular, ||z,+1 — y|| < ||zn — y|| para todo y € Fix T. Por (2.9),
temos que

An (1 — )‘n)HTxn - anQ < Hxn - y||2 = |Tpy1 — y||2
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Entdo, como 0 < A < A\, < X < 1 para todo n € N,
AQ =N Tap = zl® < llan =yl = lznts =yl (2.10)

Tomando o somatério em ambos os lados da desigualdade (2.10), obte-
mos

k k
— O T —zl> <D (I = yl® = 2ns1 — ylI?)
n=0 n=0

= |lzo — ylI* = llznsr — yl?
< [lzo — ylf*.
Logo,

D olT, — @) < ——= ||z — ylI* < +o0.
neN ( )

Portanto, ||z, — Tz, |*>—0, isto é, x,, — Tx,—0. Seja z € H um ponto
aderente fraco de (z,), digamos z,, — . Como z,, — Tz,,—0, pelo
Teorema 2.4.1 temos que z € Fix T. Em vista do Teorema 2.3.1, o
resultado esta provado. |

Um caso especial do Teorema 2.4.3 é o caso em que T é um
operador a-ponderado.

Teorema 2.4.4 (Krasnosel’skil-Mann). Sejam o € (0,1), T : H—H
um operador a-ponderado tal que Fix T # &, (An) uma sequéncia tal
que 0 < A a < A\, <A a <1, para todon €N, e xg € H. Defina

(VneN) zp41=zp +\(Txp — ).
Entao, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto em Fix T.
Demonstragao. Notemos que

(VneN) xp11 =xn + (T, — xp)

:xﬁ%(Tmn—xn)
«

1 1
=z, + a\, {Txn + (1 — )xn — xn}
« «

=y + 6n(Rxp — x4),

onde 0, = a\, ¢ R = (1/a)T + (1 — 1/a)I. Por hipétese, temos
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0<A<ar\, <A< 1l entio 0 < A < 6, < XA < 1 para todo
n € N. Como T é a-ponderado, pela Proposicao 2.2.2, segue que R é
um operador ndo-expansivo. Aplicando o Teorema 2.4.3 para R e (dy,),
concluimos que (z,,) converge fracamente para um ponto z em Fix R.
Mas

reFixRs =Rz
1 1
(:):c:Tx—F(l—)a:
« «
sSx=Tx
< xeFixT.

Portanto, a sequéncia (z,) converge fracamente para um ponto em
Fix T. |
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3 OPERADOR PROXIMAL

O operador proximal de uma fungdo convexa é uma extensao
natural da nogao de um operador de proje¢ao sobre um conjunto con-
vexo. Foi proposto por Moreau ao substituir ¢, funcao indicadora de
um conjunto fechado e convexo C pertencente a I'g(#), por uma funcao
qualquer f € I'o(H) no problema

mimize 1c(y) + 3z ~ ol
minimize ¢ ||z — ,
veH c\y B Y
cuja solugao é a projecao de z em C.

Neste capitulo, estudamos com detalhes as principais proprieda-
des deste operador.

3.1 REGULARIZACAO DE MOREAU

Seja f € T'o(H). Quando f é diferencidvel podemos encontrar
seus minimizadores utilizando técnicas conhecidas, como o método do
gradiente. Mas, como muitas funges convexas nao sao diferencidveis,
o problema de minimizar f é mais dificil. Neste caso, uma abordagem é
aproximar a funcao f a uma funcgao diferenciavel e converter o problema
em um de minimizar uma funcdo diferencidvel. A regularizacao de
Moreau definida abaixo é um exemplo disso.

Definigao 3.1.1. Sejam f € To(H) e v € Ry4. A regularizacdo de
Moreau de indice v da funcdo f € a funcao

— 1 2.
Jg_fm(27 [ ) H R
. 1 2
xHylgtf(y)Jrng—yH - (3

Veremos na Proposicao 3.1.1 que f, estd bem definida.

Exemplo 3.1.1. Sejam C' um subconjunto nao-vazio de H ey € Ry 4.
Se f = 1o, entao
fy=dg/(27).

Note que, se y nao estd em C entio f(y) = +oo. Assim, podemos
tomar o infimo em (3.1) apenas sobre y em C; neste caso f(y) =0, e
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\ ’ 1

Figura 4: Grafico de f : x +— |2|+0.1]z|® e sua regularizacao de Moreau

fi

temos que

1 1 1
Ve e H z) = inf —|z—yl?=— inf |z —y|® = —d%(x).
(e ) i) = inf ofle—yl = o inf e —yl? = gdb(@)
A regularizagdo de Moreau é considerada uma fungdo muito
“boa”, pela regularidade que apresenta. Na seguinte proposicao, exa-
minamos suas propriedades.

Proposicao 3.1.1. Sejam f € Tg(H) ey € Ryy. Entao, f, € conveza,
exata, continua e domf, = H. Além disso, para todo x € H, o infimo
em (3.1) € unicamente atingido.

Demonstragdo. Por hipétese f estd em T'g(H). Defina g = || - [|?/(27).
Temos que: g é s.c.i, pois é continua; g é prépria, pois g > —o0 e
domg = H; g é estritamente convexa, pelo Exemplo 1.1.1. Logo, g estd
em I'g(#H). Ainda, pelo Exemplo 1.2.1, temos que g é supercoerciva.
Assim, segue da Proposicao 1.3.1 que f, = flg ¢é exata e estd em
To(H).

Vamos mostrar agora que f, ¢ continua em H. Observe que

domf, = domf 4 domg = domf +H = H,

pois domf C ‘H. Entdo, pela Proposi¢ao 1.1.1, basta mostrar que f, é
limitada superiormente em uma vizinhanga de x(, para todo g € H.
Para isto, tome p € R,y e g € H e fixe z € domf. Segue que, para
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todo Y€ B(.’Eo,p),

F ) < £(2) + lly = 217/ (27)
< f(2) + (ly = zoll + llwo — 2)?/(27)
= f(2) + (Ily = zoll* + llzo — 21> + 2lly — zolll|zo — 2[1)/(27)
< f(2) + (0* + llwo — 211* + 2pllwo — 2[1)/(27)

Note que, 7 é um ntmero real. Logo, sup fy(B(zo,p)) < 71, como
queriamos demonstrar.

Ainda, pela Proposicao 1.2.1, como g é supercoerciva, entao, para todo
x em H, a fungdo f + g(x — -) é coerciva. Além disso, como g é estri-
tamente convexa pelo Exemplo 1.1.1, temos, para todo x em H, que
f+ g(x — ) é estritamente convexa. Assim, pelo Teorema 1.2.1 con-
cluimos que f+g(z —-) tem um vinico minimizador em H, ou seja, para
todo x em H, o infimo em (3.1) é unicamente atingido. |

A Proposigao 3.1.1, com v = 1, motiva a definicao do principal
objeto de estudo deste trabalho.

Definicao 3.1.2. Seja f € To(H). O operador
prox; : H—H

. 1
2 argmin f(y) + 5 o — |
yeH

€ o operador proximal de f.

Notemos que prox; esta bem definido, pois pela Proposicao 3.1.1
para todo x em H a funcio y — f(y) + (1/2)]|x — y||*> tem um tinico
minimizador em H. Convém ressaltar que para v € R, temos que

. 1
prox, o = axgmin 7£(y) + 3z —
yeH
. 1 2
= argmin v ( f(y) + 5l — o]
yEH Y

, 1
= argmin f(y) + ||z - yl*.
yEH Y

A dultima iguadade é justificada pelo fato que minimizar um
multiplo escalar de uma fungao é o mesmo que minimizar a funcgao.
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Observagao 3.1.1. Sejam f € I'o(H) e x € H. Entdo, prox,;x € o
dnico ponto em H que satisfaz

1
F(x) = F(pros, ) + 5|z — prose o (3.2)

Logo, para todo x € H, o infimo em (3.1) é unicamente atingido pelo
ponto Prox, ¢.

Exemplo 3.1.2. O operador proximal da funcao nula € o operador
identidade. Em outras palavras, o operador identidade é um operador
prozimal, uma vez que existe uma fung¢ao f = 0 em To(H) tal que
prox,;x = x para todo x € H, isto €, prox; = L

Exemplo 3.1.3. Sejam C' um subconjunto nao-vazio, fechado e con-
vexo de H ey € Ryy. Se f =1c, entdo

prox, s = FPc.
De fato, para todo © em H, existe um unico ponto Pcx em C tal que
(Vy € C) ||z — Pox| < |lz -yl

Disto e do fato que f(Pcx) =0 segue que

1 1
(VyeH) f(Pox)+ ﬂ”fﬂ — Poz|* < f(y) + o—llz — y]|*.

2y

Entao, Pox é o minimizador de f.,, mas f, possui um unico minimi-
zador, que € por defini¢io prox, z. Logo, Pox = prox. sz para todo x
em H, isto €, prox,; = Pc.

Operadores proximais sdo, portanto, uma generalizacao de ope-
radores de projecao em conjuntos convexos. Mais exemplos de opera-
dores proximais serao apresentados na Secao 3.4.

Uma caracterizagao para prox, ;z é dada pelo seguinte resultado.
Proposicao 3.1.2. Sejam f € To(H) e z,p € H. Entdo,
p = prox. ;x < x —p € YO f(p). (3.3)

Demonstrag¢ao. Fixe x em H e seja p = prox.,,x. Pela Observagao
3.1.1, o ponto p é o minimizador de y — f(y) + (1/27)]|x — y||*. Isto
é equivalente a dizer, por (1.20), usando a Proposigao 1.5.3 e o Lema
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1.5.1, que

oeo( s+ gllo—1 ) =osw+ {21,
isto é, x — p € ¥Of(p). |

Operadores proximais possuem propriedades muito atrativas, que
os tornam particularmente adequados para iteragoes de algoritmos de
minimizagao, por exemplo eles sao firmemente nao-expansivos e seu
conjunto de ponto fixo é precisamente o conjunto dos minimizadores
de f. Tais propriedades permitem o desenvolvimento de algoritmos
com base em operadores proximais.

Proposicao 3.1.3. Seja f € T'o(H). Entdo, os operadores prox; e
[ —prox; sdo firmemente nao-expansivos.

Demonstragdo. Sejam x e y em H. Defina p = prox;z e ¢ = prox;y.
Como p e ¢ estdo em H, segue da equivaléncia (3.3) e de (1.18) que

{g=plz—p)+fp) < fle) e (p—dly—q) +flg) < [fp)
Somando estas duas desigualdades, obtemos
(g —plz—p)+(p—qly—q <0,
que é equivalente a
lp = all* < {p — gl —y).

Logo, pela Proposigao 2.1.1, os operadores prox; e I — prox; sao firme-
mente nao-expansivos. |

Segue da Proposicao 3.1.1, que a regularizacao de Moreau per-
tence a I'og(H) e é continua. O préximo resultado afirma que ela é na
verdade diferenciavel em H.

Proposicao 3.1.4. Sejam f € T'o(H) e v € Ry4. Entdo, a funcdo f,
€ diferencidvel em H e

V(fy) = (I —prox,;)/v. (3.4)

Além disso, V(f) € (1/~)-Lipschitz continuo.
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Demonstragdo. Sejam x e y pontos distintos em H. Defina p = prox, ;x
e ¢ = prox, ;y. De (3.2) segue

Fy@) = fp) + 2 = pl?/(27) e f1(y) = f(@) + ly = al*/(2v). (3.5)
Por (3.3) e (1.18) obtemos

fla) = f(p) = (g —plz—p)/v (3.6)

@)= flp) < —(p—daly —aq)/v. (3.7)

Com manipulagbes sobre a norma e o produto escalar, concluimos que

20y —zlz—p)+ly—qg—z+p|? =
= |y —ql> — |z — p||* + 2(q — plz — p) (3.8)

2y—zly—q)—ly—qg—z+p|*=
=lly—ql* = —p|* -2 —qly — q). (3.9)

Usando (3.5), (3.6) e (3.8), temos

) = Fy (@) = fl@) — f(0) + (ly = al* = = = pl*)/(27)
2(q—ple—p) + ly — al* = = = pl*)/(27)

20y —zlz —p)+ ly —q—z +pl*)/(27)

y— x|z —p)/7. (3.10)

Por outro lado, usando (3.5), (3.7) e (3.9),

Fr(w) = fy () = f(a) = f(p) + (ly — > = ll= = plI*) /(27)

(=2 —dqly— @)+ lly — all* = ll= = plI*)/(27)
=Q2u-zly—q) —lly—q—z+pl*)/(27)
<(y-—zly—q)/r (3.11)

Combinando as desigualdades (3.10) e (3.11), usando o fato que prox. ,
é firmemente nao-expansivo e a Proposigao 2.1.1(iv), segue que

0< fy(y) = fy(z) = (y — x|z —p) /v

Y

(
= (
>

IN
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IA

(y—zly—q) —(y—zlz—p)) /v
(ly = lI> = ¢z —ylp—a)) /7
(ly = 2l> = llp = all®) />

ly — )1/~

IN N

Assim,

fy) = f(x) — (y —o|(z - )/v> ly — =l
ly — || v

Tomando o limite quando y tende a x em ambos os lados da desigual-
dade acima, obtemos

i W) = F @) =y — 2|z =p)/nl _
voe ly — =] '

Logo, a fungéo f, é diferencidvel em H e V(f,)(z) = (z —p)/7, isto é,

V(f,) = (1= prox, ;)/7.
Finalmente, a Lipschitz continuidade do gradiente da f, segue
da Proposigao 3.1.3. [ ]

Corolario 3.1.1. Seja C um subconjunto nao-vazio, fechado e convexro
de H. Entao, a fungio d2, € diferencidvel em H e

V(d%) =21 - Pg). (3.12)

Demonstra¢ao. Considerando f = tc e v = 1/2, pelo Exemplo 3.1.1,
temos que d2, = f.. Aplicando a proposigao anterior e usando Exemplo
3.1.3, obtemos o resultado. |

3.2 CALCULO PROXIMAL

Nesta secao, trabalhamos com o cdlculo proximal, que segue es-
pecialmente da incluséo (3.3). Apresentamos expressoes para calcular
o operador proximal de algumas fungdes pertencentes a I'o(H).

Proposicao 3.2.1. Sejam f € To(H) e x € H. Temos:

(i) Perturbacdo quadrdtica: seja g = f + o - ||*/2 + (-|u) + B, onde
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u€eH, a e Ry e €R. Entio,

T—u
PrOX,& = Prox _1i_; (a " 1).
(ii) Translagio: seja g = f(- — z), onde z € H. Entdio,
prox,r = z + prox,(z — z).
(iit) Scaling: seja g = f(-/p), onde p € R\ {0}. Entao,
x
PIOX,& = p Prox.y, s (p) .
(iv) Reflexio: seja g:y— f(—y). Entao,
prox,r = —prox(—x).
(v) Regularizacdo de Moreau: seja g = f, onde v € Ry,. Entdo,

1
00X, = ¥ + —— (pro - ).
Prox,r = + - (Prox(,41)s7 — )

(vi) Complemento de Moreau: seja g = ||||*/(2v)—fy, ondey € Ry .
Entao,

1 YT
IroX,r — & — —Prox .2 .
% T AT

Demonstrag¢ao. Em todos os casos, temos que g estd em I'g(H).

(i) Considere ¢ = af| - ||>/2 + (-|u) + 8. Temos que o dominio da ¢ é
H e ¢ é diferenciavel em H com Vo : £ — ax + u. Logo, ¢ é continua
em todos os pontos de H e

domf Ndomp = domf NH = domf # @.
Assim, pela Proposicao 1.5.3, pelo Lema 1.5.1 e por (3.3),
p=prox,r < x —p € dg(p) = 9(f + ) = 0f(p) + {ap +u}

Srz—p—ap—uecdf(p)
srz—u—(a+1)pedf(p)

T —u 1
& — 0
or1 P€ar f(p)
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B T—u
@p—proxﬁf arl)
(ii) Segue de (3.3) que

p=prox,r < x—p € dg(p) = 0f(p— 2)
S (@-2)—(p—2)€0f(p—2)
& p—2=prox;(z — z2)
& p=2z+prox,(z — z).

(iii) Temos que g = f(-/p). Primeiro devemos verificar que df(-/p) =
(1/p)of(-/p). Observe que

(f(-/p)" (u) = sup (x|u) — f(z/p)

xeH

= sup (0~ x| pu) — f(z/p)

= sup (p~'z|pu) — f(z/p)
zen

= f*(pu).

Disto e de (1.19) segue

u€ df(z/p) & f(x/p) + (f(:/p)*(u) = (plu)
& flz/p) + [*(pu) = (p~ " z|pu)
& pu € df(z/p)

1
SuE zaf(x/p)
Usando (3.3) concluimos que
1
p=prox,z & x —p € dyg(p) =0f(p/p) = ;3f(p//))

p 1
—=€ =0
5 € fp/p)

T
= p= 10 2 il I
=)

(iv) Basta tomar p = —1 em (iii).
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(v) A funcéo g é diferencidvel com Vg = (I—prox., ;) /v, pela Proposicao
3.1.4. Disto e de (3.3), segue que

p = prox,z < x —p € dg(p) = {(p — prox,;p)/7}
& x—p=(p—prox,,p)/vy
< p—7(x —p) = prox,;p
ep—(p—7(@—p)€vdflp—(z—p)
s z—pedf(p—(x—p)
& (v+1)(z—p) € (y+1)of(p—v(z—Dp))
sz—(p—y@-p)e+1of(p—v(z—p)
< p—7(x —p) = ProxX(y41) T

1
sSp=—— -
P=a (v +2 = 2 4 prox(, 1))

1
Sp=x+ ﬁ(prox(%l)fx —x).
(vi) Primeiramente, vamos mostrar que g estd em I'g(#). Para isto,
defina ¢ = f + | - [|2/(27). A funcdo v estd em T'o(H), uma vez que é
soma de duas fungoes convexas, s.c.i. e préprias tais que a intersecao
de seus dominios é diferente de vazio. Assim, 1* estd em I'g(#). Por
(1.13) e (3.1), para todo u € H, temos que

" (u) = sup (zlu) —(z)

zEeH
=~ inf ¥(x) - (alu)
: [ES
— _inf —
nf flz)+ N (]u)
2 2
P et g
zeH 2y 2y
2 2
Il gy o il
27y zeH 2y
[lyul®
2 — fy(yu)

Segue que, ¥*(-/v) = g. Logo, g estd em Tg(H).
Agora, tendo em vista a Proposi¢do 3.1.4, temos que g é diferenciavel
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com Vg = prox, ;/7v. Consequentemente, segue de (3.3) que

p =prox,x < x —p € dg(p) = {(prox,;p)/v}
& y(z —p) = prox, ¢p

& p—v(@—p) €yof(y(z —p))
& (p-v@-p) +z—x) € ——0f(v(x —p))

y+1 v+1
2
")/13
—~(x —p) € 0 T —
PO v(z —p) PO f(y(z —p))
Yr
=" — =
Y(z —p) proxwflf(7+1)
- 1 Yy
=T — —PpProx .2 .
b vp Frf\y+1

A proposicao seguinte estabelece uma férmula para calcular o
operador proximal da composicao de uma fungao com um operador li-
near, limitado e unitario, em termos do operador proximal dessa fungao.

Proposigao 3.2.2. Considere K um espaco de Hilbert real. Sejam
f=goL, onde g e Toy(K) e L:H—K é um operador linear, limitado
e bijetivo tal que L~' = L*, e x € H. Entao,

prox,r = L*(prox,(Lz))

Demonstragao. Segue das hipdteses que f € I'g(H). Sejam z e p em
‘H. Pela Proposicao 1.5.2, temos que 0f = L* o (0g) o L. Assim, segue
de (3.3) que
p = prox;z < x —p € L*(9g(Lp))
< Lz — Lp € 0g(Lp)
< Lp = prox, Lz
& p = L*(prox,(Lx)).

O préximo resultado, diz respeito ao cédlculo de operadores pro-
ximais no espago produto.
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Proposicao 3.2.3. Seja I ={1,...,m} um conjunto de indices. Seja
(Hi)ier uma famdlia de espacos de Hilbert reais. Considere H™ =
Hi X -+ X Hp. Para todo i € I, sejam f; € To(H;) e x; € H;. Defina
= (2i)icr e [ : H"—=(—00,+00] por f(x) = .  filwi).

FEntao,

prox;x = (proxXs, ;)icr-

Demonstragio. Temos que f € To(H™). Tome z = (x;)icr € p =
(pi)ier em H™. Segue, de (3.3) e da Proposicao 1.5.1, que

p=prox;z < x—p € df(p) =0fi(p1) X -+ X 0 fm(Pm)
S x;—p €0fi(pi) (Viel)
& p; = proxgz; (Viel)

< pP= (proxfixi)ie[.

3.3 DECOMPOSICAO DE MOREAU

A decomposigao ortogonal linear de um espago com relagao a
um subespago fechado e seu complemento ortogonal (ver [16, Teorema
3.3.4]), pode ser estendida por meio de um principio nao-linear conhe-
cido como principio de decomposicao de Moreau, em que um ponto é
decomposto unicamente em termos do operador proximal.

Moreau mostrou em [18] que este principio de decomposicao vale
para qualquer func¢do em I'o(H), usando a regularizagao de Moreau

. 1
fyiae ylg?f;f(y) + %Hx—yHQ,

definida na Secao 3.1.

Teorema 3.3.1. Sejam f € To(H), vy € Ryt e x € H. Entao

l2ll* = 29 (f5 (@) + (f)ryq (/7)) (3.13)

T
T

= Prox, ;o

— 5 prox. , (2/7). (3.14)

(57]

— .9 S} Y
r=xy +xy, onde { £
¥
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Além disso,
F@) + £ (25 /) = (&F|25) /7. (3.15)
Demonstragdo. Defina g : y — ||z — y||?/(27). Observe que g estd em

['o(H) e em cada v € H, usando o resultado do Exemplo 1.4.1,

1
g*(v) = sup (yv) — oz -yl
yEH 2y

1
= sup (y —alv) — o~z ~ ylI? + (zfv)
yEH Y

1 1
=2 sup ({y = ab) = 3llo — ol ) + felo)
Y yer

1

= 5 Il + (al)
2

= ol + gao.

Como domg = H e g é continua em H, podemos usar o Teorema 1.4.1
e assim obtemos

1
folw) = inf F)+ 5l =yl
— —vmeiﬁf*(v) + %Ilvl\2 — (z|v)
-1

T 2 o2 ya-112
= —min /*(v) + 2l le = olf? = Ly tal

1

= g llel? = mi () + Sl e = o
1 *

= o el = (/)

que fornece (3.13). Agora, para obter (3.14) basta diferenciar (3.13) e
usar a Proposigao 3.1.4, conforme segue

Vllzl?/(27)) = V() (@) + V((F*)1/4)(@/7)
2zl 2= 1 x 1
> Tl ry(x prox. ;) + 7 5 prox . ;. (z/7) 5
x x prOX,Yf.%' x
= —1Y 4+ = —prox;.,.(x
S5 S S prox; /4 (@/7)
T = ProX, ;o + ¥ prox . /. (/7).
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Finalmente, observe que (3.3), (3.14) e a definigdo de subdiferencial
implicam que
x? = PIrOX, ;T < T — zf‘f € ’y@f(:c?)
& x5 e y0f(22)
& 1 /vy e 0f(aF)
& F@®) + (@S /7) = @21aS) /7,

que fornece (3.15). [ |

De acordo com o Teorema 3.3.1, dada qualquer fungao f con-
vexa, prépria e s.c.i. em H, cada ponto x em H pode ser decomposto
com respeito a f em uma soma z = ¥ + 25 tal que 2§ € df(x?).

A simetria quando v = 1 no Teorema 3.3.1 merece ser observada.
Uma vez que, com v = 1 o Teorema 3.3.1 fornece
-1

i+ (= 5 e prox; + prox,. =1, (3.16)

usando a Proposicao 3.1.4, obtemos o gradiente da conjugada de Fen-
chel de fi:

V(f7) =1-V(f1) = prox;.

Se f = tx, onde K é um cone nao-vazio, fechado e convexo
em H, obtemos a decomposi¢ao conica de Moreau. Lembremos que
K C H é um cone convexo se K+ K={z+y|ze K, yec K} CKe
aK={az |z e K} C K para todo o € R 4.

O cone polar de K é o cone nao-vazio, fechado e convexo em H
definido por K® = {u € H | (Vz € K) (z|u) < 0}. Por exemplo, se
K é um subespaco vetorial, entao seu cone polar é o seu complemento
ortogonal, denotado por K.

Corolario 3.3.1. Sejam K um cone nao-vazio, fechado e convero em
H com cone polar K€ e x € H. Entdo,

(i) = = Pxx + Pgeox.
(ii) (Pxx|Pgez) =0.

(i) ||2[|* = di () + die (2).
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Demonstragao. Considere f = tx ey = 1 no Teorema 3.3.1. Por (1.14)
[ (u) = sup (z|u)
reK
[0, seu € K°
T | +oo, seud K©

= lke (u)7

para todo u € H, isto é, f* = 1xe. Pelo Exemplo 3.1.1, temos que
i =d%/2e(f*)1 = d%e /2, substituindo em (3.13) obtemos (iii). Pelo
Exemplo 3.1.3, temos que prox; = Pk e prox;. = Pe, substituindo
em (3.14) obtemos (i). Por fim, substituindo em (3.15) segue que

f(Pkz)+ f*(Pxex) = (Pxx|Pgex). (3.17)
Como Pxz € K e Pgox € K©, entao f(Pxx) = 0e f*(Pgox) = 0.
Logo, (3.17) fornece (ii). [ ]

Se K =V, onde V um subespago vetorial fechado de H, o Teo-
rema 3.3.1 se reduz a conhecida decomposi¢ao ortogonal.

Coroldario 3.3.2. Seja V um subespago vetorial ndo-vazio e fechado
de H com complemento ortogonal V+ e x € H. Entdo,

(i) © = Pyx + Py.x.
(’L’L) <PVZ'|P‘/L$> = 0.

(i) ||e|? = d3(2) + &2, (a).

Demonstra¢do. Basta considerar K = V no Corolario 3.3.1, neste caso
K© = V' conforme ja mencionado. |
Observagao 3.3.1. Uma forma alternativa de escrever (3.14) é

® _
X = prox, ;&

_ .8 e
r=x2+x>, onde {
T T5 = PIOXy pe )2

(3.18)

Basta tomar g = v f*(-/v) na Proposicdo 3.2.1(iii).
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3.4 EXEMPLOS DE OPERADORES PROXIMAIS

Nesta secao, fornecemos alguns exemplos de operadores proxi-
mais que sao de interesse em problemas de recuperagao de sinal, como
veremos na Secao 4.2.

Exemplo 3.4.1. A translagio x — = — u é um operador proximal.
Para verificar esta afirmacdo devemos mostrar que existe uma fungdo
g € T'o(H) tal que prox,xz = x — u. De fato, basta tomar f =0 e
a = 0 na Proposi¢io 3.2.1(i) e usar o Exemplo 3.1.2. Assim, obtemos
a fungdo g = (-|lu) + B, onde u € H e § € R, cujo operador proximal €
a translagdo x — T — u.

Exemplo 3.4.2. A transformacao x — kx € um operador proximal,
com k € (0,1]. Basta tomar f =0, u =0 e « = 1/k — 1 na Pro-
posicdo 3.2.1(i) e usar o Exemplo 3.1.2. Assim, obtemos a func¢do
g=(1—r)|z||?/(2r) + B, onde B € R, tal que seu operador prozimal
€ a transformag¢do x — Kx.

Do ponto de vista numérico, a decomposicao de Moreau fornece
uma forma alternativa para calcular as? = prox,sz. Visto que, por
(3.14) podemos encontrar 2% resolvendo 2% = x —vprox;. ., (z/7), ou,

por (3.18)
TS =T — ProxX, (. ). (3.19)

Isto é especialmente importante em situagoes em que pode ser dificil
obter prox, sz diretamente mas em que prox;., (z/v) é mais fécil de
ser obtido. O seguinte exemplo ilustra este ponto.

Exemplo 3.4.3. Seja f : H—(—o00, +o0] definida por

frx = sup (z|Ly),
yeD

onde L : K—H € um operador linear limitado, I é um espago de Hilbert
e D € um subconjunto nao-vazio de K. Entao, x? =x— P, c.
De fato, a fungao [ estd em To(H). Seja C' o menor conjunto convezo

fechado que contem L(D). Usando (1.14), podemos escrever

f:a— sup (x|u) = oc(x).
ueC

Por (1.15), temos que f* = of = tc e, pelo Exemplo 8.1.8, que
prox,,, = Pc. Logo, podemos calcular xi‘f através de uma operacao
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projecao para todo x € H, jd que (3.19) torna-se

¥ =g — PLOX, f+(./4)L = & — PIOX

y )& =z — Pycu.

yee -/

Notemos que o Exemplo 3.4.3 fornece o operador proximal da
fungao suporte de C, isto é, prox, , =1— Pc.

Agora, vamos apresentar uma aplicagdo no espaco produto da
Proposigao 3.2.3.

Exemplo 3.4.4. Sejam v € Ryy eI = {1,...,m} um conjunto de
indices. Para todo i € I defina ¢; em To(R) por

—In(x;), sex; >0
+00, sex; <0

e
e f em To(R™) por

fram Zm;@(wi% T = (i)ier-
Entdo,

1
(Vz € R™) Prox., r& = 5 (ml + \/scg + 47)

Demonstracdo. Fixe i € I e seja x; € R. Observemos que

1
—— 0, sex; >0
O¢i(xi) = { xz}
g, sex; < 0.

1<i<m

Por (3.3), temos

D = ProX,, T; < &; —p € v0di(p) = { — Z}
2l

ST, —p=——
p

sp'—zp—v=0

1
Sp= 2(xi+\/x?+4'y>.

Logo, o resultado segue pela Proposicao 3.2.3. |
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Ja vimos no Exemplo 3.1.3 que operadores de projecao em con-
juntos convexos sao operadores proximais. De uma forma mais geral,
temos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.5. Sejam C um subconjunto ndo-vazio, fechado e con-
vero de H, vy € Ry, e x € H. Entao,

1
ProXge /(24)% = @ + m(PCJU — ). (3.20)
Vimos no Exemplo 3.1.1 e no Exemplo 3.1.3 que se f = 1c, entdo f =
dz./(27y) e prox,; = Pc. Logo, substituindo na Proposicio 5.2.1(v),
obtemos o resultado.

A proposicao seguinte fornece o exemplo de uma transformacao
que pode ser expressa por meio de um operador proximal, e que por
sua vez é o operador proximal da funcao distancia.

Proposicao 3.4.1. Sejam C' um subconjunto nao-vazio, fechado e con-
vero de H, vy € Ry, e x € H. Entao,

v
r+ ———(Pox —x), sedc(x) >
ProX. 4,2 = dC(JJ)( c ) C( ) v (321)
Pox, se da(z) < 7.
2 ProX, g,

Figura 5: Grafico de prox
v=1/2.

considerando H = R, C = [-1,1] e

ydco

Demonstragdgo. Como j& observamos a funcao dgo estd em T'g(H). Seja
p = prox, . x. Por (3.3), z —p € 79dc(p). Tendo em vista (1.21),
segue de (1.22) que:



65

(i) Se p € C, entdo x —p € Ne(p) N B(0,7). Disto, usando (3.3) e
Exemplo 3.1.3, temos

r—p € No(p) = duc(p) < p = prox, & = Pox. (3.22)

E, sabendo (1.1),

z—p€B(0,7) = [z —pl <y=de(z) <. (3.23)
(ii) Se p ¢ C, entdo
dc(p)

Somando e subtraindo Pcp no lado esquerdo da igualdade acima, ob-
temos

x— Pop = (1 + d:(;@) (p — Pcp) € No(Pep), (3.24)

uma vez que Pop € C e (y — Pep|(1 4+ v/de(p))(p — Pep)) < 0 para
todo y € C, por (1.3). Assim,

x — Pcp € Nc(Pep) = 0ue(Pep) < Pop = prox, o = Pex

por (3.3) e Exemplo 3.1.3. Consequentemente, substituindo Pop no
lado esquerdo da igualdade (3.24) por Pox,

_ 7 V-
x— Pox = (1 + dc(p))(p Pcp). (3.25)

Tomando a norma em ambos os lados da igualdade (3.25), ficamos com

o
2 — Pezl| = (14 -2 Ip - Pepl,

isto é, por (1.2),
do(z) = do(p) + - (3.26)

Por fim, reescrevendo (3.25), usando (3.26) e o fato que Pep = Pex,
obtemos

(Pcx — z). (3.27)
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Agora, suponha que de(z) > 7, entdo p ¢ C, pois caso contrério (3.23)
daria dox < 7, que é absurdo. A expressao de p é, portanto, fornecida
por (3.27).

Em seguida, suponha que d¢(z) < 7, entdo p € C, pois por (3.26) se

p¢C=do(p)=de(z)—7v<0=dc(p)=0=peC=C,
que é absurdo. A expressao de p é, portanto, fornecida por (3.22). H

Na Proposigao 3.4.1, C pode ser considerado como um conjunto
de sinais que possuem uma certa propriedade (ver [10, 25] para exem-
plos de conjuntos convexos fechados modelando restricoes em proble-
mas de recuperagao de sinais). Se o sinal x estd préximo o suficiente
para satisfazer a propriedade em questao, entao prox. 4 @ ¢ simples-
mente a projegao de x em C, caso contrario, prox, .z € obtido através
de uma relaxagao desta projecao. Um caso especial é descrito no exem-
plo a seguir.

Exemplo 3.4.6. Suponha que C = {0} na Proposi¢io 3.4.1. Entao,
(3.21) torna-se

vy
1—— |z, sellz| >~

pros, & = ( |x||> Il (3.28)
0, se [|z]| <7,

uma vez que Pox =0 para todo x em H.
Em particular, se H =R, temos que

g ol =7, sela] =7 >0
Prox, | o = sign(z) { 0, se |z[ — v <0,

onde
1, sex >0

. oz
sign(x) = le] — | -1, sez<0.
Entao, (3.28) se reduz a

prox.,.z = sign(z) max{|z| — v,0}. (3.29)
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PrOX, ||

Figura 6: Gréfico de prox,, com v =1/2.

oik

A proposicao abaixo serd utilizada na Segao 4.2.

Proposicao 3.4.2. Considere (ex)ren uma base ortonormal de H. Se-
jam (dr)ken fungoes em T'o(R) tais que

(VkeN) ¢ >0 e o¢r(0)=0, (3.30)
e seja 1 : H—(—00, 400 1 x = >, o ¢((x|ex)). Entdo:
(1) ¥ € To(H).
(i) (Vz € H) prox,,r = ZkGN(prOX¢k (x]ex))ek.

Demonstragao. Para verificar este exemplo, vamos introduzir um ope-
rador
L: 'H—>£2(N) LT (<x|ek>)k€N

e uma fungao
¢ L2 (N)=(—00, +00] : (T )ken — Z¢k($k)~
keN

Note que L estd bem definido, pois usando a desigualdade de Bessel
temos que Y, oy [(@er)* < Jlz]]* < +oo, logo ((z]ex))ren estd em
(2(N) para todo x em H. Além disso, L é um operador linear, limitado
e inversivel com

L '=1L": KZ(N)—YH D (2k)ken — Zxkek. (3.31)
keN

(i) Observe que 1 = ¢ o L. Para mostrar que ¥ estd em T'g(H), pelas
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propriedades de L, é suficiente mostrar que ¢ estd em ['g(¢?(N)). Para
isto, defina

M
(YM eN) ou((z)ien) = Y ¢rlwr)-
k=0

Entdo, a fungdo ¢y é s.c.i. e convexa em ['g(¢%(N)), pois é uma soma
finita de tais fungoes. Consequentemente, os conjuntos (epiwas)nren
sdo fechados e convexos em ¢?(N) x R. Por hipétese temos que as
funces (¢ar)men sd0 nao-negativas, entdo ¢ = supyey @m- Além
disso, usando (1.6) temos que

epi = {(x, A) € 2(N) x R | () < A}

= {(z,)\) €P(N) xR | Iifue%gaM(x) < )\}

= {(z,\) € 2(N) xR | op(z) <\, VM € N}

= n epipas-

MeN

Portanto, o conjunto epip é fechado e convexo como uma intersecao de
conjuntos fechados e convexos. Com isto concluimos que ¢ é s.c.i. e
convexa. Ainda, ¢ é prépria, pois por hipdtese ¢x(0) = 0 para todo
k € N, entao ¢(0) = 0 < 400 que implica domyp # &. Assim, segue o
resultado.

(ii) Fixe (zx)ren € €*(N). Defina p = prox,z e ¢ = (m)ren, onde
Tk = Proxy, o) para todo k € N. Entao, tendo em vista a Proposigao
3.2.2, devemos mostrar que p = ¢. Primeiro observe que, para todo
k € N, (3.30) implica que 0 minimiza ¢, ou seja, que 0 € d¢y(0) por
(1.20), logo prox, 0 = 0 por (3.3). Consequentemente, segue da nao-
expansividade dos operadores (prox,, )ken Vista na Proposicio 3.1.3
que

> Imil* = Iproxy, i — prox,, 07 < Y fax = 0 = [la]” < +oo.
keN keN keN

Disto q € £2(N). Agora, seja y = (yx)ren um ponto arbitrdrio em £2(N).
Segue de (3.3) e (1.18) que p é o tinico ponto em ¢?(N) que satisfaz

(y —plz —p) + o(p) < p(y).

Por outro lado, usando a mesma caracterizagao para cada ponto em
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(Tk)ken temos que

(Vk € N)(yp — 7)) (2 — k) + Or (k) < D1 (yi)-

Tomando o somatério sobre k € N nesta ultima desigualdade, obtemos
D (e —m)(@r =) + > dr(mr) <Y drlun),
kEN kEN kEN
isto é,
(y—dqlz—q) +o(q) < e(y).
Mas, vimos que p é o tinico ponto em £2(N) que satisfaz isto, logo p = q.
Portanto, pela Proposicéo 3.2.2 e por (3.31), temos que
(Vz € H) prox,z = L*(prox,(Lz))
= L*(prox, ((zlex))ren)

= L*(prox,, (z|ex))ren

= Z(proxm (x|ek))ek.

keN

O seguinte exemplo é um caso especial da Proposicao 3.4.2.

Exemplo 3.4.7. Considere (ex)ren uma base ortonormal de H. Sejam
(wy) uma sequéncia em Ry, ¢ : H—(—00,+00] : &+ D,y wi|(x|er)]
ex € H. Entao,

pI‘OXw{E: E Tk€k,
keN

onde
(VE € N)  m, = sign((z|e)) max{|{x|ex)| — wg, 0}.

De fato, basta tomar ¢, = wg| - | na Proposicao 3.4.2 e usar (3.29).
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4 MINIMIZANDO A SOMA DE DUAS FUNCOES
CONVEXAS

Minimizar uma funcao pode ser extremamente dificil quando nao
conhecemos suas propriedades de regularidade, como a diferenciabili-
dade, por exemplo. Mas, este trabalho pode se tornar mais facil se
conseguirmos decompor a fungao em uma soma de duas fungoes cujas
propriedades de regularidade sao conhecidas.

Neste capitulo, consideramos o problema de minimizar a soma
de duas fungoes, que surge no seguinte formato:

(P) minimize fi(x) + fa(z),
zeEH
onde, f1 : H—(—00,+00] e fa : H—R sdo duas fungdes em I'g(H) tal
que fy é diferencidvel em H com gradiente (1//)-Lipschitz continuo,
para algum 8 € Ry,. Denotamos o conjunto das solugoes deste pro-
blema por G. Investigamos propriedades e solugao numérica do Pro-
blema (P) e apresentamos uma aplicacao em recuperagao de sinais.

4.1 ALGORITMO FORWARD-BACKWARD

Iniciamos esta segao estudando propriedades como existéncia,
unicidade e caracterizagdo de solugbes para o Problema (P), em se-
guida analisamos a convergéncia de um algoritmo forward-backward
para resolve-lo.

Proposigao 4.1.1.

(i) Ezisténcia: O Problema (P) possui pelo menos uma solugao se
f1+ fo € coerciva.

(i) Unicidade: O Problema (P) possui no mdzximo uma solugdo se
f1+ fo € estritamente convexa.

(iii) Caracterizagao: Sejam x € H e v € Ry . Entao, sao equivalen-
tes:

(a) x € G, isto é, x € solugao de (P).
(b) x =prox,; (x — vV fa(z)).
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Demonstragao.
(i) e (i) A fungao f; + f2 é soma de duas fungbes convexas, s.c.i. e
préprias. Como dom fy = H, tem-se

dom f; Ndomfy; = domf; NH = domf; # .

Logo, a fungao f1 + f2 estd em I'o(H). Portanto, as afirmagoes (i) e (ii)
seguem do Teorema 1.2.1.
(iii) Segue de (1.20), Proposi¢ao 1.5.3, Lema 1.5.1 e (3.3) que

r€G e 0e€d(fi+ f2)(x) =0fi(x) + 0f2(x) = 0f1(z) +{Vfa(x)}
-~ —Vfg(l‘) S 8f1(l‘)
& —yVfa(z) € v0f1(x)
& (z =V fa(z)) -z € y0fi(z)
&z =prox,; (z — vV fa(z)). (4.1)

A caracterizacdo de ponto fixo fornecida pela Proposic¢do 4.1.1
(iii)(b) sugere resolver o Problema (P) através da iteracao de ponto fixo

Tpt1 = Prox. p, (vn — YV fa(2,)) (4.2)

para um valor conveniente do parametro =.

Esta iteracao, que é chamada em otimizagao de algoritmo forward-
backward, consiste em dois passos. Primeiro, realiza um passo explicito
envolvendo somente fo para calcular .11/ = 2, — YV fa(z,), de-
pois realiza um passo implicito envolvendo somente f; para calcular
Tpt1 = ProX,r Tni1/2. Formalmente, este segundo passo equivale a
resolver a inclusao

Tp41 = ProX, ¢ Tpy1/2 < Tpt1/2 — Tntl € ’yaf(l'n+1),

por isso sua natureza implicita.
Notemos que, por um lado, quando f; = 0, (4.2) se reduz ao
método do gradiente

Tp+1 = Tn — ’nyg(In)

para minimizar uma fungdo com gradiente Lipschitz continuo. Por
outro lado, quando fo = 0, (4.2) se reduz ao chamado algoritmo de



73

ponto proximal (ver [3, Teorema 27.1])

Tp41 = ProX, s Tn

para minimizar uma fun¢ao nao diferencidvel. O algoritmo forward-
backward pode, portanto, ser considerado uma combinagao desses dois
métodos basicos.

O préximo teorema fornece uma iteracao um pouco mais geral em
que é introduzida uma sequéncia de relaxagao (), que pode ser usada
para melhorar a taxa de convergéncia na implementacao numérica do
algoritmo.

Considere fi, fa, 8 e G conforme definidos no Problema (P).

Teorema 4.1.1 (Forward-Backward). Suponha que G # &. Sejam
v €(0,28) ed = 1/2+min{1, 3/v}. Considere (\,) uma sequéncia tal
que 0 < 0A < A\, <A <1 para todo n € N. Fize xg € H e defina

(VneN) zpr1=x,+ M\ (proxﬂ/f1 (zn — YV fo(xn)) — xn> (4.3)

Entdo, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto x em G.

Demonstragdo. Defina T' = prox.;, o (I — vV f3). Entao, a expressao
(4.3) se reduz a

(VneN) zpi1 =xn + Ty — 2p).
Usando (4.1) temos que
r€G e x=prox, (I —7Vf)(r) =Tr < v € Fix T.

Logo, G = Fix T'. Assim, basta verificar as hipéteses do Teorema 2.4.4
para concluir que (z,) converge fracamente para um ponto x em G.
Observe que Fix T' # &, pois G # &, por hipdtese.

Sabemos que prox.; € firmemente nao-expansivo, pela Proposicao
3.1.3, e assim é 1/2-ponderado, pela Proposi¢ao 2.2.1(iii). Ainda, como
fa é diferencidvel em H e V fo é 1/8-Lipschitz continuo, por hipdtese,
entdo V fy é [B-cocoercivo, pela Proposigdo 2.1.2. Logo, I — 4V fy é
~/2B-ponderado, pela Proposicao 2.2.4.

Segue pela Proposicao 2.2.3 que T é a-ponderado, onde

o 2max{1/2,v/28}
T+ max{1/2,1/26}
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que é equivalente a

P 1 1
T T min{2,28/7) 12 +min{1,B8/7} &

e assim, para todo n € N, temos que 0 < \/a < A\, < M/ a < 1.
Portanto, pelo Teorema 2.4.4, a sequéncia (x,) converge fracamente
para um ponto xz em G. |

4.2 APLICACAO EM PROBLEMAS DE RECUPERACAO DE SI-
NAIS

Um problema de recuperacao de sinais é descrito como o pro-
blema de deduzir um sinal Z em um espaco de Hilbert H das observacoes
de um sinal z em um espaco de Hilbert Z. Por exemplo, na restauragao
de imagens [1], o objetivo é recuperar a forma original de uma imagem
T pela observagao de uma versao borrada z, e portanto H = Z. Por
outro lado, em reconstrugao de sinais, os dados z sao indiretamente re-
lacionados a T e portanto H e Z sao frequentemente espagos diferentes.
Assim, em tomografia [14], um sinal deve ser recuperado a partir de
uma colecao de medigoes de sinais com dimensoes menores.

Nesta se¢ao, consideramos o modelo de formagao dos dados em
que z estd relacionado com T da seguinte forma

z=T7T +w,

onde T : H—Z é um operador linear limitado e w € Z representa
uma perturbagao. Este modelo abrange numerosos problemas de re-
construgdo de sinais e imagens (ver [1, 14, 24, 25]).
O problema em questao é o seguinte:
(P1) winimize f(La)+ 3Tz 2|
minimize = —
M L
onde
(i) K é um espago de Hilbert real;

(ii) T : H—Z é um operador linear limitado;

(iii) L:H—K é um operador linear limitado e bijetivo tal que
L—l — L*,
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(iv) f € To(K).

O conjunto das solugoes deste problema é denotado por G.

No Problema (P1), o termo ||Tz — z||?/2 é chamado termo de
fidelidade dos dados que tenta refletir a contribuicao do modelo de
formacao, enquanto o termo f(Lx) fornece alguma informacao a-priori
sobre o sinal original .

Proposigao 4.2.1.
(i) O Problema (P1) possui pelo menos uma solugdo se f € coerciva.

(i) O Problema (P1) possui no mdzimo uma solugdo se uma das
sequintes condigcoes sdo satisfeitas:
(a) [ ¢ estritamente conveza.
(b) T é injetivo.

(iii) O Problema (P1) possui exatamente uma solu¢ao se T ¢é limitado
inferiormente, isto €, existe um kK € Ry tal que

(Ve e M) |[Tz|| = xll2|.

(iv) Sejam x € H e v € Ry.. FEntdo, sao equivalentes:

(a) x € G, isto é, x € solugio de (P1).

(b) x = (L* oprox,; o L)(z —~vT*(z — Tx)).
Demonstracdo. Defina fi = foL e fo : x + | Tx —2||?/2. Entdo, segue
das hipéteses (i)-(iv) do Problema (P1) que f; e fs estdo em I'g(H) e
que fo é diferencidvel com V fs : x — T*(Tx — z). Consequentemente,
para todo x, y € H,

IV f2(2) =V fo(y)|| = [[T"(T2 - 2) = T*(Ty = 2)||
= [IT"T(z = y)|
=TIz - yl,

isto é, V fy é Lipschitz continuo com constante || T']|2. Portanto, o Pro-
blema (P1) é um caso especial do Problema (P) com 3 = 1/||T|?.

(i) Tendo em vista a Proposicao 4.1.1(i), é suficiente mostrar que f1+ f2
é coerciva. Temos que

1Tz — 2|

fitfo=foL+ > folL.
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Além disso, como f é coerciva e L é linear limitado, segue que fo L é
coerciva. Logo,

(fr + fo)(@) > (fo L)(2)— + o0

quando ||z]|— + oo, ou seja, f1 + fo é coerciva.
(ii) Pela Proposigao 4.1.1(ii), devemos mostrar que fi + fo é estrita-
mente convexa, para isto é suficiente mostrar que f; ou fy é estrita-
mente convexa. (a) Como f é estritamente convexa e L ¢ injetivo,
segue que f; é estritamente convexa. (b) Pelo Exemplo 1.1.1, temos
que || - —z||?/2 é estritamente convexa, entdao f é estritamente convexa
pela injetividade de T'.
(iii) Seja € H. Vamos mostrar que T é injetivo, isto é, se Tax = 0
entdo x = 0. Suponha que Tx = 0. Como T é limitado inferiormente,
temos

kllzf| < ||Tz]| = 0,

ou seja, © = 0. Portanto, por (ii)(b), existe no mdximo uma solugao.
Quanto a existéncia, pela Proposigdo 4.1.1(i), devemos mostrar que
f1 + f2 é coerciva. Uma vez que f € I'g(K), pelo Lema 1.1.1, ela é
limitada inferiormente por uma fungao afim, digamos (-|u) + 1/2, onde
u € K\ {0} e n € R. Disso, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
e o fato que T é limitado inferiormente, obtemos que, para todo = € H,

2(f1(2) + fa(2)) > 2{Lalu) + 0 + [Tz — 2||*
2(z|L*u) +n + || T||* — 2(T|2) + |||
2@ (L u) + 1 + | Tl - 2(2|T"2) + ]
=2(a|Lu = T"2) + [Tz + [|2]|* +
=llz+ L*u = T"2|* + (|T|* — ||=]*)
= L= T2 + 2] + 7
> (lll = I1L*u = T*2])* + (% = 1)
= 1L = T2 + 2] + 7
> (kllall = |L*u = T*2]|/5)* — | L*u = T* 2]/
+l2l* +n
— 4+ 0

quando ||z||— + oo. Portanto, f1 + f2 é coerciva.
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(iv) Usando a Proposicao 4.1.1(iii) e a Proposicao 3.2.2,

x = prox, s, (z — vV fa())
= (L* oprox,; o L) (z +7T*(z — Tx)).

No contexto do Problema (P1), o algoritmo forward-backward
(4.3) assume a seguinte forma.

Teorema 4.2.1. Suponha que G # @. Sejam v € (0,2/|T|*) e
§ = 1/2 4+ min{1,1/(y||T||*)}. Considere (\,) uma sequéncia tal que
0 < 0X <\, <6X <1 para todon € N. Fize g € H e defina, para
todo n € N,

Tl = Tn + A ((L* O Prox., s 0 L) (zn —T*(Tz, — 2)) — mn)
(4.4)

Entao, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto x em G.

Demonstracao. Tendo em vista a demonstracao da Proposicao 4.2.1,
segue que (4.4) é um caso especial de (4.3) com prox, ;, = L*oprox, oL,
Vfy:xw T*(Tz — 2) e B = 1/|T||*>. Logo, pelo Teorema 4.1.1 a
sequéncia (z,,) converge fracamente para um ponto = em G. [ |

Um caso notdvel do Problema (P1) é quando K = H, L =1e
f = t¢, com C um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de H.
Este caso é conhecido como problema de minimos quadrados restrito,
onde buscamos uma solucao para

1
P2 .. . - T _ 2
(P2) minimize o |Tz — 2|7,

que, pela Proposicao 4.2.1 e pelo Exemplo 3.1.3, é caracterizada por
z = Po(z —~vT*(z — Tx)).

Obtemos o seguinte corolario direto do Teorema 4.2.1, usado
para encontrar solugoes para o Problema (P2).

Corolério 4.2.1. Suponha que G # @. Sejam v € (0,2/||T|?) e
6 = 1/2+ min{1,1/(v|T||*)}. Considere (\,) uma sequéncia tal que
0 <A< A\, <0X<1 para todo n € N. Fize xg € H e defina, para
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todon € N,
Tpil = Tn + An (Pc (zn — T (Tzp — 2)) — xn> (4.5)

Entao, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto x em G.

Demonstracao. Segue do Teorema 4.2.1 e do Exemplo 3.1.3. |

Uma idéia interessante em recuperacao de sinais é decompor uma
fungao em uma base ortonormal e transformar os coeficientes da decom-
posicao para construir aproximagoes ou estimativas do sinal original
(ver [5, 6, 12, 17]). Uma formulagdo deste conceito, conhecido por
problema de regularizacao esparsa, é a seguinte:

. 1
(P3) minipize §||Tzfzu2+k€§%¢k<<x|ek>>,

onde
(i) T : H—Z é um operador linear limitado;
(ii) (eg)ren € uma base ortonormal de H;

(iii) (¢r)ken s@o fungoes em I'g(R) tal que ¢, > 0 e ¢5(0) = 0, para
todo n € N.

Esse tipo de formulacao surge em problemas de recuperacao de
sinal em que z é o sinal observado e o sinal original tem uma repre-
sentacao na base ortonormal (eg)xen.

Como podemos ver na demonstracao da Proposicao 3.4.2, o Pro-
blema (P3) é um caso especial do Problema (P1) com K = ¢?(N),
Lz ((zlex))ren e f 1 (Tk)ken — dr(Tk).

Segue da Proposicao 4.2.1 e da Proposicao 3.4.2, a seguinte ca-
racterizagao para as solucgées do Problema (P3):

(VE € N)  (z|er) = prox.,, (x —yT*(Tz — z)|ek).

YPk

Por exemplo, considerando T'= 1 e v = 1. Definindo ¢y, = wy| - | para
todo k € N, onde (wy) é uma sequéncia em R, temos

foL:xzw Zwk|<x|ek>\

keN
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Neste caso, pela Proposicao 4.2.1 e pelo Exemplo 3.4.7, obtemos a
seguinte caracterizagao para a solucao:

& =PproXsopz = E TLek,
kEN

onde
(VE € N) 7, = sign((z|er)) max{|(z|ex)| — wg, 0}.

Quanto a solugdo numérica do Problema (P3), temos o seguinte
coroldrio.

Corolério 4.2.2. Suponha que G # @. Sejam v € (0,2/||T|?) e
§ = 1/2 4+ min{1,1/(y||T||*)}. Considere (\,) uma sequéncia tal que
0 < dX <\, <6X <1 para todon € N. Fize xg € H e defina, para
todo n € N,

Tyl = Tp + A ( Z prox. 4, (Tn — YT (T, — z)lex)er — mn) (4.6)
keN
Entdo, a sequéncia (x,,) converge fracamente para um ponto x em G.

Demonstra¢do. Segue do Teorema 4.2.1, usando a Proposicao 3.2.2 e a
Proposigao 3.4.2. |
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CONSIDERAGCOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos a estrutura matematica por tras
do problema de minimizar a soma de duas fungoes convexas, préprias e
semicontinuas inferiormente, quando uma delas é diferencidvel. Vimos
que a solugao deste problema pode ser caracterizada por equagoes de
ponto fixo envolvendo operadores proximais. Uma vez que operadores
proximais sao firmemente nao-expansivos, eles podem ser usados para
elaborar o algoritmo forward-backward, que converge fracamente para
a solugao do problema.

A importancia deste estudo estd no fato de que esta formulacdo
do problema torna possivel obter existéncia, unicidade e caracterizagao
dos resultados de uma maneira uniforme e padrao para uma classe de
problemas aparentemente diferentes e fornecer uma analise simplificada
para uma variedade de métodos iterativos existentes, como podemos ver
em [11].

Para estudos futuros, podemos investigar a convergéncia forte
do algoritmo forward-backward e aperfeigod-lo (ver [8]), explorando a
teoria geral de operadores monétonos. Uma iteracao mais geral pode
ser fornecida em que o coeficiente v dependa da iteracao e erros se-
jam permitidos na avaliagao dos operadores prox,; e Vfa. Os erros
permitem uma tolerdncia na implementacao numérica do algoritmo,
enquanto a flexibilidade introduzida pelo pardmetro v pode ser usada
para melhorar sua taxa de convergéncia.
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