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Resumo

O presente trabalho visa discutir os conjuntos dos ntimeros complexos, dos quatér-
nions, e sua relagao com rotagoes no plano e no espago. Nos capitulos acerca destes
conjuntos discorreremos sobre noc¢oes basicas, as quais serao fundamentais para que pos-
samos embasar a teoria sobre o uso dos complexos para realizarmos rotagoes no plano
e dos quatérnions para rotagoes no espago. Também faremos a dedugao de matrizes de
rotagao tendo como ponto de partida as base candnicas. Visitaremos nogoes da teoria de
anéis, grupos e mais especificamente grupos lineares com a finalidade de apresentarmos as
rotacoes sob esta otica. Finalizaremos deduzindo matrizes de rotagao no espago, a partir
dos niimeros quatérnions.
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1 Introducao

A motivagao para a escolha destes temas foi a leitura de um artigo da revista Scientific
American Brasil de junho de 2011 sobre os ntimeros octénions. Este artigo menciona a
importancia dos mesmos na teoria das cordas. Surgiu-me entao a idéia de estudar este
conjunto. Entretanto meu orientador propds os quatérnions e mais adiante decidimos
abordar também os nimeros complexos. Os complexos sao bem conhecidos inclusive pela
maioria das pessoas que cursaram o ensino médio. Por sua vez os niimeros quatérnions
sao desconhecidos até mesmo por uma grande parcela dos académicos da graduacao em

matemaéatica.

Quando os nimeros complexos apareceram, seu proposito era resolucao de certas
equagoes. Anteriormente os algebristas afirmavam que elas nao tinham solugao. Porém
quando se comecgou a resolver equagoes ciibicas nao foi mais possivel ignorar os niime-
ros imaginérios, o que levou muitos matematicos a estudarem este tema. Em 1833, Sr
Willian Rowan Hamilton, um matematico irlandés, motivado pelo problema de encontrar
um método algebrico conveniente para o célculo com rotagoes, apresentou um artigo a
Academia Irlandesa, em que apresentou os niimeros complexos como pares ordenados de
numeros reais e uma algebra formal destes niimeros que ¢é utilizada até os dias de hoje.

Introduziu uma importante regra de multiplicacao

(a,b)(c, B) = (acx — bf,af + ba)

interpretada por Hamilton como uma operagao envolvendo rotagao no plano. Surgiu na-
quele momento o conceito definitivo do niimero complexo como par ordenado de niimeros

reais.

Hamilton notou, posteriormente, que poderia estender sua idéia inicialmente pensada
no plano para o espacgo. Passou do complexo a + bi para triplas ordenadas a + bi + cj.
Entretanto inicialmente nao teve éxito, até que certo dia enquanto caminhava ao longo
do Royal Canal, teve uma inspiracao: usar quadruplas a + bi + ¢j + dk em vez de triplas

e abandonar a lei da comutatividade para a multiplicagao. Subitamente nasceu a algebra



dos quatérnions, uma

algebra nao-comutativa.

Assim como Lobachevsky criara uma nova geometria consistente em si
mesma, abandonando o postulado das paralelas, Hamilton criou uma
nova algebra, também consistente em si, abandonando o postulado da
comutatividade para a multiplicagdo. ... A descoberta chave fora su-
bita, mas o descobridor vinha trabalhando para ela havia uns quinze
anos. Hamilton, muito naturalmente, sempre considerou a descoberta
dos quatérnions como seu maior sucesso; em retrospecto é claro que nao
era tanto esse particular tipo de élgebra que era significativo, mas antes
a descoberta da tremenda liberdade que tem a matematica de construir
algebras que nao precisam satisfazer as restrigbes impostas pelas ditas
leis fundamentais (BOYER, 1974, p. 422).

Vamos enumerar algumas aplicagoes para os complexos e os quatérnions. Os com-

plexos sao usados na engenharia, eletromagnetismo, fisica quantica, analise matematica

e algebra linear. Por sua vez os quatérnions sao usados na analise matematica, fisica de

particulas, na roboética, na engenharia aeroespacial e na animagao por computador em 3

dimensoes.



2 Numeros Complexos e Rotacoes
no Plano

2.1 Numeros complexos

Definicao 2.1. Definimos o conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, como

C={a+bi|la,beR e i*=-1}

Um nimero complexo z = a + bi pode ser visto como um par ordenado z = (a,b) e
visualizado no plano. Este plano é gerado pela base canénica 1 = (1,0) e i = (0,1). O
eixo Ox é chamado eixo real. O eixo Oy é denotado eixo imaginario. Este plano, no qual
sao representados geometricamente os ntmeros complexos, recebe o nome de Plano de
Argand-Gauss ou Plano Complexo.

Irm

A

Figura 1: Representagao geométrica de um niimero complexo.

Definicao 2.2. Dado um nimero complexo z = a + bi o seu conjugado é Z=a — bi

Definicao 2.3. Dados dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, definimos a
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operacao de adicao nos complexos por:
z4+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

Definicao 2.4. Dados dois numeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, definimos a

operacao de multiplicagao nos complexos por:
zaw = (a+ bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Definicao 2.5. Dado um nimero complexo z = a + bi, definimos maodulo de z, denotado

como ||z|| ou r, e argumento de z, denotado como @, por:

2l = Ve P

b
0 ¢ tal, que 0 <60 < 2w, sinf=— e cosh =
1] 1]

Irm

A

2]

Figura 2: Representagao geométrica de um niimero complexo em coordenadas polares

Proposigao 2.1. Dado z € C temos que ||z||* = z.Z.

Demonstracao.

Seja z = a + bi, entdao Z = a — bi.

2%z = (a+bi)(a — bi) = a® + b* = ||2||?
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Proposicao 2.2. Todo nimero complexo pode ser escrito na forma
2z =r.(cosf + isinf)

denominada forma trigonométrica.

Demonstragao.

Seja um nimero complexo z = a + bi.

Temos que
sinf = é e cosf = 2.
r r
Entao
b=rsinf e a=rcosb.
Segue que

z=rcosf+irsinf =r(cosf +isinf)

]
Proposicao 2.3. Sejam dois nimeros complexos z = r1(cosfy +isinb,) e
w = ry(cosby +isinby). Temos que z.w = rire{cos(0y + ) + isin(b; + 62)}.
Demonstracao.
zaw = ri(cosby +isinby).ry(cos by + icosby)
= 71179(cos 0y cos By + i cos 0y sin Oy + i sin 0, cos Oy + i sin 0, sin Oy)
= r113[(cos By cos By — sin by sin Oy) + i(sin Oy cos Oy + sin O, cos 6;)]
zaw = 1rirafcos(fy + 02) + isin(6y + 65)]
]

Definicao 2.6. Seja z € C e z # 0. Definimos o inverso multiplicativo de z, denotado

z_l, por
41 : _
1 1
z7=—, ouseja, 2.2 =z z=1
z

Proposigao 2.4. Seja z € C e z # 0. Entao o inverso multiplicativo de z é

-1 z
ya =
12112

Demonstracao.

Temos que 2z = ||z||2.
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Entao
z
=1
|22
z 1
|22 z
1 z
z = —
el

Proposigao 2.5. (C,+,-) € um corpo.

Demonstracao. Os resultados anteriores que foram demonstrados verificam esta propo-

sicao e a definicao de corpo consta no inicio da secao seguinte. O

2.2 Nocoes sobre teoria de anéis e grupos

Nesta se¢ao, vamos inicialmente discorrer sobre o embasamento teérico de teoria de
anéis e de grupos necessario para a compreensao dos assuntos abordados nos tépicos que

se seguirao.

Defini¢ao 2.7. Um anel ou anel comutativo (A, +,.) € um conjunto A com pelo menos
dois elementos, munido de uma operacao denotada por + , chamada adicao, e de uma
operagao denotada por . , chamada multiplicacao, que satisfazem as condigoes sequintes:
- Para adicao: associatividade, possuir elemento neutro, possuir elemento inverso e co-
mutatividade.

- Para multiplicacao: associatividade, possuir elemento neutro e comutatividade.

- Para adicao e multiplicacao: a adicao € distributiva em relacao a multiplicacao.

Defini¢ao 2.8. Um anel comutativo (D,+,.) € chamado dominio ou dominio de integri-

dade se ele nao tem divisor de zero.

Definigao 2.9. Um anel (K,+,.) é chamado corpo se todo elemento de K diferente de

2€r0 pPossulr um inverso com respeito a multiplicagao.

Pode-se verificar diretamente que todo corpo é um dominio de integridade.

Definigao 2.10. Sejam (A, +,.) e (B, ®,®) dois anéis. Uma aplicagao f: A — B € um

homomorfismo se ela é compativel com as estruturas de anéis, isto €, se

1. f(z+y) = flx)® f(y), YVz,y € A.
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2. fvy) = f(r)© fly), Va,y € A.

3. f(14) = 1.

Se f é bijetiva diremos que f é um isomorfismo.

Definigao 2.11. Um grupo € um par (G, . ) em que G é um conjunto nao vazio e

o GExGE— G

(a,b) — a.b

€ uma fung¢ao, denominada operagdo do grupo, satisfazendo

1. Associatividade: (a.b).c=a.(b.c), Va,b,c € G
2. Elemento neutro: 3e € G | Va € G, a.e =ea=a

3. Elemento inverso: Ya € G, Ja™' € G | a.at=ala=ce.

Defini¢ao 2.12. Um grupo (A, . ) € abeliano ou comutativo se Ya,b € A, a.b=b.a

Definicao 2.13. Um subconjunto nao vazio H de um grupo G € dito ser um subgrupo de
G se

1. ee H;
2. Ya,b € H tem-se a.b € H;
3. Ya € H tem-se a™* € H.

Proposicao 2.6. Um subconjunto nao vazio H de um grupo (G, . ) € dito ser um subgrupo

de G se, e somente se, para quaisquer a,b € H, tivermos a.b=' € H. Denotaremos H < G.

Demonstracao.
(=)
Vamos supor que existam eg e ey elementos neutros de G e H.

Como ey € G temos, pela propriedade do elemento neutro de um grupo, que
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eg.eq = eg. Segue que

€g.€cg — €g = e€efg.eqg
€Eg.€cg — €g.eq
(ex) temeny = (ew) 'eneq
€Eg — €g

Seja b € H. Sabemos que H C GG, entao b € G.
Sejam (bg)~! e (by)~! os seus simétricos em G e H respectivamente.

Contudo

Dado um a € H.
Podemos concluir que a.b™! € H.
(<)

Seja ¢ € H para H # 0. Entao, por hipotese, c.c™?

= e € H, ou seja, H possui elemento
neutro.

Consideremos agora um elemento d € H.

Entao e.d ! = d~! € H, ou seja, os elementos de H possuem elemento inverso.

Ainda temos que c.(d7!)7! = c.d € H, ou seja, H ¢ fechado para a operacio (.).

Logo H é um subgrupo de G. O]

Lema 2.1. Seja G um grupo. Consideremos também H e K subgrupos de G. Entao HNK
é subgrupo de G.

Demonstragao.
Sejam a,b € HN K .
Disto temos que

ab' e H
aceH, aecK, beH e beK=

ab™l e K

Portanto ab™! € H N K.
Logo H N K é subgrupo de G. [
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Definicao 2.14. Dados dois grupos G e H, uma funcao ¢ : G — H € dita ser um
homomorfismo de grupos se (a.b) = ¢(a) . p(b), para todos os elementos a,b € G. Se o

homomorfismo € bijetivo, dizemos que ele € um isomorfismo.

Denotaremos G =2 H quando os grupos G e H forem isomorfos.

Definicao 2.15. Uma ag¢ao de um grupo G em um conjunto X € um homomorfismo de

G no grupo das bije¢oes em X, que serd denotado por B;j(X).

Vamos denotar uma ac¢ao de grupo por

a : G — BU(X)

g =  Qq

e portanto ag € uma bijecao no conjunto X, que associa a cada elemento x € X outro
elemento ay(x). Podemos salientar que os elementos de G indexam um subconjunto das

bijecoes de X.

2.3 Rotacoes no plano

2.3.1 Matriz de rotacao no plano

Defini¢ao 2.16. Seja A um anel. Denotamos por M, (A) o conjunto das matrizes qua-

dradas de ordem n cujos termos sao elementos de A.

O conjunto das transformacgoes C-lineares de C em C coincidem com o proprio con-
junto dos complexos. De fato, fixando um 2z € C podemos definir uma transformagao

linear

T : C—C

2 Zw
Seja z = a+ib e w = x + iy. Entao
Tw = (a+ib)w = (a +ib)(x + iy) = ax — by + i(bx + ay)

Em virtude de C e R? formarem espacos vetoriais isomorfos, podemos interpretar geo-
metricamente C como o plano R?, ou seja, = + iy equivale a (z,y). Portanto, podemos

corresponder a cada transformacao 7' : C — C outra transformacao 7, : R?> — R?, dada
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por

Tr(may) = (CLZB - by,bl’ + a'y)a

a —b
[TT]:<b a>'

Vamos enunciar a seguir uma aplicacao que serd o nosso ponto de partida para che-

cuja matriz na base canonica é

garmos a matriz de rotacao no plano.
Proposicao 2.7. Seja a aplicacao
¢ : C— My(R)
, a —b
a—+ bi —
b a
entao ¢ € um homomorfismo injetivo de anéis.

Demonstragao.
Vamos provar que ¢ é um homomorfismo de anéis.

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di. Entao

o(z+w) = oél(a+bi)(c+ di)]
= ¢l(a+c)+ (b+ d)i]
at+c —(b+ d))

b+d a-+c
B at+c —b—d
b+d a+c

a —b c —d
= -
b «a d ¢

Temos que

(a+ bi)(c+ di)]
= ¢[(ac — bd) + (ad + be)]

ac —bd —(ad+ be) ()
— = (*
ad +bc  ac—bd

—



E também temos que

6().6(w) = la+bi).o(c+di)
B a —b c —d
N b a) \d ¢

_ (ac—bd —(ad+bc)) _ ()

ad +bc ac—bd

Portanto igualando (x) e (*x*) segue que

Temos também que

Logo ¢ é um homomorfismo de anel.

¢(z) = o(w)
¢pla+bi) = ¢

G -6

Pela igualdade de matrizes temos que a = ce b = d.
Portanto a + bt = ¢+ di, ou seja, z = w.

Logo ¢ é injetiva.

Vamos descrever a aplicacao ¢ na notacao trigonométrica.

¢ : C—>M2(IR,)
=)
a+ bi —>
b a

z = a+bi

Seja z € C. Temos que

= r.(cosf +isin@)
= (r.cos®) +i(r.sinf)

17
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Aplicando z em ¢ obtemos

o(z) = (r.cos@ —(r.sin0)>

r.sin @ r.cosf

cos —sinf
= 7

sinf@ cosd
= T‘.RQ

Definiremos entdo R = {Ry | # € R} como o conjunto das rotagdes no plano. Cada
Ry é uma matriz rotagao no plano. Consequentemente concluimos através do morfismo
¢ que multiplicar um ntimero complexo w por z é rotacionar w em # radianos em relagao
a origem e aumentar ou diminuir o modulo de w em ||z|| unidades, ou seja, realizar uma

homotetia de razao ||z|| em relagdo & origem.

2.3.2 Intepretacao grafica da matriz de rotagao

Seja a base canodnica {ej, e2} do plano. Iremos rotacionar estes vetores em 6 radianos

em torno da origem.

X
ez
A
R(e2) R(e1)
e
e

= y
&1

Figura 3: Rotacao da base canénica no plano por um angulo 6.
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Temos, entao que

Ry(e1) = (cosf)e; + (sinf)ea = (cosé,sin)
Ro(e2) = (sin#)(—e1)+ (cos@)e; = (—sinf,cosh)

0 que nos permite escrever a matriz
cos) —sinf
Ry =
sinf  cos@
que representa a rotacao do plano por um angulo 6.

2.4 Grupos de transformacoes lineares e seus subgru-
pos

Nesta se¢ao veremos nogoes basicas de grupos lineares e a sua conexao com a matriz
de rotacao no plano e os niimeros complexos.

Definigao 2.17. O conjunto GL(n)={A € M,(R) | 3A~'} € denominado grupo linear de

dimensao n.

Teorema 2.1. Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente se, det A # 0. 1

Entao, frente ao resultado acima, temos que GL(n) = {A € M, (R) | det A # 0}.

Proposigao 2.8. Dadas A e B, duas matrizes quadradas de mesma ordem ambas inver-

stveis, ou seja, existem A™' e B~'. Entao AB € inversivel e (AB)™' = B~'A~1 .

Demonstracao.

Sejam A, B € GL(n).

Entao
AB(B'A™Y)Y=ABB YA '=AIA' = AA =1
(B'AYWAB=B Y A'A)B=B'IB=B'B=1

Logo AB ¢ inversivel e (AB)™' = B~1A™1. O

LA demonstracao deste teorema pode ser vista em (LAGES, 2009)
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Proposigao 2.9. GL(n) é um grupo.

Demonstracao.

Da proposigao anterior temos que se A, B € GL(n) entao GL(n) é associativo, pela
propriedade associativa da multiplicacao de matrizes.

Também como I = I, temos que I € GL(n).

Ainda um vez que (A1) ™! = A € GL(n), segue que A=t € GL(n) .

Logo GL(n) é um grupo. O

Defini¢ao 2.18. O conjunto SL(n) = {A € M,,(R) | detA = 1} é denominado subgrupo

linear especial de dimensao n.

Proposigao 2.10. SL(n) é um subgrupo de GL(n).

Demonstracao.

Temos que SL(n) C GL(n).

Sejam A, B € SL(n).

Como B € SL(n) temos que detB =1
Ainda

1
detB~1 =
€ detB

Segue que detB~! =1
Portanto B~ € SL(n).
Disto podemos afirmar
det(AB™') = detA . detB~' =1,

ou seja, A.B~! € SL(n).
Logo SL(n) < GL(n). O

Teorema 2.2. Seja um espago vetorial sobre R com produto interno <,>. Seja

T :V — V uma transformacao linear. Sao equivalentes:

1. Yo,weV, <T(v),T(w) >=<wv,w >, ou seja, T preserva o produto interno.

2. T preserva a norma, isto €, [|T(v)|| = ||v|| e se v e w tém dngulo 0, cos = Iﬁquflﬁill’

entio o dngulo entre T(v) e T(w) também ¢é 0.

3. T transforma bases ortonormais em bases ortonormais, isto €, se
F = A{fi,....fa} C V € base ortonormal relativa ao produto interno <,> entao
{T(f1),...., T(fn)} CV € base ortonormal.
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4. [Tp = (tij)ij=1..n € ortogonal, isto é, [T|k = [T|;', para toda base ortonormal F.

Demonstracao.

1=2

Seja v € V. Entao

IT(W)[* =< T(v),T(v) >=<v,v>= ||v]?

Logo [T (v)[| = [|v]]-

Sejam w € V e # o angulo entre v e w. Entao

<v,w>  <T(v),T(w) >
llllwl T )T (w)]

cosf =

Logo 6 é também o angulo entre T(v) e T(w).

2=3
Seja F' = {f1, ..., f[n} uma base ortonormal de V.
Por hipotese, temos que ||T'(fx|| = || fx|| = 1 e que o angulo entre

T(f;) e T(f;) éigual ao angulo entre f; e f; parai,j = {1,...,n}, ouseja, = 7, se i # j.

Logo T leva base ortonormal em base ortonormal.

3=4

Podemos escrever a matriz da transformagao T na base F' = {fi, ..., fn} como

(T(f1)--T(fn))-

Deste modo vamos calcular [T|5[T]p. Temos que

T7(f)
mrme = | D (e T 1)
T7(4,)
(S TUDTU) > = () = 1
Podemos escrever os termos da matriz T como
Ty =< fi, T(f;) >

e a i-ésima linha de T é o vetor

Li= (T, .., Tin)
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Entao

Ly
T]R[T)% = (@)
Ly,

= (< LZ‘,L]‘ >)ij

= (Z TirTjr )i
k=1

= O < [ T(fe) >< £, T(fe) =)y

k=1
= (< fis fi >)ij
(03)i7 = 1.

Logo [T]r é uma matriz ortogonal.

4=1

Temos que

a1 B
ulp=1 1+ |, V=] : e o produto interno como < u,v >= [u]% [v]p.
o Bn
Entao
<T),T(w)> = [Tu]k [Tv]r

]

Definigao 2.19. O conjunto O(n) = {A € M,(R) | AAT = ATA = I} ¢é denominado

conjunto das matrizes ortogonais de dimensao n.
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Proposigao 2.11. O(n) € subgrupo de GL(n).

Demonstragao.

Por defini¢ao, sabemos que O(n) C GL(n). Tomemos A, B € O(n).
Entao AT = A~L.

Como AT.(AT)YT = (ATA)T =1T =1

e consequentemente AT = A=t € O(n).

Temos que
BAHB.A™HY = BA YA H'BT
— BA—l(A—l)—lB—l
= BA'AB™!
= BIB'=BB'=1,
e também

(BAHY'BA™Y = (AH'BTBA™!
— (Afl)leleAfl
= ATA'=AA1'=1T

Portanto BA™! € O(n).
Logo O(n) < GL(n).

[
Proposicao 2.12. O(n) N SL(n) é um subgrupo de GL(n).
Demonstracao.
Temos que O(n) e SL(n) sao subgrupos de GL(n).
Logo, pelo lema 2.1, O(n) N SL(n) é um subgrupo de GL(n).
0

Definicao 2.20. O conjunto das matrizes ortogonais com determinante 1 é denotado

SO(n) = O(n) N SL(n) e denominado grupo especial ortogonal de dimensdao n.
Proposicao 2.13. SO(2) ¢ o conjunto das matrizes de rota¢io no plano, ou seja,

SO@2) =R ={Ry | 6 € R}.

Demonstracao.

Vamos provar que R C SO(2).



Seja 0 € R.

cos 0
Temos que Ry = (

—sinf
cosh |

Entdo det Ry = cos? 6 + sin? = 1.

sin 0

Temos que

cosf) —sind CoS

RyRT

)

cos? 6 + sin% 6

sinf cosf

sin @ cos @ — sin @ cos 6
10
01

cos 6

e também

sin 6 cos b

RTRy

(
(
(

—sinf@ cosf sin 6

)

cos? 6 + sin® 0

—sinfcos 8 + sin f cos O

)

10
01

Portanto Ry € SO(2).

Logo R C SO(2).
Vamos provar que SO(2) C R.

a
Seja A = <
c

Por definicao temos que AT = A1,
a c

e (y3)= ()

Segue que a =d e b= —c.

)

b

d) € SO(2).

d

—C

C

Entao A = (a

—sinf cos 0)
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0

sin 6

cosfsin@ — sin 6 cos O

sin? @ + cos? 6

)

—sind

cos0

)

—sin @ cos 8 + sin 6 cos O

sin? @ + cos? 6

)
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Como A € SO(2), temos que det A = a® + ¢* = 1.
Entao 46 € R tal, que a = cosf e ¢ = sin 6.

cosf —sinf

Logo A = ( ) = Ry, ouseja, SO(2) C R. O

sinff cos®

Proposicao 2.14. SO(2) ¢ um grupo abeliano.

Demonstracao.

Sabemos que R = {Ry | # € R} e que SO(2) =R ¢é grupo. Entao

sinf; cosb, sinfy  cosb,

6, —siné 0y —sinf
Rgl oR92 _ COS U1 Sin 1> (COS 2 S1n 2)

B cos 01 cos Uy — sin By sinfy  —(cos 0y sin Oy + sin O; cos 92)>

sin 6y cos B + cos @y sinfs  — sin By sin Oy + cos 0 cos O

cos(01 + 65) —(sin(6y + 62))

sin(6; +6y)  cos(f; + 62) >

= Rp,10, = Ro,10,

~ [cos(Oy+01) —(sin(f2 + 601))
sin(fy +61)  cos(6z + 61) >

cos 0y cos ) — sinfysinf;  —(cos Oy sin 01 + sin O cos 91)>

sin 6y cos 0 + cosfysinfy;  — sin 6y sin 67 + cos 05 cos 64
cosf, —sind, cosfy —sinb,

B sinf, cosf, sinf); cosf,

= R92 o R91

Portanto R satisfaz a propriedade comutativa.

Logo SO(2) ¢ um grupo abeliano. O

Temos que as matrizes de rotagao Ry € R sao operadores ortogonais em que hé
a preservacao da norma e dos angulos entre os vetores. Pode-se observar ainda que
nao importa a ordem na composicao de rotacoes, obteremos sempre a mesma rotagao

resultante.

Definicao 2.21. Seja U(1) = {z € C | ||z|| = 1} denominado de conjunto dos nimeros

complexos unitdrios.
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Definigao 2.22. A unidade padrao esfera S™ € o conjunto de pontos em R"™ que satis-
fazem a equacao

ra a4+ =1

O conjunto U(1) pode ser descrito geometricamente como uma circunferéncia unitaria

no plano complexo. Denominaremos esta circunferéncia de esfera S* .

Proposicao 2.15. Seja a aplicagao

¢ : U(l)— SO(2)

o cosf) —sinf
cos@ +isinf —
sinf  cosf

entao ¢ € um isomorfismo de grupo.

Demonstracao.
Sejam z,w € U(1).
Temos que

z=cosf; +isinf; e w = cosly+ isinb,.

Entao

¢(z.w) = ¢@[(cosby + isinby)(cos by + isinby)]
= ¢[cos(by + 62) + isin(0; + 02)]

_ cos(fy + 6y) —sin(0; + 02)
sin(6y + 62)  cos(6y + 62)

sin 0y cos 0y) + cos 6y sinfly  cos by cosfy — sin ) sin Oy

~ [cos #;, —sinb, cosfly  —sin 0
sinf; cosb, sinfy  cosf,

= ¢(cosb; +isinby) . ¢(cosby + isinby)

= ¢(z) . o(w)

cos By cosfy — sin by sinfy  —(sin 0 cos Oy + cos by sin (92)>




Portanto ¢ ¢ um homomorfismo de grupo.
¢(cosby +isinfy) = ¢(cosby + isinby)
cosfy —sinf, cosf, —sinby
sinf); cosf, sinfly  cosfy
Entao cosf; = cos b e sin f; = sin 0, pela igualdade de matrizes.
Portanto

cosf; +isinfy; = cosOy+isinby

Z = w

Logo ¢ é injetiva.
Seja Ry € SO(2).

Entao

cosf —sinf o
Ry = = ¢(cosf + isinb).

sinff  cos#f
Logo Im(¢) = SO(2), ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Podemos entao concluir que ¢ é um isomorfismo de grupo.
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]

Analisando a ultima aplicagao, podemos concluir que multiplicando um ntimero com-

plexo unitario Z por outro ntmero complexo w, estaremos rotacionando w conforme o

argumento de Z tendo como eixo a origem do plano. Ainda, pela proposicao 2.3, a com-

posicao de rotacoes correspondem a multiplicagao dos niimeros complexos unitarios que

geram cada rotacao, ou seja,

Ry, o Ry, = (cos By + isinby).(cosby + isinby) = cos(by + 62) + isin(fy + 02) = Rp, 10,
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3 Rotacoes no espaco

A rotacao de um vetor no espago pode ser calculada através da multiplicacao de uma
matriz de rotacao pelo respectivo vetor. Vamos convencionar que a rotagao se darda no

sentido anti-horéario para angulos positivos e no sentido horario para angulos negativos.

3.1 Interpretacao grafica da matriz de rotacao

Seja a base canonica {eq, es, 3} do espago euclidiano. Consideremos a rotacao destes

vetores inicialmente em torno do eixo 0x.

Figura 4: Rotacao ao redor do eixo Ox
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Vamos deduzir a matriz de rotacao.

R.(0)(e1) = e1+ 0eq+ 0e3 = (1,0,0)
R.(0)(e2) = 0ey + (cosf)ey + (sinf)es = (0,cos b, sinb)
R.(0)(es) = 0ey + (sinf)(—ez2) + (cosf)es = (0, —sin b, cos h)

Podemos entao, com os vetores coluna R, (e;), R.(e2) e R, (e3), montar a matriz de rotacao

em torno do eixo 0x.
1 0 0

R,(0) =10 cosf —sinf
0 sinf cosf

Consideremos agora a rotacao em torno do eixo Oy.

Figura 5: Rotagao ao redor do eixo Oy

R,(0)(e1) = (cos@)er + Oez + (sinf)(—e3) = (cos @, 0, —sinb)
Ry(ﬁ)(eg) = 061 + e + 063 = (0, ]., 0)
R,(0)(e3) = (sin@)e; + Oeq + (cosB)es = (sinb, 0, cosh)
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Segue a matriz de rotagao em torno do eixo Oy.

cosf 0 siné
R,(0) = 0 1 0

—sinf 0 cosf

Finalmente consideremos a rotacao no eixo 0z.

38

Figura 6: Rotacao ao redor do eixo 0z

R.(0)(e1) = (cosB)e; + (sinf)es + 0e3 = (cos,sind,0)
R.(0)(e2) = (sinf)(—ey)+ (cosf)es + Oegz = (—sinb, cosh,0)
Rz(9> (63) = 061 + 062 +e3 = (O, 0, 1)

Segue a matriz de rotagao em torno do eixo 0z.

cosf@ —sinf 0
R.(0) = | sinf cosf 0
0 0 1

Assim as matrizes que deduzimos chamaremos de matrizes elementares de rotagao no
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espaco e podemos definir § como o grupo gerado pelas matrizes

{R.(0), Ry(0), R.(0) | 6 € R}.

3.2 Interpretacgao grafica do vetor eixo de rotacao

Seja 7 um vetor unitario. Facamos a deducao de 77, de forma a considera-lo como

um eixo de rotagao e vamos representa-lo em coordenadas esféricas.

Figura 7: Eixo de rotacdao em R3

a
BT Sing
a = sinfcosp
) b
smy = sin 6
b = sinfsiny
ou seja,
sin # cos
7 = | sin@sin ©

cos 6
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Proposigao 3.1. 7 = R.(p) o R,(6)(es)

Demonstracao.
cosp —sing 0 cosf# 0 sinf 0 cos @ sin 6
sing cosp 0 0 1 0 0| = |sinpsinf | = i
0 0 1 —sinf 0 cosf 1 cos 6

]

E importante frisarmos que qualquer rotacao no R? pode ser descrita como a composi-

¢ao das matrizes elementares de rotagao do conjunto §. Ela serd denotada por R, onde

T ¢ 0 eixo e 1 o angulo de rotacao. Vamos elucidar este fato através de trés passos:

1. Facamos o eixo 7 coincidir com o vetor es3, desfazendo as rotagoes que determinam

.

2. Rotacionemos ao redor do eixo 0z pelo angulo .

3. Devolvamos o eixo de rotacao 7 através das rotacoes que o determinam,
ou seja,

Rﬁﬂ/J - Rz((p)Ry<9)Rz(¢)Ry(_9)Rz(_§0)

3.3 Grupo SO(3) e rotagao em R?

Nesta secao provaremos que as matrizes de rotagao no espago sao ortogonais, com
determinante igual a 1 e dimensdo 3, e que as matrizes do SO(3) podem ser geradas pelas

matrizes elementares de rotagdo no espago, ou seja, que S = SO(3).

Proposicao 3.2. § € SO(3).

Demonstragao.

Vamos provar que S C SO(3).

Inicialmente sabemos, por defini¢ao, que

SOB)={A € M3(R) | detA=1e ATA= AAT = I}.

Entao facamos a verificacao se as matrizes elemetares de rotacao satisfazem as condic¢oes
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acima.

Temos que
1 0 0

R,(0) =10 cosf —sinb
0 sinf cosf
Entdo det[R,(0)] = cos® — (—sin*0) = 1.

Temos outras duas condigoes a serem verificadas.

1 0 0 1 0 0
[R.(0)"R,(0) = |0 cos# sind 0 cos —sind
0 —sinf cosf 0 sinf cosf
1 00
= |01 0|=1
0 01
1 0 0 1 0 0
R.(O[R(0)]" = |0 cos® —sind 0 cosf sinf
0 sinf cosf 0 —sinf cosf
1 00
= |01 0|=1
0 01

Logo R.(0) € SO(3).
Temos que
cos 0 sind

R@=| o 1 o0
—sinf 0 cosf
Entdo det[R,(0)] = cos®§ — (—sin?0) = 1.

Temos outras duas condigoes a serem verificadas.

cosf 0 —sinf cosf 0 sinf
R, ("R, (0) = 0 1 0 0 1 0
sinf 0 cosf —sinf 0 cosé
100
= |01 0]|=1
00 1
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cos# 0 sinf cosf 0 —sinf
R,(O)[R,(0)]" = 0 1 0 0 1 0
—sinf 0 cosf sinf 0 cosf
1 00
= |01 0]|=1
001

Logo R,(#) € SO(3).
Temos que
cosf) —sinf 0
R.(0) = | sinf cosf 0
0 0 1
Entéao det[R.(0)] = cos? § — (—sin®6) = 1.

Temos outras duas condicoes a serem verificadas.

cosf sinf 0 cosf —sinf 0
[R.(O)]"R.(0) = | —sinf cosh 0 sinf  cosf 0
0 0 1 0 0 1
1 00
= 01 0f=1I
0 01
cosf —sinf 0O cosf sinf 0
R.(D[R.(0)" = |sind cosh 0 —sinf cosf 0
0 0 1 0 0 1
100
= 01 0f=1I
0 01
Logo R.(0) € SO(3).
Podemos concluir que S C SO(3). O

Falta-nos provar que as matrizes de SO(3) C S§. Contudo antes vamos provar algumas

proposicoes necessarias a esta demonstracao.
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Lema 3.1. Seja f(x) = ag+ a1x + agz® + ... + a,x™ um polinémio sobre R. Se o nimero

complexo z € raiz de f, entao Z também € raiz desse polindémio.

Demonstragao.
Por hipotese, temos que f(z) = ap + a1z + a2z + ... + a,2" = 0.

Entao
fZ) = ao+az+ a2+ ... +a,(2)"
)n

= apt+a1z+a?2+..+a,2"=0=0

]

= T+ a1z +a2(2)° + ... + @ (

Lema 3.2. Se A € SO(3) entio A possui 1 ou 3 auto-valores reais.

Demonstracao.

Temos que d(det(A — X)) = 3.

Entao como o det(A — AI) é um polinémio com coeficientes reais temos que o polindémio
caracteristico, possui pelo menos uma raiz real. Entretanto sabemos que um polinémio
de grau 3 possui trés raizes. Logo, pelo lema 3.1, teremos ou trés raizes reais ou uma real

e duas complexas. O

Lema 3.3. Se v é um auto-vetor real de A € SO(3) entdo o auto-valor associado é +1

ou -1.

Demonstracao.

Av = X , A €eR
<Av,Av> = <w,v> ,pois A€ O(n)(x)
Entretanto temos que
<Av,Av > = <, >= A <u v > (%)
Tgualando (x) e (xx) teremos
o= 1
Logo A = =#£1.
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Teorema 3.1. Se A € SO(3) entao A sempre possui um auto-vetor associado ao auto-

valor 1.

Demonstracao.

Temos que A € M3(R) C M;(C). Entao, pelo teorema fundamental da algebra,

Pay) = det(A— D)= - N
k=1

Pa(0) = ﬁ i

Pa(0) = det(A—0I) = det(A)

Como A tem ordem 3 temos que det(A) = A\ Aa)s.
Ainda sabemos que A € SO(3), portanto det(A) = 1.
Logo

1= XA

Vamos dividir em dois casos a analise da sentega acima.
Caso 1
Sejam A\ €ER e A\3= M\ € C\R.

1 = detA=X\|\|? ,com A\ =%£1 e [M]*>0
Logo Ay = 1.

Caso 2

Sejam A, A2, A3 € R.

A1, A2 e A3 sao iguais a +1.

Como A\ A3 = 1, nao é possivel que os trés valores sejam -1. Consequentemente teriamos
Aoz = —1.

Portanto pelo menos um auto-valor devera ser igual a 1. O]

Teorema 3.2. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Entdo o determinante do

operador linear A : E — E € igual ao determinante de uma matriz de A em qualquer base

de V.

Demonstracao.

Sejam B e C bases de V. Temos que existe uma matriz inversivel M tal, que
[A]C = M_l[A]BM.
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Logo

det([Ale) = det(M'[A]gM) = det(M)det([A]g)det(M)
= det(M~"Ydet(M)det([A]g) = det(M " M)det([A]p)
det([Alc) = det([A]p)

Proposicao 3.3. As matrizes de SO(3) C S.

Demonstracao.

Seja A € SO(3).

Seja v € R um auto-vetor unitario de auto-valor 1 de A, pela proposicao 3.1,
v=R,(p)R,(0)(e3) para alguns ¢ e 6.

Vamos definir a base F' = {fi, f2, f3 = v} do R3, tais que

fi = R.(p)oRy(0)e
fo = R.(p)o Ry(0)e:
fs = v=~R.(p)oR,(0)es

Segue que

[Alr = [ [A(f)]r [A(f)]r [A(fs)lF

Como f3 é um auto-vetor com auto-valor 1, entao A(f3) = fs.
Como A € SO(3), ou seja, A é ortogonal. Entdo < A(fi), A(f;) >=< fi, f; >.

Disto segue que

A(f1) = <A(h), fi1 > it < A(f), fa > fot < A(f1), f3> f3
= anfi+anfot <A(f),Alfs) > f3
= anfitanfot < fi,f3>f3

= ayfi +asfo+0f3 , pois a base F é ortonormal

[A(f1)]F = (a11,a21,0)



Analogamente temos que
[A(f2)]F = (a21, az2,0)

Lembre-se que

A(f3) =0fi+0fa+1fs

Portanto
[A(fs)]F = (0,0,1)
Entao
~ 0
ann aiz 0 i
[Alp = | an an 0| = 0
0 0 1 0 0|1
Temos que A € My(R).
Vamos provar que A € SO(2).
E facil ver que
ar |
A" = 0
0 0|1

Ainda, pelo teorema 2.2, temos que [A|L[A]r = I3, pois [A]

Entao
- 0 ~ 0 ~~ | 0
AT A AT A
0 0 | = 0
00 \ 1 00 \ 1 00 |1
Logo ATA = I,

Analogamente, como [A]p[A]% = I3, temos que AAT = I,.

Logo A € O(2).

Ainda temos que det[A]p = det A =1, pelo teorema 3.2.
~ 0

A ~
Mas det[A]r = det 0 = det(A).
00 |1
Portanto det (A)=1, ou seja, A € SL(2).

Assim, A € S0(2).
Segue que Y € R tal, que
i cosY —siny
siny  cosy

38
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Logo
cosy —siny 0
[A]p = | sinyy  cosy 0| = R.(v)
0 0 1

Deste modo provamos que as matrizes [A]r estdo contidas no conjunto das matrizes de
rotagao no espago.

Seja E={ey, €3, e3} a base canonica do R3.

Entao vamos relacionar [A]g e [A]r através de R, uma matriz mudanga de base.
Conseguiremos isto provando que [A]p = R[A]pR™! em que R = R.(¢)R,(0)

com ¢, 0 € R.

Sejam as matrizes [A]r = (b;;) e [Alp = (a;).

Podemos escrever os termos b;; =< e;, A(f;) >, a;; =< e;, A(e;) > e o vetor coluna

3
€; = E Skifk-
k=1

Sejam R = (ri;) e R~ = (s4).

Podemos escrever

a; = <e,A(ej) >=< Zskif’“A(Z sijfi) >
k=1 =1

= ZZSMSU < fk;,A(fl) >

k=1 =1
= D) skibusy tal, que by =< fi, A(S) >
k=1 =1
Ny o opl _ _ pT
= Y rabusy o pois RN =(s) = (s;:) = R
h=1 =1

Segue que
[Ale = RIAJpR™
= R.(¢)Ry(0)R.(v)Ry(—0)R-(—¢)
= Rvﬂlf
Logo SO(3) C S. -

Como SO(3) C S e S C SO(3) temos que SO(3) = S.
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4  Quatérnions

4.1 Nocoes basicas

Definicao 4.1. O conjunto dos nimeros quatérnions, denotado por H, € definido como
H={a+bi+cj+dk|abecdeR e i*=j" =k =ijk=—1}.

Temos que os quatérnions é um espago vetorial real cuja base é {1, i, j, k }, ou seja,

formada pela unidade e pelas unidades imaginarias. Quando a for zero chamaremos este

numero de quatérnion puro. A multiplicacao dos quatérnions é a multiplicacao algébrica

usual considerando-se as seguintes regras quanto as unidades imaginérias,
1j=—ji=k, jk=—-kj=1, ki=—ik=7.

Os numeros reais comutam com as unidades imaginarias, mas ¢, 7 e k¥ nao comutam entre

si como pudemos ver nas regras acima. Abaixo segue um resumo destas regras.

111 i j k&
ili -1 k —j
ili =k =1
koj —i —1

Os numeros complexos formam um subespaco vetorial no espago vetorial dos quatérnions
C = R.1+ Ri C H e os quatérnions também podem ser definidos da seguinte maneira

H=C.1+C.j.
Proposicao 4.1. I e R* formam espacos vetoriais isomorfos.

Definicao 4.2. O conjugado do quatérnion r, denotado por T, é definido por

T=a—bi—cj—dk
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Proposicao 4.2. Sejam r,s € H. Temos que:

T

~
3
V2)
Il
W

2 mr=Tr=a>+b*++d*

Demonstragao.

(item 1)

rs = (a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+ hk)
= (ae—bf —cg—dh)+ (af +be+ ch —dg)i+ (ag + df —bh + ce)j + (ah + bg — cf + de)k
78 = (ae—0bf —cg—dh)— (af +be+ ch —dg)i — (ag — df + bh — ce)j — (ah + bg — cf + de)k

s7 = (e— fi—gj—hk)(a—bi—cj—dk)
= (ae —bf —cg—dh)+ (—af —be — ch+dg)i + (—ag — df + bh — ce)j +
+(—ah —bg + cf — de)k
= (ae—bf —cg—dh)— (af +be+ ch —dg)i — (ag — df +bh — ce)j — (ah + bg — cf + de)k
(item 2)

7 = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
= a® —abi — acj — adk + abi + b* — bck + bdj + acj + bek + ¢ — cdi + adk — bdj +
+edi + d?
= A+ +E+d?

r = (a—bi—cj—dk)(a+bi+cj+dk)
= a®+ abi + acj + adk — abi — b* — bck + bdj — acj + bek + ¢ — cdi — adk — bdj +
+cdi + d*
= &’ +b0+F+d

]

Definigao 4.3. Sejar € H. A norma ou mddulo de um quatérnion r pode ser definida

como

7] = V1T = Va2 + b2 + 2 + d2.
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A norma de um quatérnion 1 é igual ao seu comprimento como um vetor do R*. Um

quatérnion é dito unitario quando a sua norma ¢é igual a 1.

Proposicao 4.3. Sejam r e s dois quatérnions unitdrios. Entao ||rs|| = ||s||||7||-

Demonstracao.

Irsll = Vrsts = Vrss 7= ||sl|ViT = [|s][I7]

O

Devido a esta propriedade multiplicando-se dois quatérnions unitarios produz-se outro
quatérnion de comprimento unitario. O conjunto dos quatérnions unitarios pode ser visto

como um conjunto de pontos do R*, conjunto este denominado esfera $3.

Existe a divisao por qualquer quatérnion nao-nulo a direita ou a esquerda, ou seja, héa

solugoes tinicas para as equacgoes, T = s € ry = § que sao respectivamente,

ST TS

r=——= € y=
7|2 7|2

Proposicao 4.4. Todo quatérnion diferente de zero possui um inverso multiplicativo,

1

denotado por r—, € definido como

1 T
ro= .
7[>
Demonstracao.
Consideremos r~! o inverso a direita.
R 2
[T (U
Ainda, pela proposi¢ao 4.2, o inverso a direita é igual ao inverso a esquerda. m

Proposicao 4.5. O conjunto dos quatérnions é um anel de divisiGo ou um corpo nao

comutativo.

Demonstracao. Segue dos resultados expostos anteriormente. O

Coroléario 4.1. Seja # um quatérnion unitdrio. Entio 7! = 7.
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E muito importante observarmos que operacoes e propriedades do espaco podem ser
codificadas nos quatérnions, por exemplo, a operacao de multiplicacao. Vejamos a pro-

posicao abaixo.

Proposicao 4.6. Sejam p e q dois quatérnions puros. Entao
pg=—<p,q>+(pxq)

Demonstragao.

Sejam p = xi +yj + zk e ¢ = bi + ¢j + dk. Temos que

pqg = (xi+yj+ zk)(bi+cj+ dk)
= —xb+ xck — xdj — ybk — yc + ydi + 2b) — zci — zd
= —(xb+yc+ zd) + (yd — zc)i + (—xd + 2b)j + (xc —yb)k (%)

Como < p,g >=zxb+yc+ zd (xx) e

i gk
vxw = |z y z|=wd—zc)i+ (—xd+2b)j+ (xc—yb)k (x*x),
b ¢ d

substituindo (%) e (% * %) em (*) podemos concluir que

Pqg=—<p,q>+pxq

4.2 Rotagoes no espaco com ntmeros quatérnions

E importante colocarmos que uma rotacdo no espaco fica perfeitamente especificada
por um eixo de rotagao e por um angulo de rotagao. O eixo consiste num vetor e o angulo
serd descrito em torno deste vetor. Como ja mencionamos, Hamilton buscou trabalhar
rotacoes no R? através do produto de ntimeros quatérnions. Nesta secdo, discorreremos

gradualmente a teoria envolvida.

Primeiramente, observemos que um quatérnio q pode determinar uma transformacao
linear R, : R®> — R®. De que forma? Associamos um ponto do espago tridimensional
(z,y,z) a um quaténion puro w = zi + yj + zk. Deste modo podemos definir uma

transformacao R,(x,y,2) = quwq™' = (2/,/,2'), onde q é um quatérnio unitério.
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Proposicao 4.7. Seja w um quatérnion puro e q um quatérnio unitdrio. Entao o produto

quqg~t € um quatérnion puro.

Demonstracao.

(a+bi+cj+dk)(xi+yj+ zk)(a —bi —cj — dk)

(—(bx + cy + dz) + (ax + cz — dy)i + (ay — bz + dz)j +
+(az + by — cx)k)(a — bi — cj — dk)

= (a®x +b*x — Az — d®x + 2acz — 2ady + 2bcy)i +

+(a*y — b*y + *y — d*y — 2abz + 2adx + 2bcx + 2cdz)j +

+(a*z — b*z — *z + d*z + 2aby — 2acx + 2bdx + 2cdy)k

]

A propriedade acima nos provou que conseguimos levar um ponto do R?® em outro
ponto do R? através da transformagao R,. Mais a frente provaremos que este novo ponto
do R? ¢ o ponto original rotacionado de acordo com o quatérnion ¢ = a + bi + c¢j + dk

num eixo e num angulo de rotacao elegantemente codificados nas quatro coordenadas
(a,b,c,d).

Antes de desenvolvermos estas provas, vamos analisar a transformacao R, que passa-
remos a denotar como Ad,. Um quatérnion puro w aplicado & Ad, nos da4 um produto de

1

trés quatérnions qwg—'. Como ¢~! é o inverso de q, obrigatoriamente ¢ deve ser diferente

de zero. Logo podemos enunciar a seguinte proposicao:
Proposicao 4.8. Sejam q € H* e a aplicagao

Ad H—-H

q

w — qwq_1

Esta aplicagdo € um isomorfismo de anel e em particular é R-linear.

Demonstracao.

Vamos provar que Ad, ¢ um homomorfismo de anel.



Sejam v, w € H. Temos que

-1

Ad,(v+w) = qlv+w)g
= (qu+qu)g!
= qug '+ qug!

= Ad,(v) + Ad,(w)

Ady(vw) = gq(vw)q™!
= qug'qug!

= Ad,(v).Ady(w)

Seja a € R. Logo Ad, ¢ um homomorfismo de anel.
Vamos provar que Ad, ¢ R-linear.

Seja A € R. Entao
Ad, (M) = q(M)g ™t = Mqug™) = MAd,(v)

Logo Ad, é R-linear.

Vamos provar que Ad, ¢ bijetiva, ou seja, que existe (Ad,)".

Temos que
Ady1 0 Ady(v) = Ady1(qug™)
= ¢ '(qug g
= (¢ '9u(gq)
Ady-10Ady(v) = v
e também

Adyo Adg(v) = Ad,(q  vq)
= ql¢"'vg)g™
= (g¢7 " )v(ag™)

Adyo Ady—1(v) = v

Portanto (Ad,)™' = Ad,-1, ou seja, existe a inversa de Ad,.

Logo Ad, ¢ bijetiva, ou seja, ¢ um isomorfismo.

45
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Proposicao 4.9. Consideremos a aplica¢ao

Ad : H* — GL(H)
q— Ad,

€ um homomorfismo de grupos.

Demonstracao.

Sejam p,q € H* e v € H. Entao

Ady, 0 Ady(v) = plqug ' )p~!
= (pg)v(g~'p™")
= (pq)v(pq) ™" = Adyy(v)

]

Definicao 4.4. O homomorfismo Ad descrito acima € uma ag¢ao de grupo denominada

acao adjunta de H* em H.

Teorema 4.1. Consideremos a aplica¢do

Ad : $ = GL(3,R)
q— Ad,

Entao Ad é um homomorfismo de grupos cujo conjunto imagem estd contido no subgrupo

SO(3), das rotagoes espaciais.

Demonstracao.

Podemos verificar facilmente que $3 é um subgrupo de H*. Portanto a aplicacao ¢ um
homomorfismo de grupos.

A seguir vamos mostrar que Im(Ad) C SO(3).

Sejam v = x1i +y1J + 21k e w = x91 + yoj + 22k, dois quatérnions puros e ¢ =
a+bi+cj+dk €S?, isto &, satisfazendo a® +b% +c2 +d* = 1.

Pela proposicao 4.6 temos que

Ady(v). Ady(w) = —(Ady(v), Ady(w)) + (Ady(v) x Ady(w)). (1)
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Queremos provar que a parte real de Ad,(v).Ad,(w) é igual a parte real de vw.

Ady(v). Ady(w) = qug~ qug™*
= (a+bi+cj+dk)(—(v,w)+vxw)(a—bi—cj—dk)=
= ((—a{v,w) = b(y122 — 2192) — c(z122 — @122) — d(@T1Y2 — Y122)) +
+ (=b{v,w) + a(y122 — 2192) + c(T1Y2 — Y172) — d(2122 — T122)) 0 +
+ (—c{v,w) + a(z1m2 — 2129) + d(y122 — 2192) — b(T1Yy2 — Y172)) J +
+ (—d{v,w) + a(x1ys — y112) + b(2122 — x129) — (Y122 — 21y2)) k) -
(a—bi—cj—dk) =
= (=a*(v,w) — ba(y1z2 — 21y2) — ca(z122 — T122) — da(T1ys — Y172)+
—b* (v, w) + ab(y122 — 21y2) + cb(T1y2 — Y122) — db(z129 — T129) +
—* (v, w) + ac(z1m9 — 2129) + dc(y120 — 2192) — be(x1ys — y172) +
—d*(v,w) + ad(z1y2 — y122) + bd(2122 — 120) — cd(y120 — 2192)) +
+( )i+ )i+ (k=
—(a® + b+ + d*) (v, w) +
()i )i+ Gk =
—(vw) + (. )i+ () + )k
—(v,w) + (Ady(v) X Adg(w)). (2)

Subtraindo (1) de (2) temos que (Ad,(v), Ad,(w)) = (v,w), isto ¢, Ad, € O(3). (x)

Finalmente vamos verificar o determinante, através da matriz transformacao de Ad na

Ady(v). Ady(w) =

base candnica.
[Ad,) = (Ady(i) Ady(j) Ady(k))

onde

Ady(i) = (a+bi+cj+dk)i(a—bi—cj—dk)=
= (a®* +b* - —d*)i+ (2bc + 2ad)j + (2bd — 2ac)k =
a?+b -t —d?
= 2bc + 2ad ;
2bd — 2ac
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Ady(j) = (a+bi+cj—+dk)jla—bi—cj—dk) =
= (2bc —2ad)i + (a* + ¢ —b* — d*)j + (2ab + 2cd)k =

2bc — 2ad
— (l2 + 62 o b2 _ d2 ,
2ab + 2cd

Ady(k) = (a+bi+cj+dk)k(a—bi—cj—dk)=
= (2ac+ 2bd)i + (2¢d — 2ab)j + (a* + d* — b* — )k =
2ac + 2bd
= 2cd — 2ab
+d>—b— 2

Utilizando o fato de que a? + b* + ¢ + d* = 1 podemos célcular o determinante da matriz
[Ad,| e concluirmos que ¢é igual a 1, ou seja, Ad, € SL(3). (xx)
Logo, por (k) e (xx) temos que Ad, € SO(3), ou seja, Im(Ad) C SO(3). O

Como ja mencionamos anteriormente, o angulo e o vetor de rotagao ficam codificados
no quatérnion g = a + bi + ¢j + dk, ou seja, nas coordenadas (a, b, ¢, d). Nas proposigoes

a seguir isto sera demonstrado.

Proposicao 4.10. Seja o quatérnion unitdrio ¢ = a + bi + ¢j + dk. O vetor eixo de

rotagao da transformagao Ad, €

1

JErara ey

Demonstracao.

Seja o quatérnion puro unitario

1
N=— (bi+cj+dk).

Temos também, por definigao, que |g| = 1, ou seja, a® + b* + ¢ + d? = 1.
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Ady(N) = gNg'=gNg

. . 1 , » . .

= (a+b@+cj+dk)m(bz+0j+dk)(a—bz—q—dk)

= 62+02+d2(abz+a03+adk—b2—|—bck—bdj—bck—c2+cd2+bdj—cdz—d2).

(a—bi —cj — dk)

1 . . . .

- m<—b2—02—d2+abz+aq+adk)(a—bz—cg—dk)
1

= —— b+ P+ )it c(a® 0P+ E A dD)j+d(a® 0+ P+ dPE)
1 S

= JEreraltatd)

Ady,(N) = N

]

Proposicao 4.11. Sejam q = a + bi + ¢j + dk unitdario. Entao o dngulo de rotagao da

transformagao Ad, € 2arccosa.

Demonstracao.
Seja um vetor unitério, v, perpendicular ao eixo de rotacao (b, c,d).
Deste modo, v e Ad,(v) estardao no mesmo plano, também perpendicular a (b,¢,d), e o

angulo entre eles sera o angulo de rotagao.

Seja
_ —ca+by
VRt E
Entao
1
Ad,(v) = ﬁ(a +bi + cj + dk)(—ci + bj)(a — bi — c¢j — dk)
1
= ———(—aci +bc+ Ak — cdj + abj + b’k — be — bdi)(a — bi — cj — dk)
Vb2 + c?
1
= ———(d*ci + ac’k — acdj + a*bj + ab*k — abdi — abc — bc®j — bedk + ab®k —
Vb2 + 2
—b%j — b*d + ac’k + *i — *d + abe + b?ci + bedk — acdj + c*d + cd®i — abdi +
+b%d — bd*5)
1
— ﬁ{(—Qabd —a’c+bc+ &+ ed®)i + (—2acd + a*b — b* — bc* — bd*)j +

+(2ac® + 2ab*)k}
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Temos que
Ad
< Adyv)v > cos 0
| Ady(v)][v]
e |Ady(v)| = |v| = 1.
Entao < Ad,(v),v >= cos#.
Portanto
1
< Ady(v),v > = m{Qabcd +a?c? — V*c? — ¢ — Ad* — 2abed 4 a®b* — bt — b*? — b2 d*}
1
= m{a2(b2 + C2> — CZ(b2 + 02) - d2(b2 + C2> - b2<b2 + C2)}
1

= 7 cQ{(bZ + ) (a® = b — 2 — d?)}

< Ad,(v),v> = - P+ +d*) =a*+a* -1

< Ad,(v),v> = 2a*—1

cosf = 2a®>—1

cosf +1 5
e — — a
2
0
2V 2
COoS 5 a
0
cos— = a
2
0
— = arccosa
2
f = 2arccosa

O

Sabemos, pelo teorema 4.1, que o contra-dominio de Ad pode ser restrito a SO(3).

Podemos entao redefinir homomorfismo Ad.

Teorema 4.2. Consideremos a aplica¢do

Ad : $* — SO(3)
q— Ad,

Entao Ad é um homomorfismo de grupos sobrejetivo, ou seja, Im(Ad) = SO(3)

Demonstracao.

Sabemos, pela proposicao 3.3, que se A € SO(3) entao A = Ry ,. Também, pelo
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resultado anterior, temos que COS% =a e

1
% . .

M= (bitcj+dk).
VErarg otttk

Entao

lal> = @*+0*++d” =1
2 ¥ 2 ¥

= cos” = +sin” —
2 "

Portanto sin% = Vb2 + 2+ d2.

Disto segue que

Sy b K c Y d .wk

sin%(n) —————— SN — 1 + ——=-In — ] + ———=15in —
2 VP +ct4+d: 2 VR 4dr 2 VR +24+d2 2
sin—(7) = bi+cj+ dk
Logo
q:cos%qLﬁ)sin%,

ou seja, Ad é sobrejetivo.

]

Como Ad é um homomorfismo de grupos, conforme provamos na proposi¢ao 4.9,
temos que a composicao de rotacoes consiste no produto dos dois quatérnions unitérios
que definem as transformagoes, ou seja, dados p,q € $* temos que Ad, o Ad, = Ad,,.
Pelo teorema anterior, temos que Im(Ad|ss) = SO(3). Disto implica que as rotagoes
com quatérnions preservam o produto interno, seguindo na preservacao de comprimentos

e angulos entre os vetores rotacionados.

4.3 Quatérnions, rotacoes e as relacoes com matrizes

Finalizando a anélise do método de produto de quatérnions para efetuar rotagoes, a
partir da transformacao Ad,, vamos deduzir as matrizes elementares de rotacao no espago.

De acordo com a proposicao 4.11 o angulo de rotagao é

0 = 2arccosa

COS— = a
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Por sua vez, quanto ao vetor eixo de rotacao, inicialmente consideremos a rotagao em
torno do eixo x. Entao ¢, = a + bi. Temos que ¢, é um quatérnion unitério, entao

a® + b?> = 1. Disto segue que b = sin g. Para encontramos as matrizes de rotacao vamos

aplicar cada um dos vetores da base {i,7,k}.

Adg,(1) = (a+

bi)i(a — bi)

= (ai —b)(a — bi)

= a4+ ab—ab+ b%4
= (a® +b?)i

Adg, (1) = i

Adg,(7) = (a+bi)j(a - bi)
= (aj + bk)(a — bi)
= (a® —b*)j + 2abk

Usando as relagoes trigonométricas

sin2a = 2sinacoso
. sin 2«
sinacosa =
2
Substituindo a por 3

sin ¢ .0 0

= sin = cos =

2 2 2
sinff = 2sin - cos—
2 2

cos(a + 3) = cosacosf —sinasinf
cos(2a) = cos®a —sina

0 0 0
cos(2§) = cos® . sin? )
0 0

cosf = cos®— —sin® =

2 2

Logo Adq,(j) = cos0j + sin Ok.



Adg,(k) = (a+ bi)k(a— bi)
= = (ak —bj)(a — bi)
= —2abj + (a® — b )k
Adq,(k) = —sin6j + cos Ok

A partir dos quatérnios, encontramos triplas ordenadas:

Adg,(i) = i+0j+0k=(1,0,0)
Adq,(j) = 0i+cosfj+sinbk = (0,cosf,sinb)
Adq.(k) = 0i—sinfj + cos0k = (0, —sin 6, cos0)

Notemos que estas triplas sao os vetores coluna da matriz rotagao.

Logo a matriz rotacao no eixo x é

1 0 0
Adg, = |0 cosf® —sinf | = R.(0)

0 sinf@ cosd

Consideremos agora a rotagao em torno do eixo y.

Aday(i) = (a+cj)ila—cj)
= (ai — ck)(a — ¢j)
= a% — ack — ack — %
= (a* — )i — 2ack

Adg,(i) = cos6i—sinbk

Adqy(j) = (a+cj)jla—cj)
= (aj —¢)(a—¢j)
= a*j+ac—ac+c?y

= (@ +c%);
Ade(j) =7
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Adgy(k) = (a+cj)k(a—cj)
= (ak + ci)(a — cj)
= a*k + aci + aci — *k
= (a* — Ak + 2aci
Adg,(k) = sin6i+ cosbk

Deste modo obtemos os vetores coluna de Adg,, vamos lista-los.

Adgy,(i) = cos0i+0j—sinbk = (cosf,0,—sinb)
Adg,(j) = 0i+ ez +0e3 =(0,1,0)
Adg,(k) = sin€i+ 05 + cosbk = (sin#, 0, cos )

Logo a matriz rotacao no eixo y é
cosf 0 siné

Adg,=| 0o 1 0 |=R,0)

—sinf 0 cos@

Finalmente consideremos a rotacao em torno do eixo z.

Adg.(i) = (a+dk)i(a— dk)
= (ai+dj)(a— dk)
= d% +adj + adj — d*i
= (a® — d*)i + 2adj
Adq,(i) = cosfi+ sindj

Adg.(j) = (a+dk)ja— dk)
= (aj —di)(a — dk)
= a*j —adi — adi — d*j
= (a* —d*)j — 2adi
Adg,(j) = —sinfi+ cosfj

54
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Adg.(k) = (a+dk)k(a—dk)
= (ak —d)(a — dk)
= a*k+ad —ad + d°k
= (> + )k

Adg.(k) = k

Vamos listar os vetores coluna.

Adq,(i) = cosbi+sinfj+ 0k = (cosf,sind,0)
Adq,(j) = —sinfi+ cosdj+ 0k = (—sin6,cosb,0)
Adq.(k) = 0i+0j+k=(0,0,1)

Logo a matriz rotagao no eixo z é

cos@ —sinf 0
Adg, = | sind cosf 0| = R.(0)
0 0 1

Verificamos nesta se¢ao que o método de rotagdo com numeros quatérnions é equiva-

lente ao método matricial, o qual faz uso das matrizes de rotacao elementares.
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5 Consideracoes finais

A partir da busca de Hamilton por métodos algébricos para o calculo de rotagoes,
desenvolveram-se dois métodos, um com nimeros complexos e outro com nimeros qua-
térnions. No espago, o método com uso de ntimeros quatérnions trouxe uma alternativa
ao método matricial, evidentemente apresentando vantagens e desvantagens a serem con-
sideradas conforme a aplicacao. Vale salientar que o método de quaténions pode ser bem
mais aprofundado, analisado e até mesmo relacionado com outras teorias. Abriram-se,
a partir de Hamilton, novas fronteiras ao estudo de métodos algébricos de rotacoes e

principalmente para construgao de novas algebras.
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