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Introducdo

O desenvolvimento de funcdes em séries de Taylor sdo ferramentas frequentemente utili-
zadas em dreas como Calculo e Anélise Numérica. Expressar fungcdes como a soma de termos
infinitos é uma estratégia muito util. Veremos neste trabalho que utilizamos tal ferramenta
para aproximar fung¢des ao redor um ponto, bem como, encontrar seus pontos de maximos e
minimos. Além disso, podemos aplicar os conceitos série de Taylor para estudar convergéncia

de métodos iterativos e, ainda, para buscar solu¢des de equacdes diferenciais ordindrias.
O trabalho divide-se em trés capitulos:

No primeiro capitulo, a discussao se da em torno das séries de poténcias. Bem como estudar
o comportamento de funcdes representadas como série de poténcias se faz necessério estudar
o raio de convergéncia para que tais representacdes existam. Portanto, com a finalidade de
entrar no tema principal estes foram os topicos abordados na primeira se¢ao, assim como alguns
teoremas que sdao fundamentais para o desenvolvimento em série de Taylor. A estrutura desse

capitulo estd baseada, principalmente, na referéncia [2].

No segundo capitulo, baseado nas referéncias [3] e [7] iniciamos os conceitos de expansao
em Taylor para fun¢des de uma ou mais variaveis. Este capitulo, dedica-se também a representagao
de uma funcdo através da soma parcial da sua série de Taylor (polindmio de Taylor) acrescidos
de um resto e do qual enunciamos um resultado importante, a Formula de Taylor. Além disso,

como consequéncia vimos alguns “formas”de restos que sao encontrados na férmula de Taylor.

O terceiro e ultimo capitulo, estd baseado em algumas aplicacdes, na Matematica, da ex-
pansdo em série de Taylor: aproximagado de funcdes ao redor de um ponto, maximos € minimos
de funcdes, convergéncia de métodos iterativos , resolucdo de equacdo diferencial ordindria

linear ao redor de um ponto ordindrio [9] e solu¢des aproximadas de equacdes diferenciais [[10].



1 Série de Poténcias

Algumas vezes se faz necessario representar fungdes por séries, mais especificamente série
de poténcias. Entretanto, € preciso definir série de poténcia, estudar as principais propriedades
e, além disso, verificar que uma classe restrita de fungdes sao representadas através da mesma.
O objetivo desta secao € abrir caminho ao estudo principal deste trabalho, isto é, o estudo da

Série de Taylor. A se¢do a seguir foi elaborada a partir da referéncia [2].

1.1 Série de Poténcias

Definicao 1.1.1. Seja a,, n > 0, uma sequéncia numérica dada e seja xy um niimero real dado.
A série

Z an(x—x0)" = ao+ay(x —xp) +a2(x—x0)2+...+an(x—xo)”—|—...
n=0

denomina-se série de poténcias, com coeficientes a,, em volta de xy(ou centrada em x).

Por exemplo,

X
X

n=0

¢ uma série de poténcias centrada xo = 0 e com coeficiente a, = -
n!

De certo modo, uma série de poténcias trata-se de uma série de polindmios com infinitos
termos. Veremos que func¢des definidas como séries de poté€ncias compartilham muitas propri-

edades semelhantes a dos polindmios.

1.1.1 Convergéncia das Séries de Poténcias

Para que valores de x a série de poténcias € convergente? A convergéncia € segura para

X = Xp, com soma em a,, € pode acontecer que seja o Unico ponto em que ela converge. O



proximo teorema destaca um propriedade muito importante das séries de poténcias.

—+oo

Teorema 1.1.1. Se Z ayx" for convergente para x = x1, com x| # 0, entdo a série convergird
n=0

absolutamente para todo x no intervalo aberto |—|x1|, |x1|[.

~+oo
Demonstracdo. Sendo, por hipétese, Z a,x'| convergente, segue
n=0
lim a,x] =0.
X—>+-o00

Tomando-se € = 1, existe um natural p tal que, para todo n > p,
andj] < 1

como "
X
|anxn’ = |anx'11| — 1>

resulta que, para todo x e todo natural n > p,

n

|anx"| <
X1

n
€ convergente. Segue do critério da comparacao que

+o0
Para |x| < |x1], a série geométrica Z
n=0

X

X1

o0
Z a,x" converge absolutamente para todo x, com |x| < |xi|. O
n=0

~+oo

Corolario 1.1.1. Se Z an(x —xp)" for convergente x = x|, com x| # xo, entdo a série conver-
n=0

gird absolutamente para todo x € (xo — r,xo+r), onde r = |x; —xp|.

1.1.2 Raio de Convergéncia

Objetivo principal desta secdo € definir raio de convergéncia de uma série de poténcias.

Contudo, antes, devemos discutir um teorema muito importante sobre convergéncia.

~+oo
Teorema 1.1.2. Seja a série de poténcias Z ax". Existem apenas trés possibilidades:
n=0
~+o0
I) ou Z a,x"* converge apenas para x = 0;
n=0
—+oo

II) ou Z ayx" converge absolutamente para todo x real;
n=0
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+oc0

III) ou existe R > 0 tal que a série Z apx" converge absolutamente para todo x no inervalo
n=0

(—R,R) e diverge para todo x, com |x| > R. Nos extremos —R e R a série poderd convergir ou

ndo.

Demonstragdo. Seja A o conjunto de todos os x > 0 para os quais a série converge
1° caso. A = {0}

Se a série convergisse para algum x; # 0, pelo teorema anterior, convergiria, também, para
todo x € (—|x|, |x|), que contradiz a hipétese de A = {0}. Logo, se A = {0} a série convergird
apenas para x = 0.

2%aso. A = (0, +o)

Para todo x real, existe, x; > 0 tal que

x| < x1.
~+oo
como a série Z ayx| é convergente, pelo teorema anterior, a série convergird absolutamente
n=0

para todo x, com |x| < xj. Portanto a série convergird absolutamente para todo x.
3%aso. A # (0,4+) e A# {0}

Se, para todo r > 0, existisse x; > r tal que
~+oo
2"
n=0
fosse convergente, pelo teorema anterior, a série convergird absolutamente para todo x, que
contradiz com a hipdtese A # (0, +o0). Portanto se , A # (0,+o0), entdo A sera limitada superi-

ormente; logo, admitird supremo R:

R =supA

Como A # {0} teremos, evidentemente, R > 0. Sendo R o supremo de A, para todo x com |x| <
R, existe x; € A. Resulta, novamente do teorema anterior, que a série converge absolutamente
para todo x € (—R,R).

~+oo
Agora suponhamos que a série Z a,x"* convirja para x = x1, com xj # 0 e divirja para x;,
n=0
se |xa| < |x1| entdo pelo teorema anterior x, converge, e isto é contradi¢do com a hipétese, logo
~+oo
|x2| > |x1|. Como R é o supremo de A, entdo para |x| > R a série Z a,x" € divergente. O
n=0
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Observacao 1.1.1. Considerando que a série seja Ji an(x —xg)", com uma simples mudanga
de varidvel, por exemplo, x —xog =y e aplicando on?eoorema acima entdo existe, também, trés
possibilidades:

) ou a série converge para x = xy;

II) ou série converge para todo x;

D) ou existe R > 0 tal que a série converge para todo x € (xg — R,xo + R) e diverge para

|x —x0| > R. Nos extremos xo — R e xo + R a série poderd convergir ou ndo.

Agora, podemos definir o raio de convergéncia:

~+o0
Definicao 1.1.2. Dada uma série de poténcias Z an(x —x0)", seu raio de convergéncia é um
n=0
valor (finito ou infinito) dado por
o0
R = {sup|x—xp|: Z an(x—xp)" converge }.
n=0

E ainda denominamos o intervalo (xo — R,xo + R) de intervalo de convergéncia da série de

poténcias.

O exemplo a seguir nos fornecerd uma férmula para o cdlculo do raio de convergéncia da

~+oo
série de poténcias da forma Z an(x—xp)".
n=0
o0
Exemplo 1. Seja a série de poténcias Z an(x —xp)" e suponha que a, # 0 para todo n > p,
n=0

onde p é natural fixo. Mostre que o raio de convergéncia da série é

R= lim |-

n—y—-oo

an+1

desde que o limite exista, finito ou infinito.

Solugao.

Apliquemos o critério da razdo para série de termos quaisquer.

n+1

) an+1(x—xg ) Ap+1
lim |2 ( ) = |x—xg| lim |2*
n—+eo | ay(x—xp)" n—+o | ay
. ap+1 , . .. .
Se o lim = 0, a série convergird absolutamente para todo x. Neste caso o raio de
n—4oo | Ay,

convergéncia € +oo:
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) a
R = lim L | =4
. an+1 .
(Observe que lim "=0< lim = oo
n—rtee | ay n—+ee | dpy]
. ap+1 4 . s
Se lim = +oo, a série convergira apenas para x = X
n——+te | a,
, a
R= lim 1=0
n—+e |yt
. a —|—1 . . ] sz
Se lim |———| for finito e diferente de zero, a série convergird absolutamente para todo x
n—4oo | Ay,
tal que
. an+1
lx—xo| lim |———|<1
n—+e | ay,
ou seja, convergird para todo x tal que
lx—xp| < lim =R,
n—+tee | Ay

e divergira para |x — x| > R.

O raio de convergéncia da série

~+o0
Z an(x—xp)"
n=0

onde a, # 0 para n > p (p fixo), é dado pela formula

ap

R = lim

n—r—+oo

(1.1

an+1

desde que o limite exista finito ou infinito.

1.2 Fungoes Dada Como Série de Poténcias

Como ja citado na introdugdo deste capitulo, fun¢des podem ser representadas por série
de poténcias. Mas por que expressar funcdes como uma soma de termos infinitos? Na ver-
dade, essa estratégia € muito util. Nos proximos capitulos deste trabalho, quando adentrarmos
em Série de Taylor (uma classe restrita de série de poténcias), tal condicdo nos auxiliard em

calculo de integrais que nao possuem primitivas, resolu¢des de equagdes diferenciais e aproxi-
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mar fungdes por polindmios.

Uma série de poténcia, se convergente para todo x ou para algum R > 0 tal que |x —xp| < R,

pode ser expressa como uma fun¢do f e podemos escrever

flx)= g)an(x —xp)".

A série € dita uma representacao da funcdo f no intervalo de convergéncia e é chamada de
expansao em série de poténcias da fungdo f no ponto xy. E ainda, podemos definir o dominio

de f como sendo o intervalo de convergéncia da série.

Exemplo 2. Determine o dominio da funcdo f(x) = Z nx':
n=0

Solugdo:

A série que representa a fungdo f esta centrada no ponto xg = 0, além disso, o dominio da

func¢do sdo os valores no qual a série converge, isto €,

x| < R, onde R é o raio de convergéncia.

Logo, pela férmula do raio de convergéncia

. ) n
R = lim = lim =1
n—oeo | 1 n—oo | pn 41
Assim, para |x| < 1 a série converge.
. B L n. g s ~
Nos extremos x = 1 e x = —1, as séries Z ne Z (—1)"n divergem (pelo critério da razao
n=0 n=0

de termos quaisquer [2]). Portanto, o dominio da fun¢io f é o intervalo (—1,1).

1.2.1 Diferenciacao e Integracao de Série de Poténcias

Uma vez que a funcdo é representada por uma série de poténcias ela compartilha teore-
mas semelhantes aos das funcdes polinomiais, como por exemplo, duas que veremos a seguir:
diferenciacdo e integracdo. As demonstracdes dos teoremas estdo dispostas em [4].

+oc0

Teorema 1.2.1. Se a série de poténcias Z an(x —x)" tiver um raio de convergéncia R > 0,
n=0

entdo a funcdo f é definida por

+oo
fx) = Zoan(x—m)”



é diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (xo — R,xo+R) e
(i)
/ « 1
fx)= Z na,(x —xp)"
x=1

(ii)
/ +oo (x_x())n—H

X)dx=c+ ) a
f@) o " ont1
Os raios de convergéncia da série de poténcias nas Equacoes (i) e (it) sdo ambos R.
oo x2n
Exemplo 3. Calcular a integral / Z (=1)" o
o (2n)!

Solugdo:

Integrando a solu¢do conforme proposto no teorema acima temos:

/ PSSl

n x2n+1

X2 > "
(2n)! :C+,§)(_1) Qn+ 1)l

Ainda, podemos verificar que R € igual para as duas fungdes.

14

(1.2)

(1.3)
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2 Série de Taylor

Como vimos anteriormente podemos expressar uma fungdo em série de poténcias. Na ver-

dade, o préximo objetivo € verificar que a expressao
v n . . .. f(”) (Xo)
flx)= Z a,(x —xp)" pode ser reescrita tal que seu seu coeficiente a, seja igual a T
n
n=0

2.1 Expansao em Série de Taylor para Funcoes de uma Variavel

Inicialmente vamos supor que a funcdo f tem derivadas de todas as ordens e que possa ser

representada como uma série de poténcias, com raio de convergéncia R. Assim,

—+oo

flx) = Zan(x—xo)”:ao—i—a](x—xo)+a2(x—x0)2—|—a3(x—x0)3+~~
n=0
para |x —xo| <R.

Primeiramente, aplicamos x = xo nas f(x), f'(x), f”(x), até sua n-ésima derivada f")(x) e as-

sim obtemos:

ap = f(X()); a = / i)‘C()) a) = f (X())

. _f”’(xo)
o BT T3 0

e conforme segue o padrdo notaremos que:

f(n) (x0)

n!

an:

Agora, vamos adotar por conven¢do que f O =re podemos descrever o resultado acima

da seguinte forma:
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Se f possuir uma expansdo em séries de poténcias em torno do ponto xo, isto €,
~+oo
flx)= Z an(x—x0)"  |x—x0| <R
n=0

entdo seu coeficientes sao dados pela férmula

Em outras palavras se f tiver uma expansao em série de poténcias centrada em xp, entdo ela

deve ter a forma
o0 f(n) (XO)

o x)! 2.1)
« nl

A série da equagdo acima é chamada série de Taylor da func¢io f centrada em x.

No caso mais particular, para xo = 0, a série tem a forma

+oo £(n)
s =y E

e recebe 0 nome de série de Maclaurin.

Entretanto, propomos anteriormente que se f puder ser representada como séries de poténcias
em torno do ponto xg, entdo f serd igual a soma de sua série de Taylor. Agora, dada uma func¢édo

como garantir ela possa ser representada por uma série de Taylor?

Se f(x) é igual a soma de uma série, entdo f(x) convergira para o limite das somas parciais

dessa série. E, digamos que 7;,(x) é a soma parcial da série:

n i) (x _
mnzziiﬁwﬁw (2.2)

|
i=0 b

onde 7,(x) é um polindmio e denominamos como polinomio de Taylor de grau n centrado em

xo. Em outras palavras
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Assim, conforme n tende ao infinito a soma parcial dos termos do polindmio de Taylor é uma

aproximagdo da f(x), isto é, f(x) ~ T,(x). Ainda, podemos escrever

onde R, (x) é o resto(ou erro de truncamento) da série de Taylor. E de maneira equivalente
f(x) = Ta(x) + Ry (x).

A seguir apresentaremos o teorema que expressa formalmente nossa anélise:

Teorema 2.1.1. Seja f uma funcdo com derivada de todas as ordens e f(x) = T,(x) + Rn(x),

onde T, e polinomio de Taylor de grau n centrado em xg e

lim R,(x) =0

n—r+oo

para todo |x — xo| < R, entdo f é igual a soma da sua série de Taylor no intervalo |x — xo| < R.

Demonstragdo. O teorema acima sugere que se, de alguma maneira, pudermos mostrar que
+oo rn
X
R,(x) = 0 quando n — +oo, entdo f(x) = Z &
n!
n=0
representada por uma série de Taylor. De fato, pois

(x —xp)", ou seja a fung¢do f pode ser

lim 7,(x) = lim [f(x) —Rn(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x).

n—r—+oo n—r+oo n——+oo

2.2 Foérmula de Taylor

Vimos que f(x) = T,(x) + R,(x), onde R,(x) é o resto da série de Taylor e T,(x) é o po-
lindmio de Taylor de ordem n. E ainda, se conseguimos mostrar que nngrrlen (x) =0, entdo a
f pode ser representada através de sua série de Taylor em torno de um ponto xg, ou seja, para
|x —x0| < R (R raio de convergéncia). A seguir, baseado na referéncia [6] e na [3], faremos

andlise sobre a fun¢do f quando possui apenas derivadas até ordem n + 1.
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2.2.1 Formula de Taylor com Resto de Lagrange

Teorema 2.2.1 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange). Se f : [a,b] — R uma fungdo com
n derivadas continuas e f"+Y) definida em todo (a;b). Seja xo € [a,b] entdo existe & entre xg e

x tal que

(n+1)
(x—xo)* + —f(n+ 1()&‘) (x —xo)" ! (2.3)

L5

O Foérmula de Taylor com Resto de Lagrange, na verdade, pode ser visto como uma ex-
tensdo do Teorema do Valor Médio[3]]. Ou seja, se uma fun¢éio F continua em [a,b| e dife-
F(b)—F(a)

b—
segue a mesma ideia, isto é, tomar uma fung¢ao em que seja valido o Teorema de Rolle.

renciavel em (a,b), entdo existe um ¢ € (a,b) com F'(c) = . E sua demostragdo

Demonstracdo. Consideremos a fungao

n g(k)
F(1) = £(x) — £() —kzlf

Assim devemos encontrar um A tal que F(xg) = 0. E ainda, temos que F(x) = 0, logo, F(x) =

— ) = A(x—1)""! com ¢ entre xg e x

F(xp) = 0. A fung¢do F € continua e diferencidvel no intervalo [a, b], portanto pelo Teorema de
Rolle existe & entre x( e x tal que F'(&) = 0.

Derivando a fun¢@o F(¢) encontramos:

iy o d ><>_k),tn1x_n
F'(r) k;dx( . O | + A+ 1) (x—1)
n k+1 (k)
F'(t) = k;( )k—fk!(t)k(x—t)k_l>+7L(n+1)(x—t)”

~
—
~
~—

n fl) (k)
Z( 100, x_r>k+é_—<1’))!<x—r>k—l> P+ 1) (1)

N

-~

série telescopica

Entdo, a soma da série telescopica é:

n (k+1) (k) (n+1)
;( S0 x—t)k+(£_<1t))!(x—t)kl> = - Ly
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Logo,
n+1
F'(t) = —W(x—t)"wl(nﬂ)(x—z)"
Portanto parat = 5 temos:
(n+1) (n+1)
0=r(e)= IO ey amine-gyrsa=tE)

n! (n4+1)!

Retornando a fungao e substituindo o valor A

n f(k)l‘ . f(n—H) £ .
PO =10 10~ £y - TS

E para r = xp, entdo F(xp) = 0, por hipdtese concluimos que

_ = ) w, L)
£ = Fo) + X == =0+ oy

n+1

(x—xp)
Para & entre x( e x. O

Observagdo: O Teorema de Taylor com Resto de Lagrange garante simplesmente que
existe uma funcdo para o resto e que seu valor existe para algum nimero entre x e xg. Porém,

na prética, um dos problemas comuns é determinar £ entre x e x( para encontrar o valor de

ForNE).

2.2.2 Foérmula de Taylor com resto da Integral

O resultado a seguir mostra que se f possui derivada até aordemn+1e f (n+1) for continua
. _ . o " (x0) ny L7
num intervalo aberto, entdo f pode ser reescrita como f(x) = Z —'(x—xo) +— ] (x—
n! n!
n=0 X0

£)" £ (£)dt, onde t é um ponto entre xg e x.

Teorema 2.2.2 (Férmula de Taylor com Resto da Integral). Se f ("+1) continua sobre um inter-

valo aberto I que contém xg, e para todo x pertencente a I, entdo

mm—l/%—wﬂﬂwW 2.4)

n! Jx

Demonstragdo. Temos que f(x) = T,(x) + R,(x) e usaremos indugdo matemadtica para mostrar

o resultado. Entdo paran =1,

Ry = f(x) = Ti(x) = f(x) = f(x0) — f'(x0) (x — x0)
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X

e pela hipétese devemos obter a integral [ (x —t)f”(t)dt. Assim, usando o Teorema Funda-
. . 7%
menta do Calculo e a técnica de integracao por partes com:

u=x—tedv=f"(t)dt, assim du = —dt e v= f'(t). Entdo

[a-nswi = w-nrop,+ [ o

= 0—(x—x0)f (x0) + f(x) — f(x0)
= f(x) = f(xo0) — f(x0) (x — x0)
= f(x)—=Ti(x) =R;(x)

Portanto, o teorema € valido para n = 1. Agora, vamos supor que vale para n = k e assim

1 X
R = [ =)D ey
- J X0
E queremos mostrar que vale paran = k+ 1, ou seja,
1 * k1 p(k+2)
Reild) = gy / (x— 1)1 D (1)

Novamente integramos por partes com
u=(x—10)"1edv=f*2(r). Entdo du = —(k+1)(x—t)* e v = f*t1(r), assim

ﬁ/x(x_t)k+1f(k+2) (t)dt _
= (k_:1)!(x—t)k+1f(k+1)(t)]§0+%/x:(x_t)kf(k+l)(t)dt
= 0— k i 0! (X—xO)k“f(k“)(xO)+%/x:(x—t)kf(k+1)(t)dt
(k1) (x
= f(,: () )(X—Xo)k+1+Rk(x)
S T ERALC NS

kit 1)!
= f(x) = Tip1(x) = Ryp1(x)

Logo , vale paran = 1 e para n = k+ 1, entdo por indu¢@o matemadtica o teorema € verdadeiro

para todo n. [
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2.2.3 Formula de Taylor com Resto de Cauchy

Nesta sec¢ao visando ampliar o estudo sobre as formas de expressar o resto na Férmula de
Taylor apresentamos a seguir mais um resultado que, também, se encontra em alguns livros

académicos.

Teorema 2.2.3 (Férmula de Taylor com Resto de Cauchy). Se f : [a,b] — R uma fun¢do com n
derivadas continuas e f"t1) definida em todo (a;b). Seja xo € [a,b] entdo existe N entre xo e x

tal que

n ) (n+1)
f =y T i e 25)
Lo .

Demonstracdo. A fungdo f, por hipétese, tem n+ 1 derivadas continuas no intervalo (a,b) que

contém xg e x. Portanto, é valido o teorema com resto da integral. Logo,

X (x—1) (n+1)
= [ 0L

0 n!

para algum 7 entre x e xg. Pelo Teorema do Valor Médio para integrais [3]], a hipdtese assegura

a existéncia de um 1 entre x e x, tal que

I / o Dwde _ fU00)
xX—x0 Jxo n! - nl n
sendo assim, o resto pode ser representado também por:
(n+1)
R =20 (),

como f(x) = T,,(x) + R, (x), temos que

n 0 (xp)
- ZTO

o (n)

e (r= o)+ =) (= o)

k=0

]

Observagdo: a mesma dificuldade de encontrar o & para a Férmula com Resto de Lagrange,
também, acontece quando precisamos encontrar o 1] para a Formula com Resto de Cauchy.
Usualmente, o que se faz é procurar uma fun¢do que limita a fung¢do do resto e assim fazer uma

estimativa do erro.
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2.3 Expansao em Série de Taylor Para Funcao de Duas Variaveis

O objetivo presente nesta secdo, baseado na referéncia [7]] , é elaborar uma anélise sobre
como a série de Taylor pode representar uma funcdo com duas varidveis. Basicamente, o ra-
ciocinio € fazer analogia a fun¢des de apenas uma varidvel atendo-se ao fato que suas derivadas

sdo parciais.

2.3.1 Expansao em Série de Taylor de 2* Ordem

Assim como uma fungdo f(x) pode ser aproximada através do polindmio de Taylor de
segunda ordem, isto é, f(x) ~ T>(x), procura-se uma expressao que aproxime a fungio z(x,y)

tal que z(x,y) = Tr(x,y).

Inicialmente, seja z = z(x,y), fungdo com duas varidveis. E, digamos que x e y entdo em
funcdo de uma varidvel ¢, ou seja, x = x(r) e y = y(r). Assim, como z estd em fungdo de x e y
é correto dizer, também, que z estd em fungdo de ¢z, logo z = z(¢) = f(x(¢),y(¢)). Além disso,
z possui derivada (se existir), em relacio a z. Para extender para o cendrio de duas varidveis

devemos tomar x(1) = xo +tAx e y = y+tAy, onde Ax e Ay sdo constantes. Portanto, X' (1) = Ax,
y(t) =Ay, X" (t) =0,y"(t) =0.

Entdo pela regra da cadeia a primeira derivada em relacdo a ¢ é:

O oy 1 21

20 = Se0.00)F + 5 6050)
of

= 5-((0), y()x (1) + ‘;—f<x(t>,y(t))y’(t)
)

- %(x(l), y(1))X' (1) + a—y(x(t),y(t))y’(t)

= %(x(t%y(t))Ax—f— a—(x(t),y(t))Ay (2.6)

dy
dt
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E a segunda derivada de z em relagdo a t:

d

) = 220
= & |0+ E 050w )
S AE L CE OOl A ARORTONG]
L0000 O]+ 500 0 )
Lo 0]+ e o] e
e recordando que % — ;y%c, teorema das derivadas mistas [7], a expressdo pode ser

simplificada para:

2 2 2
() = 20O AP+ 25 L G0 T sm@? 28

Agora, se z = f(x,y) é uma fungdo de duas varidveis que é diferenciavel numa vizinhanca

proxima do ponto (xg,yp), entdo queremos encontrar um polindmio 75 que satisfaca

f(xvy) ~ Tz(X,y)

quando (x,y) estdo suficientemente préximo de (xg,yo), ou seja, quando (x —xp) e (y —yo). E,

assim devemos tomar:
Ax = (x—x0) e Ay = (y—Yo)

Logo,

2(1) = f(x(1),5(1)) = f (%0 + tAx, y + 1Ay)

E importante observar que

f(xy) = flxo+ (x—x0),y0+ (y —y0)) = z(1)
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Pela Férmula de Taylor temos que

2(t) = z(to) +2'(t0) (t —10) + %Z"(to)(t ~10)? +Ra(1)

Entdo, parazg =0

) =21) & 2(0)+Z(0)(1-0)+ 3" (0)(1 -0
Z”(O)

= z(0)+Z(0)+ (2.9)

Portanto,
z(0) = f(x(0),y(0)) = f(xo+0(x—x0),y0 +0(y—y0)) = f(x0,¥0)

Da equacgdo (2.6),

E finalmente, da equaciao (2.7)

2 2 2
2(0) = 5 :(0).5(0) (8 + 2.5 L (x(0).5(0) sty + 5 (x(0).5(0)) (42

Substituindo z(0), Z'(0), Z”(0) na aproximagéo da férmula (2.9), e recordando que Ax =

(x —xp) e Ay =y — yp, obtém-se:
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d d
flx,y) =~ f(xo,yo)+a—ip(xoyyo)(x—xo)ﬂLa—]yp(xo,yo)(y—m)
19?2 02
+ Ea—x];(xo,yo)(x—xo)er ax;y(m,yo)(x—xo)(y—)’o)

82
+ Tyéc(xo,yo)(y —0)?

E conforme a férmula de Taylor, também, escreve-se:

Exemplo 4. Qual o polinémio de Taylor de segunda ordem centrada no ponto (1,1) para fungdo

x*cos(y)?

Solucao:

Calculando as derivadas parciais de primeira e segunda ordem e utilizando a férmula acima

obtemos o resultado:

Peos(y?) =~ cos(l)—Ssen(l)(y—1)+2(x—1)cos(l)—§cos(1)
— 3sen(1)(y—1)?—6(x— )sen(1)(y— 1)+ (x— 1)*cos(1)

2.3.2 Expansao em Série de Taylor de n-ésima Ordem

Na se¢@o anterior, a fungdo f(x,y) foi aproximado até a segunda ordem do polindmio de
Taylor, isto é, f(x,y) ~ T>(x,y). Agora, queremos expressar f(x,y) = T,(x,y) + R,(x,y), onde
T,(x,y) é a n-ésima ordem do Polinémio de Taylor da funcdo f, e R,(x,y) é dito o resto da

n-ésima ordem do polindmio.

A ideia se conserva a mesma aplicada anteriormente, porém, pela féormula de Taylor basta

aproximar a fun¢do z pela k-ésima derivada, ou seja,

(k) (1)
k!

(t—10) + R, (1)

) =Y,

k=0

E ainda, parafy) =0
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Entao precisamos encontrar a k-ésima derivada de z em relag@o a ¢ e aplicar o ponto typ =0
Ainda, no caso em que Ax

= (x—x0) e, Ay = (y— o) e z(t) = f(xo+1Ax,yo+1Ay), a fungdo f
vai ter sempre derivada em relacdo x e y. Logo

Lok 9t ; :
(1) = ;ﬁ Fxiayi FO YD) (x=x0)'(y =)’

ak
Quando calculamos a k-ésima derivada f
dxdx --- dydy
N~~~ ——

todas as parciais mistas s3o permutacoes
i vezes

j vezes

dx e dy, sendo assim, uma permutacéo repetida com i € j elementos. Portanto a quantidade de
k! okf
parciais mistas nesse caso é —

i1 9xidy ]( x(t),y(t)). Aindai+ j=k = j=k—i,eassim

! k
) (1) = k! o“f

T axiay] ) =20 (=)

™=
(=)

(2.10)
Entdo a z(¥ (t) aplicada no ponto 7y = 0 é igual a
k k
k! o“f ; _
Z (k1)1 iy - (x(0),(0)) (x —x0) (y — yo)*
k k! 8kf )
= L auay o0 rm00) =y 2.11)
Substituindo essa equacao em
n Z(k) (0)
fla) =2(1) = X S 4 R0
obtemos uma expressao para a Férmula de Taylor de n-ésima ordem
L& k! okf . .
fey)=), =) = (x0,50) (x = X0)' (y = ¥0)* T + Ru(x,) (2.12)
kzokzgo k— i) dxigyk— ? "
com resto R, em funcdo das duas varidveis x e y
Entretanto, quando liin Ry(x,y) =0
n-+oo
Rl | k k! akf
=Y Ly
=0k =

kD)1 amigyk 0 0) —x0)"(y = o) (2.13)
Além disso, conforme fora visto na se¢ao 2.2.1 uma funcdo de apenas uma varidvel pode
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ser expressa através da formula de Taylor com resto de Lagrange. Analogamente, conseguimos

uma expressao que represente uma fungdo de duas variaveis. [S]

Teorema 2.3.1. Suponha que f(x,y) e todas suas derivadas parciais de ordem menor ou igual
a n+ 1 sejam continuas em D = {(x,y)/a < x < b,c <y <d} e seja (x9,y0) € D. Para cada

(x0,v0) € D, existem & entre x e xo e & entre y e y tais que

f(x,)’) = Tn(X,y) +Rn(x7Y)

em que
1 k! ok f

k
_ - : . ify, k—i
Tn(x7y) - k§_0, k! 12_0, l'(k— l)’ axiayk_l' (-xay) (X )C()) (y yO)

1 n+1 1! ontl ' .
Fuled) = G & i‘(fzn-:_l zi)' axiayn+f1—i(51=52)<x—xo)’(y—yo)”“".
ni=o b -

Exemplo S.

A representacdo paran =2 é

d d
Fl) = fGa0.30)+ 5 0.30)(r=30) + 5 G0.30) = 30)

192 22
+ 55030 (s — 30+ 510,50 (x = 10) (= 30)
b 2L o) (5 =0 + Rafiy)
€
1w 2 of i 30
Rn(xay) - 5,‘:() (3 _ i)! axiay3_i<§la€2)(x_x0) (y_yO)

2.4 Expansao em Série de Taylor para Funcoes de Varias
Variaveis

Como pode-se imaginar, assim que o nimero de varidveis cresce a expressao que aproxima
a fungdo pela série de Taylor também cresce. Se f : R”™ — R uma fun¢@o com derivadas de todas
as ordens n numa vizinhanga préxima ao ponto (ay,as,...,a,) a série de Taylor que representa

f € dada por:
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f(x17x27 ---;xm> -

=21 k k! K f(x1,X2, 0, %)
L

|

= i im
= T —— —= (x1 —ay)"...(Xm — am)
| | i in i
n=0"" i fir o tip=k 1112 Im: axl 9)62 .Oxm

Analogamente a fungdo com duas varidvel, dada uma fungéo z tal que z = z(x1,x2, ..., Xn)
e ainda que x; estd em fungdo de uma varidvel t, isto &, x; = x;(t) paratodo j =1,2,...,m. Da

mesma maneira, pode-se dizer que

2(t) = f(x1(2),x2(2), ey X (1))
Ainda, assume-se para um caso especial em que x;(t) = a; +t(x; —a;), para j = 1,2,...,m.
Entdo, z(1) = f(x1(1),x2(1), ..., xm(1)) = f(x1,%2, .0, Xm)
Logo, da férmula de Taylor temos que :

k!

~—

(1 —10)" + Ra(r)

(ngE

z(r) =

k=0

Entdo, aproximando o valor z(1) através da série de Taylor centrada no ponto 7y = 0, obtém-

se que:
n k) (o
Z
(1)=Y ks)(l—O)k—l—Rn(t)
k=0 :
n (k) (0
Z
=y k0
k=0 :
Portanto,
Z(1) = f(x1,%2, s Xm) = (2.14)
k k! 9%f(x1, X2, Xm)

(x1 — al)i1 (X —am)im

i 1
T L il i1 A iy
k:Ok' ll+12++lm:k ll '12""11’}1' axl axZ ...a.XyZ1

+R,(X1,X2, 0 Xn)

E importante observar que

Z0(0) = Zk: k! 9% f(ay,....am)

TR i i

(x1 —ay)...(x —ap)™
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onde a generalizacdo da derivada Z(K) (t) é obtida a partir de uma anélise de combinagdes tal
k! . C ~ - ~
- ¢ a quantidade das parciais mistas (permutacdes com repeti¢do) para a fungdo
AR
1

2(1) = f(x1(1); s (0))-

Portanto, a partir dos resultados acima para f : R”™ — R uma funcdo n vezes diferencidvel

que

numa vizinhanga préximo a um ponto (aj,as,...,a,) pode ser representada pela féormula de

Taylor da seguinte forma:

Flx1,x0,.0x) = (2.15)
! Zk: k! 9% F(xy,x2, ., Xm)

Ok' i +int .. Aim=k i 'lZ'Zm' 8x’118x1228xf,’$
+R(x1,X2, s Xm)

(x1 —ay)" (X — @)™

E ainda quando n tende ao infinito e R, (x1,x2, ..., X;;) tende zero , entdo temos uma representacao

em série de Taylor para f e logo

f(x17x27"'7xm) = (216)
iy | k k! K f(x1,x2, ., %)

nooX

- TRILS N P i i i
k=0 " i\ tint A=k L1125 lm> x| 9x7...0xy;

(x1 — al)il (xm — am)im.
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3 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos algumas aplicacdes da série e da férmula de Taylor. Entre elas,
a mais fundamental e usada em Calculo Numérico € aproximagdo de fun¢des. Em seguida, con-
vergéncia de métodos iterativos, estudo sobre 0os mdximos e minimos e, solugdes de equacdes

diferenciais ordinarias.

3.1 Aproximando Funcoes por Série de Taylor

Um exemplo cldssico, mas que permite estudar com afinidade o comportamento da aproximagao

por série de Taylor, é o da fungio exponencial f(x) = ¢*. E sabido pela férmula de Taylor que

n (k)

f(x) =T,(x)+Rn(x), ou ainda que f(x) ~ T,,(x), onde T,,(x) = Z f k('xo)
k=0 :

(x—xo)¥. Avaliando

as derivadas da funcao f ao redor do ponto x(, temos que:

) = 1

f) = ¢ =1
) = e o=t
e = e )=t

f) = & fM0)=1



E assim encontramos os polindmios de Taylor:

14+x

| x
+x+5

1 x2 .x3
+x+5+§

2

3 4

X X X
I+x+ =+ +=

2!

2

3t 4!

3 X'

X X
1—|—x+——|———|—...+;

2!

3!
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A figura abaixo mostra que ao aumentar o valor de n , T,,(x) parece se aproximar da fung¢ao

e*. Isto sugere que para n suficientemente grande e seja igual a soma de sua série de Taylor.

(c) Tz3(x)

Figura 3.1: Fungdo Exponencial e seus polindmios de Taylor

(d) Ty(x)

De fato, quando n for suficientemente grande a funcdo f serd igual a soma de sua série

de Taylor préximo ao ponto xo = 0. Na verdade, a aproximag¢do ’é boa’quando analisamos
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um intervalo proximo ao ponto em que a série esta centrada. Caso contrario, se analisamos o

intercalo (—2,—1) percebemos que o polindmio de Taylor ndo se ajusta tdo bem”a fungdo f.

Agora, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange escrevemos a fungdo e¢* como:

para algum & entre O e x.

Sendo assim, € valido que

‘x‘n+l

Quando n tende ao infinito r}gl’olo et CESl =

De fato, para x > 0, temos que €5 <& pois & € (0,x) e logo 0 <, e assim

n+1 n+1
O<ed <ot
(n+1)! (n+1)
n+1 xn—H
e o lim ——— =0 e logo pelo teorema do confronto lim e® =0
n—oo (n—|—l)! n—reo (l’l—l—l)!

Se x < 0, entdo €5 < ¥ =1, pois & € (x,0) e portanto

n+1 n+1
o<t M
(n+1)! " (n41)!
n+1 n+1
Assim lim =0, logo, lim = (0. Pelo teorema do confronto e de maneira
n—eo (n+1)! n—e (n+1)!

xn—H

andloga ao limite anterior lim e* =0
n—eo (n+1)!

+1

Conclusdo, quando n tende ao infinito o lim Pl
n—eo  (n+1)!

teorema (2.2.1) a fungdo e* € igual a a soma de sua série de Taylor. Isto é

= 0 para todo x real, e logo pelo

ok
x
X
e = kz_o ] ,para todo x .

Exemplo 6. Encontre a série de Taylor centrada em xy = 0, para a funcdo f(x) = a*, com

a>0.
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Solugdo:
Para encontrar a solu¢cao podemos usar um resultado de logaritmo que nos diz que:

a = exlna

© N
u .
Agora, e = Z — convergente para todo u real. Assim, se u = xIna, obtemos
n=0 n
(xIna)"

n!

(]
a = exlna — Z

n=0

logo,

= (Ina)”
X n
R

Além disso, a convergéncia da série é vdlida para todo x real.

Tabela de séries de Taylor centrada em xy = 0

Diversas funcdes elementares, assim como e*, podem ser reescritas como soma de sua série

de Taylor. Segue abaixo uma lista com as principais fungdes em torno do ponto O (série de

MacLaurin).

f(x) Série de Taylor

e’ Z ﬁ R=ow

n=0"""
1 (o]
)Cn R =0
1—x a0
0 2n+1

sinx Z(—l)"— R=c0

oo . x2n
COSX ,;)<_1) 0] R=c

oo x2n—|—l

tan~ ' x (—1)" R=1
oy 2n+1

1 1 —1)" R=1

Rk | L

(4% | YW R=1

Além do mais, as funcdes acima podem ser combinadas com outras gerando novas séries

de Taylor. Este € o caso que serd observado no exemplo a seguir.
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1
Exemplo 7. Estime o valor da integral / xcos(x3)dx.
0

Solugao:

oo 2n
E verdade que cosu = Z (—1)”% , para todo u. Assim, basta fazer uma mudancga de
n=0 n).:

varidvel,isto é, chamar u = x°. Portanto,

1 1 = Ko+l
para todo x. Reescrevendo a integral / xcos(x>)dx = / Z (—1)" dx.
0 0 :

E como uma série de poténcia € integravel, temos

1 o nx6n+1 o0 . x6n+2 )
/0 L) gy = };)(—1) CESIEIL
16n+2 o0

= LV Gy &0

1

= ;)(_1>n(6n+2)[(2n)!]

n

Portanto,

1 g u 1
/Oxcos(x3)dx = Z(—l) Gt 2]

n=0

L1 |

b b 04404
2716 T 336 14400 T 0

3.1.1 Aproximacao para Funcao de Duas Variaveis

Esta secdo dedica-se, na pratica, como acontece a aproximacao de uma funcdo com mais

de uma variavel através de seu polinomio de Taylor.

E verdade pela férmula de Taylor que f(x,y) = Tp(x,y) + Ru(x,y), e ainda que f(x,y) ~
T,(x,y), para uma fungio definida f : R*> — R. Entretanto, pelo teorema (2.3.1) se f possui
n+ 1 derivadas parciais préxima a uma vizinhanga de um ponto (xg, o), entdo

1 k! ok f

_ o : . iy, k—i
Tn(xvy) - ,;()k' L] l'(k— l)‘ Digk—i (-x07y0)(x XO) (y yO)
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e claramente,

fo e Y Ly R s — )t
Y N,gg)k!i;gi!(k—i)!axi&yk—i H0YORE IO

A maior dificuldade de estabelecer as aproximagdes € encontrar as derivadas parciais da
funcdo. Nao ¢ uma tarefa dificil mas requer muita atencdo. Na prética usa-se os softwares
matematicos para obtencao dos polindmios de Taylor. Porém, nesta se¢ao utilizamos peque-

nos’’valores para n com intuito de compreender a estrutura desta parte do trabalho académico.

Exemplo 8.

Seja a func@o f(x,y) = sen(xy) e vamos aproximar através do polindmio de Taylor de grau
T
1, =

em torno do ponto . Logo, pela férmula de Taylor:
2 d 3 L la férmula de Tayl

fxy) = Thxy)

B(xy) = ,;)%g)i!(kkii)!ax?ak;—i“’g)(x_l)i(y_%)ki
- s+ Eade-n+ZLado-3
boaad 0 De- 0t 20 D ne- D
b= 17

As derivadas parciais sdo:

%(W) = cos(xy)y %(1, §> - %

Uey=eoiore L 5=
%(W) = —sen(xy)y’ %(1,%) _ _1_\g§n2
%(m) = —sen(xy)x* %(1%) _ —T\/g

e portanto,
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3

senlsy) % Toxy) = 2+ K1) 4 2o T+ 3 ey
B e T

Para ter uma dimensao de como o nimero de termos do polindmio cresce quando aumentos

para terceira ordem, isto é, calculando 73(x,y), o resultado obtido é:

3 o 2
sensy) = Tny) — e (x 1)+ (R Ty By
+ (=T 0- TP ) - 50— 3

Utilizando software Maple, abaixo elaboramos uma representagio grafica de como o 75 (x,y)

T
e T3(x,y) se ajustam na fung@o sen(xy) préximo ao ponto (1, 5)

(a) TZ(X,y) (b) T3(x7y)

Assim , quanto maior a ordem do polindmio de Taylor ao redor de um ponto melhor € a

aproximacao.

3.2 Maximos e Minimos

Em diversas situagdes, 0s pontos mais interessantes de uma fungao sdao os pontos de maximos
e minimos. Porém, quando a fungdo tem mais de uma varidvel, eles ndo sdo tao simples de loca-
liz4-los. O estudo realizado nesta se¢do, restrita a funcdo de duas varidveis, tem como objetivo

encontrar estes pontos através do polinomio de Taylor.
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Definicao 3.2.1. Uma fungdo de duas de varidveis tem um mdximo local em (a,b) se
f(x,y) < f(a,b) quando (x,y) estd proximo (a,b), o mimero f(a,b) é chamado de valor mdximo
local. Se f(x,y) > f(a,b) quando (x,y) proximo (a,b), entdo f tem um minimo local e f(a,b)

é chamado de valor minimo local.

Teorema 3.2.1. Se uma fungdo f tem mdximo ou minimo locais em (a,b) e as derivadas parci-

d d
ais de primeira ordem existem nesse ponto, entdo —f(a,b) Oe —f(a b) =0.

ox dy
Defini¢ao 3.2.2. Uma fungdo f(x,y) tem um ponto de sela em um ponto critico (a,b), se (x,y)
proximo proximo (a,b) entdo existem pontos do dominio (x,y) onde f(x,y) < f(a,b) e pontos

do dominio onde f(x,y) > f(a,b).

Observagdo: Um ponto (a,b) é chamado de ponto critico se as derivadas parciais nesse

ponto sdo nulas ou se uma destas nao existem. [3]]

Matriz Hessiana, Formula de Taylor, Maximos e Minimos

A seguir veremos que € possivel avaliar os pontos de maximo e minimo fazendo um estudo
sobre a matriz hessiana da fun¢do f. Onde a matriz hessiana de uma fungio f(x,y) é definida

da seguinte forma:

&(X y) el (x,y)
H(x,y) = 3%; aa)éicy

m(xa)’) a_yz(x’y)
Agora, seja f(a,b) um valor de maximo ou minimo local, entdo

fley) - ﬂ¢Mw%3@mu—@+%§mmo—w
2 2
3 |G @)= a2+ 25 L a6 -6+ G an -

Como f(a,b) é um valor de maximo ou minimo pelo teorema

f o 9df
x(d,b) = 0 = _ay (Cl,b).
Portanto,

2 2 2
fa)-ah) ~ 5| G- +25 L a0+ SR ano -

A equagido acima revela que o sinal de f(x,y) — f(a,b) depende dos valores das derivadas

parciais de segunda ordem. Além disso, rescrevendo a equagdo na forma matricial nota-se a
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presenca da matriz hessiana da fun¢do f aplicada no ponto (a,b):

o f 9 f
1 _2(a7b) (a7b) x—a
fey) - flab)~s [ x—a y-b || X W0y
2 °f °f y—>b
axay<a7b) 8_}/2(617[))
Ainda, podemos dizer que f(x,y) — f(a,b) = v'H(a,b)v, onde v = [ x_z ] e v seu
y—

transposto.

Da Algebra Linear se H(a,b) semi-definida positiva, isto é, v H(a,b)v > 0 entdo f(a,b)
¢ um valor de minimo local. E f(a,b) serd maximo local se H(a,b) for semi-definida nega-
tiva, isto é, v' H(x,y)v < 0. Além disso, f(a,b) serd um ponto de sela se existir um v tal que
v'H(a,b)v < 0 e outro v tal que v' H(a,b)v > 0, isto é, H(x,y) é a matriz indefinida. Também,
chamamos H (a,b) de definida positiva se v' H(a,b)v > 0, e se v H(a,b)v < 0, H(a,b) é dita

definida negativa.

Recorrendo, ainda, a Algebra Linear podemos avaliar a natureza do ponto critico através

dos autovalores da hessiana. Sejam A;, A, os autovalores da hessiana H(a,b), entdo:

1. se os autovalores de H(a,b) sao positivos , entdo a hessiana é definida positiva e portanto

a fungdo possui um ponto de minimo local.

2. se todos os autovalores de H(a,b) sdo negativos, entdo a hessiana é definida negativa e

portanto possui um ponto de méximo local.

3. se os autovalores de H (a,b) tem sinais diferentes, entao a hessiana é indefinida e portanto

possui um ponto de sela.

Entretanto, no caso, para fungdes definidas em R? é mais confortdvel avaliar a natureza do
ponto através do determinante da matriz hessiana. Assim , vamos enunciar um teorema que

relaciona os pontos de mdximos e minimos via determinante.

Teorema 3.2.2. Suponha que as segundas derivadas de f sejam continuas em uma bola aberta
centrada em (a,b),e suponha que (a,b) seja ponto critico de f. Seja

_9%f 9% f 0% f

2
D= W(a,b)a—yz(a,b) — {8x3y(a’b)}
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I°f

°D>Oea2

(a,b) > 0, entdo f(x,y) tem um minimo local em (a,b);

I°f

°D>Oea2

(a,b) < 0, entdo f(x,y) tem um maximo local em (a,b).

* D <0, entdo f(a,b) ndo € nem minimo nem maximo local(é chamado ponto de sela);

Observagdo: Podemos justificar o teorema acima encontrando os autovalores da hessiana,

isto €,
det(H—AI) =
e obtemos,
92 2
o-f 0
M+h= 8 = (a, b)+a—y2(a,b)
MAry =

Bem, se o determinante D é negativo os autovalores tem sinais trocados e portanto (a,b) é

ponto de sela em f. Logo, se D maior zero entdo os autovalores tem mesmo sinal, € também

82 2 ' . 2
verifica-se que I {(a,b) R J;(a b) tém mesmo sinal. Assim, se i 0 entdo A;,A, >0
2
e portanto (a,b) é um ponto de minimo local. Caso contrario, se 532 < 0 entdo 41,4, <0e
X

portanto (a,b) ¢ um méaximo local.

Exemplo 9. Considere a funcdo f(x,y) = x> —y? — 12x+ 6y + 5, determine os pontos onde

ocorrem mdximo e minimo.

Solugdo: Primeiro € necessario encontrar os pontos criticos de f, ou seja, onde as derivadas

parciais de primeira ordem ndo existem ou sdo iguais a 0.
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?(x,y):3x2—12:0:>x:f2
X

of
x(x,y) =6—2y=0=y=3
Os pontos sdo (—2,3) (2,3). Agora, calculando as derivas parciais de segunda ordem o deter-

minante da matriz Hessiana é:

6x O
H(x,y) = N =—12x

Para o ponto (2,3) :
H(2,3) =—12.2=—-24 <0, portanto no (2, 3) ndo tem maximo nem minimo local, logo f(2,3)

€ um ponto de sela.

Para o ponto (—2,3) :
H(-2,3)=—12.(—2)=24>0¢ g—f(—z,?,) — —12<0. Logo, H(—2,3) >0e ?(—2,3) <0,
X X

entdo f(2,3) é um maximo local.

Exemplo 10.

Agora, para funcao f(x,y) = xsen(y), temos:

of

55
df
dy

x,y) = sen(y) =y = kx k inteiro
—==(x,y) = xcos(y) = 0= x =0 pois, cos(km) #0

Logo o tnico ponto critico é (0,k7). As derivadas parciais sdo:

82
2L e =0
d
a—yf;(x,y) = —xcos(y)
2% f

m(xd) = cos(y)

Assim
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0 cos(y)
H(x,y) = = 0[—xsen(y)] — [cos(y)]*
cos(y) —xsen(y)
Portanto H(0,kx) = —[cos(km)]> < 0, sendo assim, (0,k7) nio é maximo e nem minimo.

Entdo, f(0,kx) é um ponto de sela , para todo k inteiro.

A seguir, temos o gréfico da fun¢do f(x,y) préximo ao ponto de sela (0,7). Assim pra
determinada regidio da superficie (0,7) é ponto de méaximo, contrapartida, pra determinada

outra regido € ponto de minimo local. O gréfico foi produzido através do software Maple.

Figura 3.2: Grafico da funcao xsen(y)

3.3 Convergéncia de Métodos Iterativos

Encontrar raizes de uma fun¢do nem sempre € um processo simples. Entretanto, na dis-
ciplina de Métodos Numérico em Calculo sdo introduzidos métodos que nos auxiliam para tal
objetivo. O método de Newton (ou Newton-Raphson) é um dos métodos mais conhecidos e
eficientes para a solugdo de um problema raiz, isto é, f(x) = 0. Este método pode ser intro-
duzido de diversas maneiras. O mais comum € considerar a técnica de modo grafico. Outra
possibilidade € usando a aproximacao linear do polindmio de Taylor, ou ainda, se desejar uma
convergéncia mais rapida aproxima-se pelo polindmio quadratico de Taylor(segunda ordem) o

qual denominamos nesse trabalho de Método de Halley.



42

Quanto a convergéncia, se {x,}_, uma sequéncia que convirja para & e lim ﬁ =
~ =)
A, entdo {x,}_, converge para ¢ com ordem K.

3.3.1 Convergéncia Quadratica do Método de Newton

O Algoritmo do método de Newton é

S (xn)
1 (xn)

Xpi1 =Xy — se f'(x,) # 0 existir ,n >0

De acordo com o teorema de Taylor, se f tem derivadas até a segunda ordem em um inter-
valo I e pode ser representada pela expansdo em torno de um ponto préximo da raiz de f(x). E
suponhamos que & seja a raiz, entdo pela férmula de Taylor com resto de Lagrange, temos que

para algum & que estd entre x, e o:

f'(é)

f(OC) :f(xn)+f/(xn)(a_xn)+ ) (a_xﬂ>2

como o é raiz entdo f(a) = 0 e portanto

0= £l + £/ (sn) o) + L1 (o,
s @ o= _ fa)

" a—x,)°  flxg B
BT R PR R
Relembrando que o método de Newton é:
= e e R

logo, substituindo esse resultado na equagao anterior obtemos:

fE)(a—x)

—_ Y = (xn_xn+1>+(a_xn)

2 (xn)
f(E) (o —xn)?

a_xn—l-l = - 2f/(x">
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além do mais, digamos que o erro seja E, = ot — x;, € assim,

R L P R )

_Zf/(xn) 2 (xn)

A convergéncia depende muito da escolha do xj inicial que deve ser proximo a raiz. Caso

1821 1w = | L2 2

convirja como vimos ela é dita convergéncia quadratica.

3.3.2 Convergéncia Cubica do Método de Halley

Segundo a referéncia [8] o Método de Halley, similar ao de Newton, é um método para
verificacdo de raiz. E um algoritmo para resolver a equagdo ndo linear f (x) = 0 e consiste em
uma sequencia de iteragdes a partir de um ponto inicial xy da seguinte forma :

Xy = X, — 2f (xn) f' (xn)
" " 20 ()12 = f (xn) f" (xn)

desde que possua derivada até a terceira ordem.

Agora vamos supor que f seja continua e possua derivada de terceira ordem numa vizinhanca
préximo a «, tal que, f(o) = 0. E ainda, se x,, estd nessa vizinhanga , entdo a partir do teorema

de Taylor com resto de Lagrange podemos escrever:

0 = fla)=f(xn) —|—f/(xn)(06 —Xn) + %f”(xn)(a _xn)z + éf”/(é)(a _xn)3 (1)

0 = flo) = fla) + F (o)t —xn) 5.7 () (@) @)

para algum & e 7 existente entre o € x;,
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Entdo multiplique (1) por 2f”(x,) € (2) por f”(x,) (¢t — x,) € subtraia (2) de (1):

0 = 2f/(xn)f(xn)—|—2[f’(xn)]2(06—xn)—|—f/(xn)(06—xn)2
") f" —Xn 3 7 / 1
+ f< )f (i)(a ) _f(xn)f (xn)_f(xn)f (xn)(a_xn)z
f" () £ () (0 — x)?
2
=0 = 2f/(x,l)f(xn)—|—2[fl(x,,)]2—f(x,l)f"(xn)(oc—xn)
M Ll NS L Ny

- asteg - (L O )

= (Z[f/(xn)]2 —f(x,,)f”(xn))(a — Xn)

E logo

o —x, =
B 2f (%n) f (3n) 21" (xa) f"(8) —3f”(xn)f”(17)<a_x £
2[f’(xn)]2 — f () £ (xn) 12[f/(xn)]2 — 6 (xn) f" (xn) "

_ 2 (xn) f" (xn)
20" (e))* = f () £ ()

21 Ca)fM(E) = 3" () S (1)
12[f"(xn)]* = 6.£ (xn) S (xn)

Mas pelo método de Halley x,, 1| —x, =

logo,

(Ot—xn)3

o —Xpt1 =

Tomando o erro E,, = & — x;,, assim

_2f70) f"(S) = 3" () f7 (1)
12" (xa) ] = 6. (xn) " ()

3
|Ens1| = |Enl
Portanto, em outras palavras, a medida que » aumenta a convergéncia do método entre um
termo e seu anterior € cubica. Claro, a convergéncia do método depende muito do xq inicial.

Sendo assim, mais uma vez conseguimos estudar a convergéncia usando a féormula de Taylor.

3.4 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Encontrar solucao de uma equacao diferencial ordinéria linear nem sempre é possivel medi-
ante a manipulacdo de fun¢des elementares. O objetivo dessa secdo € verificar que tais solugdes

sdo possiveis utilizando séries de Taylor. Isto é, admite-se que a equagdo diferencial ordindria
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linear possui uma solugdo da forma

[e)

) (.
y(x) _ Z y (' 0) (X—X())n,

n=0 n

para um raio de convergéncia |x — xo| < R. Mais especificamente, o objetivo é encontrar solu¢do
em série de Taylor para uma equacdo diferencial de segunda ordem linear com coeficientes
varidveis da forma A(x)y” + B(x)y’ + C(x)y =0, tal que, y = y(x). Esta equagdo é muito comum
em determinados campos das fisicas, por exemplo, na eletrostatica. A maior dificuldade usando

este método como solugdo € a recorréncia de sucessivas derivadas implicitas.

3.4.1 Solucao em série de Taylor ao redor de um ponto ordinario

Para o desenvolvimento desta secdo € necessario definir ponto ordindrio e enunciar um
teorema sobre a existéncia de uma solucao em série de Taylor para equacdo diferencial ja citada.
Esta secao foi elaborada a partir de [9]

Defini¢io 3.4.1. Seja A(x)y” + B(x)y' +C(x)y =0, com y = y(x) e A, B e C polindmios sem
fatores comuns. Dizemos que xo é um ponto ordindrio da equagdo se A(xg) # 0, e um ponto
singular se A(xp) = 0.

Teorema 3.4.1 (Existéncia de solucdes em série de Taylor). Se x = xo é um ponto ordindrio da
equacdo diferencial

V' +Pi(x)y +Py(x)y=0

entdo existe solucdo em série de Taylor ao redor do ponto x = xg

n

w0 (1) (5
y(x) _ Zoy (‘ 0) (x_x())n

Observagdo: Segundo a referéncia a solu¢@o converge para |x — xp| < R, onde R é a distincia
de xp ao ponto singular mais préximo, e dizemos que a solugdo de y(x) € uma solug@o ao redor

do ponto ordinério xj.

Exemplo 11.

Equacao de Legendre: Esta equacdo ocorre principalmente em problemas com simetria

esférica, por exemplo, em eletrostatica. Tem a seguinte forma:

(1—x%)y" —2xy' + p(p+1)y=0 para p € R (3.1)
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O ponto xg = 0 é um ponto ordinario. Entdo, procuramos uma solucao em série de Taylor

o (n)
tal que y(x) = Z ax", onde a, = y_SO)
o n!
Y'(0)
Para x = 0 e sabendo que ap = y(0) e ay = T temos

y'(0) = —p(p+1)y(0)
p(p+1ao

= a) — — X

Derivando implicitamente a equacao (3.1) em relagdo a x e aplicando no ponto x = 0, obtém-

se:
(1-x2)y" —4xy" +(p(p—1)=2)y=0
= Y0)=—(p(p+1)—-2)y'(0)
S gy 2D
3!
Calculando a derivada de segunda ordem da equacao (3.1) em relagdo a x:
(1= =6y + (p(p+1)—6)y =0
= YY0)==(p+3)(p-2)y?(0)
N = PP+ Dp(p-2)
4!
Derivando a equag@o acima novamente em relacdo a x:
(1= —8 + (p(p+1) - 12)yY =0
= Y0 =—(p+4)(p-3)y7(0)
4 2)(p—1)(p—3
N s = PEHPF ;(Yp p=3),
E assim continuamos recursivamente observando que existe uma padrdo nas derivadas tal
que

Y2(0) = —(p+n+1)(p—n)y™(0)
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Em seguida substituindo os valores dos coeficientes na y(x) = Z apx":
n=0

y(x) = ap+aix+ax®+ ...+ ax"+ ...
plp+1) > (p+2)(p—=1) 3

= a0+a1x—Ta0x _me
2)p(p—1 H(p+2)(p—1D(p—
n (p+3)(p:' )p(p )aox4+(p+ )(p+ ;('p )(p 3)a1x5—...

Todos os coeficientes foram determinados termos de ag € a;. Assim,

W) = a {1_19(192T1)xz+(p+3)(p:!2)p(p—1)x4_._‘]

(P+2)p=1) 5, (p+4)(p+2)(p=D(p=3) 5 }

o {x_ 3! 5!

Logo, y(x) = agy1(x) +a1yx), tal que

) = I_P(Pz—:—l)xz_i_(p+3)(p—i4—!2)p(p—1)x4

) = x_(p+2;(!p—1)x3+(p+4)(p+2;(!p—1)(p—3)x5__“

As solugdes yj (x) e yp(x) sdo linearmente independentes. Além disso, y; (x) ou yp(x) € uma
solugdo para equacao de Legendre. Isto €, se tomar respectivamente aqg =1 ea; =0ouay =0

e a; = | forma-se uma base para as solugdes.

Observagdo: No estudo de equagdes diferenciais,a independéncia linear de yj(x) e y»(x)

pode ser verificada através do calculo Wronskiano, ou seja,

yi 2

/ / #O
Yi Y

Wyi,y2) =

e nesse caso para x = 0 o Wronskiano W (yy,y2) # 0.

O préximo exemplo mostra que é possivel encontrar solu¢cdes com “formas mais fechadas”.
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Exemplo 12. Encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial

(2+4x—2x%)y — 12(x— 1)y =12y =0 (3.2)

Solucao:

Dado x = 1 é um ponto ordindrio. Entdo, buscamos uma solug@o tal que y(x) = Z an(x—
n=0

(1)

1)", para a, =
n!

Além disso, simplificamos a equacdo dividindo por 2, assim:

(1+42x—x?)y" + (6 —6x)y —6y =0 (3.3)

Se x = 1 na equacdo (3.3), obtém-se:

Agora derivando a equacao (3.3) implicitamente em relacdo a x e aplicando no ponto x = 1,

temos:

(1-2x—22)y3 + (8—8x)y" =12y =0
= (1) =6/(1)

= az=a

Calculando a segunda derivada da equagao (3.3):

(1—2x—x2)y® + (10—10x)y3) —12y" =0

= y¥(1) = 10y"(1) = 30y(1)

5
= a4 = Za()
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Repetindo o processo,

(1-2x—22)y® + (12—12x)y® —12y3) =0

= Y1) =153(1) =15-6y(1)
3

= a5 = Zal

Analogamente encontramos, para todo k > 1

7
ag = —a
6 g0
4
a; = =a
7 g1
2k+1
@Bk = 2k 40
k+1
DQk+1 = 2k ai
A solugido y(x Z an(x—1)" pode ser moldada com a seguinte forma y(x) = ag+a; (x —
)+ Z ay(x— 1 k4 Z a1 (x Zk“, uma vez que a férmula de recorréncia dos coefici-

ente sao verdadeiros para k > 1. Substituindo ayy € ayg41,l0go0

Logo,

2k+1 k+1
(x—1 12 )2+

y(x) =ap+ai(x

Entretanto , podemos avaliar o somatdrio para k > 0 e verificar que os coeficientes de ag e

a; coincidem. Desta forma,

k 1
y(x) — ap Z 7 o 1 a Z + 2k+l
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Para,

sdo ambas convergentes para todo x e ainda sdo linearmente independentes (Wronskiano W (y1,yz) #
0). Paraagp=1ea; =0o0uayp=0ea; =1 nota-se que y;(x) e y2(x) sdo solu¢des da equacio
(3.3).

3.4.2 Solucoes Aproximadas Para Equacoées Diferenciais Ordinarias

A esséncia dos métodos numéricos estd na discretizacdo do continuo [10]. Nesta se¢ao
apresentaremos dois métodos que sdo utilizados para calcular a solu¢do de uma equagao dife-
rencial ordindria num conjunto discreto de pontos. Além do mais, ambos os métodos surgem

da expansao da funcdo em série de Taylor.

Método de Taylor

Para o desenvolvimento do método supomos que a solucdo y(x) para o problema de valor

inicial

Y =f(xy),a<x<b,yla) =«

tenha (n+ 1) derivadas continuas. Se expandirmos a soluc@o, y(x), na enésima ordem do po-

lindbmio de Taylor com resto de Lagrange no ponto x; e avaliar no ponto x; 1, obtemos:

2 W hn—i— 1

R YRR h )
y(x,+1) —y(x,)+hy (x,)+ y (xz)+---+n!y (X,)+ (l’l—l—l)!

o &) G

para algum &; € (x;,x;1) € h = X; 11 — x;.
A diferenciacdo sucessiva da solug¢do, y(x), nos dd

Y (x) = f(x,y(x))
Y'(x) = f'(x,y(x))
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e, em geral,

h2
Y(ivr) = y(a) +hf (i, y(x) + gf/(xi»)’(xi)) + 3.5)

W hn—}—l

Z =)0 . (n) (& ,
Exemplo 13. Considere o problema de valor inicial e aplique o método de Taylor de segunda
ordem:

'=y—x*+1,90)=050<x<2
Solugdo:

A segunda ordem para o método de Taylor é
hz / 3
Yis1) = y(x) +hf (i y () + o f i, y(0) + O(R)

h3
Pela formula de Taylor com resto de Lagrange o erro € igual a 3 " (&) e assim a férmula nos

fornece uma ordem de erro O(h?).

Contudo, temos

2
Yaie) ¥+ (a)) + 5y (v (x)

Calculando as derivadas, obtemos

flyx)=y—x*+1
fleyx)=y—x*—2x—1

Logo,

Y(xig1) = y(x:) +h((x) =37 + 1)+ = (y(xi) —xf —2x;,— 1)
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A solucao exata do P.V.Ié
y(x) = (x+1)*=0,5¢"

A tabela a seguir contém os valores da solu¢@o exata e aproximada para cada x;:

Xi y(x;) y(x) solugdo exata
0,0 | 0,5000000 0,5000000
0,2 | 0,8300000 0.8292986
0,4 | 1,2158000 1.2140877
0,6 | 1,6529760 1.6489406
0,8 | 2,1323327 2.1272295
1,0 | 2,6486459 2.6408591
1,2 | 3,1913480 3.1799415
1,4 | 3,7486446 3.7324000
1,6 | 43061464 4.2834838
1,8 | 4,8462986 4.8151763
2,0 | 5,3476843 5.3054720

Método das Diferencas Finitas

O método das diferencas finitas e um método de resolu¢ao de equagao diferenciais que se
baseia na aproximac¢do de derivadas por diferencas finitas. A formula obtém-se da expansao
em série de Taylor. Se assumimos que y(x) tém derivadas continuas até ordem (n+ 1), numa

vizinhanca de um ponto x, podemos expandi-la na série de Taylor:

hn—H
(n+1)!

h? h"
y(x+h) =y(x)+hy' (x) +y”(x)§ +..+ ﬁy(") (x) +

YD&)
para algum & € (x,x+h).

Entdo, para aproximacao de segunda ordem tomando & e —h respectivamente, temos

h? h?

Y1) = y(x) + Ry () + 25" () + 5" (61) (D)
2 3

k) = y(0) — I () () — 50" (E2) @

Subtraindo a ultima expressdo da primeira obtemos uma férmula centrada para primeira

derivada



53

Y (x) = +23"(8) (3.6)
para & € (x—h,x+h)

Se aproximdssemos por Taylor de primeira ordem obteriamos uma ordem de erro /4, porém,

nesse caso a férmula fornece uma aproximagio com ordem de 4.

e R 5

De maneira anédloga, fazendo expansdo em Taylor até a terceira ordem conseguimos uma

expressao pra derivada segunda

h)—2 —h) K
() = YEHZR LI 00 (3.3)

para algum k € (x—h,x+h).

No método de diferencas finitas as derivadas presentes na equagdo diferencial sdo subs-
tituidas por aproximacoes das equacoes descritas acima. Assim, para cada ponto x;, no intervalo

onde a equacao diferencial esta definida, tomamos:

1N o il T Yi-l
y(x) =~ — (3.9)
1 —2 -
y”(xi) ~ Yi+1 Y1 +yl 1 (310)

h2

Onde h é o tamanho do intervalo x; ] —x; e, por conveniéncia de notagdo, y; = y(x;).

Para ilustrar a ideia do método a seguir temos um exemplo.

Exemplo 14. Usando o método das diferencas finitas podemos encontrar aproximagdes para a

solucdo da equacado diferencial ordindria
Y =Y +xy=e (P +1), xe(0,1)

com condi¢des de contorno,

Solugdo:
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Se discretizamos o intervalo (0, 1) tomando um /2 = 0,1 e usando as equagdes (3.8) e (3.9)

para aproximar y(x;), teremos parai = 1,2,...,9

Yitl = 2yi+Yic1  Yit1 —Yi-l

12 5, tavi=et (xf +1)

Neste caso podemos caso particular, onde 4 € uniforme podemos notar que x; = ih € o

sistema acima pode ser rescrito como

(2 = h)yir1 + (2ih® — 4)y;+ (2 + h)yi—1 = 2h*e™ ((ih)* +1).

As condi¢Oes de contorno aparecerdo nas equacoes correspondentesai=1ei=9. Assim,

temos:
(2—h)yr +2(h° —2)y; = 2k*(h* +1)e" i=1
2(90° —2)yg + (24 h)yg = 2h*e”"(81h* + 1) — (2 — h)e i=9

A solugdo exata do problema de contorno € y(x) = xe*. Os resultados correspondentes para

solugdo exata e a aproximagao com 4 = 0, 1 estdo apresentados na tabela:

X i solugdo exata y(x;)
0,1 | 0,110401 0,110517
0,2 | 0,244056 0,244281
0,3 | 0,404638 0,404958
0,4 | 0,596333 0,596730
0,5 | 0,823911 0,824361
0,6 | 1,09280 1,09327
0,7 | 1,40918 1,40963
0,8 | 1,78007 1,78043
0,9 | 2,21342 2,21364

Os passos seguidos ano exemplo anterior podem ser generalizados em um algoritmo geral

de problemas de contorno de equagdes diferenciais de segunda ordem [10]].
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Conclusdo

Nesse trabalho nos propusemos a estudar o comportamento das funcdes quando estdo re-
presentadas por sua série de Taylor. O maior incentivo para dedicar-se a esse tema foram as
diversas areas de aplicacdes, principalmente, na drea da matematica aplicada. A elaboracao do
mesmo foi uma tarefa que exigiu muitas horas de dedicacdo, porém, prazerosa. Além do mais,
pude aplicar vérios conceitos recebidos durante o curso e, ainda, aperfeicoar e agregar novos

conhecimentos.

No primeiro capitulo, fez-se necessario o estudo prévio de conceitos e ferramentas rela-
cionados a série de poténcias. Ainda nesse capitulo, o resultado mais importante é o que diz
respeito a convergéncia. Os pontos da funcdo e sua série de poténcias t€ém valores coincidentes

apenas se estiverem no intervalo de convergéncia da série.

No segundo capitulo, introduzimos o conceito de série de Taylor. Além do mais, vimos que
o conceito amplia-se ao cendrio para fungdes definidas em mais de uma varidvel. Entretanto, o
resultado mais importante citado nesse capitulo, sem dividas, € a férmula de Taylor. A férmula
garante que podemos representar a fungao através da soma parcial da série de Taylor acrescidos
de um resto. De fato, utilizamos a formula para modelar diversos problemas propostos no

capitulo trés.

No terceiro capitulo, vimos a importancia de todo o estudo praticado nos capitulos ante-
riores. A secdo foi dedicada exclusivamente aos campos de aplicacdes da série de Taylor. A
maior parte delas sdo utilizadas em método numéricos. Por exemplo, convergéncia de métodos
iterativos, maximos e minimo de fung¢des, solucao de EDO’s. Neste parte do trabalho buscamos
apresentar os resultados, na maioria das vezes, através de exemplos. Assim, enunciamos 0s

teoremas necessarios, porém, omitimos a demostracao.

Finalmente, concluo afirmando a importincia desse trabalho o qual abre caminhos para
estudos mais avancados, por exemplo, equacdes diferenciais parciais. Na verdade, o presente
trabalho € um estudo superficial tendo em vista que o tema pode facilmente ser aplicado a dreas

mais complexas e deixando assim a porta entreaberta para estudos futuros.
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