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Aos meus irmãos, Fábio, Deize, e Franklin, que me guiaram e sempre acreditaram que comple-

taria essa jornada.

Aos amigos, em especial Julianna Tabalipa, Marcelo Gomes, Ivo Paulek Junior e Michely de

Melo Pellizzaro que direta ou indiretamente ajudaram durante a graduação.
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Introdução

O desenvolvimento de funções em séries de Taylor são ferramentas frequentemente utili-

zadas em áreas como Cálculo e Análise Numérica. Expressar funções como a soma de termos

infinitos é uma estratégia muito útil. Veremos neste trabalho que utilizamos tal ferramenta

para aproximar funções ao redor um ponto, bem como, encontrar seus pontos de máximos e

mı́nimos. Além disso, podemos aplicar os conceitos série de Taylor para estudar convergência

de métodos iterativos e, ainda, para buscar soluções de equações diferenciais ordinárias.

O trabalho divide-se em três capı́tulos:

No primeiro capı́tulo, a discussão se dá em torno das séries de potências. Bem como estudar

o comportamento de funções representadas como série de potências se faz necessário estudar

o raio de convergência para que tais representações existam. Portanto, com a finalidade de

entrar no tema principal estes foram os tópicos abordados na primeira seção, assim como alguns

teoremas que são fundamentais para o desenvolvimento em série de Taylor. A estrutura desse

capı́tulo está baseada, principalmente, na referência [2].

No segundo capı́tulo, baseado nas referências [3] e [7] iniciamos os conceitos de expansão

em Taylor para funções de uma ou mais variáveis. Este capitulo, dedica-se também a representação

de uma função através da soma parcial da sua série de Taylor (polinômio de Taylor) acrescidos

de um resto e do qual enunciamos um resultado importante, a Fórmula de Taylor. Além disso,

como consequência vimos alguns ”formas”de restos que são encontrados na fórmula de Taylor.

O terceiro e último capı́tulo, está baseado em algumas aplicações, na Matemática, da ex-

pansão em série de Taylor: aproximação de funções ao redor de um ponto, máximos e mı́nimos

de funções, convergência de métodos iterativos , resolução de equação diferencial ordinária

linear ao redor de um ponto ordinário [9] e soluções aproximadas de equações diferenciais [10].
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1 Série de Potências

Algumas vezes se faz necessário representar funções por séries, mais especificamente série

de potências. Entretanto, é preciso definir série de potência, estudar as principais propriedades

e, além disso, verificar que uma classe restrita de funções são representadas através da mesma.

O objetivo desta seção é abrir caminho ao estudo principal deste trabalho, isto é, o estudo da

Série de Taylor. A seção a seguir foi elaborada a partir da referência [2].

1.1 Série de Potências

Definição 1.1.1. Seja an, n≥ 0, uma sequência numérica dada e seja x0 um número real dado.

A série
∞

∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 +a1(x− x0)+a2(x− x0)

2 + ...+an(x− x0)
n + ...

denomina-se série de potências, com coeficientes an, em volta de x0(ou centrada em x0).

Por exemplo,
∞

∑
n=0

xn

n!

é uma série de potências centrada x0 = 0 e com coeficiente an =
1
n!

.

De certo modo, uma série de potências trata-se de uma série de polinômios com infinitos

termos. Veremos que funções definidas como séries de potências compartilham muitas propri-

edades semelhantes a dos polinômios.

1.1.1 Convergência das Séries de Potências

Para que valores de x a série de potências é convergente? A convergência é segura para

x = x0, com soma em an, e pode acontecer que seja o único ponto em que ela converge. O
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próximo teorema destaca um propriedade muito importante das séries de potências.

Teorema 1.1.1. Se
+∞

∑
n=0

anxn for convergente para x = x1, com x1 6= 0, então a série convergirá

absolutamente para todo x no intervalo aberto ]−|x1|, |x1|[.

Demonstração. Sendo, por hipótese,
+∞

∑
n=0

anxn
1 convergente, segue

lim
x→+∞

anxn
1 = 0.

Tomando-se ε = 1, existe um natural p tal que, para todo n≥ p,

|anxn
1| ≤ 1

como

|anxn|= |anxn
1|
∣∣∣∣ x
x1

∣∣∣∣n,
resulta que, para todo x e todo natural n≥ p,

|anxn| ≤
∣∣∣∣ x
x1

∣∣∣∣n.
Para |x|< |x1|, a série geométrica

+∞

∑
n=0

∣∣∣∣ x
x1

∣∣∣∣n é convergente. Segue do critério da comparação que

+∞

∑
n=0

anxn converge absolutamente para todo x, com |x| ≤ |x1|.

Corolário 1.1.1. Se
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n for convergente x = x1, com x1 6= x0, então a série conver-

girá absolutamente para todo x ∈ (x0− r,x0 + r), onde r = |x1− x0|.

1.1.2 Raio de Convergência

Objetivo principal desta seção é definir raio de convergência de uma série de potências.

Contudo, antes, devemos discutir um teorema muito importante sobre convergência.

Teorema 1.1.2. Seja a série de potências
+∞

∑
n=0

anxn. Existem apenas três possibilidades:

I) ou
+∞

∑
n=0

anxn converge apenas para x = 0;

II) ou
+∞

∑
n=0

anxn converge absolutamente para todo x real;
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III) ou existe R > 0 tal que a série
+∞

∑
n=0

anxn converge absolutamente para todo x no inervalo

(−R,R) e diverge para todo x, com |x|> R. Nos extremos −R e R a série poderá convergir ou

não.

Demonstração. Seja A o conjunto de todos os x≥ 0 para os quais a série converge

1º caso. A = {0}

Se a série convergisse para algum x1 6= 0, pelo teorema anterior, convergiria, também, para

todo x ∈ (−|x|, |x|), que contradiz a hipótese de A = {0}. Logo, se A = {0} a série convergirá

apenas para x = 0.

2ºcaso. A = (0,+∞)

Para todo x real, existe, x1 > 0 tal que

|x|< x1.

como a série
+∞

∑
n=0

anxn
1 é convergente, pelo teorema anterior, a série convergirá absolutamente

para todo x, com |x|< x1. Portanto a série convergirá absolutamente para todo x.

3ºcaso. A 6= (0,+∞) e A 6= {0}

Se, para todo r > 0, existisse x1 > r tal que

+∞

∑
n=0

x1
n

fosse convergente, pelo teorema anterior, a série convergirá absolutamente para todo x, que

contradiz com a hipótese A 6= (0,+∞). Portanto se , A 6= (0,+∞), então A será limitada superi-

ormente; logo, admitirá supremo R:

R = supA

Como A 6= {0} teremos, evidentemente, R > 0. Sendo R o supremo de A, para todo x com |x|<
R, existe x1 ∈ A. Resulta, novamente do teorema anterior, que a série converge absolutamente

para todo x ∈ (−R,R).

Agora suponhamos que a série
+∞

∑
n=0

anxn convirja para x = x1, com x1 6= 0 e divirja para x2,

se |x2|< |x1| então pelo teorema anterior x2 converge, e isto é contradição com a hipótese, logo

|x2|> |x1|. Como R é o supremo de A, então para |x|> R a série
+∞

∑
n=0

anxn é divergente.
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Observação 1.1.1. Considerando que a série seja
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n, com uma simples mudança

de variável, por exemplo, x− x0 = y e aplicando o teorema acima então existe, também, três

possibilidades:

I) ou a série converge para x = x0;

II) ou série converge para todo x;

III) ou existe R > 0 tal que a série converge para todo x ∈ (x0− R,x0 + R) e diverge para

|x− x0|> R. Nos extremos x0−R e x0 +R a série poderá convergir ou não.

Agora, podemos definir o raio de convergência:

Definição 1.1.2. Dada uma série de potências
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n, seu raio de convergência é um

valor (finito ou infinito) dado por

R = {sup |x− x0| :
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n converge }.

E ainda denominamos o intervalo (x0−R,x0 +R) de intervalo de convergência da série de

potências.

O exemplo a seguir nos fornecerá uma fórmula para o cálculo do raio de convergência da

série de potências da forma
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n.

Exemplo 1. Seja a série de potências
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n e suponha que an 6= 0 para todo n ≥ p,

onde p é natural fixo. Mostre que o raio de convergência da série é

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣
desde que o limite exista, finito ou infinito.

Solução.

Apliquemos o critério da razão para série de termos quaisquer.

lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1(x− x0)
n+1

an(x− x0)n

∣∣∣∣= |x− x0| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
Se o lim

n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 0, a série convergirá absolutamente para todo x. Neste caso o raio de

convergência é +∞:
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R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣=+∞

(Observe que lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣= 0⇔ lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣=+∞

Se lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣=+∞, a série convergirá apenas para x = x0

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣= 0

Se lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ for finito e diferente de zero, a série convergirá absolutamente para todo x

tal que

|x− x0| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣< 1

ou seja, convergirá para todo x tal que

|x− x0|< lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣= R;

e divergirá para |x− x0|> R.

O raio de convergência da série

+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n

onde an 6= 0 para n≥ p (p fixo), é dado pela fórmula

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ (1.1)

desde que o limite exista finito ou infinito.

1.2 Funções Dada Como Série de Potências

Como já citado na introdução deste capı́tulo, funções podem ser representadas por série

de potências. Mas por que expressar funções como uma soma de termos infinitos? Na ver-

dade, essa estratégia é muito útil. Nos próximos capı́tulos deste trabalho, quando adentrarmos

em Série de Taylor (uma classe restrita de série de potências), tal condição nos auxiliará em

cálculo de integrais que não possuem primitivas, resoluções de equações diferenciais e aproxi-
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mar funções por polinômios.

Uma série de potência, se convergente para todo x ou para algum R > 0 tal que |x− x0|< R,

pode ser expressa como uma função f e podemos escrever

f (x) =
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n.

A série é dita uma representação da função f no intervalo de convergência e é chamada de

expansão em série de potências da função f no ponto x0. E ainda, podemos definir o domı́nio

de f como sendo o intervalo de convergência da série.

Exemplo 2. Determine o domı́nio da função f (x) =
∞

∑
n=0

nxn:

Solução:

A série que representa a função f está centrada no ponto x0 = 0 , além disso, o domı́nio da

função são os valores no qual a série converge, isto é, |x|< R, onde R é o raio de convergência.

Logo, pela fórmula do raio de convergência

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣= lim
n→∞

∣∣∣∣ n
n+1

∣∣∣∣= 1

Assim, para |x|< 1 a série converge.

Nos extremos x = 1 e x =−1, as séries
∞

∑
n=0

n e
∞

∑
n=0

(−1)nn divergem (pelo critério da razão

de termos quaisquer [2]). Portanto, o domı́nio da função f é o intervalo (−1,1).

1.2.1 Diferenciação e Integração de Série de Potências

Uma vez que a função é representada por uma série de potências ela compartilha teore-

mas semelhantes aos das funções polinomiais, como por exemplo, duas que veremos a seguir:

diferenciação e integração. As demonstrações dos teoremas estão dispostas em [4].

Teorema 1.2.1. Se a série de potências
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n tiver um raio de convergência R > 0 ,

então a função f é definida por

f (x) =
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n
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é diferenciável (e portanto contı́nua) no intervalo (x0−R,x0 +R) e

(i)

f ′(x) =
+∞

∑
x=1

nan(x− x0)
n−1 (1.2)

(ii) ∫
f (x)dx = c+

+∞

∑
n=0

an
(x− x0)

n+1

n+1
(1.3)

Os raios de convergência da série de potências nas Equações (i) e (ii) são ambos R.

Exemplo 3. Calcular a integral
∫ ∞

∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
:

Solução:

Integrando a solução conforme proposto no teorema acima temos:∫ ∞

∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= c+

∞

∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)!
.

Ainda, podemos verificar que R é igual para as duas funções.
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2 Série de Taylor

Como vimos anteriormente podemos expressar uma função em série de potências. Na ver-

dade, o próximo objetivo é verificar que a expressão

f (x) =
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n pode ser reescrita tal que seu seu coeficiente an seja igual a

f (n)(x0)

n!
.

2.1 Expansão em Série de Taylor para Funções de uma Variável

Inicialmente vamos supor que a função f tem derivadas de todas as ordens e que possa ser

representada como uma série de potências, com raio de convergência R. Assim,

f (x) =
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 +a1(x− x0)+a2(x− x0)

2 +a3(x− x0)
3 + · · ·

para |x− x0|< R.

Primeiramente, aplicamos x = x0 nas f (x), f ′(x), f ′′(x), até sua n-ésima derivada f (n)(x) e as-

sim obtemos:

a0 = f (x0); a1 =
f ′(x0)

1!
; a2 =

f ′′(x0)

2!
; a3 =

f ′′′(x0)

3!
; ...

e conforme segue o padrão notaremos que:

an =
f (n)(x0)

n!

Agora, vamos adotar por convenção que f (0) = f e podemos descrever o resultado acima

da seguinte forma:
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Se f possuir uma expansão em séries de potências em torno do ponto x0, isto é,

f (x) =
+∞

∑
n=0

an(x− x0)
n |x− x0|< R

então seu coeficientes são dados pela fórmula

an =
f (n)(x0)

n!
.

Em outras palavras se f tiver uma expansão em série de potências centrada em x0, então ela

deve ter a forma

f (x) =
+∞

∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (2.1)

A série da equação acima é chamada série de Taylor da função f centrada em x0.

No caso mais particular, para x0 = 0, a série tem a forma

f (x) =
+∞

∑
n=0

f (n)(0)
n!

(x)n

e recebe o nome de série de Maclaurin.

Entretanto, propomos anteriormente que se f puder ser representada como séries de potências

em torno do ponto x0, então f será igual a soma de sua série de Taylor. Agora, dada uma função

como garantir ela possa ser representada por uma série de Taylor?

Se f (x) é igual a soma de uma série, então f (x) convergirá para o limite das somas parciais

dessa série. E, digamos que Tn(x) é a soma parcial da série:

Tn(x) =
n

∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i (2.2)

onde Tn(x) é um polinômio e denominamos como polinômio de Taylor de grau n centrado em

x0. Em outras palavras

f (x) = lim
n→+∞

Tn(x) =
+∞

∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.
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Assim, conforme n tende ao infinito a soma parcial dos termos do polinômio de Taylor é uma

aproximação da f (x), isto é, f (x)≈ Tn(x). Ainda, podemos escrever

Rn(x) = f (x)−Tn(x),

onde Rn(x) é o resto(ou erro de truncamento) da série de Taylor. E de maneira equivalente

f (x) = Tn(x)+Rn(x).

A seguir apresentaremos o teorema que expressa formalmente nossa análise:

Teorema 2.1.1. Seja f uma função com derivada de todas as ordens e f (x) = Tn(x)+Rn(x),

onde Tn e polinômio de Taylor de grau n centrado em x0 e

lim
n→+∞

Rn(x) = 0

para todo |x− x0|< R, então f é igual a soma da sua série de Taylor no intervalo |x− x0|< R.

Demonstração. O teorema acima sugere que se, de alguma maneira, pudermos mostrar que

Rn(x) = 0 quando n→ +∞, então f (x) =
+∞

∑
n=0

f n(x0)

n!
(x− x0)

n, ou seja a função f pode ser

representada por uma série de Taylor. De fato, pois

lim
n→+∞

Tn(x) = lim
n→+∞

[ f (x)−Rn(x)] = f (x)− lim
n→+∞

Rn(x) = f (x).

2.2 Fórmula de Taylor

Vimos que f (x) = Tn(x)+Rn(x), onde Rn(x) é o resto da série de Taylor e Tn(x) é o po-

linômio de Taylor de ordem n. E ainda, se conseguimos mostrar que lim
n→+∞

Rn(x) = 0, então a

f pode ser representada através de sua série de Taylor em torno de um ponto x0, ou seja, para

|x− x0| < R (R raio de convergência). A seguir, baseado na referência [6] e na [3], faremos

análise sobre a função f quando possui apenas derivadas até ordem n+1.
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2.2.1 Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange

Teorema 2.2.1 (Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange). Se f : [a,b]→R uma função com

n derivadas contı́nuas e f (n+1) definida em todo (a;b). Seja x0 ∈ [a,b] então existe ξ entre x0 e

x tal que

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(ξ )

(n+1)!
(x− x0)

n+1 (2.3)

O Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange, na verdade, pode ser visto como uma ex-

tensão do Teorema do Valor Médio[3]. Ou seja, se uma função F contı́nua em [a,b] e dife-

renciável em (a,b), então existe um c ∈ (a,b) com F ′(c) =
F(b)−F(a)

b−a
. E sua demostração

segue a mesma ideia, isto é, tomar uma função em que seja válido o Teorema de Rolle.

Demonstração. Consideremos a função

F(t) = f (x)− f (t)−
n

∑
k=1

f (k)(t)
k!

(x− t)k−λ (x− t)n+1 ,com t entre x0 e x

Assim devemos encontrar um λ tal que F(x0) = 0. E ainda, temos que F(x) = 0, logo, F(x) =

F(x0) = 0. A função F é contı́nua e diferenciável no intervalo [a,b], portanto pelo Teorema de

Rolle existe ξ entre x0 e x tal que F ′(ξ ) = 0.

Derivando a função F(t) encontramos:

F ′(t) = − f ′(t)−
n

∑
k=1

d
dx

(
f (n)(t)

k!
(x− t)k

)
+λ (n+1)(x− t)n

F ′(t) = − f ′(t)−
n

∑
k=1

(
f (k+1)(t)

k!
(x− t)k− f (k)(t)

k!
k(x− t)k−1

)
+λ (n+1)(x− t)n

F ′(t) = − f ′(t)+
n

∑
k=1

(
− f (k+1)(t)

k!
(x− t)k +

f (k)(t)
(k−1)!

(x− t)k−1

)
︸ ︷︷ ︸

série telescópica

+λ (n+1)(x− t)n

Então, a soma da série telescópica é:

n

∑
k=1

(
− f (k+1)(t)

k!
(x− t)k +

f (k)(t)
(k−1)!

(x− t)k−1

)
= f ′(t)− f (n+1)(t)

n!
(x− t)n
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Logo,

F ′(t) =− f (n+1)(t)
n!

(x− t)n +λ (n+1)(x− t)n

Portanto para t = ξ temos:

0 = F ′(ξ ) =− f (n+1)(t)
n!

(x−ξ )n +λ (n+1)(x−ξ )n⇒ λ =
f (n+1)(ξ )

(n+1)!

Retornando a função e substituindo o valor λ

F(t) = f (x)− f (t)−
n

∑
k=1

f (k)(t)
k!

(x− t)n− f (n+1)(ξ )

(n+1)!
(x− t)n+1

E para t = x0, então F(x0) = 0, por hipótese concluı́mos que

f (x) = f (x0)+
n

∑
k=1

f (k)(t)
k!

(x− x0)
n +

f (n+1)(ξ )

(n+1)!
(x− x0)

n+1

Para ξ entre x0 e x.

Observação: O Teorema de Taylor com Resto de Lagrange garante simplesmente que

existe uma função para o resto e que seu valor existe para algum número entre x e x0. Porém,

na prática, um dos problemas comuns é determinar ξ entre x e x0 para encontrar o valor de

f (n+1)(ξ ).

2.2.2 Fórmula de Taylor com resto da Integral

O resultado a seguir mostra que se f possui derivada até a ordem n+1 e f (n+1) for continua

num intervalo aberto, então f pode ser reescrita como f (x) =
+∞

∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+
1
n!

∫ x

x0

(x−

t)n f (n+1)(t)dt, onde t é um ponto entre x0 e x.

Teorema 2.2.2 (Fórmula de Taylor com Resto da Integral). Se f (n+1) continua sobre um inter-

valo aberto I que contém x0, e para todo x pertencente a I, então

Rn(x) =
1
n!

∫ x

x0

(x− t)n f (n+1)(t)dt (2.4)

Demonstração. Temos que f (x) = Tn(x)+Rn(x) e usaremos indução matemática para mostrar

o resultado. Então para n = 1,

R1 = f (x)−T1(x) = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0)
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e pela hipótese devemos obter a integral
∫ x

x0

(x− t) f ′′(t)dt. Assim, usando o Teorema Funda-

menta do Cálculo e a técnica de integração por partes com:

u = x− t e dv = f ′′(t)dt, assim du =−dt e v = f ′(t). Então∫ x

x0

(x− t) f ′′(t)dt = (x− t) f ′(t)]xx0
+
∫ x

x0

f ′(t)dt

= 0− (x− x0) f ′(x0)+ f (x)− f (x0)

= f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0)

= f (x)−T1(x) = R1(x)

Portanto, o teorema é válido para n = 1. Agora, vamos supor que vale para n = k e assim

Rk(x) =
1
k!

∫ x

x0

(x− t)k f (k+1)(t)dt

E queremos mostrar que vale para n = k+1, ou seja,

Rk+1(x) =
1

(k+1)!

∫ x

x0

(x− t)k+1 f (k+2)(t)dt

Novamente integramos por partes com

u = (x− t)k+1 e dv = f (k+2)(t). Então du =−(k+1)(x− t)k e v = f k+1(t), assim

1
(k+1)!

∫ x

x0

(x− t)k+1 f (k+2)(t)dt =

=
1

(k+1)!
(x− t)k+1 f (k+1)(t)]xx0

+
k+1

(k+1)!

∫ x

x0

(x− t)k f (k+1)(t)dt

= 0− 1
(k+1)!

(x− x0)
k+1 f (k+1)(x0)+

1
k!

∫ x

x0

(x− t)k f (k+1)(t)dt

= − f (k+1)(x0)

(k+1)!
(x− x0)

k+1 +Rk(x)

= f (x)−Tk(x)−
f (k+1)(x0)

(k+1)!
(x− x0)

k+1

= f (x)−Tk+1(x) = Rk+1(x)

Logo , vale para n = 1 e para n = k+1, então por indução matemática o teorema é verdadeiro

para todo n.
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2.2.3 Fórmula de Taylor com Resto de Cauchy

Nesta seção visando ampliar o estudo sobre as formas de expressar o resto na Fórmula de

Taylor apresentamos a seguir mais um resultado que, também, se encontra em alguns livros

acadêmicos.

Teorema 2.2.3 (Fórmula de Taylor com Resto de Cauchy). Se f : [a,b]→R uma função com n

derivadas contı́nuas e f (n+1) definida em todo (a;b). Seja x0 ∈ [a,b] então existe η entre x0 e x

tal que

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(η)

n!
(x−η)n(x− x0) (2.5)

Demonstração. A função f , por hipótese, tem n+1 derivadas contı́nuas no intervalo (a,b) que

contém x0 e x. Portanto, é válido o teorema com resto da integral. Logo,

Rn(x) =
∫ x

x0

(x− t)n f (n+1)(t)dt
n!

para algum t entre x e x0. Pelo Teorema do Valor Médio para integrais [5], a hipótese assegura

a existência de um η entre x e x0, tal que

1
x− x0

∫ x

x0

(x− t)n f (n+1)(t)dt
n!

=
f (n+1)(η)

n!
(x−η)n

sendo assim, o resto pode ser representado também por:

Rn(x) =
f (n+1)(η)

n!
(x−η)n(x− x0),

como f (x) = Tn(x)+Rn(x), temos que

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(η)

n!
(x−η)n(x− x0)

Observação: a mesma dificuldade de encontrar o ξ para a Fórmula com Resto de Lagrange,

também, acontece quando precisamos encontrar o η para a Fórmula com Resto de Cauchy.

Usualmente, o que se faz é procurar uma função que limita a função do resto e assim fazer uma

estimativa do erro.
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2.3 Expansão em Série de Taylor Para Função de Duas Variáveis

O objetivo presente nesta seção, baseado na referência [7] , é elaborar uma análise sobre

como a série de Taylor pode representar uma função com duas variáveis. Basicamente, o ra-

ciocı́nio é fazer analogia à funções de apenas uma variável atendo-se ao fato que suas derivadas

são parciais.

2.3.1 Expansão em Série de Taylor de 2ª Ordem

Assim como uma função f (x) pode ser aproximada através do polinômio de Taylor de

segunda ordem, isto é, f (x) ≈ T2(x), procura-se uma expressão que aproxime a função z(x,y)

tal que z(x,y)≈ T2(x,y).

Inicialmente, seja z = z(x,y), função com duas variáveis. E, digamos que x e y então em

função de uma variável t, ou seja, x = x(t) e y = y(t). Assim, como z está em função de x e y

é correto dizer, também, que z está em função de t, logo z = z(t) = f (x(t),y(t)). Além disso,

z possui derivada (se existir), em relação a t. Para extender para o cenário de duas variáveis

devemos tomar x(t) = x0+ t∆x e y = y+ t∆y, onde ∆x e ∆y são constantes. Portanto, x′(t) = ∆x,

y′(t) = ∆y, x′′(t) = 0, y′′(t) = 0.

Então pela regra da cadeia a primeira derivada em relação a t é:

z′(t) =
∂ f
∂x

(x(t),y(t))
dx
dt

+
∂ f
∂y

(x(t),y(t))
dy
dt

=
∂ f
∂x

(x(t),y(t))x′(t)+
∂ f
∂y

(x(t),y(t))y′(t)

=
∂ f
∂x

(x(t),y(t))x′(t)+
∂ f
∂y

(x(t),y(t))y′(t)

=
∂ f
∂x

(x(t),y(t))∆x+
∂ f
∂y

(x(t),y(t))∆y (2.6)
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E a segunda derivada de z em relação a t:

z′′(t) =
d
dt

z′(t)

=
d
dt

[
∂ f
∂x

(x(t),y(t))x′(t)+
∂ f
∂y

(x(t),y(t))y′(t)
]

=
d
dt

[
∂ f
∂x

(x(t),y(t))x′(t)
]
+

d
dt

[
∂ f
∂y

(x(t),y(t))y′(t)
]

=

[
∂ 2 f
∂x2 (x(t),y(t))

[
x′(t)

]2
+

∂ 2 f
∂x∂y

(x(t),y(t))
[
x′(t)y′(t)

]]
+

[
∂ 2 f

∂y∂x
(x(t),y(t))

[
y′(t)x′(t)

]
+

∂ 2 f
∂y2 (x(t),y(t))

[
y′(t)

]2] (2.7)

e recordando que
∂ 2 f

∂x∂y
=

∂ 2 f
∂y∂x

, teorema das derivadas mistas [7], a expressão pode ser

simplificada para:

z′′(t) =
∂ 2 f
∂x2 (x(t),y(t))(∆x)2 +2

∂ 2 f
∂x∂y

(x(t),y(t))∆x∆y
∂ 2 f
∂y2 (x(t),y(t))(∆y)2 (2.8)

Agora, se z = f (x,y) é uma função de duas variáveis que é diferenciável numa vizinhança

próxima do ponto (x0,y0), então queremos encontrar um polinômio T2 que satisfaça

f (x,y)≈ T2(x,y)

quando (x,y) estão suficientemente próximo de (x0,y0), ou seja, quando (x− x0) e (y− y0). E,

assim devemos tomar:

∆x = (x− x0) e ∆y = (y− y0)

Logo,

z(t) = f (x(t),y(t)) = f (x0 + t∆x,y+ t∆y)

É importante observar que

f (x,y) = f (x0 +(x− x0),y0 +(y− y0)) = z(1)
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Pela Fórmula de Taylor temos que

z(t) = z(t0)+ z′(t0)(t− t0)+
1
2!

z′′(t0)(t− to)2 +R2(t)

Então, para t0 = 0

f (x,y) = z(1) ≈ z(0)+ z′(0)(1−0)+
1
2

z′′(0)(1−0)2

= z(0)+ z′(0)+
z′′(0)

2
(2.9)

Portanto,

z(0) = f (x(0),y(0)) = f (x0 +0(x− x0),y0 +0(y− y0)) = f (x0,y0)

Da equação (2.6),

z′(0) =
∂ f
∂x

(x(0),y(0))∆x+
∂ f
∂y

(x(0),y(0))∆y

=
∂ f
∂x

(x0,y0)∆x+
∂ f
∂y

(x0,y0)∆y

E finalmente, da equação (2.7)

z′′(0) =
∂ 2 f
∂x2 (x(0),y(0))(∆x)2 +2

∂ 2 f
∂x∂y

(x(0),y(0))∆x∆y+
∂ 2 f
∂y2 (x(0),y(0))(∆y)2

Substituindo z(0), z′(0), z′′(0) na aproximação da fórmula (2.9), e recordando que ∆x =

(x− x0) e ∆y = y− y0, obtém-se:
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f (x,y) ≈ f (x0,y0)+
∂ f
∂x

(x0,y0)(x− x0)+
∂ f
∂y

(x0,y0)(y− y0)

+
1
2

∂ 2 f
∂x2 (x0,y0)(x− x0)

2 +
∂ 2 f

∂x∂y
(x0,y0)(x− x0)(y− y0)

+
∂ 2 f
∂y2 (x0,y0)(y− y0)

2

E conforme a fórmula de Taylor, também, escreve-se:

Exemplo 4. Qual o polinômio de Taylor de segunda ordem centrada no ponto (1,1) para função

x2cos(y3)?

Solução:

Calculando as derivadas parciais de primeira e segunda ordem e utilizando a fórmula acima

obtemos o resultado:

x2cos(y3) ≈ cos(1)−3sen(1)(y−1)+2(x−1)cos(1)− 9
2

cos(1)

− 3sen(1)(y−1)2−6(x−1)sen(1)(y−1)+(x−1)2cos(1)

2.3.2 Expansão em Série de Taylor de n-ésima Ordem

Na seção anterior, a função f (x,y) foi aproximado até a segunda ordem do polinômio de

Taylor, isto é, f (x,y) ≈ T2(x,y). Agora, queremos expressar f (x,y) = Tn(x,y)+Rn(x,y), onde

Tn(x,y) é a n-ésima ordem do Polinômio de Taylor da função f , e Rn(x,y) é dito o resto da

n-ésima ordem do polinômio.

A ideia se conserva a mesma aplicada anteriormente, porém, pela fórmula de Taylor basta

aproximar a função z pela k-ésima derivada, ou seja,

z(t) =
n

∑
k=0

z(k)(t)
k!

(t− t0)k +Rn(t)

E ainda, para t0 = 0

f (x,y) = z(1) =
n

∑
k=0

z(k)(0)
k!

+Rn(t)
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Então precisamos encontrar a k-ésima derivada de z em relação a t e aplicar o ponto t0 = 0.

Ainda, no caso em que ∆x = (x−x0) e, ∆y = (y−y0) e z(t) = f (x0 + t∆x,y0 + t∆y), a função f

vai ter sempre derivada em relação x e y. Logo,

z(k)(t) =
k

∑
i=0

k!
i! j!

∂ k f
∂xi∂y j (x(t),y(t))(x− x0)

i(y− yo)
j

Quando calculamos a k-ésima derivada
∂ k f

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
i vezes

· · · ∂y∂y︸ ︷︷ ︸
j vezes

todas as parciais mistas são permutações

∂x e ∂y, sendo assim, uma permutação repetida com i e j elementos. Portanto a quantidade de

parciais mistas nesse caso é
k!

i! j!
∂ k f

∂xi∂y j (x(t),y(t)). Ainda i+ j = k⇒ j = k− i, e assim

z(k)(t) =
k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂y j (x(t),y(t))(x− x0)

i(y− yo)
k−i (2.10)

Então a z(k)(t) aplicada no ponto t0 = 0 é igual a

z(k)(0) =
k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x(0),y(0))(x− x0)

i(y− yo)
k−i

z(k)(0) =
k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x0,y0)(x− x0)

i(y− yo)
k−i (2.11)

Substituindo essa equação em

f (x,y) = z(1) =
n

∑
k=0

z(k)(0)
k!

+Rn(t)

obtemos uma expressão para a Fórmula de Taylor de n-ésima ordem:

f (x,y) =
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x0,y0)(x− x0)

i(y− yo)
k−i +Rn(x,y) (2.12)

com resto Rn em função das duas variáveis x e y.

Entretanto, quando lim
n+∞

Rn(x,y) = 0

f (x,y) =
+∞

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x0,y0)(x− x0)

i(y− yo)
k−i. (2.13)

Além disso, conforme fora visto na seção 2.2.1 uma função de apenas uma variável pode
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ser expressa através da fórmula de Taylor com resto de Lagrange. Analogamente, conseguimos

uma expressão que represente uma função de duas variáveis. [5]

Teorema 2.3.1. Suponha que f (x,y) e todas suas derivadas parciais de ordem menor ou igual

a n+ 1 sejam continuas em D = {(x,y)/a ≤ x ≤ b,c ≤ y ≤ d} e seja (x0,y0) ∈ D. Para cada

(x0,y0) ∈ D, existem ξ1 entre x e x0 e ξ2 entre y e y0 tais que

f (x,y) = Tn(x,y)+Rn(x,y)

em que

Tn(x,y) =
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x,y)(x− x0)

i(y− y0)
k−i

e

Rn(x,y) =
1

(n+1)!

n+1

∑
i=0

(n+1)!
i!(n+1− i)!

∂ n+1 f
∂xi∂yn+1−i (ξ1,ξ2)(x− x0)

i(y− y0)
n+1−i.

Exemplo 5.

A representação para n = 2 é

f (x,y) = f (x0,y0)+
∂ f
∂x

(x0,y0)(x− x0)+
∂ f
∂y

(x0,y0)(y− y0)

+
1
2

∂ 2 f
∂x2 (x0,y0)(x− x0)

2 +
∂ 2 f

∂x∂y
(x0,y0)(x− x0)(y− y0)

+
∂ 2 f
∂y2 (x0,y0)(y− y0)

2 +Rn(x,y)

e

Rn(x,y) =
1
2

2

∑
i=0

2!
(3− i)!

∂ 3 f
∂xi∂y3−i (ξ1,ξ2)(x− x0)

i(y− y0)
3−i

2.4 Expansão em Série de Taylor para Funções de Várias
Variáveis

Como pode-se imaginar, assim que o número de variáveis cresce a expressão que aproxima

a função pela série de Taylor também cresce. Se f :Rm→R uma função com derivadas de todas

as ordens n numa vizinhança próxima ao ponto (a1,a2, ...,am) a série de Taylor que representa

f é dada por:
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f (x1,x2, ...,xm) =

=
∞

∑
n=0

1
k!

k

∑
i1+i2+...+im=k

k!
i1!i2!...im!

∂ k f (x1,x2, ...,xm)

∂xi1
1 ∂xi2

2 ...∂xim
m

(x1−a1)
i1...(xm−am)

im

Analogamente à função com duas variável, dada uma função z tal que z = z(x1,x2, ...,xm)

e ainda que x j está em função de uma variável t, isto é, x j = x j(t) para todo j = 1,2, ...,m. Da

mesma maneira, pode-se dizer que

z(t) = f (x1(t),x2(t), ...,xm(t)).

Ainda, assume-se para um caso especial em que x j(t) = a1 + t(x j−a j), para j = 1,2, ...,m.

Então, z(1) = f (x1(1),x2(1), ...,xm(1)) = f (x1,x2, ...,xm)

Logo, da fórmula de Taylor temos que :

z(t) =
n

∑
k=0

z(k)(t0)
k!

(t− t0)k +Rn(t)

Então, aproximando o valor z(1) através da série de Taylor centrada no ponto t0 = 0, obtém-

se que:

z(1) =
n

∑
k=0

z(k)(0)
k!

(1−0)k +Rn(t)

z(1) =
n

∑
k=0

z(k)(0)
k!

+Rn(t)

Portanto,

z(1) = f (x1,x2, ...,xm) = (2.14)

=
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i1+i2+...+im=k

k!
i1!i2!...im!

∂ k f (x1,x2, ...,xm)

∂xi1
1 ∂xi2

2 ...∂xim
m

(x1−a1)
i1...(xm−am)

im

+Rn(x1,x2, ...,xn)

É importante observar que

z(k)(0) =
k

∑
i1+...+im=k

k!
i1!...im!

∂ k f (a1, ...,am)

∂xi1
1 ...∂xim

m
(x1−a1)

i1 ...(x−a2)
im
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onde a generalização da derivada z(k)(t) é obtida a partir de uma análise de combinações tal

que
k!

i1!...im!
é a quantidade das parciais mistas (permutações com repetição) para a função

z(t) = f (x1(t), ...,xm(t)).

Portanto, a partir dos resultados acima para f : Rm→ R uma função n vezes diferenciável

numa vizinhança próximo a um ponto (a1,a2, ...,am) pode ser representada pela fórmula de

Taylor da seguinte forma:

f (x1,x2, ...,xm) = (2.15)

=
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i1+i2+...+im=k

k!
i1!i2!...im!

∂ k f (x1,x2, ...,xm)

∂xi1
1 ∂xi2

2 ...∂xim
m

(x1−a1)
i1...(xm−am)

im

+R(x1,x2, ...,xm)

E ainda quando n tende ao infinito e Rn(x1,x2, ...,xm) tende zero , então temos uma representação

em série de Taylor para f e logo

f (x1,x2, ...,xm) = (2.16)

=
+∞

∑
k=0

1
k!

k

∑
i1+i2+...+im=k

k!
i1!i2!...im!

∂ k f (x1,x2, ...,xm)

∂xi1
1 ∂xi2

2 ...∂xim
m

(x1−a1)
i1 ...(xm−am)

im .
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3 Aplicações

Nesta seção apresentaremos algumas aplicações da série e da fórmula de Taylor. Entre elas,

a mais fundamental e usada em Calculo Numérico é aproximação de funções. Em seguida, con-

vergência de métodos iterativos, estudo sobre os máximos e mı́nimos e, soluções de equações

diferenciais ordinárias.

3.1 Aproximando Funções por Série de Taylor

Um exemplo clássico, mas que permite estudar com afinidade o comportamento da aproximação

por série de Taylor, é o da função exponencial f (x) = ex. É sabido pela fórmula de Taylor que

f (x) = Tn(x)+Rn(x), ou ainda que f (x)≈ Tn(x), onde Tn(x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)

k. Avaliando

as derivadas da função f ao redor do ponto x0, temos que:

f (0) = 1

f ′(x) = ex f ′(0) = 1

f ′′(x) = ex f ′′(0) = 1

f ′′′(x) = ex f ′′′(0) = 1
...

f (n)(x) = ex f (n)(0) = 1
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E assim encontramos os polinômios de Taylor:

T1(x) = 1+ x

T2(x) = 1+ x+
x2

2!

T3(x) = 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!

T4(x) = 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
...

Tn(x) = 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+ ...+

xn

n!

A figura abaixo mostra que ao aumentar o valor de n , Tn(x) parece se aproximar da função

ex. Isto sugere que para n suficientemente grande ex seja igual à soma de sua série de Taylor.

(a) T1(x) (b) T2(x)

(c) T3(x) (d) T4(x)

Figura 3.1: Função Exponencial e seus polinômios de Taylor

De fato, quando n for suficientemente grande a função f será igual a soma de sua série

de Taylor próximo ao ponto x0 = 0. Na verdade, a aproximação ”é boa”quando analisamos
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um intervalo próximo ao ponto em que a série está centrada. Caso contrário, se analisamos o

intercalo (−2,−1) percebemos que o polinômio de Taylor não se ajusta ”tão bem”a função f .

Agora, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange escrevemos a função ex como:

ex =
n

∑
k=0

xk

k!
+ eξ xn+1

(n+1)!

para algum ξ entre 0 e x.

Sendo assim, é válido que ∣∣∣∣∣ex−
n

∑
k=0

xn

n!

∣∣∣∣∣= eξ |x|
n+1

(n+1)!

Quando n tende ao infinito lim
n→∞

eξ |x|
n+1

(n+1)!
= 0

De fato, para x > 0, temos que eξ < ex pois ξ ∈ (0,x) e logo 0 <, e assim

0 < eξ xn+1

(n+1)!
< ex xn+1

(n+1)

e o lim
n→∞

xn+1

(n+1)!
= 0 e logo pelo teorema do confronto lim

n→∞
eξ xn+1

(n+1)!
= 0.

Se x < 0, então eξ < e0 = 1, pois ξ ∈ (x,0) e portanto

0 < eξ |x|
n+1

(n+1)!
<
|x|n+1

(n+1)!

Assim lim
n→∞

|x|n+1

(n+1)!
= 0, logo, lim

n→∞

xn+1

(n+1)!
= 0. Pelo teorema do confronto e de maneira

análoga ao limite anterior lim
n→∞

eξ xn+1

(n+1)!
= 0.

Conclusão, quando n tende ao infinito o lim
n→∞

eξ xn+1

(n+1)!
= 0 para todo x real, e logo pelo

teorema (2.2.1) a função ex é igual a a soma de sua série de Taylor. Isto é

ex =
∞

∑
k=0

xk

k!
,para todo x .

Exemplo 6. Encontre a série de Taylor centrada em x0 = 0, para a função f (x) = ax, com

a > 0.



33

Solução:

Para encontrar a solução podemos usar um resultado de logaritmo que nos diz que:

ax = ex lna

Agora, eu =
∞

∑
n=0

un

n!
, convergente para todo u real. Assim, se u = x lna, obtemos

ax = ex lna =
∞

∑
n=0

(x lna)n

n!

logo,

ax =
∞

∑
n=0

(lna)n

n!
xn

Além disso, a convergência da série é válida para todo x real.

Tabela de séries de Taylor centrada em x0 = 0

Diversas funções elementares, assim como ex, podem ser reescritas como soma de sua série

de Taylor. Segue abaixo uma lista com as principais funções em torno do ponto 0 (série de

MacLaurin).

f (x) Série de Taylor

ex
∞

∑
n=0

xn

n!
R = ∞

1
1− x

∞

∑
n=0

xn R = ∞

sinx
∞

∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)!
R = ∞

cosx
∞

∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
R = ∞

tan−1 x
∞

∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n+1
R = 1

ln(x+1)
∞

∑
n=0

(−1)n xn+1

n+1
R = 1

(1+ x)k
∞

∑
n=0

(k
n)x

n R = 1

Além do mais, as funções acima podem ser combinadas com outras gerando novas séries

de Taylor. Este é o caso que será observado no exemplo a seguir.
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Exemplo 7. Estime o valor da integral
∫ 1

0
xcos(x3)dx.

Solução:

É verdade que cosu =
∞

∑
n=0

(−1)n u2n

(2n)!
, para todo u. Assim, basta fazer uma mudança de

variável,isto é, chamar u = x3. Portanto,

xcos(x3) = x
∞

∑
n=0

(−1)n (x
2n)3

(2n)!
=

∞

∑
n=0

(−1)n x6n+1

(2n)!
,

para todo x. Reescrevendo a integral
∫ 1

0
xcos(x3)dx =

∫ 1

0

∞

∑
n=0

(−1)n x6n+1

(2n)!
dx.

E como uma série de potência é integrável, temos

∫ 1

0

∞

∑
n=0

(−1)n x6n+1

(2n)!
dx =

∞

∑
n=0

(−1)n x6n+2

(6n+2)[(2n)!]
|10

=
∞

∑
n=0

(−1)n 16n+2

(6n+2)[(2n)!]
−

∞

∑
n=0

0

=
∞

∑
n=0

(−1)n 1
(6n+2)[(2n)!]

Portanto, ∫ 1

0
xcos(x3)dx =

∞

∑
n=0

(−1)n 1
(6n+2)[(2n)!]

=
1
2
− 1

16
+

1
336
− 1

14400
+ ...≈ 0.4404

3.1.1 Aproximação para Função de Duas Variáveis

Esta seção dedica-se, na prática, como acontece a aproximação de uma função com mais

de uma variável através de seu polinômio de Taylor.

É verdade pela fórmula de Taylor que f (x,y) = Tn(x,y)+Rn(x,y), e ainda que f (x,y) ≈
Tn(x,y), para uma função definida f : R2 → R. Entretanto, pelo teorema (2.3.1) se f possui

n+1 derivadas parciais próxima à uma vizinhança de um ponto (x0,y0), então

Tn(x,y) =
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂ i∂ k−i (x0,y0)(x− x0)

i(y− y0)
k−i
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e claramente,

f (x,y)≈
n

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (x0,y0)(x− x0)

i(y− y0)
k−i.

A maior dificuldade de estabelecer as aproximações é encontrar as derivadas parciais da

função. Não é uma tarefa difı́cil mas requer muita atenção. Na prática usa-se os softwares

matemáticos para obtenção dos polinômios de Taylor. Porém, nesta seção utilizamos ”peque-

nos”valores para n com intuito de compreender a estrutura desta parte do trabalho acadêmico.

Exemplo 8.

Seja a função f (x,y) = sen(xy) e vamos aproximar através do polinômio de Taylor de grau

2 em torno do ponto (1,
π

3
). Logo, pela fórmula de Taylor:

f (x,y) ≈ T2(x,y)

T2(x,y) =
2

∑
k=0

1
k!

k

∑
i=0

k!
i!(k− i)!

∂ k f
∂xi∂yk−i (1,

π

3
)(x−1)i(y− π

3
)k−i

= f (1,
π

3
)+

∂ f
∂x

(1,
π

3
)(x−1)+

∂ f
∂y

(1,
π

3
)(y− π

3
)

+
1
2!

∂ 2 f
∂x2 (1,

π

3
)(x−1)2 +

∂ 2 f
∂x∂y

(1,
π

3
)(x−1)(y− π

3
)

+
1
2!

∂ 2 f
∂y2 (1,

π

3
)(y− π

3
)2

As derivadas parciais são:

∂ f
∂x

(x,y) = cos(xy)y
∂ f
∂x

(1,
π

3
) =

π

6
∂ f
∂y

(x,y) = cos(xy)x
∂ f
∂y

(1,
π

3
) =

1
2

∂ 2 f
∂x2 (x,y) =−sen(xy)y2 ∂ 2 f

∂x2 (1,
π

3
) =
−
√

3
18

π
2

∂ 2 f
∂y2 (x,y) =−sen(xy)x2 ∂ 2 f

∂y2 (1,
π

3
) =
−
√

3
2

∂ 2 f
∂x∂y

(x,y) =−sen(xy)xy+ cos(xy)
∂ 2 f

∂x∂y
(1,

π

3
) =

1
2
− π
√

3
6

e portanto,
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sen(xy) ≈ T2(x,y) =

√
3

2
+

π

6
(x−1)+

1
2
(y− π

3
)+

π2
√

3
36

(x−1)2

+ (
1
2
−
√

3
6

)(x−1)(y− π

3
)−
√

3
4

(y− π

3
)2.

Para ter uma dimensão de como o número de termos do polinômio cresce quando aumentos

para terceira ordem, isto é, calculando T3(x,y), o resultado obtido é:

sen(xy) ≈ T2(x,y)−
π3

324
(x−1)3 +(

−
√

3π

6
− π2

36
)(y− π

3
)(x−1)2

+ (
−
√

3
2
− π

12
)(y− π

3
)2(x−1)− 1

12
(y− π

3
)3

Utilizando software Maple, abaixo elaboramos uma representação gráfica de como o T2(x,y)

e T3(x,y) se ajustam na função sen(xy) próximo ao ponto (1,
π

3
):

(a) T2(x,y) (b) T3(x,y)

Assim , quanto maior a ordem do polinômio de Taylor ao redor de um ponto melhor é a

aproximação.

3.2 Máximos e Mı́nimos

Em diversas situações, os pontos mais interessantes de uma função são os pontos de máximos

e mı́nimos. Porém, quando a função tem mais de uma variável, eles não são tão simples de loca-

lizá-los. O estudo realizado nesta seção, restrita a função de duas variáveis, tem como objetivo

encontrar estes pontos através do polinômio de Taylor. [3]
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Definição 3.2.1. Uma função de duas de variáveis tem um máximo local em (a,b) se

f (x,y)≤ f (a,b) quando (x,y) está próximo (a,b), o número f (a,b) é chamado de valor máximo

local. Se f (x,y)≥ f (a,b) quando (x,y) próximo (a,b), então f tem um mı́nimo local e f (a,b)

é chamado de valor mı́nimo local.

Teorema 3.2.1. Se uma função f tem máximo ou mı́nimo locais em (a,b) e as derivadas parci-

ais de primeira ordem existem nesse ponto, então
∂ f
∂x

(a,b) = 0 e
∂ f
∂y

(a,b) = 0.

Definição 3.2.2. Uma função f (x,y) tem um ponto de sela em um ponto crı́tico (a,b), se (x,y)

próximo próximo (a,b) então existem pontos do domı́nio (x,y) onde f (x,y)< f (a,b) e pontos

do domı́nio onde f (x,y)> f (a,b).

Observação: Um ponto (a,b) é chamado de ponto crı́tico se as derivadas parciais nesse

ponto são nulas ou se uma destas não existem. [3]

Matriz Hessiana, Fórmula de Taylor, Máximos e Mı́nimos

A seguir veremos que é possı́vel avaliar os pontos de máximo e mı́nimo fazendo um estudo

sobre a matriz hessiana da função f . Onde a matriz hessiana de uma função f (x,y) é definida

da seguinte forma:

H(x,y) =


∂ 2 f
∂x2 (x,y)

∂ 2 f
∂x∂y

(x,y)

∂ 2 f
∂x∂y

(x,y)
∂ 2 f
∂y2 (x,y)


Agora, seja f (a,b) um valor de máximo ou mı́nimo local, então

f (x,y) − f (a,b)≈ ∂ f
∂x

(a,b)(x−a)+
∂ f
∂y

(a,b)(y−b)

+
1
2

[
∂ 2 f
∂x2 (a,b)(x−a)2 +2

∂ 2 f
∂x∂y

(x−a)(y−b)+
∂ 2 f
∂y2 (a,b)(y−b)2

]

Como f (a,b) é um valor de máximo ou mı́nimo pelo teorema
∂ f
∂x

(a,b) = 0 =
∂ f
∂y

(a,b).

Portanto,

f (x,y)− f (a,b) ≈ 1
2

[
∂ 2 f
∂x2 (a,b)(x−a)2 +2

∂ 2 f
∂x∂y

(x−a)(y−b)+
∂ 2 f
∂y2 (a,b)(y−b)2

]

A equação acima revela que o sinal de f (x,y)− f (a,b) depende dos valores das derivadas

parciais de segunda ordem. Além disso, rescrevendo a equação na forma matricial nota-se a
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presença da matriz hessiana da função f aplicada no ponto (a,b):

f (x,y)− f (a,b)≈ 1
2

[
x−a y−b

]
∂ 2 f
∂x2 (a,b)

∂ 2 f
∂x∂y

(a,b)

∂ 2 f
∂x∂y

(a,b)
∂ 2 f
∂y2 (a,b)


[

x−a

y−b

]

Ainda, podemos dizer que f (x,y)− f (a,b) = vT H(a,b)v, onde v =

[
x−a

y−b

]
e vT seu

transposto.

Da Álgebra Linear se H(a,b) semi-definida positiva, isto é, vT H(a,b)v ≥ 0 então f (a,b)

é um valor de mı́nimo local. E f (a,b) será máximo local se H(a,b) for semi-definida nega-

tiva, isto é, vT H(x,y)v ≤ 0. Além disso, f (a,b) será um ponto de sela se existir um v tal que

vT H(a,b)v < 0 e outro v tal que vT H(a,b)v > 0, isto é, H(x,y) é a matriz indefinida. Também,

chamamos H(a,b) de definida positiva se vT H(a,b)v > 0, e se vT H(a,b)v < 0, H(a,b) é dita

definida negativa.

Recorrendo, ainda, a Álgebra Linear podemos avaliar a natureza do ponto crı́tico através

dos autovalores da hessiana. Sejam λ1, λ2 os autovalores da hessiana H(a,b), então:

1. se os autovalores de H(a,b) são positivos , então a hessiana é definida positiva e portanto

a função possui um ponto de mı́nimo local.

2. se todos os autovalores de H(a,b) são negativos, então a hessiana é definida negativa e

portanto possui um ponto de máximo local.

3. se os autovalores de H(a,b) tem sinais diferentes, então a hessiana é indefinida e portanto

possui um ponto de sela.

Entretanto, no caso, para funções definidas em R2 é mais confortável avaliar a natureza do

ponto através do determinante da matriz hessiana. Assim , vamos enunciar um teorema que

relaciona os pontos de máximos e mı́nimos via determinante.

Teorema 3.2.2. Suponha que as segundas derivadas de f sejam contı́nuas em uma bola aberta

centrada em (a,b),e suponha que (a,b) seja ponto crı́tico de f . Seja

D =
∂ 2 f
∂x2 (a,b)

∂ 2 f
∂y2 (a,b)−

[
∂ 2 f

∂x∂y
(a,b)

]2
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• D > 0 e
∂ 2 f
∂x2 (a,b)> 0, então f (x,y) tem um mı́nimo local em (a,b);

• D > 0 e
∂ 2 f
∂x2 (a,b)< 0, então f (x,y) tem um máximo local em (a,b).

• D < 0, então f (a,b) não é nem mı́nimo nem máximo local(é chamado ponto de sela);

Observação: Podemos justificar o teorema acima encontrando os autovalores da hessiana,

isto é,

det(H−λ I) = 0

e obtemos,

λ1 +λ2 =
∂ 2 f
∂x2 (a,b)+

∂ 2

∂y2 (a,b)

λ1λ2 = D

Bem, se o determinante D é negativo os autovalores tem sinais trocados e portanto (a,b) é

ponto de sela em f . Logo, se D maior zero então os autovalores tem mesmo sinal, e também

verifica-se que
∂ 2 f
∂x2 (a,b) e

∂ 2 f
∂y2 (a,b) têm mesmo sinal. Assim, se

∂ 2 f
∂x2 > 0 então λ1,λ2 > 0

e portanto (a,b) é um ponto de mı́nimo local. Caso contrário, se
∂ 2 f
∂x2 < 0 então λ1,λ2 < 0 e

portanto (a,b) é um máximo local.

Exemplo 9. Considere a função f (x,y) = x3− y2− 12x+ 6y+ 5, determine os pontos onde

ocorrem máximo e mı́nimo.

Solução: Primeiro é necessário encontrar os pontos crı́ticos de f , ou seja, onde as derivadas

parciais de primeira ordem não existem ou são iguais a 0.
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∂ f
∂x

(x,y) = 3x2−12 = 0⇒ x =+
− 2

∂ f
∂x

(x,y) = 6−2y = 0⇒ y = 3

Os pontos são (−2,3) (2,3). Agora, calculando as derivas parciais de segunda ordem o deter-

minante da matriz Hessiana é:

H(x,y) =

(
6x 0

0 −2

)
=−12x

Para o ponto (2,3) :

H(2,3) =−12.2=−24< 0, portanto no (2,3) não tem máximo nem mı́nimo local, logo f (2,3)

é um ponto de sela.

Para o ponto (−2,3) :

H(−2,3)=−12.(−2)= 24> 0 e
∂ f
∂x

(−2,3)=−12< 0. Logo, H(−2,3)> 0 e
∂ f
∂x

(−2,3)< 0,

então f (2,3) é um máximo local.

Exemplo 10.

Agora, para função f (x,y) = xsen(y), temos:

∂ f
∂x

(x,y) = sen(y)⇒ y = kπ k inteiro

∂ f
∂y

(x,y) = xcos(y) = 0⇒ x = 0 pois, cos(kπ) 6= 0

Logo o único ponto crı́tico é (0,kπ). As derivadas parciais são:

∂ 2 f
∂x2 (x,y) = 0

∂ f
∂y2 (x,y) =−xcos(y)

∂ 2 f
∂x∂y

(x,y) = cos(y)

Assim
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H(x,y) =

(
0 cos(y)

cos(y) −xsen(y)

)
= 0[−xsen(y)]− [cos(y)]2

Portanto H(0,kπ) = −[cos(kπ)]2 < 0, sendo assim, (0,kπ) não é máximo e nem mı́nimo.

Então, f (0,kπ) é um ponto de sela , para todo k inteiro.

A seguir, temos o gráfico da função f (x,y) próximo ao ponto de sela (0,π). Assim pra

determinada região da superfı́cie (0,π) é ponto de máximo, contrapartida, pra determinada

outra região é ponto de mı́nimo local. O gráfico foi produzido através do software Maple.

Figura 3.2: Gráfico da função xsen(y)

3.3 Convergência de Métodos Iterativos

Encontrar raı́zes de uma função nem sempre é um processo simples. Entretanto, na dis-

ciplina de Métodos Numérico em Cálculo são introduzidos métodos que nos auxiliam para tal

objetivo. O método de Newton (ou Newton-Raphson) é um dos métodos mais conhecidos e

eficientes para a solução de um problema raiz, isto é, f (x) = 0. Este método pode ser intro-

duzido de diversas maneiras. O mais comum é considerar a técnica de modo gráfico. Outra

possibilidade é usando a aproximação linear do polinômio de Taylor, ou ainda, se desejar uma

convergência mais rápida aproxima-se pelo polinômio quadrático de Taylor(segunda ordem) o

qual denominamos nesse trabalho de Método de Halley.
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Quanto a convergência, se {xn}∞
n=0 uma sequência que convirja para α e lim

n→∞

|xn+1−α|
|xn−α|κ

=

λ , então {xn}∞
n=0 converge para α com ordem κ .

3.3.1 Convergência Quadrática do Método de Newton

O Algoritmo do método de Newton é

xn+1 = xn−
f (xn)

f ′(xn)
se f ′(xn) 6= 0 existir ,n≥ 0

De acordo com o teorema de Taylor, se f tem derivadas até a segunda ordem em um inter-

valo I e pode ser representada pela expansão em torno de um ponto próximo da raiz de f (x). E

suponhamos que α seja a raiz, então pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, temos que

para algum ξ que está entre xn e α:

f (α) = f (xn)+ f ′(xn)(α− xn)+
f ′′(ξ )

2
(α− xn)

2

como α é raiz então f (α) = 0 e portanto

0 = f (xn)+ f ′(xn)(α− xn)+
f ′′(ξ )

2
(α− xn)

2

e assim

− f ′′(ξ )(α− xn)
2

2 f ′(xn)
=

f (xn)

f ′(xn)
+(α− xn)

Relembrando que o método de Newton é:

xn+1 = xn−
f (xn)

f ′(xn)
⇒ xn+1− xn =−

f (xn)

f ′(xn)

logo, substituindo esse resultado na equação anterior obtemos:

− f (ξ )(α− xn)
2

2 f ′(xn)
= (xn− xn+1)+(α− xn)

α− xn+1 = − f (ξ )(α− xn)
2

2 f ′(xn)
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além do mais, digamos que o erro seja En = α− xn e assim,

En+1 =−
f ′′(ξ )

2 f ′(xn)
E2

n ⇒ |En+1|=
∣∣∣∣− f ′′(ξ )

2 f ′(xn)

∣∣∣∣ ∣∣E2
n
∣∣⇒ |En+1|=

∣∣∣∣ f ′′(ξ )
2 f ′(xn)

∣∣∣∣ ∣∣E2
n
∣∣

A convergência depende muito da escolha do x0 inicial que deve ser próximo a raiz. Caso

convirja como vimos ela é dita convergência quadrática.

3.3.2 Convergência Cúbica do Método de Halley

Segundo a referência [8] o Método de Halley, similar ao de Newton, é um método para

verificação de raiz. É um algoritmo para resolver a equação não linear f (x) = 0 e consiste em

uma sequencia de iterações a partir de um ponto inicial x0 da seguinte forma :

xn+1 = xn−
2 f (xn) f ′(xn)

2[ f ′(xn)]2− f (xn) f ′′(xn)

desde que possua derivada até a terceira ordem.

Agora vamos supor que f seja contı́nua e possua derivada de terceira ordem numa vizinhança

próximo a α , tal que, f (α) = 0. E ainda, se xn está nessa vizinhança , então a partir do teorema

de Taylor com resto de Lagrange podemos escrever:

0 = f (α) = f (xn)+ f ′(xn)(α− xn)+
1
2

f ′′(xn)(α− xn)
2 +

1
6

f ′′′(ξ )(α− xn)
3 (1)

0 = f (α) = f (xn)+ f ′(xn)(α− xn)+
1
2

f ′′(η)(α− xn)
2 (2)

para algum ξ e η existente entre α e xn
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Então multiplique (1) por 2 f ′(xn) e (2) por f ′′(xn)(α− xn) e subtraia (2) de (1):

0 = 2 f ′(xn) f (xn)+2[ f ′(xn)]
2(α− xn)+ f ′(xn)(α− xn)

2

+
f ′(xn) f ′′′(ξ )(α− xn)

3

3
− f (xn) f ′′(xn)− f ′(xn) f ′′(xn)(α− xn)

2

− f ′′(xn) f ′′(η)(α− xn)
3

2
⇒ 0 = 2 f ′(xn) f (xn)+2[ f ′(xn)]

2− f (xn) f ′′(xn)(α− xn)

+

(
f ′(xn) f ′′′(ξ )

3
− f ′(xn) f ′′(η)

2

)
(α− xn)

3

⇒ − 2 f ′(xn) f (xn)−
(

2 f ′(xn) f ′′′(ξ )−3 f ′′(xn) f ′′(η)

6

)
= (2[ f ′(xn)]

2− f (xn) f ′′(xn))(α− xn)

E logo

α− xn =

− 2 f (xn) f ′(xn)

2[ f ′(xn)]2− f (xn) f ′′(xn)
− 2 f ′(xn) f ′′′(ξ )−3 f ′′(xn) f ′′(η)

12[ f ′(xn)]2−6 f (xn) f ′′(xn)
(α− xn)

3

Mas pelo método de Halley xn+1− xn =−
2 f (xn) f ′(xn)

2[ f ′(xn)]2− f (xn) f ′′(xn)
logo,

α− xn+1 =−
2 f ′(xn) f ′′′(ξ )−3 f ′′(xn) f ′′(η)

12[ f ′(xn)]2−6 f (xn) f ′′(xn)
(α− xn)

3

Tomando o erro En = α− xn, assim

|En+1|=
∣∣∣∣−2 f ′(xn) f ′′′(ξ )−3 f ′′(xn) f ′′(η)

12[ f ′(xn)]2−6 f (xn) f ′′(xn)

∣∣∣∣ |En|3

Portanto, em outras palavras, a medida que n aumenta a convergência do método entre um

termo e seu anterior é cúbica. Claro, a convergência do método depende muito do x0 inicial.

Sendo assim, mais uma vez conseguimos estudar a convergência usando a fórmula de Taylor.

3.4 Equações Diferenciais Ordinárias

Encontrar solução de uma equação diferencial ordinária linear nem sempre é possı́vel medi-

ante a manipulação de funções elementares. O objetivo dessa seção é verificar que tais soluções

são possı́veis utilizando séries de Taylor. Isto é, admite-se que a equação diferencial ordinária
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linear possui uma solução da forma

y(x) =
∞

∑
n=0

y(n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

para um raio de convergência |x− x0|< R. Mais especificamente, o objetivo é encontrar solução

em série de Taylor para uma equação diferencial de segunda ordem linear com coeficientes

variáveis da forma A(x)y′′+B(x)y′+C(x)y = 0, tal que, y = y(x). Esta equação é muito comum

em determinados campos das fı́sicas, por exemplo, na eletrostática. A maior dificuldade usando

este método como solução é a recorrência de sucessivas derivadas implı́citas.

3.4.1 Solução em série de Taylor ao redor de um ponto ordinário

Para o desenvolvimento desta seção é necessário definir ponto ordinário e enunciar um

teorema sobre a existência de uma solução em série de Taylor para equação diferencial já citada.

Esta seção foi elaborada a partir de [9]

Definição 3.4.1. Seja A(x)y′′+B(x)y′+C(x)y = 0, com y = y(x) e A, B e C polinômios sem

fatores comuns. Dizemos que x0 é um ponto ordinário da equação se A(x0) 6= 0, e um ponto

singular se A(x0) = 0.

Teorema 3.4.1 (Existência de soluções em série de Taylor). Se x = x0 é um ponto ordinário da

equação diferencial

y′′+P1(x)y′+P2(x)y = 0

então existe solução em série de Taylor ao redor do ponto x = x0

y(x) =
∞

∑
n=0

y(n)(x0)

n!
(x− x0)

n

Observação: Segundo a referência a solução converge para |x− x0|<R, onde R é a distância

de x0 ao ponto singular mais próximo, e dizemos que a solução de y(x) é uma solução ao redor

do ponto ordinário x0.

Exemplo 11.

Equação de Legendre: Esta equação ocorre principalmente em problemas com simetria

esférica, por exemplo, em eletrostática. Tem a seguinte forma:

(1− x2)y′′−2xy′+ p(p+1)y = 0 ,para p ∈ R (3.1)
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O ponto x0 = 0 é um ponto ordinário. Então, procuramos uma solução em série de Taylor

tal que y(x) =
∞

∑
n=0

anxn, onde an =
y(n)(0)

n!
.

Para x = 0 e sabendo que a0 = y(0) e a2 =
y′′(0)

2!
, temos

y′′(0) =−p(p+1)y(0)

⇒ a2 =−
p(p+1)a0

2!

Derivando implicitamente a equação (3.1) em relação a x e aplicando no ponto x= 0, obtém-

se :

(1− x2)y′′′ −4xy′′+(p(p−1)−2)y = 0

⇒ y′′′(0) =−(p(p+1)−2)y′(0)

⇒ a3 =−
(p+2)(p−1)

3!
a1

Calculando a derivada de segunda ordem da equação (3.1) em relação a x:

(1− x2)y(4) −6xy(3)+(p(p+1)−6)y(2) = 0

⇒ y(4)(0) =−(p+3)(p−2)y(2)(0)

⇒ a4 =
(p+3)(p+1)p(p−2)

4!
a0

Derivando a equação acima novamente em relação a x:

(1− x2)y(5) −8xy(4)+(p(p+1)−12)y(3) = 0

⇒ y(5)(0) =−(p+4)(p−3)y(3)(0)

⇒ a5 =
(p+4)(p+2)(p−1)(p−3)

5!
a1

E assim continuamos recursivamente observando que existe uma padrão nas derivadas tal

que

y(n+2)(0) =−(p+n+1)(p−n)y(n)(0)
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Em seguida substituindo os valores dos coeficientes na y(x) =
∞

∑
n=0

anxn:

y(x) = a0 +a1x+a2x2 + ...+anxn + ...

= a0 +a1x− p(p+1)
2!

a0x2− (p+2)(p−1)
3!

a1x3

+
(p+3)(p+2)p(p−1)

4!
a0x4 +

(p+4)(p+2)(p−1)(p−3)
5!

a1x5− ...

Todos os coeficientes foram determinados termos de a0 e a1. Assim,

y(x) = a0

[
1− p(p+1)

2!
x2 +

(p+3)(p+2)p(p−1)
4!

x4− ...

]
+ a1

[
x− (p+2)(p−1)

3!
x3 +

(p+4)(p+2)(p−1)(p−3)
5!

x5− ...

]

Logo, y(x) = a0y1(x)+a1y(x), tal que

y1(x) = 1− p(p+1)
2!

x2 +
(p+3)(p+2)p(p−1)

4!
x4− ...

y2(x) = x− (p+2)(p−1)
3!

x3 +
(p+4)(p+2)(p−1)(p−3)

5!
x5− ...

As soluções y1(x) e y2(x) são linearmente independentes. Além disso, y1(x) ou y2(x) é uma

solução para equação de Legendre. Isto é, se tomar respectivamente a0 = 1 e a1 = 0 ou a0 = 0

e a1 = 1 forma-se uma base para as soluções.

Observação: No estudo de equações diferenciais,a independência linear de y1(x) e y2(x)

pode ser verificada através do calculo Wronskiano, ou seja,

W (y1,y2) =

∣∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣∣ 6= 0

e nesse caso para x = 0 o Wronskiano W (y1,y2) 6= 0.

O próximo exemplo mostra que é possı́vel encontrar soluções com ”formas mais fechadas”.
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Exemplo 12. Encontrar a solução geral da equação diferencial

(2+4x−2x2)y′′−12(x−1)y′−12y = 0 (3.2)

Soluçao:

Dado x = 1 é um ponto ordinário. Então, buscamos uma solução tal que y(x) =
∞

∑
n=0

an(x−

1)n, para an =
y(n)(1)

n!
.

Além disso, simplificamos a equação dividindo por 2, assim:

(1+2x− x2)y′′+(6−6x)y′−6y = 0 (3.3)

Se x = 1 na equação (3.3), obtém-se:

y′′(1) = 3y(1)

⇒ a2 =
3
2

a0

Agora derivando a equação (3.3) implicitamente em relação a x e aplicando no ponto x = 1,

temos:

(1−2x− x2)y(3) + (8−8x)y′′−12y′ = 0

⇒ y(3)(1) = 6y′(1)

⇒ a3 = a1

Calculando a segunda derivada da equação (3.3):

(1−2x− x2)y(4) + (10−10x)y(3)−12y′′ = 0

⇒ y(4)(1) = 10y′′(1) = 30y(1)

⇒ a4 =
5
4

a0
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Repetindo o processo,

(1−2x− x2)y(5) + (12−12x)y(4)−12y(3) = 0

⇒ y(5)(1) = 15y(3)(1) = 15 ·6y(1)

⇒ a5 =
3
4

a1

Analogamente encontramos, para todo k ≥ 1

a6 =
7
8

a0

a7 =
4
8

a1

...

a2k =
2k+1

2k a0

a2k+1 =
k+1

2k a1

A solução y(x) =
∞

∑
n=0

an(x−1)n pode ser moldada com a seguinte forma y(x) = a0+a1(x−

1)+
∞

∑
k=1

a2k(x−1)2k +
∞

∑
k=1

a2k+1(x−1)2k+1, uma vez que a fórmula de recorrência dos coefici-

ente são verdadeiros para k ≥ 1. Substituindo a2k e a2k+1,logo

Logo,

y(x) = a0 +a1(x−1)+a0

∞

∑
k=1

2k+1
2k (x−1)2k +a1

∞

∑
k=1

k+1
2k (x−1)2k+1

Entretanto , podemos avaliar o somatório para k ≥ 0 e verificar que os coeficientes de a0 e

a1 coincidem. Desta forma,

y(x) = a0

∞

∑
k=0

2k+1
2k (x−1)2k +a1

∞

∑
k=0

k+1
2k (x−1)2k+1
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Para,

y1(x) =
∞

∑
k=0

2k+1
2k (x−1)2k

e

y2(x) =
∞

∑
k=0

k+1
2k (x−1)2k+1

são ambas convergentes para todo x e ainda são linearmente independentes (Wronskiano W (y1,y2) 6=
0). Para a0 = 1 e a1 = 0 ou a0 = 0 e a1 = 1 nota-se que y1(x) e y2(x) são soluções da equação

(3.3).

3.4.2 Soluções Aproximadas Para Equações Diferenciais Ordinárias

A essência dos métodos numéricos está na discretização do contı́nuo [10]. Nesta seção

apresentaremos dois métodos que são utilizados para calcular a solução de uma equação dife-

rencial ordinária num conjunto discreto de pontos. Além do mais, ambos os métodos surgem

da expansão da função em série de Taylor.

Método de Taylor

Para o desenvolvimento do método supomos que a solução y(x) para o problema de valor

inicial

y′ = f (x,y) , a≤ x≤ b, y(a) = α

tenha (n+ 1) derivadas continuas. Se expandirmos a solução, y(x), na enésima ordem do po-

linômio de Taylor com resto de Lagrange no ponto xi e avaliar no ponto xi+1, obtemos:

y(xi+1) = y(xi)+hy′(xi)+
h2

2!
y′′(xi)+ ...+

hn

n!
y(n)(xi)+

hn+1

(n+1)!
y(n+1)(ξi) (3.4)

para algum ξi ∈ (xi,xi+1) e h = xi+1− xi.

A diferenciação sucessiva da solução, y(x), nos dá

y′(x) = f (x,y(x))

y′′(x) = f ′(x,y(x))
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e, em geral,

y(k) = f (k−1)(x,y(x))

y(xi+1) = y(xi)+h f (xi,y(xi))+
h2

2!
f ′(xi,y(xi))+ ... (3.5)

+
hn

n!
f (n−1)(xi,y(xi))+

hn+1

(n+1)!
f (n)(ξi,y(xi))

Exemplo 13. Considere o problema de valor inicial e aplique o método de Taylor de segunda

ordem:

y′ = y− x2 +1, y(0) = 0.5, 0≤ x≤ 2

Solução:

A segunda ordem para o método de Taylor é

y(xi+1) = y(xi)+h f (xi,y(xi))+
h2

2!
f ′(xi,y(xi))+O(h3)

Pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange o erro é igual a
h3

3!
f ′′′(ξ ) e assim a fórmula nos

fornece uma ordem de erro O(h3).

Contudo, temos

y(xi+1) ≈ y(xi)+h f (xi,y(xi))+
h2

2!
f ′(xi,y(xi))

Calculando as derivadas, obtemos

f (x,y(x)) = y− x2 +1

f ′(x,y(x) = y− x2−2x−1

Logo,

y(xi+1) = y(xi)+h(y(xi)− x2
i +1)+

h2

2
(y(xi)− x2

i −2xi−1)
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A solução exata do P.V.I é

y(x) = (x+1)2−0,5ex

A tabela a seguir contém os valores da solução exata e aproximada para cada xi:

xi y(xi) y(x) solução exata

0,0 0,5000000 0,5000000

0,2 0,8300000 0.8292986

0,4 1,2158000 1.2140877

0,6 1,6529760 1.6489406

0,8 2,1323327 2.1272295

1,0 2,6486459 2.6408591

1,2 3,1913480 3.1799415

1,4 3,7486446 3.7324000

1,6 4,3061464 4.2834838

1,8 4,8462986 4.8151763

2,0 5,3476843 5.3054720

Método das Diferenças Finitas

O método das diferenças finitas e um método de resolução de equação diferenciais que se

baseia na aproximação de derivadas por diferenças finitas. A fórmula obtém-se da expansão

em série de Taylor. Se assumimos que y(x) têm derivadas contı́nuas até ordem (n+ 1), numa

vizinhança de um ponto x, podemos expandi-la na série de Taylor:

y(x+h) = y(x)+hy′(x)+ y′′(x)
h2

2!
+ ...+

hn

n!
y(n)(x)+

hn+1

(n+1)!
y(n+1)(ξ )

para algum ξ ∈ (x,x+h).

Então, para aproximação de segunda ordem tomando h e −h respectivamente, temos

y(x+h) = y(x)+hy′(x)+
h2

2
y′′(x)+

h3

3!
y′′′(ξ1) (1)

y(x−h) = y(x)−hy′(x)+
h2

2
y′′(x)− h3

3!
y′′′(ξ2) (2)

Subtraindo a última expressão da primeira obtemos uma fórmula centrada para primeira

derivada
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y′(x) =
y(x+h)− y(x−h)

2h
+

h2

6
y′′′(ξ ) (3.6)

para ξ ∈ (x−h,x+h)

Se aproximássemos por Taylor de primeira ordem obterı́amos uma ordem de erro h, porém,

nesse caso a fórmula fornece uma aproximação com ordem de h2.

y′(x) =
y(x+h)− y(x−h)

2h
+O(h2) (3.7)

De maneira análoga, fazendo expansão em Taylor até a terceira ordem conseguimos uma

expressão pra derivada segunda

y′′(x) =
y(x+h)−2y(x)+ y(x−h)

h2 − h2

12
y(4)(κ) (3.8)

para algum κ ∈ (x−h,x+h).

No método de diferenças finitas as derivadas presentes na equação diferencial são subs-

tituı́das por aproximações das equações descritas acima. Assim, para cada ponto xi, no intervalo

onde a equação diferencial esta definida, tomamos:

y′(xi) ≈
yi+1− yi−1

2h
(3.9)

y′′(xi) ≈
yi+1−2y1 + yi−1

h2 (3.10)

Onde h é o tamanho do intervalo xi+1− xi e, por conveniência de notação, yi = y(xi).

Para ilustrar a ideia do método a seguir temos um exemplo.

Exemplo 14. Usando o método das diferenças finitas podemos encontrar aproximações para a

solução da equação diferencial ordinária

y′′− y′+ xy = ex(x2 +1), x ∈ (0,1)

com condições de contorno,

y(0) = 0 y(1) = e

Solução:
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Se discretizamos o intervalo (0,1) tomando um h = 0,1 e usando as equações (3.8) e (3.9)

para aproximar y(xi), teremos para i = 1,2, ...,9

yi+1−2yi + yi−1

h2 − yi+1− yi−1

2h
+ xiyi = exi(x2

i +1)

Neste caso podemos caso particular, onde h é uniforme podemos notar que xi = ih e o

sistema acima pode ser rescrito como

(2−h)yi+1 +(2ih3−4)yi +(2+h)yi−1 = 2h2eih((ih)2 +1).

As condições de contorno aparecerão nas equações correspondentes a i = 1 e i = 9. Assim,

temos:

(2−h)y2 +2(h3−2)y1 = 2h2(h2 +1)eh i = 1

2(9h3−2)y9 +(2+h)y8 = 2h2e9h(81h2 +1)− (2−h)e i = 9

A solução exata do problema de contorno é y(x) = xex. Os resultados correspondentes para

solução exata e a aproximação com h = 0,1 estão apresentados na tabela:

xi yi solução exata y(xi)

0,1 0,110401 0,110517

0,2 0,244056 0,244281

0,3 0,404638 0,404958

0,4 0,596333 0,596730

0,5 0,823911 0,824361

0,6 1,09280 1,09327

0,7 1,40918 1,40963

0,8 1,78007 1,78043

0,9 2,21342 2,21364

Os passos seguidos ano exemplo anterior podem ser generalizados em um algoritmo geral

de problemas de contorno de equações diferenciais de segunda ordem [10].
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Conclusão

Nesse trabalho nos propusemos a estudar o comportamento das funções quando estão re-

presentadas por sua série de Taylor. O maior incentivo para dedicar-se a esse tema foram as

diversas áreas de aplicações, principalmente, na área da matemática aplicada. A elaboração do

mesmo foi uma tarefa que exigiu muitas horas de dedicação, porém, prazerosa. Além do mais,

pude aplicar vários conceitos recebidos durante o curso e, ainda, aperfeiçoar e agregar novos

conhecimentos.

No primeiro capı́tulo, fez-se necessário o estudo prévio de conceitos e ferramentas rela-

cionados à série de potências. Ainda nesse capı́tulo, o resultado mais importante é o que diz

respeito à convergência. Os pontos da função e sua série de potências têm valores coincidentes

apenas se estiverem no intervalo de convergência da série.

No segundo capı́tulo, introduzimos o conceito de série de Taylor. Além do mais, vimos que

o conceito amplia-se ao cenário para funções definidas em mais de uma variável. Entretanto, o

resultado mais importante citado nesse capı́tulo, sem dúvidas, é a fórmula de Taylor. A fórmula

garante que podemos representar a função através da soma parcial da série de Taylor acrescidos

de um resto. De fato, utilizamos a fórmula para modelar diversos problemas propostos no

capı́tulo três.

No terceiro capı́tulo, vimos a importância de todo o estudo praticado nos capı́tulos ante-

riores. A seção foi dedicada exclusivamente aos campos de aplicações da série de Taylor. A

maior parte delas são utilizadas em método numéricos. Por exemplo, convergência de métodos

iterativos, máximos e mı́nimo de funções, solução de EDO’s. Neste parte do trabalho buscamos

apresentar os resultados, na maioria das vezes, através de exemplos. Assim, enunciamos os

teoremas necessários, porém, omitimos a demostração.

Finalmente, concluo afirmando a importância desse trabalho o qual abre caminhos para

estudos mais avançados, por exemplo, equações diferenciais parciais. Na verdade, o presente

trabalho é um estudo superficial tendo em vista que o tema pode facilmente ser aplicado a áreas

mais complexas e deixando assim a porta entreaberta para estudos futuros.
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