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Resumo

Neste trabalho, cujo objetivo principal € estudar certos métodos iterativos para a compu-
tacdo de alguns autovalores de uma matriz, veremos trés importantes processos iterativos: o
Método de Poténcia, a Iteracdo Ortogonal e o Método LOPSI. Os dois dltimos métodos, que
na verdade consistem em uma generalizacao do Método de Poténcia, sdo utilizados para encon-
trarmos simultaneamente mais de um autovalor de uma dada matriz, recebendo a denominagao
Iteragdes de Subespago. Para finalizar, faremos testes com matrizes de autovalores sensiveis,

utilizando os dois métodos de iteracdo de subespaco.

Palavras-chave: Autovalor, Método de Poténcia, Iteracdao ortogonal, Método LOPSI, Ite-

racdo de Subespaco.



Abstract

In this work, whose goal is to study certain iterative methods for computing some eigenva-
lues of a matrix, we see three major iterative processes: the Power Method, Orthogonal Iteration
and LOPSI Method. The latter two methods, which are actually a generalization of the power
method, are used to find more than one eigenvalue of a given matrix and are called Subspace
Iterations. Finally, we test matrices with sensitive eigenvalues, using both methods of subspace

iteration.

Keywords: Eigenvalue, Power Method, Orthogonal Iteration, LOPSI Method, Subspace

Tteration.
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Introducdo

Autovalores e autovetores sdo objetos matematicos amplamente utilizados na matematica,
fisica, engenharia, entre diversas outras areas. No contexto de Controle, sdo essenciais nos pro-
cessos de observacao de estabilidade, frequéncias naturais e modos de vibragao, por exemplo.
A propria resposta temporal de um sistema linear invariante no tempo € uma exponencial que

depende do autovalor.

O problema de autovalores é um dos problemas centrais da Algebra Linear. Jacobi foi
pioneiro na formulacdo de um método iterativo para calcular o espectro de uma matriz simétrica,
isso em 1846. Hoje em dia, hd varias maneiras praticas de obtermos os autovalores de uma
dada matriz. O sistema iterativo MATLAB, por exemplo, tem a funcdo eig para calcular o
espectro de uma matriz genérica via método QR, método surgido no inicio da segunda metade
do século XX. A convergéncia deste método para matrizes nao normais pode ser problematica,
por exemplo, se alguns dos autovalores estiverem agrupados, muito proximos um do outro. Ha
métodos que computam apenas um autovalor de uma matriz, como por exemplo o Método de
Poténcia, que abordaremos neste trabalho. Contudo, nosso foco serd tratar de métodos que
computam simultaneamente varios autovalores de uma dada matriz, mais especificamente, os

métodos de iteracdo de subespaco, Iteracao Ortogonal e LOPSI.

O trabalho foi organizado de forma que pudéssemos trazer grande parte dos resultados
importantes da Algebra Linear relacionados com nosso tema de pesquisa. Por isso os Capitulos
1, 2 e 3, consistem em uma grande revisao de conceitos bdsicos envolvendo espagos vetoriais e
transformacoes lineares, bem como trazem algumas notagdes importantes que serdo utilizadas
no decorrer da pesquisa. Os Capitulos 4, 5 e 6 trazem conceitos mais especificos a respeito de
autovalores e operadores lineares, bem como algumas decomposi¢des matriciais importantes
como a fatoracido QR e a decompsi¢ao de Schur, que serdo utilizadas nos métodos iterativos que
trabalharemos. Finalmente, no Capitulo 7 introduzimos o Método de Poténcia e em seguida os
Meétodos de Iteracdao de Subespaco: Iteracao Ortogonal e Método LOPSI, foco desta pesquisa.
Ainda neste Capitulo, apresentaremos os resultados de experimentos que foram feitos utilizando

tais métodos para a obtencao dos autovalores de algumas matrizes especiais.



1  Conceitos Bdsicos da Algebra Linear

Neste primeiro topico do trabalho, revisaremos alguns conceitos bésicos da Algebra Linear

bem como definiremos notacdes que serdo utilizados no decorrer desta pesquisa.

1.1 Matrizes

Seja K um corpo de caracteristica zero. Vamos denotar por K”*" o conjunto das matrizes
m X n cujas entradas estdo em K. Por exemplo, R™*" denota o conjunto das matrizes reais
m x n. Como € usual, denotaremos por a;; 0 elemento de uma matriz A que estd na linha i e

coluna j.

ary ain

aml T Amn

Para denotar o vetor-linha i da matriz A escreveremos A(i,:), que é a notacdo utilizada
pelo sistema interativo MATLAB (entre outros softwares, como os sistemas interativos lives
FreeMat, GNU Octave e Scilab). Da mesma forma, para denotarmos o vetor coluna j , utiliza-
remos A(:, j). A submatriz de A formada pelos elementos que estdo a0 mesmo tempo nas linhas
i1 <ip,<...<i,enascolunas j; < jp <...< jg serd denotada por A([i1,...,i;],[j1,---,Js])-

Se as linhas e as colunas forem consecutivas, vamos denotar essa mesma submatriz por

A(il : injl :js)-
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Submatrizes desse tipo sdo chamadas de blocos. Por exemplo, na matriz:

ap | a2 aiz | di4

A= | ay |axn axs|au

asj ‘ azz ass ‘ asq

as submatrizes

air a2 dais
, ,etc.,

ay az axs
sdo blocos. Podemos reescrever a matriz A como sendo

Py Py Py3
Py Py P

em que cada P;; € um dos blocos indicados na parti¢do da matriz A. Podemos perceber que se
dois elementos dessa tltima matriz t€ém o primeiro indice igual, entao os blocos que representam
tém a mesma quantidade de linhas e se dois elementos t€ém o segundo indice igual, entdo os

blocos que representam t€m a mesma quantidade de colunas.

Uma propriedade importante de matrizes em blocos € que estas podem ser tratadas, até
certo ponto, como se cada bloco fosse um s6 elemento. E claro que é necessdrio preservar a
ordem desses elementos durante os calculos, para que os blocos tenham dimensdes adequadas
para que todas as somas e produtos envolvidos estejam bem definidos. O teorema que segue

mostra como pode-se fazer isto.

Teorema 1. Sejam

Py P o Py Qi Qun -+ Qp
p_ P.21 P?2 P.2s o= 921 922 QZt
P, Pop o Py Q1 Qn - Qy
matrizes em blocos tais que para cada j, j=1,...,r e paracada l, |l = 1,...,t, 0o niimero de
colunas de P i é igual ao niimero de linhas em Qy, k=1,...,s.
Entdo o produto PQ pode ser particionado nos blocos Ry, i=1,....r, k=1...,t, em que

Rix =Pi1 Qi +PQor + ... +PisQy

Definicdo 1. Seja A = (a;;) uma matriz m x n. Entdo a matriz C = (c;;), de ordem n x m tal

que ajj=cj, i=1,...,m, j=1,...n, é chamada de transposta de A e é denotada por AT,
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A operacdo transposi¢do tem duas importantes propriedades:

i) (AB)” =B7AT, sempre que o produto AB esti bem definido, e

ii) (AT)T = A, para toda matriz A.

Esta notagdo serd utilizada no decorrer deste trabalho, especialmente com vetores coluna.

Um vetor coluna u com entradas uy,us, ..., u, serd escrito como u = (uy,uy, ... ,un)T
Definicdo 2. Uma matriz A que satisfaz A = AT ¢é dita uma matriz simétrica.

Definicao 3. O conjugado transposto ou transposto Hermitiano, ou matriz adjunta de uma
matrizm x n A com entradas complexas é a matriz n x m A obtida de A por tomar a transposta
e entdo tomar o conjugado complexo de cada entrada. Denotamos o transposto conjugado de

uma matriz A = (a;;) é denotado por A" = (ay).

Defini¢io 4. Dada uma matriz A = (a;;) de ordem m x n, entdo ela é dita hermitiana (ou
auto-adjunta) se for igual a sua transposta conjungada. Simbolicamente, A = a;; = aj; = Al
Dizemos que A é anti-hermitiana se A = —A". Se A~' = AY entdo A é denominada unitdria.

Uma matriz A que satisfaz AA? = AP A é dita uma matriz normal.

Vamos definir agora a adjunta cldssica de uma matriz, que nao deve ser confundida com a

matriz adjunta, ou conjugado transposto, definida em (3).

Definicdo 5. A adjunta (ou adjunta cldssica) de uma matriz quadrada A = (a;j) € a transposta
da matriz que se obtém substituindo cada termo (a;;) pelo determinante da matriz resultante de
retirar de A a linha i e a coluna j (isso é, o determinante menor) multiplicado por (—1)"*/. A

adjunta de uma matriz é denotada por ad j(A).

Nossa atencdo especial serd voltada as matrizes quadradas. Neste ambito, muitas classes

especias de matrizes sdo importantes.

Em uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem 7, os elementos a;; que satisfazem i = j, i =
1,...,n, j=1,...,n, compdem a diagonal principal de A, também chamada simplismente de

diagonal de A.
Definicdo 6. Uma matriz A = (a;j) de ordem n é dita triangular inferior se a;j = 0 para i <
J, L, j=1,...,neédita triangular superior se a;j =0 parai> j, i,j=1,...,n.

Definicio 7. Uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n é dita diagonal se for simultaneamente
triangular superior e inferior, ou seja, a;; =0 parai+# j, i,j=1,...,n. Dados dy,...,d; €K,

denotamos a matriz diagonal D tal que (Vi)d;; = d;, por diag(d,, ... ,dy).
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A matriz diagonal I, definida por

1, se i=]

iij = .
0, se i#]

¢ chamada de matriz identidade, que em MATLAB ¢é definida pelo comando eye(n). Sua i-ésima

coluna é o i-ésimo vetor cianonico €; € K". Simbolicamente,

I,=(e; e -+ e,)

Quando no contexto estiver clara qual a dimensdo da matriz identidade, eliminaremos o indice

n € €sCreveremos apenas 1.

Exemplo 1. As matrizes

1 —1 0 20 0
2 0

(2), 1o 1 2], 10 =10
3 ]

0 0 3 0 0 3

podem ser classificadas respectivamente como triangular inferior, triangular inferior, triangu-

lar superior e diagonal. A quarta matriz também pode ser escrita como diag(2,—1,3).

Definicao 8. Chamamos de superdiagonal de uma matriz a qualquer diagonal paralela a di-
agonal principal que esteja na parte triangular superior da matriz e de subdiagonal de uma
matriz a qualquer diagonal paralela a diagonal principal que esteja na parte triangular infe-

rior da matriz.

Teorema 2. O produto de duas matrizes triangulares inferiores de mesma ordem é ainda uma
matriz triangular inferior. O produto de duas matrizes triangulares superiores é ainda uma

matriz triangular superior. O produto de duas matrizes diagonais é ainda uma matriz diagonal.

Definicao 9. Uma matriz A = (a;j) de ordem n é dita uma matriz de Hessenberg superior se

ajj=0parai> j+1 e Hessenberg inferior se a;j =0 parai < j+ 1.

Definicao 10. Uma matriz A = (aij) de ordem n é dita uma matriz de banda se possuir p

superdiagonais e q subdiagonais, p,q > 1.

Um outro conceito importante € o de singularidade de matrizes.

Definicao 11. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ndo singular se existir uma matriz B
tal que AB = BA =1, onde 1 representa a matriz identidade de ordem n. A matriz B é definida

como sendo a matriz inversa de A e é denotada por A"
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Teorema 3. Dada uma matriz ndo singular A, sua matriz inversa, A*I, é determinada de forma

iinica. Além disso, temos que (A=)~ = A,

Teorema 4. Se A e B sdo duas matrizes ndo singulares de mesma ordem, entdo o produto AB

é também ndo singular e

(AB)"' =B~ 1A
Em outras palavras, o inverso do produto é o produto dos inversos em ordem trocada.
Teorema 5. Se A é uma matriz ndo singular entdo AT é também uma matriz ndo singular e
(AT)fl — (Afl)T

Em outras palavras, a inversa da transposta é a transposta da inversa.

A partir do conceito de singularidade de matrizes, surgem muitas outras definicdes e resul-

tados, como por exemplo o conceito de semelhan¢a de matrizes.

Definicao 12. Duas matrizes A e B de ordem n sdo ditas semelhantes se existir uma matriz ndo

singular C tal que A = C~'BC.

A noc¢do de semelhanca define uma relacdo de equivaléncia no conjunto das matrizes qua-

dradas no sentido que

i) A é semelhante consigo mesma;
ii) Se A € semelhante a B, entdo B é semelhante a A; e

iii) Se A € semelhante a B ¢ B € semelhante a C, entdo A € semelhante a C.

O estudo das fungdes traco e determinante de matrizes quadradas € importante para um

estudo posterior a respeito de matrizes nao singulares e inversas.
Definicio 13. Seja A = (a;;) uma matriz de ordem n. O trago de A é o niimero
tr(A) =aj +an+--+ap.
Definicio 14. Seja A = (a;;) uma m x n matriz. O determinante de A, det(A) é o niimero

det(A)= Y  o(P)aikiasks---anky (1.1)
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O somatdrio é sobre todas as permutagdes P dos niimeros inteiros 1,...,n e o fator 6(P) é o

sinal da permutagdo P. E igual a +1 se P permutacdo é par, e —1 se P é impar. A permutagdo

1, 2, ..., n
ki, ko, ..., ky
€ dita par se tiver um niimero par de inversoes e impar se tiver um niimero impar de inversoes.

Vamos agora citar duas consequéncias da defini¢do de (1.1). Claramente, se I € a matriz
identidade, entao

det(I) =1 (1.2)

As propriedades da permutacdo implicam que para uma matriz quadrada A qualquer,
i) det(AT) =det(A)
ii) det(A") =det(A)
iii) det(AB) =det(A)det(B)
iv) Se A tem ordem n e & é um escalar qualquer, entdo, det(aA) = o"det(A)
v) det(A™Y) = det(A)~!

Ha vérias matrizes especiais que podem ser definidas a partir de comandos no MATLAB.
Abaixo alguns exemplos.
e A matriz nula m X n que é toda formada por zeros, € definida pelo comando zeros(m,n);
e A matriz m x n formada toda por uns é definida pelo comando ones(m,n);

e A matriz companheira fica melhor definida a partir do conceito de autovalor, objeto que ainda
abordaremos neste trabalho. Seja p(x) = a,x" + ...+ a1 x+ap, a, # 0 um polindbmio em
K. A matriz companheira associada a p é a matriz C = compan([ay,...,ao]), que é a
matriz cuja primeira linha é —a,,_ /a, ... —ai/a, —ap/a,, a segunda linha é o primeiro
vetor canodnico de K”, eq, a terceira linha € e, ..., a enésima linha é e, ;. Exemplo: se

p(x) = x* —5x3 +3x* +-x — 1, entiio

5 -3 -1 1
1 0 0O
0 1 00
0 0 10
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Veremos em um capitulo adiante que o polindmio dado € o polindmio caracteristico de C.
Isso é um fato geral: dado um vetor v = (ay,...,ap) € K", em que a, # 0, o polindmio

xt— Gostyn=l . dly 9 ¢ ¢ polindmio caracteristico de C = compan(v).
n

dan an

e Matrizes de Hankel sdo matrizes retangulares m X n tais que paratodo k, 0 <k <m+n—2,
hij=h,emquel <i<mel< j<nsdotaisquei— 1+ j—1=k. Ou seja, sdo matrizes
cujos elementos de cada diagonal paralela a diagonal secunddaria sdo todos iguais. Para
gerar tais matrizes, basta sabermos sua primeira coluna e sua tltima linha. Em MATLAB,

define-se uma matriz de Hankel pelo comando

hankel([ho,hl, e ,hmfl], [hmfl, .. ;hm+n72])-

e Um exemplo de matriz de Hankel é a matriz de Hilbert, que ¢ uma matriz n x n, H = hilb(n),

cujas entradas sdo definidas por H; j = 1/(i+j—1).

e Um quadrado mégico simples de ordem n é uma matriz cujas entradas vio de 1 a n” e estio
dispostas de tal modo que a soma dos elementos de cada linha, de cada coluna e de cada
diagonal (principal e secundéria) é sempre igual a um mesmo valor. No MATLAB, o

comando para gerar tal matriz é dado por magic(n).

e O comando P = pascal(n) gera uma matriz simétrica que satisfaz a propriedade similar a que
define um triangulo de Pascal: p(i,1) = p(1,j) e p(i+1,j+1) =p(i+1,j)+p(i,j+1)
para i,j > 1. A matriz de Pascal triangular inferior de ordem n, denotada por P,, é a

matriz cujo elemento da linha i e coluna j € definida por

(i—l) o
' , Sei> ],
(Pn)ij: ]—1

0, sei< j.
Por exemplo,
1 00O
1 100
Py =
1 210
1 3 31

Essa matriz é gerada pelo comando abs(pascal(4,1)).

e Matrizes de Toeplitz também sdo matrizes retangulares de ordem m X n tais que para todo

kl—n<k<m-—1 hj=h,emquel <i<mel < j<nsatisfazemi— j=k. Ou
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seja, sdo matrizes cujas entradas de cada diagonal paralela a diagonal principal sdo todas
iguais. Uma matriz de Toeplitz é determinada se soubermos sua primeira coluna e sua

primeira linha. Em MATLAB, uma matriz de Toeplitz é construida a partir do comando

toeplitz([ho,hl, e 7hm—1]; [hl—n—(l—n)ahl—n—(Z—n)a e ,hl_n]).

e Dado um vetor x = (xp,...,x,), em MATLAB o comando V = vander(x) gera a matriz de
Vandermonde n X n cujos elementos sdo definidos por v;; = xil__lj I
1 1 1
Xn  Xn—1 X1
_ 2 2 2
V = X Xy X7
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2 Espacos Vetoriais

2.1 Espacos Vetoriais e Subespacos

Vamos formalizar o conceito de espaco vetorial e demonstrar alguns resultados importantes

que serdo necessarios no decorrer desta pesquisa.

Este primeiro teorema serd de fundamental importancia quando discutirmos raizes de certos
polindmios no Capitulo 5. Nao daremos sua demonstracdo aqui, mas ela pode ser encontrada

facilmente em livros de Algebra.

Teorema 6. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polindmio com coeficientes complexos

possui raizes complexas.

Um conjunto que satistfaz a propriedade acima € dito algebricamente fechado.
Definicao 15. Um conjunto ndo vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas operagoes,
denotadas por + (adicdo) e - (multiplicacdo), satisfazendo as seguintes prorpiedades:
Al) a+B=B+a,Va,p €K (comutatividade da adi¢do)
A2) a+(B+y)=(a+B)+7 Y a,B,y < K (associatividade da adi¢do)

A3) Existe um tinico elemento 0 € K tal que x +0=0+ o =, V a € K (exiténcia do elemento

neutro da adi¢do)

A4) Para cada o € K existe um inico elemento (—a) tal que @+ (—o) = 0 (existéncia do

elemento oposto da adicdo)
Ml) a-B=B-a V a,B €K (propriedade comutativa da multiplicacéo)
M2) o-(B-v)=(a-B) -7,V a,B,y € K (propriedade associativa da multiplicacdo)

M3) Existe um tinicol €e Ktalque -1 =1-a = a, ¥V o € K (existéncia do elemento neutro

da multiplicagdo)
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M4) Para cada o ndo nulo em K existe um tinico a~ ' tal que o - a~' = 1 (existéncia do

elemento inverso da multiplicacdo)
D) (a+B)-y=o-y+B-v VYV a,pB,y €K (propriedade distributiva)

Definicao 16. Um conjunto ndo vazio V é um espaco vetorial sobre (um corpo) K se em seus

elementos, denominados vetores, estiverem definidas as seguintes duas operacoes:

A) A cada par a,v de vetores de V, corresponde a um vetor u+v € V chamado de soma de u

e v de modo que sejam satisfeitas as propriedades da adi¢do para corpos.

Observacao 1. O elemento neutro da adigdo em V é chamado vetor nulo e é denotado

por 0.

M) A cada par o € K e v € V, corresponde a um vetor o -v € V, denominado produto por

escalar de o por v, de modo que
M1) (af)-v=a(B-v),¥Ya,B €KeveV (propriedade associativa)
M2) 1-v=v,VveV (noqualléo elemento neutro da multiplicacdo em K)
Dl) a-(u+v)=0-u+a-vvVvacKeVuveV
D2) (a+B) v=a-B+B-v.Va,pecKeVveV

Observacao 2. Podemos denotar o espaco vetorial simplesmente porV ou quando for desejdvel

especificar o corpo, usaremos a expressao K-espago vetorial V.

Observacao 3. Seja V um K-espaco vetorial. O conjuntoV com a operacdo de soma de vetores
€ um grupo abeliano. Portanto cada vetor nulo é tinico assim como cada vetor tem um vnico

vetor oposto.

Definicao 17. Seja V um espago vetorial e W um subconjunto ndo vazio de V. Se W é um

espaco vetorial em relacdo as operacoes de 'V, dizemos que W é um subespaco de V.

Exemplo 2. Todo espaco vetorial tem pelo menos dois subespacos; ele préprio e o subespaco

que contém apenas o vetor nulo. Este uiltimo é conhecido como subespaco nulo.

Teorema 7. Um subconjunto ndo vazio W de V é um subespago de V se, e somente se, para

cada par de vetores u,v € W e cada escalar o € K, o vetor au+ v pertence a W.



19

Demonstracao: Suponhamos que W seja um subconjunto ndo vazio de V tal que au+v
pertenca a W para todos os vetores u,v € W e todos os escalares & € K. Como W € ndo vazio,
existe um vetor p € W. Logo, (—1)p+p = 0 estd em W. Entdo se u € um vetor arbitrario em W
e o um escalar arbitrdrio, o vetor cu = o0 estd em W. Em particular, (—1)@ = —a estd em
W. Finalmente se u e v estdo em W, entdo u+v = lu+vestd em W. assim, W € um subespaco
de V.

Reciprocamente, se W € um subespago de V, u e v estdo em W e o € um escalar, certamente

ou+vestaiemW. n

Exemplo 3. Seja A uma m x n matriz sobre K. Entdo o conjunto de todas as n x 1 matrizes
(colunas) X sobre K tais que AX = 0, é um subespago do espaco de todas as n X 1 matrizes
sobre K Para demonstrar isso, é preciso provas que A(aX+Y) =0para AX =0, AY =0¢ o

um escalar arbtrdrio de K. Isto decorre imediatamente do seguinte lema:

Lema 1. Se A é uma m x n matriz sobre K e B, C sdo n X p matrizes sobre K, entdo
A(aB+C)=o(AB)+AC
para todo escalar a € K.

Demonstracao:

D=

A(aB+C)|;; = Aj(oB+ Cy;

T

[
D=

(0 AuBy;+ A Cy;)

»4
I
_

n n
= a) AyBii+ Y AyCy
k=1 k=1

= OC(AB)ij + (AC)”

= [OC(AB) -I-AC]ij.

Analogamente, pode-se mostrar que (aB + C)A = a(BA) + CA, se as somas e produtos

de matrizes estdo definidos.
Teorema 8. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. A interseccdo de uma colegcdo ar-

bitrdria de subespacos de V é um subespago de V.

Demonstracao: Seja {Wa} uma cole¢cdo de subespacos de V e seja W = ﬂWa a sua

a
intersec¢do. Recordemos que W € definido como sendo o conjunto dos elementos pertencentes
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simultaneamente a W,. Como cada W, € um subespaco, todos contém o vetor nulo. Assim, o
vetor nulo estd na intersec¢ao W o que implica que W € ndo vazio. Sejam u e v vetores em W e
seja o um escalar. Pela defini¢cao de W, tanto u como v pertencem a cada W, e, como cada W,
¢ um subespago, o vetor (ou+ v) estd em todo W,. Assim (au+ v) estd em W. Pelo Teorema

(7), W € um subespaco de V. ]

Este teorema mostra que se S € uma colegdo arbitraria de vetores em V, entio existe um
menor subespago de V que contém S, isto €, um subespaco que contém S e que esta contido em

todos os outros subespacos que contém S.

Definicao 18. Seja S um conjunto de vetores num espago vetorial V. O subespaco gerado por S
€ definido como sendo a interseccdo W de todos os subespacos de V que contém S. Quando S é
um conjunto finito de vetores, S = {v1,va,...,V,}, denominamos W simplesmente o subespago

gerado pelos vetores Vi, ...,V,, que serd denotado por [Vi Va ... Vy].

Definicao 19. Seja V um -espago vetorial. Dizemos que um vetor v € V é uma combinagao
linear dos vetores v ---v, € V se existirem os escalares o --- Q, em K tais que v= oqv; +

n
st 0V, = Z O;V;.
i=1

Teorema 9. O subespaco gerado por um subconjunto ndo vazio S de um espago vetorial V é o

conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores em S.

Observacao 4. Por defini¢do temos que o conjunto vazio gera o espago vetorial {0}.

Demonstracao: Seja W o subespago gerado por S. Entdo, cada combinagao linear
V=01V]i+0pVy~+...+0,Vy

de vetores vi,vy,...,v, em S evidentemente estd em W. Assim, W contém o conjunto L de
todas as combinagdes lineares de vetores em S. O conjunto L, por outro lado, contém S e € ndo

vazio. Se v,u pertencem a L, entdo v € uma combinacao linear
V=01V +0pVy+...4+ 0V,
de vetores v; em S e u € uma combinacao linear
u:ﬁlul —I—ﬁzllz—{—...—{—ﬁnun

de vetores u; em S. Para cada escalar 7,

m n

wHu= Y (yo)vi+ Y Bju;
i—1 =1
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Logo, yv+u pertence a L. Assim, L € um subespaco de V. ]

Exemplo 4. Seja

ailr aiz2 - Aip

ay dzx -+ Az
A =

aml am2 - Amn

uma m X n matriz sobre o corpo K. As linhas1;de A, i=1,...m,

L = (ai1,a12,...,a1,)
L = (a2,a2,...,a2,)
l, = (amlvam27 p -amn)

consideradas vetores em K", geram um subespaco de K" chamado espaco linha de A. Analo-

gamente, as colunas ¢jde A, j=1,...,n,
aitl a2 Aln
any an ap
¢ = . , €= . R
am1 am2 Amn

consideradas vetores em K", geram um subespaco de K" chamado espaco coluna de A, que

denotaremos nesta pesquisa por C(A).

Mostramos acima que L € um subespaco de V' que contém S e também que todo subespaco
que contém S contém L. Decorre que L € a intersec¢do de todos os subespacos que contém S,

isto é, que L € o subespaco gerado pelo conjunto S.

2.2 Bases

Definicao 20. Sejam V um K-espaco vetorial. Diz-se que um conjunto X CV ¢é linearmente
independente se o;vi+---+ 0, v, =0, paravie X e a; € K, i = 1---n, implica que o; =
-+ = 0y = 0. Um subconjunto de V ¢ dito linearmente dependente se ele ndo é linearmente

independente.
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Observacao 5. Como um resultado dessa definicdo, podemos também classificar um conjunto
X C K como sendo linearmente independente quando nenhum vetor v € X é combinacdo linear
de outros elementos de X. No caso em que X = {Vv} (ou seja, X é um conjunto unitdrio), diz-se

se X é linearmente independente se e so se v é diferente do vetor nulo.

Definicao 21. Dizemos que Wy, ..., Wy sdo independentes se todo conjunto {wy,..., Wi}, com

w; € W;, é linearmente independente.

Definicao 22. Uma base de um K-espago vetorial V é um conjunto ‘6 C V, lineamente inde-

pendente que geraV.

Exemplo 5. Seja K um corpo e, em K", seja *B o subconjunto constituido dos vetores ey, €,

..., €, definidos por

€ = (1,0,0,...,0)
e = (0,1,0,...,0)

e, = (0,0,0,...,1)

Sejam 1,0, ..., 0, escalares em K e coloquemos u = o1e1 + e, . ..+ oye,. Entdo
u=(0,0,...,0,). 2.1

Isso mostra que ey, ...,e, geram K". Como u = 0 se, e somente se ¢ =0y = ... =, =0, os

vetores €y, ...,€, sdo linearmente independentes. O conjunto B = {ey,...,e,} é portanto uma

base de K". Denominamos essa base particular de base candnica de K".

Teorema 10. Se B = {v{,vs,...,v, } constitui uma base para o K-espago vetorial V e se T =

{W1,W2,...,W,} é um conjunto linearmente independente de vetores em V, entdo r < n.

Demonstracao: Seja 7; = {w,v|,V2,...,V,}. Como B gera V, T também gera V. Como
w1 € uma combinagdo linear de vetores em B, T} € linearmente dependente. Logo algum v; €

uma combinac@o linear dos vetores precedentes em 77. Remova esse vetor particular v;.

Seja By = {W1,Vi,...,Vj_1,Vj1,...,V}. Note que B gera V. Considere, agora, 7> =
{W2,W1,V1,...,V;_1,Vj}1,...,Vs}. Entdo T € linearmente dependente e algum vetor em 75 é
uma combinacdo linear dos vetores precedentes em 7>. Como 7 € linearmente independente,
esse vetor nao pode ser wy, logo tem que ser algum v;, com i # j. Repita esse processo quantas
vezes forem necessarias. Se todos os vetores V forem eliminados antes de acabarem os vetores

w, entdo o conjunto resultante de vetores w, um subconjunto de 7', € linearmente dependente, o
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que implica que 7 também € linearmente dependente, uma contradicdo. Podemos entdo concluir
que o numero r de vetores de T ndo pode ser maior que o nimero n de vetores de ‘B, isto &,

r<n. [ |

Corolario 1. Se B = {vy,va,...,v,} e T = {w1,Wa,..., W, } sdo bases para um espago veto-

rial, entdo n = m.

Demonstracao: Como 7 € um conjunto linearmente independente de vetores, o Teorema
(10) implica que m < n. Analogamente, n < m, pois ‘B ¢é linearmente independente. Portanto,

n—=m. |

Definicao 23. Um K-espaco vetorial que possui um conjunto gerador finito é denominado um

espaco finitamente gerado.

Observacao 6. Observe que se V ndo for finitamente gerado, entdo qualquer base de V possui
infinitos elementos. Neste caso é possivel mostrar que as bases sdo equivalentes como con-
juntos, isto é, podemos mostrar que duas bases de V tém sempre a mesma cardinalidade. No

entanto, ndo faremos aqui esta distin¢do. Os resultados acima justificam a seguinte defini¢do.

Definicao 24. Se V é um K-espaco vetorial de dimensdo finita, a dimensdo de V ¢é definida
como sendo o niimero de elementos de uma base de V. Caso contrdrio dizemos que a dimensdo

de V é infinita. Denotamos a dimensdo de um espaco V por dim(V).
Definicao 25. Um espaco vetorial V possui dimensdo finita se ele possui uma base finita.

Proposicao 1. Seja V um espaco vetorial sobre K e considere B = {vy,...,v,,} um conjunto
linearmente independente em V. Se existir v eV que ndo seja combinagdo linear dos elementos

de B, entdo {vy,...,Vy,V} é linearmente independente.

Demonstracao: Sejam o, o, . . ., 0y, 0y €scalares tais que
v+ ...+ 0V, + 0y v=0

Se o,+1 # 0, entdo podemos escrever

(041 O
Vi—...—
O+ 1 (0|

V=—

Vm

o que € uma contradicao com a nossa hipétese de v ndo ser uma combinacao linear de elementos
de 8. Entdo oy, 1 = 0 e, portanto, ajvy + ...+ &,v;;, = 0. Como o conjunto ‘5 é linearmente
independente, segue entdo que & = ... = 0, = 0, uma contradi¢do com a hipétese sobre os

o;’s. Portanto {vy,...,v,,v} é linearmente independente. n



24

Teorema 11. Todo espaco vetorial finitamente gerado ndo nulo possui uma base.

Demonstracao: Seja V um espacgo vetorial finitamente gerado nao nulo sobre K. Entdo V
possui um conjunto gerador finito, digamos com m elementos, m > 1. Seja agora vi € V um
vetor ndo nulo. Entdo B = {v;} é linearmente independente. Se B, gerar V, entdo B é uma
base de V. Caso contrario, existe v, € V que ndo € um multiplo de v;. Pela Proposicdo (1),
B, = {vy,v,} € linearmente independente. De novo, se B, gerar todo o espago V, entdo serd
uma base de V. Caso contrério, existe v3 € V tal que {v{,vy,v3} é linearmente independente.
Repetindo este procedimento, chegaremos ou a uma base de V ou construiremos conjuntos
linearmente independentes em V arbitrariamente grandes. O segundo caso ndo € possivel, pois
como mostramos no teorema (10), todo conjunto linearmente independente neste espaco deve

possuir no maximo m elementos. |

Teorema 12. Se W é um subespago de um espago vetorial V de dimensdo finita, todo subcon-

junto de W que é linearmente independente ¢ finito e é parte de uma base (finita) de W.

Demonstracao: Suponhamos que B seja um subconjunto de W linearmente independente.
Se ‘B € um subconjunto de W linearmente independente contendo ‘B, entdo ‘B também é um
subconjunto de W linearmente independente; como V € de dimensao finita, S contém no méximo
dim(V) elementos. Portanto, existe um subconjunto 6 de W linearmente independente que é
maximal e contém ‘By. Como ‘B é um subconjunto de W linearmente independente e maximal
contendo B, a Proposicao (1) mostra que W € o subespacgo gerado por B. Logo, B € uma base

de W e o conjunto original B é parte de uma base de W. |

Corolario 2. Se W é um subespaco proprio de um espaco vetorial V de dimensdo finita, entdo

W é de dimensao finita e dim(W) < dim(V).

Demonstracao: Podemos supor que W contém um vetor v # 0. Pelo Teorema (12) e sua
demonstragdo, existe uma base de W que contém v e no maximo dim (V) elementos. Logo W é
de dimensao finita e dim(W) < dim(V). Como W ¢& subespago proprio, existe um vetor u em V
que ndo estd em W. Acrescentando u a uma base arbitraria de W obtemos um subconjunto de

V linearmente independente. Portanto dim(W) < dim(V). m

Corolario 3. Num espago vetorial V de dimensdo finita todo conjunto ndo vazio de vetores

linearmente independentes é parte de uma base.

Corolario 4. Seja A uma matriz n X n sobre um corpo K e suponhamos que os vetores-linha de

A formem um conjunto de vetores de K" linearmente independentes. Entdo A ¢é inversivel.
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Demonstracdo: Sejam vy, vy,...,v, os vetores-linha de A e suponhamos que W seja o
subespaco de K" gerado por vi,v;...,v,. Como v{,Vs,...,V, sdo linearmente independentes,
a dimensdo de W € n. O Corolario (2) mostra agora que W = K”". Logo, existem escalares b;;
em K tais que

n
e = Zb,‘jVj, 1<i<n
j=1
em que {ej,e;,...,e,} é abase candnica de K”. Portanto, para a matriz B com elementos b; s
temos
BA =1.

Proposicao 2. Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo n e seja 5 C V. As seguintes

afirmacgdes sdo equivalentes:

i) B é uma base de V

ii) Cada elemento de V se escreve de maneira tinica como combinagdo linear dos elementos
de ‘B.

Demonstracao:

(i) = (if) Vamos supor que B = {vy,...,v,} seja uma base de V. Em particular, B gera V
e, portanto, todo elemento v € V se escreve como comblnagao linear de v1, .,Vy. Para
n

mostrar a unicidade, suponha que v = Z o;viev= Z Bivi. Entao v = Z o;v; = Z Bivi

i=1 i=1 i=1
n

ouv— Z (a; — Bi)vi = 0. Como B é linearmente independente, segue entdo que o; — f3; =
i=1
0 paratodoi=1,...,n. Logo, a; = B;, para todo i, de onde segue a unicidade requerida.

(if) = (i) Assuma agora que cada elemento de V se escreve de maneira tinica como com-

binacdo linear de elementos de 8. Em particular, B gera V. Para mostrarmos que S

¢ uma base, falta Verlﬁcar que ‘B ¢ llnearmente independente. Sejam vi,...,v, €S e

M,-.., Y € Ktais que Z ¥ivi =0 Como 0 = Z Ov;, segue da condi¢do de unicidade dada
i=1 i=1
no item (ii) que % = 0 para cada i = 1,...,n. Portanto B é uma base.
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2.3 Coordenadas

Seja v um vetor do K-espaco vetorial V e B = {vy,---,v,} uma base ordenada de V. Segue
da Proposicdo (2) demonstrada na se¢ao anterior, que existem escalares &y, ..., o, € K tais que
n

v =) o;v;. Assim sendo, denotamos por
i=1

[V]os

a matriz do vetor v com relagdo a base ordenada ‘5. Essa notagdo serd particularmente util ao
passarmos agora a descrver o que acontece com as coordenadas de um vetor v quando passamos

de uma base ordenada a outra.

Suponhamos entdo que V seja n-dimensional e que B = {vy,...,v,} ¢ B = {Vv/|,...,v,}

sejam duas bases ordenadas de V. Existem escalares a;;, bem determinados, tais que

n
= Zaijw, 1<j<n (2.2)
i=1

Sejam x|, ...x), as coordenadas de um dado vetor v em relagéo a base ordenada B’. Entdo

/ </ ! </
vV = X1Vi+...+x,V,

n
x;z aijvi
n nl
= Y ) (@i
n
z%ﬂ)

i=1 \j=1

I
™=

Portanto, obtemos a relacao
n n
= Z ( Z aijx;) Vi (2.3)
i=1 \j=1

Como as coordenadas xi,...,x, de vem relacdo a base ordenadas *B sao determinadas de modo

unico, decorre de (2.3) que
n
xi= ) ayx;, 1<i<n. (2.4)
j=1

Seja A a n x n matriz cujo elemento i, j é o escalar a;; e sejam X e X’ as matrizes das coorde-
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nadas do vetor x em relag@o as bases B e B’. Podemos entdo reformular (2.4) como
X = AX'. (2.5)

Como ‘B e B’ sio conjuntos linearmente independentes, X = 0 se, e somente se, X' = 0. Assim,
temos que A € inversivel e assim
X =A"'X. (2.6)

Se usarmos a nota¢do acima introduzida para a matriz das coordenadas de um vetor em relagcdo

a uma base ordenada, entdo (2.5) e (2.6) afirmam que
Vs = Alv]w
Ve = A7 '[v]p
Portanto, a discussdo acima pode ser resumida como segue.

Teorema 13. Seja V um K-espago vetorial n-dimensional e sejam B e B’ duas bases ordenadas
de V. Entdo existe uma vinica matriz A em K"*", necessariamente inversivel, tal que para todo

vetorvevV,

i) [V = Al[V]a

i) V] = A1 V]

Para completar a andlise acima, demonstraremos também o resultado que segue.

Teorema 14. Suponhamos que A seja uma n X n matriz inversivel sobre K. Seja V um espaco
vetorial n-dimensional sobre K e seja 85 uma base ordenada de V. Entdo, existe uma unica

base ordenada B’ de V tal que
i) [vV]g = Alv]p

i) [y =A""[V]y

para todo vetor ve'V.

Demonstracgio: Seja B = {vi,...,v,}. Se B’ = {v|,...,v,} € uma base ordenada de V

para a qual o item (i) é vdlido, é claro que

A,'jVi.

N
I

~
—
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Assim, basta mostrar que os vetores V}, definidos por estas equagdes, formam uma base. Seja
Q=A"' Entio

Z Quv; = Z Qjx ZAi Vi
J ] i
- Z <ZAiijk> \fi

J

= ZI: <;Aiijk> Vi

= Vi
Portanto, o subespacgo gerado pelo conjunto
B ={v],...,v,}

contém ‘B, logo, € igual a V. Assim, B’ é uma base e, de sua defini¢do e do Teorema (13), é

evidente que (i) € valido, logo (ii) também o é. ]

2.4 Somas Diretas
Seja V um espago vetorial sobre K. As vezes, é conveniente escrever seus elementos como
soma de elementos de dois (ou mais) subespacos.

Definicao 26. Sejam W, e W, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Diremos que a

soma Wy +W, é direta se W (W, = {0} e, neste caso, escrevemos Wy & W,.

Exemplo 6. Sejam Wi e W, dois subespagos de C* com bases iguais a {(1,2,0,i),(i,0,0,1)}
e {(0,0,3,1)}, respectivamente. A soma de Wy e W, é direta, pois Wi (YW, = {0}. De fato, se
(21,22,23,24) € W) \Wa, entdo

(Z17Z27Z3,Z4) = a<172707i) +b(l707071) = C(070737 1)

coma,b,c € C. Nao é dificil ver entdo que a =b = ¢ =0 e, portanto, (z,,2,23,24) = (0,0,0,0),

como querl’amos.

Definicao 27. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K e sejam Wy e W, dois subespagos

de V. Dizemos que V é a soma direta de W1 e Wy se V. =W & W,.

Os préximos resultados serdo muito importantes em nossas consideragdes futuras.
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Proposicao 3. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K e Wi, W, dois subespagos de V.
Entdo, V =W, & W, se, e so se cada elemento v €V se escreve de maneira vinica como uma

soma wi+wy comw; €W, i=1,2.
Demonstracao:

(=) Vamos supor que V = W; @& W,. Segue entdo que cada elemento v € V se escreve como
soma de um elemento de W; e um elemento de W,. Suponha agora que v=w;| +w, =
w'i+w>, com wi, w1 € W) e wo,w, € Wy, Dai segue que w; —w'| = —wp +w> €
Wi W, pois wi —w'| € Wi e —wy + W5 € Wp. Como Wi (W, = {0}, teremos w; = W'y

e wWo = W5, como queriamos.

(«<=) Como cada elemento se escreve como soma de elementos de W) e W, entdo V =W, + Ws.
Suponha agora que W; (W, tenha um elemento ndo nulo w. Observe entdo que w pode
ser escrito como w = 0+ w se considerarmos 0 € W; e w € W, e também como w = w0
se considerarmos w € W; e 0 € W,, o que contradiz a nossa hipdtese da unicidade. Logo,

Wi N W, = {0} e o resultado estd provado.

Proposicao 4. Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado ndo nulo e Wy um subespago de

V. Entdo existe um subespaco W de V tal que V.= W, &W,.

Demonstracao: Se W; =V, ndo ha nada a fazer, pois bastaria escolher W, = 0. Suponha
Wy # V. Seja {vy,...,v,} uma base de W; e estenda-a a uma base {Vi,...,Vu,Viyi1,-..,Vn}
de V. O subespaco vetorial W, gerado pelos vetores {V,,11,...,V,} satisfaz as propriedades
desejadas. De fato, é claro que V = W; + W, pois o conjunto {vy,...,Vy, Vipi1,...,V,} é um
conjunto gerador de V. Por outro lado, como {vy,...,Vy, Viui1,...,V,} € linearmente indepen-

dente, segue que W) W, = {0}, como queriamos. m

O subespaco W, como no teorema acima € chamado de complemento de W; em V. O

complemento de um subespago vetorial nem sempre € tnico.

Discutimos acima a soma de dois subespacos. isso pode ser generalizado para a soma direta
de varios subespagos da seguinte maneira. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Para

subespagos Wi, W, ..., W;, definimos

Wi4...+W={vi+...4+vsv,eW,i=1,...,t}.
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SeW,\NWi+...4+Wi1+Wii1+...4+W;) = {0}, paracadai=1,...7, entdo a soma W; +... W,
¢ chamada de soma direta de Wy, ..., W; e serd indicada por Wy & ... & W;. Também diremos que

o espaco V € a soma direta dos subespacos Wy,... . Wyse V=W DH...&W,.
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3 Transformacodes Lineares

Neste capitulo vamos estudar fungdes entre espagcos vetoriais que preservam as operagoes

destes espacos, chamadas transformacdes lineares, importantes na continuacdo de nosso estudo.

3.1 Conceitos Basicos

Definicao 28. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K (R ou C). Uma transformagdo

linear de V.em W é uma fungcdo T de V em W tal que
T(aou+v)=0o-T(u)+T(v)

para todos u,v € V e para todos os escalares o € K.

Exemplo 7. Se V é um espaco vetorial arbitrdrio, a transformagcdo identica I, definida por
I(u) = u, é uma transformacdo linear de V.emV. A transformagdo nula 0, definida por O(u) =

0, é uma transformacdo linear de V em V.

Exemplo 8. Seja V o espaco das matrizes de ordem m x n sobre um corpo K, seja P uma matriz
m X n fixa sobre K e seja Q uma matriz n X n fixa sobre K. Entdo a funcdo T : V — V definida

por T(A) = PAQ é uma transformacao linear, pois para quaisquer A B €V e a € K,

T(tA+B) = P(0A+B)Q 3.1)
= (aPA+PB)Q
— aPAQ+PBQ
= aT(A)+T(B)

E importante notar que se T é uma transformacdo linear de V em W, entdo T'(0) = 0, pois

T(0) = T(0+0) = T(0) +7(0).

Outra propriedade importante a respeito de transformacodes lineares € que estas conservam
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combinacdes lineares, isto é, se v{,va,...,V, sdo vetoresem V e o, 0, . . ., 0, sdo escalares em

K, entdo decorre da defini¢do que
T(oqvi+...+0,v,) =T (Vi) +...+ 0, T(vy).

Teorema 15. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja {vy,...,v,}
uma base ordenada de V. Seja W um espaco vetorial sobre o mesmo corpo K e sejamuy,...,u,
vetores arbitrdrios em W. Entdo existe exatamente uma transformacdo linear T : V — 'V tal
que

T(vi)=w;, i=1,...,n

Demonstracao: Para demonstrar que existe pelo menos uma transformacao linear 7 com

T(v;) = u;, procedemos como segue. Dado v, existe uma unica n-upla (ay, @, ..., o) tal que
V=01V]+...+ 0V,

Para este vetor v, definamos

T(v)=oqu;+...+ ou,

Entdo T é uma regra bem definida para se associar a cada vetor vem V um vetor 7(v) em W.

Pela definigdo, ¢ evidente que 7'(v;) = u; para todo j. Para ver que T ¢ linear, seja
u=pivi+...4 Buvn
em V e vy escalar arbitrario. Ora,
y+u=(you+Pi)vi+...+ (Y0 + Bu)Va
portanto, pela definicao
T(yv+u) = (you + Br)ur + ... + (0 + Ba)un.
Por outro lado,
n n
YT(¥)+T() = Yi; o;u; + ,; B

(yoi+ Bi)u;

I
M=

=1

~

€ assim

T(yv+u) =y(T(v))+T(u).
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Se U € uma transformagao linear de V em W com U(Vj) =uj, j=1,...,n, entdo, para o
n

vetor v= Z o, V; temos
i=1

U(V) = U(i:ZiOCiV,‘)
= ;%‘(U(Vz‘))
= i(Xilli
i=1

de modo que U ¢é exatamente a regra 7" que definimos acima. Isto mostra que a transformacgao

linear T com 7' (v;) = u; € Unica. n

Teorema 16. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja T uma transformagcdo
linear T : V — W. Entdo, a imagem de T é um subespaco de W. O conjunto de vetores vV

tais que T (v) = 0 também é u subespago de V, dito o niicleo de T e denotado por N(T).

Demonstracao: Indiquemos por Imr a imagem de 7, isto €, o conjunto de vetores u em
W tais que u = T(v) para algum v em V. Sejam uj,u; € R37 e seja a € K. Existem vetores

vy, vy € V tais que T(v;) =w;, i = 1,2. Como T ¢ linear
T(OCVl —l—Vz) =ou)+up

0 que mostra que @u; + up também estd na imagem de 7. Portanto, Im7 € um subespago de W.

Considere o nicleo de T, N(T). Se vi e v, estdo em N(T') e o« € um escalar arbitrério, entdo

T(ovi+vy) = a(T(vy))+T(v2)
= +a(0)+0
=0

de modo que av| + v, esta novamente em N(7'). logo, N(7') é um subespaco. [

No exemplo 7, a imagem da transformacao idéntica € todo o espaco V, e seu ntcleo € o
subespaco nulo. A imagem da transformacao nula € o subespaco nulo e seu nucleo é todo o
espaco V. No exemplo 8, a imagem e o nicleo de 7 sdo um tanto dificeis de escrever, exceto

pela repeticao de suas defini¢des.

Se T € uma transformacdo linear de V.em W e vy, v, ..., v, sdo vetores que geram V, entdo
¢ evidente que os vetores T(vy),T(v2),...,T(v,) geram a imagem de 7. Em particular, se V

posuir dimensdo finita, a imagem de 7' serd um subespago de W de dimensao finita.
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Definicao 29. Seja T : V — W uma transformagdo linear, sendo V de dimensdo finita. Entdo,

temos que

i) O postode T é a dimensdo da imagem de T,

ii) A nulidade de T ¢ a dimensdo do niicleo de T.

Teorema 17. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja T : V — W uma transfor-

macdo linear. Suponha que V possua dimensdo finita. Entdo

posto(T) + nulidade(T) = dim(V)

Demonstracao: Seja {vy,...,v;} uma base de N(T). Existem vetores v, ,...,V, €V tais

que {vy,...,v,} seja uma base de V. Demonstraremos agora que {7 (vk+1),...,T(v,)} é uma

base da imagem de T. Os vetores T(vy),...,T(v,) certamente geram a imagem de 7 e, como

T(v;)=0para j <k, vemos que T (Vki1,...,T(V,) geram a imagem. Para ver que esses vetores

sdo independentes, suponhamos que existam escalares ¢ tais que

0.

Y a(T(v))

i=k+1

Isto diz que
n
T ( Z OC,'V,'> =0
i=k+1
n
e, consequentemente, 0 vetor v = Z o;v; esta no nicleo de T. Como vy,
i=k+1
base de N(T), existem necessariamente escalares f31,.. ., B tais que

k
V= Z Bivi.
i=1

..., Vi formam uma

Assim
k n
Zﬁ,’V,‘- Z o;v; =0
i=1 j=k+1
€, como Vvi,...,V, sdo linearmente independentes, devemos ter
ﬁl :...:ﬁk:ak+l =...=0a,=0.
Se r é o posto de T, o fato de T (vg1),...,T(v,) formarem uma base da imagem de 7 nos diz

que r =n—k. Como k € anulidade de T e n € a dimensao de V, estd completa a demonstragao.

Teorema 18. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Sejam T e U transformagées
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lineares de V.em W. A funcdo (T + U) definida por
(T+U)(v)=T(v)+U(v)

é uma transformagdo linear de V.em W. Se a € K é um escalar arbitrdrio, a funcdo (aT)
definida por
(aT)(v) = aT(v)

é uma transformacdo linear de V.em W. O conjunto das transformagoes lineares de V em W,
munido da adi¢do e multiplicacdo por escalar acima definida, é um espago vetorial sobre o

corpo K.

Demonstracao: Suponhamos que 7 e U sejam transformagdes lineares de V em W e defi-

namos (7 4 U) como acima. Entdo

(T+U)(av+u) = T(av+u)+U(av+u)

))+T(w)+a(U(v))+U(ua)

)+UW)+(T () +U(u))
(

= a(T+U)(v)+(T+U)(u)

= o(T

(v
= a(T(v

(T(v

(T +

o que mostra que (7 4 U) é uma transformagao linear. Analogamente,

(aT(v)(Bv+u) = a[T(Bv-+u)]
— QBT (v)+T(u)]
= afT(v)+oT(u)
— BlaT(v)]+aT(u)

mostrando que (o7') é uma transformagdo linear. ]

Indicaremos o espago das transformacdes lineares de V em W por L(V,W). E claro que

L(V,W) estd definido somente para V e W espacos vetoriais sobre 0 mesmo corpo.

Teorema 19. Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo K e seja W um espaco

vetorial m-dimensional sobre K. Entdo o espaco L(V,W) é de dimensdo finita igual a mn.

Demonstracdo: Sejam B = {v,...,v,} e B’ = {uy,...,u,} bases ordenadas de Ve W,

respectivamente. Para cada par de inteiros (p,q) com 1 < p <me 1 < g < n, definamos uma
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transformacao linear E¢ de V em W por

0, sei#gq
u,, sei=gq

EPA(v) = {

= Siqllp.

De acordo com o Teorema (15), existe uma tnica transformagao linear de V em W que satisfaz
estas condigdes. Afirmamos que as mn transformagdes EP4 formam uma base de L(V,W).
Seja T uma transformacdo linear de V em W. Para cada j, 1 < j < n, sejam q;j,...,ap; as

coordenadas do vetor T (v j) em relacdo a base ordenada 9B/, isto €,

m
T(vj) =Y apjup. (3.2)
p=1
Desejamos mostrar que
m m
p=1g=1

Seja U a transformacao linear no segundo membro de (3.3). Entdo para cada j

Uv)) = Y Y apEP(v))

P 4q

= Z Z apgBiqup

P q
m
= Y apuy
p=1
= T(vj)
e, consequentemente, U = T. Agora (3.3) mostra que as EP4 geram L(V,W); precisamos

demonstrar que elas s@o independentes. mas isto € evidente pelo que fizemos acima, pois, se a

transformacado
U=)YY apE
P q

¢ a transformagdo nula, entdo U (v;) = 0 para cada j, portanto

m
Z dpjllp = 0
p=1
e a independéncia dos u, implica que a,; = 0 para todos p e j. ]

Teorema 20. Sejam V, W e Z espacos vetoriais sobre o corpo K. Sejam T :V —-WeU :W —Z
transformagées lineares. Entdo a fun¢do composta UT, definida por (UT)(v) =U(T(v)) é uma

transformacdo linear de V em Z.
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Demonstracao:

(UT)(av+u) = U[T(av+u]
= U(aT(v)+T(u))
= alU(T(vV)]+U(T (u))
= aUT)(v)+(UT)(u)

No que segue, estaremos interessados nas transformagdes lineares de um espago vetorial

nele mesmo.

Definicao 30. Se V é um espaco vetorial sobre o corpo K, um operador linear sobre V é uma

transformagado linear de V emV.

Aplicando o Teorema (20) no casoem que V =W =Z, de modo que U e T sejam operadores
lineares sobre V, vemos que a composicdo UT € ainda um operador linear sobre V. Assim, o
espaco L(V,V) possui uma “multiplica¢io”, definida sobre si por meio de composi¢ao. Neste
caso, o operador UT também estd definido e devemos notar que em geral UT # TU, isto é,
UT —TU # 0. Particularmente, se 7' € um operador linear sobre V, podemos compor 7 com 7.

Usaremos a notacio T2 = TT e em geral, 7" = T ... T para n € N. Definimos T° =1 se T # 0.

n vezes

Com base na observacdo feita acima, vamos entdo defnir uma importante classe de opera-

doradores lineares.

Definicao 31. Um operador linear T € L(V,V) é chamado de nilpotente se existir um inteiro
m > 0 tal que T™ = 0. O indice de nilpoténcia de um tal operador serd o menor indice com

esta propriedade.

Mesmo nio sendo comutativa, a “multiplicacdo”que temos sobre L(V,V) estd bastante re-

lacionada com as operagdes de espaco vetorial de L(V,V).

Lema 2. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K, U, T\ e T, operadores lineares sobre V

e oo um elemento de K. Entdo:
i) IU=UI=U;,

ii) U(T] —l—Tz) =UT, —|—UT2;(T| —|—T2)U:T1U+T2U;

lll) OC(UTl) = (OCU)Tl = U(OCTI).
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Demonstracao:

1) Esta propriedade da funcdo idéntica é dbvia.
ii) Podemos escrever
UT+D)(v) = U(T1+T)(v)]
= U[N(v)+Ta(v)]

= UL (V)] +U[»(V)]
= (UT)(v)+(UT)(v).

Portanto U(Ty + 1) = UT) + UT;. Além disso
(T +)UJ(v) = (T1+T)(U(v)) (3.4)
= Ti(U(v))+Ta(U(v))
= (LiU)(v)+(1U)(v)
Assim sendo, temos (T1+T>)U = T'U + T,U.

iii) Pode ser provado de forma similar ao item anterior.

Teorema 21. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja T uma transformagdo li-
neardeV emW. Se T é injetora e sobrejetora, entdo a funcdo inversa T~ é uma transformacéo

linear de W em V.

Demonstracao: Lembrando que 7 ser injetora significa que 7' (v) # T (u) sempre que v # u
e que T ser sobrejetora significa que a imagem de 7 € todo o espago W. Quando T € injetora
e sobrejetora, existe uma fungdo inversa T~!, determinada de modo tnico, que leva W sobre
V tal que T~!'T é a funcgdo idéntica de V e TT~! é a fungio idéntica de W. O que estamos
demonstrando aqui é que, se uma funcéo linear T é inversivel, entdo a inversa 7~ também é

linear.

Sejam u; e up vetores em W e seja & um escalar. Queremos mostrar que
7! (Oﬂl] + ll2) —aT ! (U1) + 7! (llz).

Seja v; = T~ !(u);, i = 1,2, isto é, seja v; o tinico vetor em V tal que T(v;) = u;. Como T é
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linear

T(avi+vy) = aT(vy)+T(va)

= ou;+uw.
Assim, vy + v € o unico vetor em V que € levado por 7 em ou; + up, portanto

T_I(Otlll—f—llz) = ov]i+V

= a7 (w)+ T (u)

e T~ é linear. n

Se T :V — W € uma transformacao linear, diremos que 7 € nado singular se o nicleo de T
consistir apenas do vetor nulo, o que equivale a dizer que T € injetora, pois quando 7 € linear,
dados dois vetores u,v € v, T(u) = T(v) se e somente se 7(u—v) = 0. Nesta linguagem, T é

inversivel se e somente se 7' € ndo singular e a imagem de 7" € todo o espaco W.

Teorema 22. Considere a transformacdo linear T : V — W. Entdo T é ndo singular se e
somente se T leva todo subconjunto linearmente independente de V sobre um conjunto linear-

mente independente de W.

Demonstracao: Suponhamos primeiro que 7' seja ndo singular. Seja S um subconjunto li-
nearmente independente de V. Se vy, ..., v, sdo vetores em S, entdo os vetores T (vy),...,T(vg)

sdo linearmente independentes, pois se
ouT(vi)+...+04T(vi) =0

entao

T(OC]V] +-..+06ka) =0

e como 7T € ndo singular,

agvi+...+ v =0

de que segue que cada a; = 0 pois S é um conjunto independente. Este argumento mostra que a

imagem de S por meio de T € independente.

Suponhamos que T leve subconjuntos independentes sobre subconjuntos independentes.
Seja v um vetor nao nulo em V. Entdo o conjunto S constituido apenas pelo vetor v € inde-
pendente. A imagem de S € o conjunto constituido apenas pelo vetor 7 (v) e este conjunto é
independente. Portanto 7'(v) # 0, pois o conjunto constituido apenas pelo vetor nulo é depen-

dente. Isto mostra que o nucleo de T é o subespaco nulo, isto €, 7' € ndo singular. |
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Teorema 23. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita sobre o corpo K, tais que
dim(V) =dim(W). Se T é uma transformagdo linear de V.em W, as seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:

i) T é inversivel;
ii) T é ndo singular;

iii) A imagem de T é W, item[iv)] Se {vi,...,v0,} € uma base arbitrdria de V, entdo {T (vy),
oo T(vy)} é uma base de W;

v) Existe pelo menos uma base {vy,...,v,} deV tal que {T(v1),...,T(v,)} deja uma base de
W.

Demonstracao:

(i) — (ii) Se T é inversivel, T é ndo singular.

(if) — (iii) Suponhamos que T seja ndo singular. Seja {vj,...,v,} uma base de V. Pelo Teo-
rema (22), {T(vy),...,T(v,)} € um conjunto linearmente independente de vetores em W
e como a dimensao de W também € n, este conjunto de vetores € uma base de W. Agora

seja u um vetor arbitrario em W. Existem escalares o, ..., o, tais que

u = oqT(vi)+...+,T(vy)
= T((X]Vl—l—...—l—(XnVn)

0 que mostra que u estd na imagem de 7.

(iii) — (iv) Suponhamos agora que T seja sobrejetora. Se {vy,...,v,} é uma base arbitraria de
V,os vetores T(vy),...,T(v,) geram aimagem de T, que é todo o espagco W, por hipétese.
Como a dimensao de W € n, estes n vetores precisam ser linearmente independentes, isto

€, precisam formar uma base de W.
(iv) = (v) Nao requer nenhum comentario.

(v) — (i) Suponhamos que exista alguma base {vy,...,v,} de V tal que {T(vy),...,T(v,)}
seja uma base de W. Como os T(v;) geram W, é evidente que a imagem de T coincide

comW.Sev=ov|+...+q,V, estd no nicleo de T, entdao

T(a1v1 +...+ OCnVn) =0
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ou

OCIT(VI) + ...+ OCnT(Vn) =0

e como os 7T'(v;) sdo independentes, cada a; = 0 e assim v = 0. Mostramos que a imagem

de T é W e que T € ndo singular, logo T € inversivel.

Se V € espaco vetorial de dimensao finita, o Teorema (23) nos diz o que segue a respeito
de operadores lineares sobre V. Se T € um operador linear sobre V que € injetor (ndo singular),
entdo a imagem de 7T €, necessariamente, todo V, logo tem que ser inversivel. Se a imagem de
T é todo V, entao T tem que ser ndo singular, logo inversivel. Estas duas afirmacdes possuem
uma demonstracdo mais simples que a que fizemos e que usa o Teorema (17). Seja r o posto
de T e k a nulidade de T. Pelo Teorema (17), r +k = n. A afirmacdo que T € ndo singular
significa que k = 0, ao passo que a afirmacdo de que a imagem de T € V significa que r = n.

Como r+ k = n estas afirmacdes sobre T sdo obviamente equivalentes.

Lema 3. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K e sejam U e T operadores lineares in-

versiveis sobre V.Entdo UT ¢ inversivel e (UT)™ ' =T~ 1U~!

Demonstracao: Verificar simplesmente que

wry(r-'vh=a"'vHhwr)=1

3.2 Isomorfismos

Nesta se¢do iremos estudar as transformacdes lineares bijetoras (injetoras e sobrejetoras

simultaneamente) e nessas condi¢des identificar os espacos vetoriais envolvidos.

Definicao 32. Se V e W sdo espacos vetoriais sobre o corpo K, uma transformagdo linear
bijetora T : V — W ¢é denominada um isomorfismo de V. .em W. Se existir tal isomorfismo,

diremos que V ¢é isomorfoa W.

E ficil perceber que V é trivialmente isomorfo a V, pois o operador idéntico é um isomor-
fismo de V em V. Além disso, se V € isomorfo a W por meio de um isomorfismo 7', entao W
é isomorfo a V, uma vez que T~! é um isomorfismo de W em V - por esse motivo, ao invés
dizermos que V é isomorfo a W ou vice-versa, costumamos dizer que V e W sao isomorfos, sim-

plismente. Também € simples verificar que se V € isomorfo a W e W € isomorfo a Z, entdo V
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€ isomorfo a Z. Sendo assim, podemos dizer que o isomorfismo € uma relagdo de equivaléncia

sobre a classe dos espacos vetoriais.

Teorema 24. Se V é um espago vetorial sobre o corpo K tal que dim(V') = n, entdo V é isomorfo
a K"

Demonstracao: Seja V um espago n-dimensional sobre o corpo K e seja B = {vy,...,v,}
uma base ordenada de V. Definamos uma fun¢do 7' de V em K”, como segue: Se vestiem V,
seja T(v) a n-upla (aq,...,®,) das coordenadas de v em relagdo a base ordenada ‘B, isto é, a
n-upla tal que

V=01V]+...+ 0,V,.

Em nossa discussdo de coordenadas no Capitulo 2, verificamos que esta T € linear, injetora e

leva V sobre K". n

Para muitos objetivos frequentemente, consideram-se espacos vetoriais isomorfos como
sendo 0 mesmo, apesar de que os vetores e as operacdes nestes espacos possam ser bem dife-

rentes.

Suponhamos que 7" seja um isomorfismo de V.em W. SE § € um conjunto de V, o Teorema
(22) nos diz que S é linearmente independente se , e somente se, o cojunto 7(S) em W é
independente. Portanto, ao decidirmos se S é independente, ndo importa se considerarmos S ou
T(S). A partir disso vé-se que um isomorfismo “conserva a dimens&o”, isto é, todo subespaco
de V de dimensao finita tem a mesma dimensdo que sua imagem por meio de 7. Para ilustrar
essa ideia, suponha que A seja uma matriz de ordem m X n sobre o corpo K. O espaco solu¢do
da matriz A pode ser dado por via de duas definicdes. A primeira defini¢cao do espago solucdo
¢ o conjunto das n-uplas (Xi,...,X,) € K" que satisfazem cada uma das equagdes do sistema
AX =0. A segunda defini¢do € dada pelo conjunto das n X 1 matrizes coluna X tais que AX = 0.
O primeiro espaco solugdo € portanto um subespaco de K" e o segundo € um subespaco do
espaco de todas as n x 1 matrizes sobre K. Agora existe um isomorfismo evidente entre K" e as

n x 1 matrizes colunas sobre K, a saber,

X1

Por meio deste isomorfismo, o primeiro espaco solugdo de A € levado sobre o segundo espago
solucdo. Estes espagos t€ém a mesma dimensao, portanto se quisermos demonstrar um teorema

sobre a dimensao do espago solu¢do, nao importara qual espaco resolvamos discutir.
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3.3 Matrizes de Transformacoes Lineares

Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo K e seja W um espaco vetorial
m-dimensional sobre K. Sejam B = {vy,...,v,} uma base ordenada de V e B’ = {uy,...,u,,}
uma base ordenada de W. Se T € uma transformacdo linear arbitraria de V em W, entdo T é
determinada por seu efeito sobre os vetores v;. Cada um dos n vetores T (v;) pode ser expresso

de modo tnico como uma combinacio linear

m
vi) =) aiju (3.5)
i=1
dos u;, sendo os escalares a;j,...,a,; as coordenadas de T(v j) em relacdo a base ordenada

%B’. Consequentemente a transformag@o T ¢ determinada pelos mn escalares a;; por meio das
férmulas (3.5). A m x n matriz A definida por A = (g;;) é denominada a matriz de 7' em relagdo

ao par de bases ordenadas B e B/,

Sev=oqv)+...+ v, € um vetor em V, entdo

T(v) = T(zn: ajvj>

I
1=
K
=

vj)

Se X ¢ a matriz das coordenadas de v em relagdo a base ordenada ‘B, o cdlculo acima mostra
que AX é a matriz das coordenadas do vetor 7 (v) em relagdo a base ordenada B’, uma vez que

o escalar
n
Y @i
j=1

€ o elemento da i-é€sima linha da matriz coluna AX. Observemos também que se A € uma m X n

matriz arbitréria sobre o corpo K, entdao

n
T(Zajvj) = Z (Za,ja,) (3.6)
j=1 i=1

define uma transformagdo linear T de V em W, cuja matriz é A, em relagdo a B, B’. Para

formalizar este conceito, segue o teorema:

Teorema 25. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo K e W um espaco vetorial
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m-dimensional sobre K. Seja B uma base ordenada de V e B’ uma base ordenada de W. Para
cada transformacdo linear T de V em W, existe uma m X n matriz A sobre o corpo K, a matriz

de T em relacdo a ‘B, B, tal que
[T (V)] = Alv]s

para todo vetor v e V. Além disso, T — A é uma correspondéncia bijetora entre o conjunto das

transformacoes lineares de V.em W e o conjunto das m x n matrizes sobre o corpo K

Suponhamos agora que 7 e U sejam transformagdes lineares de V em W e que a matriz de

T em relagdo a B, B’ seja B. Sendo v = o;v| + ... + oV, temos que

(T+U)(v) = T(v)+U(v)

— i (Zn:a,JocJ)u,JrZ (Zbu%)

j=1 i=1

(aij + bij) aj) u;.

Assim, a matriz de T + U em relagdo a B, B’ é a soma das matrizes A e B. Analogamente,
pode-se verificar com facilidade que se o € um escalar arbitrario, entdo a matriz de (aT) é aA.
Estas duas observacdes implicam no fato que a correspondéncia entre transformacdes lineares

e matrizes definida por B e B’ € linear.

Agora, suponhamos que a matriz de T em relagdo a 98, B’ seja A e que a matriz de U em

relacdo ao mesmo par seja B. Se v € um vetor arbitrario em V,

[T(Wle = Alvls
[UW)]s = 'Blvly
e como sabemos que
(A +B)X = cAX +BX
temos
[aT(v) +U(V)]w = (€A +B)[v]
Portanto, deve-se ter que oA + B é a matriz de aT + U em relagdo ao par S, S'.

Teorema 26. Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo K e seja W um espaco
vetorial m-dimensional sobre K. Para cada par de bases ordenadas B, B’ de V e W, respecti-
vamente, a fungdo que associa a uma transformacdo linear T sua matriz em relagdo a B8, B’ é

um isomorfismo entre o espago L(V,W) e o espago das m x n matrizes sobre o corpo K.

Demonstracao: Observamos acima que a fun¢do em questdo € linear e, como estd enunci-
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ado no Teorema (25), esta fungdo € injetora e leva L(V, W) sobre o conjunto das m X n matrizes.

Estaremos mais interessados na representacao por matrizes de transfomacdes lineares de
um espago em si mesmo, isto €, operadores lineares sobre um espaco V. Neste caso, € mais
conveniente usar a mesma base ordenada em casa caso, isto é, tomar B = B’. A matriz re-

presentante serd entdo denominada simplesmente a matriz de 7 em relacdo a base ordenada

B.

Relembrando, se T é um operador linear sobre o espago vetorial V de dimensao finita e
B = {vy,...,V,} é uma base ordenada de V, a matriz de T em relagdo a 5 é a n X n matriz A

cujos elementos a;; sdo definidos pelas equagdes
n
T(Vj):Zaijvi, j=1,...,n. (37)
i=1
Deve-se ter sempre em mente que esta matriz que representa 7 depende da base ordenada ‘B e

que existe uma matriz que representa 7 em relacdo a cada base ordenada de V.

Denotaremos a matriz do operador linear 7' em relagdo a base ordenada B poe [T]y. A

maneira como esta matriz e a base ordenada descrevem 7' € que, paracadav €V,
[T(v)]s = [T][v]»-
Exemplo 9. Seja K um corpo e seja T o operaor sobre K? definido por
T(x1,x2) = (x1,0)

E ficil ver que T é um operador linear sobre K2. Seja B a base ordenada canonica de K2,
B = {el,ez}. Entdo

T(e;)=T(1,0)=(1,0) = le; + Oe;

T(ez) = T(O, 1) = (0,0) = 0e; + Oe,

de modo que a matriz de T em relagdo a base ordenada B é

10

[Tl = 0 0

Sejam V, W e Z espagos vetoriais sobre o corpo K, de dimensdes n, m € p, resectivamente.

Seja T uma transformacdo linear de V. em W e U uma transformacao linear de W em Z. Supo-
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nhamos que existam bases ordenadas
B={vi,....,vu}, B ={uy,...,u,}, B" = {t1,...,t,}

para os espagos V, W e Z, respectivamente. Seja A a matriz de T em relagéo ao par B e B’ e
B a matriz de U em relacio ao par B’ e B”. E ficil ver entdo que a matriz C da transformagio

UT em relacdo ao par B, B” é o produto de B por A, pois se v é um vetor arbitrdrio em V

[T(W)]w = Alvls
[U(T (V)]s = BT(V)]sw
[(UT)(V)]ls» = BA[V]a.

Logo, pela defini¢do e unicidade da matriz representante, temos, necessariamente, C = BA. Isto

também pode ser visto efetuando os célculos

OT)(vj) = U(T(vy))

de modo que temos

cij =Y bixck;. (3.8)

Formalizando este conceito, segue o teorema.

Teorema 27. SejamV, W e Z espacos vetoriais de dimensdo finita sobre o corpo K; seja T uma
transformacdo linear de V.em W e U uma transformacdo linear de W em Z. SE B, B’ ¢ B
sdo bases ordnadas dos espagcos V, W e Z, respectivamente, se A é a matriz de T em relagdo
ao par B e B’ e B é a matriz de U em relagcdo ao par B’ e B", entdo a matriz da composta

UT em relacdo ao par B, B" é a matriz produto C = BA.

E importante notar que se T e U sdo operadores lineares sobre um espaco V e se estamos
usando apenas uma base ordenada B8, entdo o Teorema (25) toma a forma simples [UT ]y =
[U][T]ps- Assim, nesse caso, a correspondéncia que 8 determina entre operadores lineares

e matrizes € ndo somente um isomorfismo de espaco vetorial, mas conserva também produtos.
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Uma consequéncia simples disso é que o operador linear T € inversivel se, e somente se, [T |y é
uma matriz inversivel. De fato, o operador idéntico / € representado pela matriz identidade em

relacdo a qualquer base ordenada, portanto,
UT=TU =1

¢ equivalente a
[Uls[T]s = [T]s[U]s =1

Evidentemente, quando 7 € inversivel
[T~ = [T’

Agora consideremos a seguinte questao: seja 7 um operador linear sobre o espago de di-
mensao finita V e sejam

B ={vy,...,vu}, B ={v],....v,}

duas bases ordenadas de V. Sabemos que existe uma tnica n X n matriz inversivel P tal que

[V]s = P[v]y (3.9)

para todo vetor v € V. Por definicio
[T(V)]s = [T]s[v]s (3.10)

Aplicando (3.9) ao vetor T(v) temos
[T(v)]s =P[T(v)]w (3.11)

Combinando (3.9), (3.10) e (3.11), obtemos

[T]sP[v]w = P[T (V)]

ou
P~ [T]uP[v]s = [T(V)]
e entdo € necessario que

[T]w =P~ [T]P. (3.12)

Antes de enunciarmos formalmente este resultado, observemos um fato. Existe um tUnico
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operador linear U que leva B sobre B’ definido por
U(Vj) =V/j, j= 1,...,n.

Este operador U € inversivel uma vez que leva uma base de V sobre uma base de V. A matriz
P (dada como acima) € exatamente a matriz do operador U em relac@o a base ordenada ‘B. De

fato, P € definida por
n
V;- = Zi Pl' le'
1=

€ como U(Vj) = V,j, esta equagéo pode ser escrita como
n

U(Vj) = ZPijVi'
i=1

Portanto P = [U]y por defini¢do.

Teorema 28. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo K e sejam
B ={vi,...,vu}, B ={v],....v,}

bases ordenadas de V. Suponhamos que T seja um operador linear sobre V. Se P é an xn
matriz que exprime as coordenadas de cada vetor de V em relacdo a B em térmos de suas

coordenadas em relagdo a B', entdo
[T]g =P '[T] +P.

Alternativamente, se U é o operador inversivel sobre V definido por U(v;) = V/j, j=1,....n

entdo

[Tl = [Ulg' [T]n[U]s
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4  Normas, Produto Interno e
Ortogonalidade

4.1 Normas

Definicao 33. Dado um espago vetorial V sobre o corpo K dos niimeros reais ou complexos,

uma fungdo ||-|| : V — R" é chamada de norma se, para quaisquer u,v €'V e todo o € K:

i) [Ju]] =0=-u=0. Se esta condigdo nao for atendida, a fun¢do serd no mdximo uma Semi-

norma.
i) [|ou|| = [o[ul|.
iii) ||lu—+v| <||u||+||v|]. (Desigualdade Triangular)
Se o espago vetorial V tem uma norma, ele passa a ser chamado de espago normado.
Ha algumas normas usuais para vetores quando trabalha-se sobre o corpo K (sendo K =

R ou C). Segue abaixo uma lista das normas mais comuns.

Consideremos V um K-espaco vetorial normado de dimensao finitan e v € V. Sendo assim,

sa0 normas vetoriais sobre V':

1
n 2
e Norma Euclidiana: ||v| £ V¥Vl v = (Z ’V,"z)
i=1

1

P
e Norma-p: ||v|, £ ( T |vl~\1’> , 1<p<oo

e Norma-co: ||V £ max |vil
<i<n

No MATLAB, os comandos que computam tais normas sao dados por
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e Norma Euclidiana: norm(v) = norm(v,2) = sum(abs(v)."2)"(1/2)
e Norma-p: norm(v,p) = sum(abs(v). p)~(1/p)
e Norma-«: norm(v,inf) = max(abs(V))
O conceito de norma vetorial pode ser estendido para matrizes, no sentido de podemos
mensurar matrizes.

Definicao 34. Uma norma matricial uma é uma fungdo || - || : K™ — K (K =R ou C), sendo

m,n < oo, que satisfaz as seguintes propriedades:

i) [A] >0 e A =0 A=0, ¥Ac K™

ii) |xA| =al|Al, Ya €K, VAeK™"

iii) [[A+B[| <[A[l+]B

, VA,B e Kmxn

A norma matricial de uso mais frequente na matematica, e também nesta pesquisa, € a

norma de Frobenius, definida por

|AllF =

sendo A = (a;;) € C"™*".

Definicao 35. Seja || - | uma norma vetorial em K". A norma da matriz A € K™*" induzida

pela norma vetorial é dada por

A
1A = max |Ax] = max JAXI
x| =1 Ix|#0 [x]]

sendo X pertencente a K" 1,

Observacao 7. Se a norma matricial for induzida por uma norma-p vetorial, denotaremos a

norma de uma matriz A por ||A|,.

Proposicao 5. Sejam A € K"™<P, B € KP*" ¢ x € KP*!. Entdo temos que

i) [|Ax]] < [JA] {lx]]

ii) [|AB[| < [|A[[ [|B]|

Demonstracao:
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i) Se ||x|| =0, o caso é trivial. Suponha ||x|| # 0. Entdo, da Defini¢do (35), temos que

[[Ax]|

Al = 5=~ X

< [|Ax]] < [|A]l [x]

ii) Para mostrarmos que esta propriedade vale, basta ver que do item (i), para qualquer vetor

nao nulo x,
[ABx| _ -\ [1Bx]|
< [|A]]
]| [1x]]
€, portanto,
|ABx| ||Bx]|
|AB|| = max < [|A|l max =—= = [|A[| [[B]|
Ix|#0 [x]] Ix#0 [x]]

Consideremos o espaco vetorial K”*" normado e v € V. Sendo assim, segue abaixo alguns

exemplos de normas matriciais sobre K"

Norma da soma: ||A||1— max {Z|au|}

Norma do maximo: HA||oo— ‘max {Z |a,J|}

No MATLAB, os comandos que computam tais normas sao dados por

Norma da soma: norm(A, 1)

Norma do maximo: norm (A, inf)

4.2 Produto Interno

Um produto interno é uma fungéio V x V — K (K = R ou C), que associa a cada par de
vetores u, v € V um escalar (real ou complexo) (u, v), chamado o produto interno de u por v de

modo que as seguintes propriedades sejam satisfeitas, para quaisquer u,v,w € Ve a € K:

1. (u+w,v)=(u,v)+(w,v),

2. (au,v) = afu,v)

3. (u,v) = (v,u);

b

(w,u) >0seu#0
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Observacao 8.
i) Segue facilmente das propriedades acima que
e (0,v)=(v,0)=0,VveV

o (V.V)=0<=v=0

ii) E facil ver que vale

(u,v+w) = (u,v) + (u,w), Ya,v,w € V

De fato, utilizando as propriedades (1.) e (3.), teremos para u,v,w €V que

(wy+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (W, u) = (u,v) + (u,w)
iii) Utilizando as propriedades (2.) e (3.), chega-se a :
(u,av) =a(u,v), Vo € K, Vu,v,e V

De fato, se oo € K eu,v €V, temos que

(u,av) = (av,u) = a(v,u) = a(v,u) = au,v)

iv) No caso de K =R, a prorpiedade (3.) implica a igualdade (u,v) = (v,u) parau,v €V,
pois, neste caso, teremos que W = (u,v) Yu,v € V. Essa simetria se perde no caso
complexo. De fato, se V é um espago vetorial complexo, temos por (4.) que (v,v) >0
e (iv,iv) > 0. Se tivéssemos aqui (u,v) = (v,u) para todos u,v € V, entdo usando (2.),

chegariamos a
(iv,iv) = i(v,iv) = i(iv,v) = i*(v,v) = —(v,V) > 0,
uma contradigdo.

Defini¢ao 36. Em um espaco vetorial V munido um um produto interno { , ), para cadau €V,
o niimero ndo negativo ||u|| = /{u,u) é denominado a norma do vetor u induzida pelo produto

interno ( , ).

Quando ||u|| = 1 diz-se que u € V é um vetor unitdrio. Todo vetor u # 0 se escreve como

u = |[ul| - v, em que u’ é um vetor unitério. Para isto, basta escrever u’ = |Ju|| ! -u.

Exemplo 10. No espaco euclidiano R", o produto interno candnico de u = (Qy,---,Q,) com

v= (B, ,Bn) é definido por (u,v) = o\ B1 + - -+ a, By
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Todo espacgo vetorial de dimensdo finita pode ser munido de um produto interno. Assim,
quando nos referimos a um espago munido de um produto interno, ndo € atribuida a esse espago
uma propriedade especial, mas sim estamos dizendo que entre os possiveis produtos internos

que nele podem ser introduzidos, um em particular foi escolhido e fixado.

4.3 Ortogonalidade

Definicao 37. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dois vetores u,v € V sdo ditos

ortogonais quando (u,v) = 0. Denota-se entdo poru L v.

Em particular, 0 é ortogonal a qualquer vetor de V pois (0,v) = (0+0,v) = (0,v) + (0,v)
e entdo segue que (0,v) = (v,0) =0 paratodov e V.

Definicao 38. Um conjunto X C 'V diz-se ortogonal quando dois vetores distintos quaisquer em
X sdo ortogonais. Se, além disso, todos os vetores de X sdo unitdrios entdo X chama-se um

conjunto ortonormal.

Proposicao 6. Seja V um espaco vetorial com produto interno e seja A um subconjunto orto-

gonal de V formado por vetores ndo nulos. Se v pertence ao conjunto gerado pelos vetores

(Vi,...,Vn), comV; € A, entdo
- ¢
\4 v,>
v=Y
2V
S il
Demonstracdo: Sejav=Y" , o;v;, com o; € K, i=1,...,n. Entdo como {vy,...,v,} é
um conjunto ortogonal, temos, para j = 1,...,n, que

n
(v,vj) = Za,vl,vj Z (Vi,vj) = 0j(Vj,V;)
Portanto,

(v, V]>
Tvill>

o = Vi=1,...,n,ev=Y", vz Vi

Proposicao 7. Num espaco vetorial V com produto interno, todo conjunto ortogonal X de

vetores ndo nulos é linearmente independente.

Demonstracdo: Sejam vy,...,v, € X. Temos (v;,v;) =0sei# j. Se oyvi+...+ v, =0

€ uma combinagdo linear nula desses vetores entdo, para cadai =1,2,...,n, tomando o produto
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interno de ambos os membros desta igualdade por v;, temos
(04] <V1,V,’> +...+ (Xn<Vn,Vi> =0,

logo, 0;(v;,v;) = o4vi||* = 0 pois todos os produtos internos (v;,v,), com i # j, sdo nulos
em virtude da ortogonalidade de X. Além disso, como os vetores pertencentes ao conjunto X
sdo todos ndo nulos, resulta de ;||v;||> = 0 que o; = 0. Assim, os coeficientes da combinagio
linear ) o;v; = 0 sdo todos iguais a zero e os vetores do conjunto X sdo, portanto, linearmente

independentes. ]

Corolario 5. Seja V um espago vetorial sobre K com produto interno e seja {vy,...,v,} uma
base ortonormal de V. Entdo para v € V, temos

V= i(v,v,}vi.

i=1

Defini¢ao 39. Seja u € V um vetor unitdrio e v € V um vetor qualquer. Entdo o vetor (u,v)u

chama-se a projecdo ortogonal de v sobre o subespaco gerado por u.

Esta definigdo € justificada pelo fato de que w = v — (u, v)u implica que v = (u, v)u+w, em
que w € perpendicular a u. Com efeito, tomando o produto interno de u por ambos os membros

da igualdade w = v — (u,v)u, tem-se
(w,w) = (u,v) — (u,v)(uw,u) = (u,v) — (u,v) =0

pois (u,u) = 1.

Quando se tem apenas u # 0, o subespaco gerado por u € o mesmo gerado pelo vetor
unitdrio w’ =u/|ul. A projecdo ortogonal de v sobre este subespago €, portanto, igual a (u’, v)u’,

ou seja, ((u,v)/(u,u)u. Denotamos por

pru(v) =
a projecao ortogonal do vetor v sobre o subespaco gerado pelo vetor nao nulo u.

Teorema 29. (Desigualdade de Schwarz) Seja V um espaco vetorial com produto interno.
Entao

[{w,v)[ < lul[-][v], Va,veV.

A igualdade vale se, e somente se {u,v} for linearmente dependente.
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Demonstracao: Para @, € Keu,v €V, teremos:

(au—Bv,au—Pv) = (au,au)— (Bv,ou)— (ou,Bv)+ (Bv,Bv)
= ao(u,u)—fa(v,u) - OCB<U,V> + BE<V7V>
= |af*[ul* - 2Re(aB (u,v)) +|B*|Iv]]®

(na tltima igualdade, usamos Ba(v,u) = o (u,v)). Se tomarmos o = ||v|?> e B = (u,v),
obteremos

ap(u,v) =||v|°BB = [Iv|*|BI* € R.

Dai segue que

0 < (au—PBv,ou—pPv)
= P lvI* = 201w, v) P 4w, v) P v
= VIRl vl = [(a, v) ).
Portanto,
[l [[v][* = [(u,v)[> > 0

ou, equivalentemente
[(u, v)| < [luf - [|v]].
m
Suponha agora que |(u,v)| = |[u|| - ||v]|. Usando o célculo acima teremos (ctu — v, au —
Bv) =0 quando & = ||v||? e B = (u,v). Se v =0, entdo {u,v} &, com certeza, linearmente
dependente. Suponha entdo que v # 0. Logo o # 0 e dai cu = v, o que implica que u = gv.

Portanto, o conjunto {u, v} é linearmente dependente.

Supondo agora que {u,v} é linearmente dependente, isto é, supondo que exista A € K tal

que u = Av, uma conta simples nos leva a igualdade |(u,v)| = |ju|| - ||v]|.

Corolario 6. (Desigualdade Triangular) Seja V um espaco vetorial com produto interno.
Entdo

[u+v][ < fluf+]v], Yu,v eV

Demonstracao: Vimos acima que

[l +v]1% = [|u]]® +2Re((u, v) + [|v]].
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Como Re(z) < |z| para todo z € C, teremos entdo que

2 2 2
lu+v[I < af]+ 2w, v)| + v

2 2
< [l 2l }v[+ v
Portanto
2 2
[u+ V{7 < (fluf| +[v[])
do qual segue o resultado, pois |[u+v|| >0e |u] +|v|| > 0. n

Mostraremos agora que existem bases ortonormais em todo espaco vetorial de dimensao

finita provido de um produto interno.
O Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja V um espaco vetorial sobre K com produto interno ( , ). Considere A = {vy,...,v,} C
V um conjunto linearmente independente. Vamos construir outro conjunto A’ = {wy,...,w,} C
V que seja ortogonal e tal que os subespagos gerados por A e por A’ sejam os mesmos. Esta

construcao € feita indutivamente como segue

* W=V

(va,W1)

® Wo =V — .
2727w

Observe que wy # 0, ja que {vy,v,} é linearmente independente, além do fato que w, L

w;. De fato,
V2, Wi
= (v, wp) <V27W]2> (wi,wy)
[[wi
= 0.
e Definidos wy,...,w,, 1 <k < n, podemos definir w;; como sendo:
(Vir1,W1) (Vir1, Wi)
Witl = Vil — (-2 Wl — 3 Wk
[[wi[? [[Wil|>
. <Vk+l7w >
J
= Vitl J
L ™
Pelos resultados vistos nas proposicoes (6) e (7), fica facil ver que o conjunto {wy,...,w,}

¢ ortogonal e , em particular, lineamente independente. Observe também que, para cada i =

1,...,n w; pertence ao conjunto W gerado pelos vetores (vy,...,v,), W = [vq,...,v,]. Como
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dim(W) = n, segue que A’ = {wy,...,w,} é uma base de W, o que mostra a igualdade dos
subespacos gerados por A e por A'.
Corolario 7. Todo espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno admite uma base
ortogonal.

O préximo resultado explicita uma condicao suficiente para que um espaco vetorial tenha
uma base ortonormal.
Teorema 30. Todo espaco vetorial de dimensdo finita n > 1 com produto interno possui uma
base ortonormal.

Demonstracao: Para provarmos este resultado, vamos usar o processo de ortogonaliza¢ao

de Gram-Schmidt descrito anteriormente.

Seja V um espago vetorial de dimensaon > 1 e seja f = {vy,...,v,} uma base de V. Entido,
pelo coroldrio (7), existe um conjunto ortogonal {wy,...,w,} que gera V. Como todo conjunto

ortogonal é linearmente independente, segue que {wy,...,w,} é uma base ortogonal de V. Por

fim, {le_ill’ ey |:VV—”|} ¢ uma base ortonormal, como desejavamos. [
n

Teorema 31. Se B = {v|,va,...,V,} é uma base ortonormal de um espagco com produto interno

V e u é um vetor qualquer de V, entdo

u=(u,vy)vi+ W, vo)vo+...,+(u,v,)v,

Demonstrac¢ao: Como 3 = {vy,v,,...,v,} é uma base, o vetor u pode ser escrito na forma
u=kvi+kvo+...+k,v,
Vamos mostrar que k; = (u,v;) parai = 1,...,n. Para cada vetor v; de 8 nds temos:

<ll,Vl'> = <k1V1+k2V2+...+ann,V,'> “4.1)
= ki(vi, Vi) + ko (v, Vi) + ...+ kn(Vn, Vi)

Pelo fato que B = {vy,V2,...,V,} é um conjunto ortonormal, temos que
1 sei=j
(vi,vj) = L
0 sei#j

Portanto a equacao (4.2) pode ser simplificada a

<ll,Vi> :ki, i= 17...,11
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Definicao 40. Seja W um subespago do espaco vetorial V. Um vetor v € V ¢é dito ortogonal a
W se ele for ortogonal a todos os vetores em W. O conjunto de todos os vetores em 'V que sdo

ortogonais a W é chamado complemento ortogonal de W em V e é denotado por W+,

Observacao 9. Seja W um subconjunto de um espaco vetorial V com produto interno.

i) O conjunto W= é um subespago vetorial de V, mesmo que W ndo tenha estrutura de espago

vetorial. De fato,
e 0 c W, pois (0,v) =0,VveV.
e Sevi,vy € Wt entdo (vi,u) = (vo,u) =0, YucW.
Portanto, temos (vi +va,u) = (vi,u) +(vo,u) =0, Yu € W e entdo vi +v, € W+
o Analogamente, se o € K e v e W, entdo av € W+,
ii) Se W = {0}, entao W+ =V.
iii) Se W contiver uma base de V, entdo W+ = {0}.
iv) E claro que W+ = {veV;(u,v) =0, Yuec W}

Proposicao 8. Seja V um espaco vetorial sobre K munido de um produto interno. Sejam W CV

um subespago e B = {wWy,..., Wi} um conjunto gerador para W. Entdo v € W+ se, e somente
se (v,w;) =0paracadai=1,... k.
Demonstracao: Seja w € W. Entdo existem «y,...,0 € K, tais que w = qw; + ... +

w; 0y. Portanto,
k
(V,w) = Zﬁi(v,wi)
i=1

Se assumirmos que (v,w;) = 0 para cada 1 <i <k, segue que (v,w) = 0, ou seja, v E W+,
Reciprocamente, se v € W+, entdo (v,w) = 0 para cada w € W. Em particular, (v,w;) = 0 para

cadal <i<k. [

Proposicao 9. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n > 1 e com produto interno e seja

W C V um subespaco proprio de V. EntdoV =W W,
Demonstracao: Precisamos mostrar que

i) V=W +WH, istoé, cada vetor v € V se escreve como uma soma v = wj +wy com w; € W

ew, e Wt
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i) wNw+ = {0}

Se W = 0, ndo ha nada a provar. Assuma que W # 0 e seja B = {vy,...,V,} uma base
ortogonal de W. Considere uma base B’ = {vy,...,Vy,Vii1,-..,V,} de V, também ortogonal
e contendo *B. Segue de (6) que se v € V, entdo

n

(v,v;)

i=m+1 [[vill?

i V,Vi) Vit
S il

m
Obviamente, Z v, vl>V, € W. Por outro lado, paracada j =1,...,m

o £ 00§ T

it [IVill? it [Vill?

(v, vi)
vill?

n
Assim, segue da proposi¢ado (8) que Z vie Wt Logo, V =W + W+ e isto prova (i).

i=m+1
Para provarmos (ii), seja w € W(W+. Como w € W+, temos (w,v) = 0 paratodov € W.

Em particular, (w,w) = 0 e, portanto, w = 0, como queriamos. ]

Corolario 8. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K de dimensdo finita com produto interno

e seja W um subespaco de V. Entdo

dim(V) = dim(W) + dim(W*

4.4 Fatoracao QR

Vamos mostrar agora um tipo de fatoracdo de matrizes, denominada fatoracio QR. Esse
tipo de fatoracdo € muito utilizado em softwares computacionais para resolver sistemas lineares,
encontrar aproximacoes de minimos quadrados e encontrar os autovalores de uma matriz. Esta

ultiplica aplicacao da fatoracao QR, mostraremos mais adiante nesta pesquisa.

Teorema 32. Se A ¢ uma matriz m X n com colunas linearmente independentes, entdo A pode
ser fatorada como A = QR, na qual Q é uma matriz m X n cujas colunas formam uma base

ortonormal para o espago coluna de A e R é uma matriz triangular superior inversivel n X n.

Demonstracao: Vamos representar por uj,up,...,u, os vetores coluna linearmente inde-
pendentes de A, que formam uma base para o espaco coluna de A. Usando o processo de

Gram-Schmidt, podemos obter uma base ortonormal {wy,...,w,} para o espaco coluna de A.
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Vamos relembrar como obtivemos essa base ortonormal. Primeiramente construimos uma base

ortogonal {vy,...,v,} da seguinte maneira:
Vi =wm
e,parai=2,3,...,n, temos
(u;, vp) (u;,vi_1)
Vimu by ATy 4.2)
v Vi1l
Finalmente, w; = mW parai=1,2,... ,n. Entdo, cada um dos vetores u; pode ser escrito como
1
uma combinagdo linear dos vetores wy, ..., Wy:
U = rwi+mnwr+...+riwy
W = rpw]+rmawr+...4+ 1wy
4.3)
U, = rawi+nrnw+...+rmmwy
Do teorema (31), temos
rji = <ll,', Wj>
Além disso, da equagdo (4.2), vemos que u; pertence ao espago gerado por {vy,...,v,} que é o
mesmo espago gerado por {wy,...,w,}. Como w; é ortogonal a [w{,W»,...,W;| para j > i, W,
€ ortogonal a u;. Portanto r;; = 0 para j > i. Seja Q a matriz cujas colunas sao wi,wa,...,Wy.
Seja
rlj
r;
r, = /
rnj

Entdo, as equacgdes (4.3) podem ser escritas em forma matricial como

A=uu - u,)=[Qr; Qr, --- Qr,] = QR
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em que R € a matriz cujas colunas sdo ry,ry,...,r,. Logo,
i rz o T
0 ro - ry
0 0 - 13
0 0 - 1y

Vamos mostrar agora que R € inversivel. Seja x uma solugdo do sistema linear Rx = 0. Multi-

plicando essa equacdo a esquerda por Q, obtemos
QRx)=(QR)x=Ax=Q0=0
O sitema homogéneo Ax = 0 pode ser escrito como
xju +xmwm+...+xu,=0

em que x1,X2,...,X, sdo as componentes do vetor x. Como as colunas de A sdo linearmente

independentes, temos

X1=x2=...=Xx,=0,

de modo que x tem que ser o vetor nulo. Logo, R é inversivel, o que finaliza a demonstracio. m
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5 Formas Canonicas

Neste capitulo, T representard um operador linear sobre um K-espago vetorial n-dimensio-

nal V.

5.1 Autovalores e Autovetores

Nesta sec¢@o, consideraremos apenas matrizes em C™" e operadores sobre C. Sabemos que
uma fungdo 7T : V — V definida por T(v) = Av para v € V é uma transformagio linear. Dessa

forma, poderiamos pensar na seguinte questao:

Dada uma transformacao linear 7 de um espaco vetorial V nele mesmo, 7' : V — V, quais

vetores sao levados em um multiplo deles mesmos por esta transformacao?

Definicao 41. Seja T : V — V um operador linear sobre o espaco vetorial V sobre o corpo C.
Entdo A € C é dito um autovalor de T se existe v # 0 tal que T (v) = Av. Todo vetor ndo nulo v
satisfazendo a equagdo acima é chamado de um autovetor de T associado ao autovalor A. Au-
tovalores sdo também chamados de valores proprios ou valores caracteristicos. Nesses casos,

os autovetores sao denominados vetores proprios ou vetores caracteristicos, respectivamente.

Lembremos que dada uma matriz quadrada A com entradas complexas podemos definir um
operador 7' : C* — C" via
Tv=Av

onde v é um vetor em C" .

Podemos pois, repetindo a defini¢do acima para operadores, definir autovalores e autoveto-
res para matrizes. Além disso, como as matrizes que representam um mesmo operador em bases
diferentes sdo semelhantes segue que os autovalores de um operador coincidem com os autova-
lores de qualquer matriz que o represente. Por outro lado usando a representacdo matricial de

um operador fazemos o seguinte:
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Se A autovalor de A entdo existe v # 0 tal que Av = Av, isto é
Av=Alve Av—Alv=0< [A - AI]v =0,

e portanto concluimos que A € autovalor de A se e somente se o operador A — AI ndo é in-
versivel. Em particular
det(A—AI) =0.

Segue que os autovalores de A sdo as raizes complexas do polindmio
pa(A) =det(A—AI),

que se denomina de polindmio caracteristico de A. E fécil ver que matrizes semelhantes tem
0 mesmo polindmio caracteristico e assim podemos definir o polindmio caracteristico de um

operador T como o polindmio caracteristico de qualquer matriz que o represente.

Definicao 42. Se T : V — V é um operador linear sobre o espago vetorial V, denotamos por
V(QL) o subespago de V gerado por todos os autovetores associados a A. Da mesma forma,
sendo A uma matriz n X n, denotamos o subespaco gerado pelos autovetores de A associados

a i, porV,.

Assim:

Vi={veV|T(v)=Av}=N(T —Al).

Vi ={veC"|Av=Av} =N(A—-AI).

Conforme resulta da defini¢do cldssica de determinante, p(A) = det(A — AI) é um po-
lindmio de grau n em A, cujo termo de maior grau é (—1)"A" e, pelo Teorema Fundamental
da Algebra, possuird n raizes complexas. Segue que um operador sobre um especo vetorial de
dimensdo n tem no méaximo n autovalores distintos. Quanto aos autovetores temos o seguinte

resultado:

Teorema 33. Seja T : V — V um operador linear e {vy,--- ,v,} os autovetores correspondentes

aos autovalores {A1,--- , Ay} de T. Se Aj # Aj para i # j, entdo o conjunto {vi,---,v,} é

linearmente independente.

Demonstracao: Dado o operador linear 7 : V — V, sejam vy, ..., v, vetores nao nulos em
V tais que T(vy) = A1vy,...,T(v,) = A, V,, em que os ndmeros reais A, ..., A, sdo dois a dois

diferentes. Provaremos, por indug@o, que {vy,---,v,} é um conjunto linearmente independente.
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A afirmacdo é 6bvia quando n = 1. Supondo-a verdadeira para n — 1 vetores, inferiremos dai

sua validez para n. Dada a combinacao linear nula
alvl+-.-+anVn:0 (5.1)

aplicaremos o operador 7 a ambos os membros da igualdade, levando em conta o fato que

T(v;) = A;v;. Resulta entdo que
rMoqvy+...+A,0,v, =0 (5.2)
Multiplicando a igualdade (5.1) por A, e subtraindo de (5.2) vem:
(M=A)avi+...+ A1 — )01V, =0
Pela hipotese de indugdo, os vetores vy, ..., v, sdo independentes. Logo
M—A)oy=...= (A1 —A) -1 =0.

Como os autovalores sao todos diferentes, as n — 1 diferencas nos parénteses acima sao diferen-
tes de zero, logo @) = ... = ®,—1 = 0. Isto reduz a igualdade (5.1) a o, v, = 0. Como v,, # 0,
segue-se que o, = 0. Assim, a igualdade (5.1) s6 pode ocorrer quando todo os coeficientes

forem nulos, o que prova o teorema ]

Corolario 9. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n. Se um operador linear T : V — 'V
possui n autovalores diferentes, entdo existe uma base {vy,--- ,v,} CV em relacdo a qual a

matriz de T é diagonal.

Com efeito, se T(vy) = Ayvy,- -+, T(vy) = A, v, com cada v; # 0 e os A; dois a dois distintos,
entdo {vy,---,v,} é, por consequéncia do teorema 33, uma base de V. A matriz de T nesta base
¢ dada por

A
A2
M

Vamos agora estudar um pouco mais sobre os polindOmios que se anulam em um operador

linear 7', cujas raizes nos trazem importantes informacdes sobre o comportamento de 7.

Definicao 43. O polinémio minimal (ou polinénio minimo) de um operador linear T em L(V,V)

é o polinémio ménico mr(x) de menor grau, tal que mp(T)(v) =0,V veV
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J4 definimos dois polindmios relacionados a uma transformagdo linear 7', a saber, o po-
lindbmio caracteristico pr(x) e o polindmio minimal m7(x). Vamso olhas melhor as relagcdes
entre eles. iremos mostrar inicialmente que pr(x) se anula em T e, portanto, my(x) é um di-
visor de pr(x). Também iremos mostrar que eles possuem as mesmas raizes. Comecemos

inicialmente enunciando o chamado Teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 34. (Cayley-Hamilton) Seja T um operador linear, T € L(V,V) e pr(x) seu polinomio

caracteristico. Entdo pr(T) = 0.

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [8]. ]

O que faremos agora € relacionar as raizes do polindmio caracteristico € minimal.

Proposicao 10. Sejam V um K-espago vetorial de dimensdon > 1 e T € L(V,V). Entdo, os

polinémios caracteristico e minimal de T tém as mesmas raizes a menos de multiplicidade.

Demonstracao: Sejam pr(x) e mr(x) os polindmios caracteristico e minimal de 7', res-
pectivamente, e seja A € K. Precisamos mostrar que pr(A) = 0 se e somente se mr(4) = 0.
Suponha inicialmente que pr(A) = 0, isto é, que A seja um autovalor de 7. Entdo existe
0#£veVtalqueT(v)=Av.

. . ~ ., . . > l —
Se T : V — V for um operador linear entdo ja vimos que, paracadai >0, 7' =71...T

i vezes

também serd um operador em L(V,V). Por outro lado, observe que, para cada i > 1, temos
m

Ti(v) = Alv. Agora, se escrevermos n (x) = Z a;x', teremos entao que
i=0

0 = mp(T)(v) = (éaﬁ’) (v) = (éaﬂt‘)v

m
e, portanto, mr(A) = Za,-?t’ = 0 pois v # 0. logo, A é uma raiz de my(x). Suponhamos

i=0
agora que mr(A) = 0. Entdo, my(x) = (x — A)g(x). Pela condi¢do de minimalidade no grau do
polinémio mr, segue que g(T) # 0 e, portanto, existe u € V tal que g(7)(u) # 0. Se denotamos

v =¢(T)(u), teremos entdo
0=mr(T)(u) = (T = AL (q(T)(w)) = (T = AI)(v)

e, portanto v é um autovetor de 7 associado ao autovalor A. Logo, pr(A) =0 e o resultado esta

demonstrado. n
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5.2 Operadores Diagonalizaveis

Definicao 44. Seja T um operador linear sobre o espaco V de dimensdo finita. Dizemos que T

é diagonalizadvel se existe uma base de V formada por vetores caracteristicos de T.

A razdo para o nome deveria ser evidente; de fato, se existe uma base ordenada ‘B =
{v1,...,v,} de V na qual cada v; € um vetor caracteristico de 7', entdo a matriz T em relacdo a

base ordenada B ¢ diagonal. Se T'(v;) = A;v;, entdo

A4 0 - 0
0 A& -~ 0
Tls = o .
0 0 --- A,

Definicao 45. Uma matriz A é diagonalizdvel se existe uma matriz inversivel P tal que
AP =PD

em que D é uma matriz diagonal.

E facil concluir que uma matriz A € diagonalizavel se e s se cada coluna j de P € autovetor
de A associado ao autovalor d;;. Ou seja, A é diagonalizdvel se e s6 se existe uma base de C"

formada por autovetores de A. Dai, podemos formalizar a seguinte defini¢ao:

Teorema 35. Seja T um operador linear sobre o espaco V de dimensdo finita e sejam Ay, -+ , A

os autovalores de T, dois a dois distintos. Entdo

i) Sevi+---+v=0comv;€Vy,i=1,--- k entdo v; =0 para cada i.

ii) Paracadai=1,--- k, seja B; um conjunto linearmente independente contido em V. Entdo

B1UBU---U Py € linearmente independente.
Demonstracao:

i) Mostremos este item pelo principio da inducao em k > 1.

Para k = 1, o caso € trivial. Seja agora k > 1 e suponha que nossa hipétese de inducao

vale pata todo j < k. Vamos mostrar que esse resultado vale também para j = k. Seja
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comv; €V,,Vi=1,--- k. Calculando T em (5.3), teremos que
0=T0)=T(Vi+v2+-+v)=T(v)+T(v2)+---+T(v)
€ portanto,

Mvi+Avo+ -+ 4V =0 5.4)

Multiplicando a equagao (5.3) por A e subtraindo (5.4), temos
(/h — lz)Vz +-+ (11 — lk)Vk =0

Usando-se a hipétese de indug@o, teremos que (A; — A;)v; = 0 para cada i = 2,--- ,k.
Como A; # A; se i # 1, temos que v; = 0, para todo i = 2,--- ,k. Substituindo em (5.3),

teremos que também v; = 0, como queriamos.

ii) Paracadai=1,---,k, considere o conjunto 3; = {vi1,---,Vip, }. Vamos mostrar que

{Vlla"' yVings s Vikl, o ’ank}

¢ linearmente independente. Sendo assim, assuma que

01V + -+ Oy Vigg + 0+ 01 Vid + - + O Vi, = 0

i
onde o;; € C, para todos i e j. Como Z 0;;vij € V), para cada i, segue do item (i)
j=1

nj

que Z o;jvij =0, Vi=1,--- k. Como Bi é um conjunto linearmente independente,
j=1

teremos que ;j =0 paratodoi=1,--- ,ketodo j=1,---,n; e, portanto, B U---U Py é

linearmente independente.

Corolario 10. Seja T : V — V um operador linear, onde V é um espaco vetorial de dimensdo

finita. Se A;,---, A sdo todos os autovalores de T, entdo T é diagonalizdvel se e somente se
k

dim(V) = ;dim(vm,-)).

Teorema 36. Se o operador linear T : V — V possuir todos os autovalores distintos, entdo T é

diagonalizdvel.

Demonstracao: Supondo que dim(V) = n, sejam wy,--- , W, os autovetores de T corres-

pondentes aos seus autovalores, dados por Aj,---,A,. Seja W a matriz cujas colunas sdo os
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autovetores wy,- -, w,. Com um rdpido cdlculo podemos ver que, sendo (a; i)nxn @ Matriz que

representa T em uma certa base, teremos:

aig cc din M 0
Wi Wy - W, = Wi Wy - W,
apl " dan 0 Au
ou seja,
T(wy) T(wy) - T(wy) = Awp w0 AWy

Sabemos que a matriz W € inversivel, pois como os autovalores A; sdo distintos para todo i, os
autovetores w; sao linearmente independentes. Logo,

—1
ap -+ Qi M 0

= Wi W2 W, Wi Wy - Wy,

apl -+ A 0 A
Portanto, o operador T € diagonalizavel.

Se um operador 7 possui polindmio caracteristico com raizes repetidas, entdo 7" pode ou
nao ser diagonalizdvel. Neste caso, pode-se escrever o polindmio caracteristico de 7 como um

produto de n fatores da seguinte forma
(A=A =)k (A =2k,

no qual A;, i = 1,---,r sdo os autovalores distintos de T € ky, - - , k, s30 naturais cuja soma é n.

Definicao 46. Seja Ay um autovalor de um operador T : V — V. A multiplicidade geométrica
de Ay € a dimensdo do subespago vetorial V), = {v € V| T (v) = Agv}. A multiplicade algébrica
de Ay é sua multiplicidade como raiz do polindmio caracteristico de T, isto é, o maior inteiro

mtal que pr(A) = (Ap—A)™-q(1), sendo q(A) ainda um polinémio.

Proposicao 11. Seja A um autovalor do operador T :V — V, em que V é um espaco vetorial de
dimensdo finita. Entdo A possui multiplicidade geométrica menor ou igual a sua multiplicidade

algébrica.

Demonstracdo: Seja W = V; e assuma que dim(W) = s. Sejam B’ = {wy,...,w,} uma

base de W e B = {wy,...,Ws,Wgi1,...,W,} uma base de V contendo B’. Como T (w;) = Aw;
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parai=1,...,s, podemos escrever [T ]y na forma de blocos
0

0 A -+ 0 Ay

0 0 A

[Tls =

0 0 0
A

00 --- 0

em que A; € K5 e Ay € K=)%("=5) Um cdlculo simples nos d4
pr(x) =det(xI —[T]p) = (x—A)*-det (xI — Ay).

Por defini¢iio, temos que ma(A) é o maior indice j tal que (x — A)/ divide pr(x). Portanto,

mg(A) = s <ma(A), como queriamos. m

5.3 Subespacos T-invariantes

Dado um operador linear 7 : V. — V, por vezes € conveniente considerarmos a sua restri¢ao
a algum subespaco dado W de V. No entanto, nem sempre a imagem desta restri¢ao estd contida

no préprio subespaco. Isto nos leva a seguinte definicao:

Definicao 47. Seja T um operador linear sobre o espaco vetorial V e sejaW CV um subespagco

de V. Dizemos que W é um subespago T-invariante de V se T(w) € W para todo w € W.

Observacao 10. Se T é um operador linear sobre V, entdo

i) os subespacos N(T) e Im(T) sdo T-invariantes;

ii) se A for um autovalor de T, entdo Autr(A) é um subespaco T-invariante de V. De fato, se

veVy, entdo T(V) = AV EV);
iii) se W é um subespaco T-invariante, entdo a restricdo de T a W é um operador linear em
L(W,W).

Exemplo 11. Seja T : C* — C? definida por T (x,y,z) = (0,x,y). Se W = [ey, 2], entdo T(W) =
[e2,e3] e assim W ndo é um subespaco T-invariante de C3. Se W' = [ey, 3], teremos entdo que

T(W') = [es] C W' e segue assim que W' é um subespago T-invariante de V.



70

Seja T um operador linear sobre o K-espaco vetorial V de dimensdon >1e W C V um
subespaco T-invariante de V de dimensdo m com 1 < m < n. Considere B’ uma base de W e
estenda-a a uma base ‘B de V. Como observado acima, a restricdo de 7 a W, isto é, a funcdo

T':W — W dadapor T'(w) = T'(w), Yw € W, é um operador linear. Dai, a matriz [T]y € escrita

[ [Tw A
[T]s = < 0 B)

onde 0 indica a matriz nula em M, _,))u(K), A € M, () (K) € B € M, (=) (K).

da seguinte maneira

Muitas vezes, pode-se escrever o espago vetorial V como a soma direta de dois (ou mais)
subespagos T-invariantes e, como neste caso a restricdo de 7" a cada um destes subespacos
¢ um operador linear, podemos descrever a matriz de 7 usando os blocos das matrizes destas
restri¢cdes. Sendo mais especifico, sejaV =W; & ... S W, e suponha que cada subespaco W; seja
invariante. Sejam *B1,...,*B, bases de Wy, ..., W,, respectivamente. Como a soma Wj +...+ W,
¢ direta, segue que B =B J...|JB, é uma base de V. Nao ¢ dificil ver entdo que a matriz

[T]ys tem a seguinte forma:

Tl 0 0
Tls = ! [T.] h ’
U [T]s

em que cada 7; indica a restricdo de 7" ao subespaco W; e os niimeros 0 indicam as matrizes

nulas correspondentes.

Neste caso, a descrigdo de [T]y serd reduzida a descricdo das matrizes [Ti]s,,. .., [Tr]s,

Com isso, também escrevemos 7T = T; & ... & T, e dizemos que o operador 7 é a soma direta

dos operadores T1,...,T,.

5.4 Decomposicao de Schur

Teorema 37. (Teorema de Schur) Se A € C"*" entdo existe uma matriz unitdria U e existe uma

matriz triangular superior S tais que A = USU”.

Demonstracao: Esste teorema € obviamente vélido para n = 1. Vamos supor, por indugdo,
que o teorema € valido para todo k, 1 < k < n. Seja A uma matriz complexa de ordem n. Entdo

A tem um autovetor v, ||v||; = 1, associado a um autovalor A. Seja Uy uma matriz unitéria tal
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que a primeira coluna seja o vetor v. Entdo Sg = USI AU é uma matriz tal que So(2:n,1) =0.
Pela hipdtese de indug@o aplicada a matriz A} = So(2 : n,2 : n), existe uma matriz unitiria M

de ordem n — 1 e existe uma matriz triangular T tais que T; = M7 A ;M. Seja

10
U = .
OM)

Note que U; € unitaria. Seja U = UyU;. Entdo

S
viau = [ 4 ,
0 S

para algum vetor w € C"~! [ ]

Uma consequéncia do Teorema de Schur € a seguinte: os autovalores dependem continua-
mente das entradas da matriz. Para provar esse fato, considere uma sequéncia {A; } de matrizes

que convergem para A quando k — oo. Seja
A= QiSQY,

em que Qy € unitdria e Sy, triangular superior (forma de Schur de A;. O conjunto das matrizes
unitdrias é um conjunto compacto de C"*".Portanto, existe uma subsequéncia {Qy. } de {Qy}

tal que Qy, converge a uma matriz unitaria Q. Por conseguinte,
. H . H H
lim Q; A Q; = lim QA Qr, = Q7AQ
k—»o0 kj—roo

Como para todo k Qf A;Q, é triangular superior, Q” AQ s6 pode ser triangular superior. Con-
clusdo: os autovalores de Ay, que sdo as entradas diagonais de S, convergem para os autovalo-

res de A, que estdo todos na diagonal de Q7 AQ.

5.5 Forma de Jordan

Nesta secdo vamos obter a forma candnica de Jordan de um operador. No sentido de en-
tendermos com mais profundidade a agao de um operador linear, procuraremos decompd-lo em
operadores de um tipo particular bem simples. Seja 7 um operador linear sobre um espago

vetorial V, complexo de dimensdo n > 1. Seja

k
pr(t) =] —24)"

i=1
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a fatorac@o do polindmio caracteristico de T onde Ay, ..., A4 sdo os autovalores distintos de 7', e
o inteiro n; > 1 é a multiplicidade de A; com i = 1..k. Denotamos o autoespago de T associado
ao autovalor A; por

V),(T) =N(T — Ad).

Definicao 48 (Autoespagos Generalizados). Definimos o autoespago generalizado de T asso-

ciado ao autovalor A; como o subespaco

Viag (T) = N((T = )" C V.

Para simplificar a notacdo vamos denotar o autoespago generalizado associado a A; por V;. E
facil ver que este subespago € um subespago invariante por 7. O primeiro terorema no caminho
de nossa forma candnica do operador se chama de teorema da decomposi¢do primdria que

enunciamos agora e cuja prova colocamos no apéndice.

Teorema 38 (Decomposi¢ao Primdria). Seja T um operador sobre V, espaco complexo.Entdo
V é a soma direta dos subespacos generalizados de T. A dimensdo de cada autoespago gene-

ralizado coincide com a multiplicidade algébrica de correspondente autovalor.

V=E(T,\)® - DE(T,X).

Como consequéncia deste teorema vamos provar que 7' pode ser expresso como uma soma
direta
T=T\&®  -OT; com T; € L(V;).

Cada T; pode ser expresso como uma soma
T, =S;+N; Si,Ni € L(V;) i=1.kk,

onde S; é um operador diagonalizavel e N; é um operador nilpotente. Além disso S;N; = N;S;

parai=1..n.

Suponhamos a principio que 7T tenha apenas um autovalor A de multiplicidade n = dim V.

Segue do teorema que V = V). Seja entdo
N=T-AI, S=AI
E imediato que T = S+ N, SN = NS, S é diagonal em qualquer base e N é nilpotente pois

N(N") =V, =V.
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Para o caso geral fazemos
T; =T|V,.

Entio T =Ty & --- & T;. Como cada T; tem apenas um autovalor A;, podemos pelo raciocinio

anterior, escrever
T; =S, +N; Si,Ni € L(V;),

onde S; = A,/ em V;, e N; = T; — S; operador nilpotente de ordem n; para i = 1..k. Segue que
T=S+N,

onde
S:S]EB"'EBS](

N=N & ON,.

¢ imediato que SN = NS e que N € nilpotente e S diagonalizdvel. Provamos assim o seguinte

resultado.

Teorema 39. Seja T : V — V um operador linear sobre o corpo dos complexos. Entdo
T=S+N,
onde SN = NS, S é um operador diagonalizdvel e N é um operador nilpotente.

Definicao 49. Um bloco de Jordan elementar de ordem m associado a A é uma matriz quadrada

m X m da forma

10 0
0 A 0

I = 0
0 1

O teorema que provaremos no apéndice afirma que:

Teorema 40. Seja o operador linear T : V — V onde V é um espaco complexo. Entdo se

k
pr(t) = H(f — )"

]

€ o polinomio caracteristico de T, existe uma base de V na qual T pode se representado por
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uma matriz de blocos de Jordan da forma

Ji

Jk

onde cada J; para i = 1..k é um bloco de Jordan de ordem n; X n; associado ao autovalor A;.

Observe que para provarmos o teorema e sabendo que 7 = S+ N, S diagonalizdvel e N
nilpotente com SN = NS, basta obtermos uma forma de Jordan para os operadores nilpotentes,
isto € uma base na qual S se representa por uma matriz diagonal e N por uma matriz de blocos

em que cada bloco € da da forma:

=
I
©c -~ o o o

o que deixaremos para o apéndice.
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6 Adjuntos

6.1 Funcionais Lineares e Adjuntos

Definicao 50. Se V é um espaco vetorial sobre o corpo K, um funcional linear sobre V é uma

transformacdo linear de V em K.

Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K com produto interno e w € V. Podemos, a

partir de w, definir um funcional linear em V' da seguinte maneira:

fw:V — K

u = fw(w)=(u,v).

A linearidade de fy, € garantida pelas propriedades (4.2) e (4.2) da definicdo de produto interno.
Podemos perguntar se vale a reciproca da observacao acima, isto €, de dado um funcional linear
f € VH existe um vetor w € V tal que f = fy. A seguir apresentaremos um resultado que

responde afirmativamente a esta pergunta.

Sejam V um K espaco vetorial de dimensdo finita n > 1 ¢ B = {vy,...,v,} uma base
n

ortonormal de V. Considere o elemento w = ) «;v; € V e calculemos fy como definida acima
i=1
em um vetor v; da base de ‘B:

fW(Vj) = <Vj7 Z OC,'Vi> = ZEK‘%V:’) — .
=1 i=1

n
Logow = Z fw(v;)v;. Esta conta serd til na demonstragdo do préximo resultado.
i=1

Proposicao 12. Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita n > 1.

Se f € VH, entdo existe um iinico w € V tal que f(u) = (u,w) para todou € V.

Demonstracao: Segue do Teorema (30) que existe uma base ortonormal {vy,...,v,} de V.
n

Considere o elemento w = Z f(vj)v;. Vamos mostrar que f = fy, isto é, que f(u) = fw(u) =
=1
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(u,w), para todo u € V. De fato, parak = 1,...,n, temos

> i‘, Vi, Vi) = (Vi)

Jw(Vi) = (v, w) = <Vkv i f<VJ
=1

e, portanto, como f e fy coincidem nos elementos de uma base, segue que f = fy, como

queriamos.

Para mostrar a unicidade, considere wi,w, € V tais que f = fw1 = fw2, isto &, tais que
f(u) = (u,w;) e f(u) = (u,wy) para todo u € V. Entdo (u,w;) = (u,w) para todou € V.
Assim, (u,w; —wy) =0, Vu € V. Segue da definicdo de produto interno que w; —wy =0e a

unicidade estd provada. ]

Observacao 11. Quando a dimensdo de V for infinita, a proposicdo acima ndo é verdadeira de
um modo geral. Convém, no entanto, observar que, no contexto da teoria de Andlise Funcional,
teremos que a proposicdo acima é verdadeira para todos os funcionais lineares continuos sobre
os denominados espacos de Hilbert de dimensdo infinita. Tal resultado é conhecido como
Teorema de Riesz e sua demonstracdo pode ser encontrada em qualquer texto bdsico de Andlise

Funcional.

Teorema 41. Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita. Se T €
L(V,V), entdo existe um tinico operador T" € L(V,V) tal que (T (u),v) = (u,T#(v)) para
todosu,veV.

Demonstracio: Seja v € V. Queremos definir 77 (v) € V. para tanto, vamos considerar o

seguinte funcional linear

fw:V — K
u = f(u)=(T(u),v).

Observe que f € linear, pois se uj,u; € Ve o € K, entdo

flui+auy) = (T(a;+ouwy),v)
= (T(u;)+aT(uy),v)
(T (uy),v) + (T (u2),v)
2)

= flu)+af(u

Pela proposi¢ao (12) sabemos que existe um tnico w € V tal que f(u) = (u,w), paratodou €V,

isto é, tal que (T'(u),v) = (u,w), para todo u € V. Como w ¢ determinado de modo tnico por
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v, definimos 7 (v) = w. Por construgio, teremos entdo
(T(w),v) = (,T"(v)), YuveV

Para mostrarmos que TH definida acima é linear, considere vetores u,vy,v, € V e um escalar

o € K. Entao

(w,TH(vi +avsy)) = (T(u),v;+av,)
),V

{

(T (u),v1) +0(T (u),v2)

= (T (vi)) + (7"« (v2))
{

u T (Vl) +(xTH(V2)>

Portanto, (u, T (vy + av, — TH (v{) + aT" (v3)) = 0, para todo v € V, o que implica que
TH(vi +avy) = TH % (vi) + aTH (v,). Portanto, TH & linear. A unicidade decorre facilmente

da construcgdo feita. |

Definicao 51. Seja T € L(V,V), em que V é um espago vetorial sobre o corpo K com produto
interno. Dizemos que T possui um adjunto se existir um operador linear T" € L(V,V) tal que

(T (u),v) = (u,TH(v)), para todos a,v € V. Diremos, neste caso, que T" é o adjunto de T.

Observacao 12. i) Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdo finita com base ortonormal
B ={vy,...,v,} e T € L(V,V). Observe que combinando as construgoes feitas em (12)

e (41), podemos dar a seguinte férmula explicita para T :

=Y (T(v)),v)vj, VveV.
J=1

ii) O Teorema (41) garante que se V é de dimensdo finita, entdo todo operador T € L(V,V)
possui um adjunto. Isto, porém, ndo é verdade de modo geral quando dim(V') = e. Neste
caso, é possivel mostrar que todo operador linear continuo entre os chamados espacos
de Hilbert admite adjunto. Tais conceitos, bem como a demonstragcdo da afirmagdo feita,

podem ser encontrados em textos bdsicos de Andlise Funcional.

Proposicao 13. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K com produto interno. Sejam T, S €

L(V,V) operadores lineares que admitem adjuntos TH e S, respectivamente e o € K. Entdo
i) T+ S admite adjunto e (T +S)7 = TH 4 SH.
ii) aT admite adjunto e (aT)? =aT".

iii) 7S admite adjunto e (TS = SHTH,
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iv) TH admite adjunto e (T")H =T.
Demonstracao:

i) Seu,v eV, teremos que

(T+8)(u),v) = (T(u)+S(u),v)

= (T(W),v)+(S(u),v)
(w, 7% (v)) + (u, " (v))
(u, (T +5)(v))

Como a igualdade dada acima vale para todos os vetores u,v € V, segue que 7 + .5 admite

adjunto e (T + S)7 = TH 4 sH,
ii) Parau,v € V, teremos que
((aT)(m),v) = o(T(w),v)
= a(u, T (v)
= (u,al?(v)

= (u,(@ar")(v))

)
)

e, portanto, a7 admite adjunto e (T )7 = aTH.

iii) Parau,v € V, temos que

((TS),v) = (T(S(w)),v)
= (S(w),T"(v))
= (u,s7(T"(v)))
= (u,SHTH(v))
Logo, TS possui adjunto e (TS)? = SHTH,

iv) Parau,v € V, temos que

(T (u),v) = (v,T"(w))

e, portanto, T possui adjunto e (T?)H =T.
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Segue em particular da proposi¢do acima que o conjunto dos operadores que admitem ad-
juntos € um subespaco de L(V,V). E claro que o operador nulo admite adjunto que é o préprio

operador.

Quando o espaco vetorial V tiver dimensdo finita, vimos acima que qualquer operador
T € L(V,V) admite adjunto T#. Para a descricdo deste adjunto, é muitas vezes conveniente
utilizar as matrizes de 7 e T com relagéio a uma base ortonormal fixada e ver como elas estio

relacionadas.

Proposicao 14. Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita. Se-
jam B = {v1,...,v,} uma base ortonormal de V e T € L(V,V). Se [T]|y = (aij), entdo a;j =
(T(vj),vi), Vi, j=1,...,n.

Demonstracao: Segue da defini¢do de [T]y que
n
T(V]):Zaljvla VJZI,,I’I (6.1)
i=1

Por outro lado, como ‘5 é uma base ortonormal, entdo segue do Coroldrio (5) que para todo
n

veV,v= Z<V,Vi>V,~. Em particular, temos que
i=1

n
T(vj) =Y (T(vj),vi)vi, Yj=1,...,n. (6.2)

i=1
Comparando-se as equagdes (6.1) e (6.2) (que nos ddo ambas as coordenadas de T'(v;) em
termos da base B), concluimos entdo que a;; = (T(v;),v;) para todo i,j = 1,...,n, como
queriamos. ]

Teorema 42. Seja V um K-espaco vetorial com produto interno de dimensdo finita, e seja
T € L(V,V). Em relagdo a qualquer base ortonormal de V, a matriz de T" é igual & transposta

conjugada da matriz de T.

Demonstracio: Seja B = {vy,...v, } uma base ortonormal do espago V e considere [T]yg =
(a;j) € [T"]s = (cij) as matrizes dos operadores T e T, respectivamente, com relagdo a base
. Segue da Proposigdo (14) que a;; = (T (v;),vi) e ¢c;j = (,v;TH (v,)) paratodo i, j = 1,...,n.

Usando-se a defini¢do de T e as propriedades do produto interno, segue que

cij = (T (vj),vi) = (v, TH(v;)) = (T (i), v}) = @

=T
Portanto, [T]y = [T"], como querfamos mostrar. ]
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6.2 Operadores Auto-Adjuntos
Uma importante classe de operadores lineares é formada pelos operadores que coincidem
com os respectivos adjuntos. Estudar tais operadores € o principal objetivo desta secao.

Definicao 52. Seja T € L(V,V), em que V é um K-espago vetorial com produto interno. Dize-
mos que T é auto-adjunto se T admite adjunto T" ¢ TH =T. No caso em que K = C usamos

também o termo hermitiano e no caso em que K = R, usamos também o termo simétrico.

Proposicao 15. Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimensdo finita e

T € L(V,V). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) T ¢ auto-adjunto

ii) [T]bST = [T]ss para toda base ortonormal B de V

—T
iii) Existe uma base ortonormal B de V tal que [T)ps = [T]n

Demonstraciio: Seja 8 uma base ortonormal de V. Vimos no Teorema (42) que [T7]n =

=T =T

[T]ps - Assumindo T auto-adjunto, segue que [T]p; = [T 0 que prova a implicagdo (i) = (ii).
—T

Por outro lado, se assumirmos que [T]p; = [T]m, entdo [TH]n = [T, e, portanto, T é auto

adjunto, o que prova (iii) = (i). A implicag@o (ii) = (iii) € trivial. ]

Corolario 11. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita e 5 uma base ortonormal de V.
Se T € L(V,V) for um operador linear auto-adjunto e se [Ty = (a;j), entdo a;j = aj, V i, .

Em particular, os elementos da diagonal de [T |sg sdo niimeros reais.

Lema 4. Sejam V um C-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V). As seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:

i) T=0
ii) (T(u),u)=0, YVueV

iii) (T(u),v)=0, Vu,veV
Demonstracao:

(i) = (ii) Trivial.
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(if) = (iii) Sejamu,ve Ve a,P € Ce considere w= au+ v € V. Entdo

0 = (T(w),w)
= (T(ou+Pv),au+pv)
= |a(T(w),u) +@B(T(v),u) + aB(T (u),v) + |BT(V),v)
= aB(T(v),u)+aB(T(u),v)

Como a igualdade acima vale para todos os valores o, 3 € C, escolhendo-se ¢ = f8 =1,
teremos que (7 (v),u) + (7T (u),v) = 0. Por outro lado, escolhendo-se os valores o =i e

B =1, teremos —i(T(v),u) +i(T (u),v) = 0. Resolvendo-se o sistema

(T(v,u)+(T(u,v) =0
—i(T(v,u) +i(T(u,v) =0

Segue que 7'(u,v) = 0 e o resultado esta provado.
(iii) = (i) Como (Y u,v € V) (T (u),v) =0, podemos escolher v= T (u). Assim, (Vu,ve V)
(T (u), T (u)) =0.
]

Observacao 13. A equivaléncia acima ndo é verdadeira se considerarmos espagos vetoriais se
considerarmos espacos vetoriais sobre R. Na verdade, a equivaléncia das condigdes (i) e (iii)
continua valendo, assim como a implicagdo (iii) = (ii). O que ndo é verdade é a implica¢do

(ii) = (iii).

Proposicao 16. Sejam V um C-espago vetorial com produto interno e T € L(V,V). Entdo T é

um operador hermitiano se e somente se (T (v),v) ER,VveV.
Demonstracao:

(=) Se T é hermitiano, entdo T = T*. Portanto, para cada v € V, temos que
(T(v),v) = (v, T (v)) = (v, T(v)) = (T(v),v)
e entdo (T(v),v) € R.

(<) Suponha que (T'(v),v) € R,V v e V. Entdo

(T(v),v) = (T(v),v) = (v, TH(v)) = (T"(v),v).
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Assim, (T (v) —TH(v),v) =0,V v € V. Segue do Lema (4) que T(v) = TH(v), VveV,
como queriamos.
]

E claro que a Proposicio (16) nio é vélida em geral se V for um espaco vetorial sobre o

corpo R.

6.3 Operadores Unitarios

Definicao 53. Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V). Dizemos que

T é unitdrio se for um isomorfismo de espacos com produto interno.

Observacao 14. Sejam Ty, T, € L(V,V), em que V é um K-espaco vetorial com produto interno.
Entdo, se T\ e T, forem operadores unitdrios, T1T, também o serd. Além disso, se Ty é unitdrio,

entao T]_] também € unitdrio.

Proposicao 17. Seja T € L(V,V), em que V é um K-espago vetorial com produto interno. Entdo

T ¢é unitdrio se, e somente se, o adjunto T" existire TT" =THT =1.

Demonstracao: Suponha, em primeiro lugar, que 7 seja unitario. Entdo T € invertivel e,

como preserva produto interno, teremos que

(T (w),v) = (T(u),(TT7")(v)) = (w,T7}(v))

para todow,v € V. Logo, T~! é o adjunto de T. E claro que TT" = THT = I. Reciprocamente,
suponha que T exista e que TTH = THT = 1. Entdo T é inversivel e T~! = T Falta provar

que T preserva produtos internos. De fato,
<T(ll>,T(V)> = <ll, (THT)(V)> = <ll,I'V> = <ll,V>

para todos u,v € V e o resultado esta provado. ]

Definicao 54. Seja A € K"*". Dizemos que A € unitdria se AATA=L Quando K =R, também

dizemos que A é ortogonal.

6.4 Operadores Normais

Vamos discutir nesta se¢do a existéncia de bases ortonormais formadas por autovetores de

um dado operador linear 7.
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Vamos assumir que V € um K-espaco vetorial com produto interno de dimensao finitan > 1
e que T € L(V,V). Suponha que exista uma base ortonormal B = {vy,...,v,} cujos elementos
sdo autovetores de 7, isto &, que T(v;) = A;v; para certos A;’sem K, i = 1,...,n. Assim, [T]syp
tem os elementos A,..., A, na diagonal principal e zero nas outras posi¢cdes. Como a base B
é ortonormal, entio [T7]y tem os elementos Al,..., A, na diagonal principal e zero nas outras
posicdes. Se K =R, entdo A; = Ai para cada i = 1,...,n e portanto, [T]yg = [TH]y, isto é, T
¢ auto-adjunto. Se K = C, entdo T ndo € necessariamente auto-adjunto, mas vale a relagao
[T - [T?]9s = [T]9s - [T)s, ou melhor, T comuta com T7: TTH = THT. Iremos mostrar que
a reciproca do resultado acima também vale, isto é, se T é tal que TT" = THT, entdo existe

uma base ortonormal de V cujos elementos sao autovetores de 7.

Definicao 55. Sejam V um espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V). Dizemos que T

¢ normal se existir T e TT? = THT,
Observacao 15. i) Todo operador auto-adjunto é normal.

i) Todo muiltiplo escalar de um operador normal é normal. De fato, se T é normal e @ € K,

(aT)f(aT) = (@ar?)(aT)
= aa(THT)
= oa(TT?)
= (aT)(ar?)
= (aT)(aT)H

iii) A soma de operadores normais ndo é necessariamente normal. A verificacdo pode ser feita

facilmente, porém ndo a faremos aqui.

Proposicao 18. Sejam V um K-espaco vetorial com produto interno e T € L(V,V) um operador

normal. Entdo,
) [ITW =T V)], VveV.

ii) Se T(v)=Avpara A cKeveV,entdo TH(v) = Av.

iii) Se T (vi)=A1vieT(va) =Avy, paravy,vo €V e A1, €K, com Ay # Ay, entdo (vi,vy) =
0

Demonstracao:
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i) Sejav eV, entio
(T(V), T(V)) = (v, T*(T(v))) = (v,T(T" (v))) = (T(TH (v)),v)
Como (T (v), T(v)) é um niimero real, segue que
(T(TH(v)),v) = (T(T" (v)),v) = (T (v),T"(v))
. Portanto, || T(v)|| = | T# (v)||, como queriamos.

ii) Se T'(v) = Av, entdo (T — AI)(v) =0. Logo, ||(T — AI)(v)|| = 0. Usando o item (i), con-
cluimos que ||(7 — i) (v)|| = 0. Entéo (T — AI)" (v) = 0 e, portanto, T (v) = Av.

iii) Observe que
(T(v1),v2) = (vi,T™(v2)) = (v1,Aav2) = A2 (V1,V2).

Por outro lado,
<T(V1)7V2> = <llV17V2> = ll <V17V2>-

Dai, A1 (vy,v2) = A2(v, V) e, portanto, (1] — A2)(vy,v2) = 0. Como A; # Ay, segue que

<V1,V2> =0.

Teorema 43. Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno. Se T €

L(V,V) é auto-adjunto, entdo T possui um autovetor.

Demonstracao: Observe inicialmente que se K = C, entdo pr(x) tem raizes e elas sdo os
autovalores de 7', como queriamos. Vamos assumir entdo que K = R. Suponha dim(V) =n e
seja T € L(V,V) um operador auto-adjunto. Sejam B uma base ortonormal de V e A = [T]sy.
Como T = T#, temos, pelo Teorema (42) que A = A’. Considere W = C"%! com produto
interno (X,Y) = Y'XeS:W—Wo operador linear dado por S(X) = AX. Sabemos que
SH(X) = A'X=AXe, portanto, S é auto-adjunto. Por outro lado, ndo é dificil ver que pr(x) =
ps(x). Seja A uma raiz de ps. Como W é um espaco vetorial sobre C, segue que A é um

autovalor de S.

Afirmagdo: A é um valor real. De fato, se v ## 0 for um autovetor asociado ao autovalor A,

entdo (S(v),v) = (Av,v) = A(v,v) e, por outro lado,
(S(v),v) = (v, 87 (v)) = (v,S(V)) = (v,AV) = A(V,V).

Dai, A(v,v) = A(v,v) e entdo (A — A(v,v) = 0. Como (v,v) # 0, segue que L —A =0 e,
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consequentemente, A € R. Observe que entdo A é uma raiz real de pr(x) e, portanto, A é um

autovalor de 7 como queriamos. ]

Vamos usar o resultado acima para mostrar que se 7 é um operador auto-adjunto em
L(V,V), entdo V tem uma base ortonormal cujos elementos sdo autovetores de 7. Para tanto,

precisamos do seguinte lema:

Lema 5. SejamV um K espaco vetorial com produto interno e de dimensdo finitae T € L(V,V).

Se W é um subespaco T-invariante de V, entdo WL é TH -invariante.

Demonstraciio: Temos que mostrar que 7% (w) € W', para cada w € W, isto é, que
(v,TH(w)) =0,V veW. Sejamv e W ewe W,. Como W é T-invariante, entdo T (v) € W e,

portanto, (T'(v),w) = 0. O resultado agora segue do fato de
(v, T (w)) = (T (v),w) =0

Proposicao 19. Seja V um K-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita. Se T €

L(V,V) é auto-adjunto, entdo existe uma base ortonormal de V cujos vetores sdo autovetores

deT.

Demonstracao: Vamos supor que dim(V) =n > 1. Pel Teorema (43), T possui um au-
tovetor vi. Se dim(V) = 1, entdo {ﬁ} € uma base, como queriamos. Vamos agora supor
que n > 1 e que o resultado vale para todo espaco vetorial de dimensao n— 1. Seja W = [vy],
em que v| é o autovetor acima. E facil ver que W € invariante por 7. Pelo Lema (5), Wt é
TH invariante. Como T = T segue que W+ é T-invariante. Agora, como W+ é um espago de
dimensdo n — 1, segue da hip6tese de inducdo que W possui uma base ortonormal {v{,...,v,}
formada por autovetores. Logo, ‘B = {Hz—i“,vz, . ,Vn} ¢ um conjunto ortonormal com dim(V)
elementos e, portanto, uma base de V. Por construgao, todos os elementos de B sdo autovetores

e o resultado estd provado. ]

Corolario 12. Seja A € R™" uma matriz simétrica. Entdo existe uma matriz inversivel M €

R™™ tal que MT AM é diagonal.

Teorema 44. Sejam V um C-espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita e T €
L(V,V). Entdo T serd um operador normal se, e somente se existir uma base ortonormal de V

cujos vetores sejam autovetores de T.

Demonstracao: Seja vi € V um autovetor de 7 (v; existe pois V é um espacgo vetorial

complexo). Sem perda de generalidade podemos supor que ||v;|| = 1. Considere W = [v;].
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Assim, W é T-invariante. Da Proposi¢io (18) segue que v; é autovetor de T e portanto W
é TH-invariante. Pelo Lema (5) concluimos entio que W+ ¢ invariante por (T")¥ =T. A
restricdo de T a W+ é um operador normal. Usando o mesmo argumento de inducio usado
na Proposi¢do (19), mostra-se que existe uma base ortonormal de autovetores. A reciproca foi

mostrada no inicio desta se¢ao. ]
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7  Métodos Iterativos para a Computagcdo
de Autovalores

Exemplo 12. Considere a famosa sequéncia de Fibonacci
x0=0, xy=1, Vk>1, xp =x_1 +xr_2.

Em termos matriciais, para k > 1,

Xk - 01
Xk+1 11

ou seja, u, = Afug. Os autovalores de A sao A, = 1+2\5 el = %5 Note que (1,11) e (1,13)

sdo dois autovetores de A associados respectivamente a A; e a Ay. Assim,

A=SDS !,

1 1 A0
S — e D =
M A 0 A

Logo, u;, = SDkS*IHO e, como

1 1 0 L
L A=A

1 Ak — 2K
e ) K+l ak+1 )

em que

Assim,
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(5]

k . ~ L . L. Ak
Agora, para todo k, % < 0.5. Concluimos entdo que xy, € o inteiro mais proximo de 715

Vemos no exemplo acima que, se uma matriz € diagonalizdvel, as poténcias da matriz sdo
facilmente computadas, uma vez que conhecamos sua decomposicio espectral A = PDP~!.
Porém para calcularmos os autovalores de uma matriz de ordem maior do que 4, mesmo co-
nhecendo os coeficientes de seu polindmio caracteristico, € necessdrio a utilizagdo de métodos
iterativos, pois ndo héd férmulas algébricas para encontrar raizes de polindmios de grau > 5,

conforme a Teoria de Galois.

Os métodos para a computacdo de autovalores s@o baseados em dlgebra matricial e neste
capitulo vamos mostrar dois importantes métodos: o método da Poténcia e o método de Iteracdo
de Subespaco. Vamos aqui trabalhar apenas com matrizes diagonalizaveis, fato que nao res-
tringe nossa pesquisa visto que o conjunto das matrizes diagonalizaveis sobre C"*" ¢ denso no

conjunto de todas as matrizes sobre C"*".

7.1 Meétodo de Poténcia

Teorema 45. Seja A € C™. Se A é o unico autovalor de A satisfazendo |A| = p(A) e sendo A
autovalor simples, entdo a sequéncia de matrizes (A~'A)* converge para a matriz uv’ quando
k — oo, em que u e V sdo os autovetores normalizados de A e AT, respectivamente, associados

T

a A, de modo que v' u = 1.

7z

Demonstracao: Como ja mostramos neste trabalho, uma matriz A € C™" é semelhante a
uma matriz na forma normal de Jordan cujo bloco associado a A é (pelo fato que A € autovalor
simples) de ordem 1; além disso, a razdo de %, para i = 1,...,A4, | é menor que 1 sob as

hipdteses do teorema. Isso significa que existe uma matriz ndo singular P tal que:

A0
PAP ! =A; = p(Z) < |A
0 7 ( A
Portanto,
—1 A \kp—1 —14 Nk 1 0
0 (A 1z)k
E entao
1 0
lim (A 1Ak = —erel,
k—yoo 00
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em que e; = [1,0,...,0]”. De modo geral, teremos
Jim (A7TA)K = (P ley)(elP) (7.1)
—so0

Mas Au = Au, u # 0 e, além disso, u é determinado de maneira tinica exceto por um fator nao

nulo. Ademais, Aje; = Aej, a partir do qual,
AP le)) =P {(PAP Ve =P 'Aje; =P ! (le)) = A (P le).

Por isso,
u=aPle;, a#0. (7.2)

Similarmente temos que Alv=2Av,v =# (0, sendo v também determinado de maneira tinica

exceto por um fator nao nulo. Agora, A]Te | = Aej e consequentemente
AT(PTe)) =P (PT)'ATPT)e; =PTAle; =PT (Ae;) = A (PTe)).

Portanto,
v=pPle;, B#0. (7.3)

T

Por hipétese, v/ u = 1. Substituindo 7.2 em 7.1, temos que

BleiP)a(P~'er) =1,
e entao
off =1
desde que elTel =1.

Usando 7.2 e 7.3, descobrimos por 7.1 que

lim (A~'A)Y = (¢ Hu(B v =uv?,

k—yo0

como querl’amos provar. |

Teorema 46. Seja A uma matriz quadrada que possui um unico auvalor satisfazendo |A| =

p(A); suponha que A é simples.

Seja v um autovetor de AT associado a A. Se z é um vetor arbitrdrio tal que vz # 0, entdo

lim (A 'A)fz=y #£0

k—ro0

em que'y é um autovetor de A associado ao autovalor A.
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Demonstracao: Pelo Teorema 45,

lim (A 'A)z = (uv!)z =u(v'z),
k—yo0

em que u é um autovetor de A associado ao autovalor A satisfazendo v/ u = 1. Como v/z # 0,

o vetor y = (v/'z)u é também um autovetor de A associado a A, como querfamos demonstrar. m

Observacao 1: O teorema 46 resulta que para um valor suficientemente grande de k os vetores

AF+1z e ARz sdo aproximadamente proporcionalis,

Ak+lZ% ,UAkZ,

o fator de proporcionalidade u é aproximadamente igual a A, e o vetor A¥*!

z € aproxi-
madamente igual ao autovalor de A associado a A. Este processo pode ser utilizado para

determinar aproximadamente A e seu autovetor correspondente.

Observacao 2: A precisio da aproximagdo de A ou do autovetor u obtidos depois de um
nimero finito de itera¢des depende da taxa & = |A,|/|A[, em que |A>| é 0 médulo maximo
dos autovalores remanescentes. Se & é muito préximo de 1, a convergéncia € lenta, se &
¢ muito proximo de 0, a convergéncia € rapida. O ndimero necessdrio de iteracoes, k, € a
grosso modo, tal que EX tenha a mesma ordem de magnitude que a necessdria precisio

relativa do resultado.

7.2 Iteracoes de Subespaco

Ainda ndo lidamos com a possibilidade de autovalores com médulos muito préximos. Su-
ponhamos entdo que uma certa matriz A € C"*" possua autovalores satisfazendo |A;| > |A;] >
... > |A4]. Se a razdo entre os dois autovalores de maior médulo é préxima a um, ndo podemos
esperar que o método de poténcia apresentado na secao anterior convirja rapidamente. Neste
caso, ao invés de olharmos para o autovetor associado a A;, olharemos para o subespaco invari-
ante associado a A e A (e talvez a mais autovalores, se estiverem todos muito proximos a A;).

Essa € a ideia por tras das Iteracdes de Subespaco.

Veremos agora dois importantes métodos de Iteracao de Subespaco, o Método de Iteracao
Ortogonal e o Método LOPSI [10]. O método da Iteragao Ortogonal foi originalmente intro-
duzido por Bauer [2], que chamou o método Treppeniteration (iteracao escada). E um método
simples para calcular os autovalores de maiores médulos de uma matriz real ndo hermitiana e é

uma generalizacdo do método de poténcia. Varios métodos que empregam técnicas de iteragao
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subespacgo tém sido desenvolvidos. Um deles € denominado LOPSI, o qual veremos com mais

detalhes posteriormente nesta pesquisa.

7.2.1 Iteracao Ortogonal

Na iteracdo ortogonal, ao invés de olharmos para AKX(), com um vetor inicial xg, nds
olhamos para V; = A*V, em que Vo € um subespago inicial arbitrario. Se Vy € um espaco
p-dimensional, entdo sob algumas hipdteses o espaco V; convergird assintoticamente para o
subespaco invariante p-dimensional de A associado aos p autovalores de A de maior médulo.
A andlise €, basicamente, a mesma andlise feita para o método de poténcia. Para iniciar os
calculos, primeiramente € necessirio encontrar bases para os subespagos V. Vamos definir

essas bases pela recorréncia
Q1 1Re+1 = AQy (7.4)

em que Q( € a matriz com p colunas ortonormais e Q. Ry representa uma fatoracdo QR
econdmica. Essa recorréncia leva o nome de Iteragdo Ortogonal, pelo fato que as colunas de
Q.1 sdo uma base ortonormal para o espaco coluna de AQy, e o espaco gerado por Qy é
o mesmo espaco gerado por AKQ,. Note que, se p = 1, entio teriamos apenas o método de

, a iteracao ortogonal muito

poténcia. Supondo que exista um intervalo entre |A,| e |4,
provavelmente convergird para uma base ortonormal do subespago invariante gerado pelos pri-
meiros p autovetores de A. Mas € interessante nao olhar somente para o comportamento do
subepaco, mas também para os espagos gerados de cada autovetor. Por exemplo, observemos

que a primeira coluna q, ; de Qy satisfaz a recorréncia

Q+1,1%+1,1 = AQg g

0 que significa que os vetores (., evoluem de acordo com o método de poténcia. Assim,
ao longo do tempo, esperamos que a primeira coluna de Q; convirja para o autovetor domi-
nante. Similarmente, esperamos que as duas primeiras colunas de Qy, convirjam para uma base
do espaco invariante bidimensional associado aos dois primeiros autovetores; as trés primeiras
colunas convergirdo para uma base do espaco invariante tridimensional associado aos trés pri-
meiros autovetores. Isto sugere que somos capazes de obter uma lista completa de subespacos

invariantes encaixados considerando uma matriz quadrada inicial Q.

A fim de analisar o comportamento dessa iteracao, suponha que

Q7AQ =T =diag(A)+N |A| > A > ... > |A] (7.5)
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seja a decomposi¢do de Schur de uma matriz A € C"*". Definimos como o desvio da normali-

dade de A como
INJI7 = l|AllF = Y 14
i=1

Assuma que 1 < p < n e considere as parti¢des das matrizes Q, T e N, como segue:

p n—p

Q = (Qa Qﬁ)
p n—p

T = (T T P
0 Ty /n—p
p n—p

em que os valores p e n — p acima de cada bloco representam a quantidade de colunas do
referente bloco e os valores p e n — p ao lado de cada bloco representam a quantidade de linhas

do refente bloco.

Se [A,| > |Ap41], entdo o subespago gerado pelos p autovalores associados com os p autova-
lores dominantes de A, D,(A) = C(Q), € dito um subespago invariante dominante (pois é ge-
rado pelos autovetores associados aos autovalores dominantes de A). Este € o tinico subespago

invariante associado aos autovalores Ai,...,A,.

Observacao 16. Lembrando que C(A) é a notagdo que representa o espago coluna de uma

matriz A.

Vamos definir agora a no¢do de distincia entre subespacos, que serd util para provarmos

um resultado importante posteriormente.

Definicao 56. Suponha que S\ e Sy sejam subespacos de C" e que dim(Sy) = dim(S;). Defini-

mos a distdncia entre dois espacos por
diSt(Sl,Sz) = HP1 —P2||2

em que Py é a projecdo ortogonal em S;.
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O teorema a seguir mostra que com algumas hipéteses razoaveis, os subespagos C(Qy)
AP'H |k

gerados por (7.4) convergem para D,(A) com uma taxa proporcional a | 1
P

Teorema 47. Seja decomposicdo de Schur da matriz A € C*", n > 2, dada como em (7.5) e
considere as representacoes das matrizes Q, T e N, como dadas anteriormente. Assuma que

|Ap| > [Aps1] € que um dado 6 > 0 satisfaz
(1+6)[4,] > [[N][£.
Se Qg € C"*P possui colunas ortonormais e
d = dist(D,(A"),C(Q)) < 1,

entdo as matrizes Q. geradas por (7.4), satisfazem

<1+e>“(1+ I Tiallr )<|Ar+1|+||N||F/<1+9))k
VI=@ \ " sep(Ti,T2) )\ [A] = [N /(1+6)

. |IT1X—=XT2|F
no qual sep(T1,T2) = min

dist(D,(A),C(Qy)) <

, X eCPp,

Demonstracao: Nao faremos aqui a demonstragdo deste teorema, porém o leitor pode en-

contra-la em [5]. (]

A condi¢do d < 1 no Teorema (47) garante que a matriz inicial Q. deve satisfazer:

D <1+ D(A")-(NC(Qp) = {0}.

O teorema essencialmente diz que se esta condigdo € satisfeita e se 0 € escolhido grande o
suficiente, entao,

dist(D,(A.C(Q)) < e T
14

em que ¢ depende de sep (T, T22) e no desvio da normalidade de A. E claro que a convergéncia

serd lenta se a distincia entre |A,| e |4, 1| ndo for grande o suficiente.

Serdo expostos agora alguns exemplos que consistem em resultados de experimentos nos
quais utilizamos um método de iteracdo de subespaco. Para gerar tais exemplos, utilizamos
algumas matrizes da galeria do MATLAB [6]. Tais matrizes foram escolhidas pelo fato de terem
caracteristicas especiais em sua forma que tornam seus autovalores sensiveis, isto €, pequenas

mudancas na matriz podem induzir grandes mudangas em seus autovalores.

O método de iteragdo ortogonal tem inicio com a escolha de um subespaco arbitrario Z -

cuja dimensdo deve ser menor ou igual a da matriz A € C"*" a ser iterada. Em nossos testes,
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optamos por utilizar o subespago gerado pelas p colunas de uma matriz arbitrdria n X p, que
no MATLAB ¢ gerada através do comando Z = rand(n, p), para ser o subspago inicial de cada
exemplo. Conforme supracitado, ao escolhermos um subespaco de dimensdo p para iniciar o
método, esperamos que ele convirja para um subespaco invariante associado aos p autovalores
de A de maior médulo. O teste de convergéncia serd a comparacio do erro com a tolerancia
exigida, no qual o erro € o médulo da diferenga entre os autovalores obtidos pelo método e pelos

autovalores exatos de A, calculados pela funcdo eig do MATLAB.

Em cada exemplo, a figura representa o plano complexo no qual plotamos os valores resul-
tantes das iteragdes, representados pelo simbolo “0” e também os valores exatos dos autovalores

de A - calculados a partir da fungdo eig(A) do MATLAB - representados pelo simbolo “+”.

As matrizes utilizadas nos quatro exemplos podem ser classificadas como segue.

1. Matriz Frank - matriz com autovalores mal-condicionados.

O comando A = gallery(' frank' ,n,k) retorna a matriz Frank de ordem 7. E uma matriz
Hessenberg superior, isto €, todos os elementos abaixo da primeira subdiagonal sdo zero.
Independente de sua ordem, seu determinante € sempre igual a 1. Se k = 0, a matriz € da
forma padrao, se k = 1, os elementos se refletem sobre o anti-diagonal (1,g) — (¢, 1). Os
autovalores de A podem ser obtidos em termos de zeros dos polindmios de Hermite. Eles

s@0 positivos e ocorrem em pares de inversos, assim se n é impar, 1 € um autovalor.
Um algoritmo que cria uma matriz Frank no MATLAB pode ser dado por:

if nargin == 1, k = 0; end

p=n:-1:1;
F = triu( p( ones(n,1), :) - diag( ones(n-1,1), -1), -1 );
if k "=0
F =F(p,p)’;
end

2. Matris Lesp - matriz tridiagonal com autovalores reais, sensiveis. O comando B = (‘lesp’,n)
retorna uma matriz n X n cujos autovalores séo reais e bem distribuidos no intervalo [—2 -
n—3.5,—4,5].

A sensibilidade dos autovalores aumenta exponencialmente a medida que os autovalo-
res crescem negativamente. A matriz B é semelhante a matriz simétrica tridiagonal
com as mesmas entradas diagonais e fora da diagonal com entradas 1, através de uma

transformagdo de semelhanga com D = diag(1!,2!,...,n!).
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Um algoritmo que calcula uma matriz Lesp no MATLAB pode ser dado por:

X = 2:n;

T

full(tridiag( ones(size(x))./x, -(2*[x n+1]+1), x));

3. Matriz Grcar - uma matriz de Toeplitz com autovalores sensiveis.

O comando C = grcar(n,k) retorna uma matriz n X n com -1 na primeira subdiagonal,
1 na diagonal, e 1 nas k superdiagonais. O padrido é k = 3. Os valores proprios desta
matriz formam um padrio interessante no plano complexo, que veremos posteriormente

no exemplo.
Um algoritmo que calcula uma matriz Grcar no MATLAB pode ser dado por:
if nargin == 1, k = 3; end
G = tril(triu(ones(n)), k) - diag(ones(n-1,1), -1);
4. Matriz Hanowa - matriz cujos autovalores ficam em uma linha vertical no plano complexo.
O comando D = ("hanowd’ ,n,d) retorna um bloco n x n da forma:
[d*eye(m) -diag(l:m); diag(l:m) dxeye(m)]
O argumento n € um numero inteiro par tal que n = 2 -m. Matriz D tem autovalores

complexos da forma d £ k- i, para 1 <k < m. O valor padrao de d é -1.

Exemplo 13. A = gallery(' frank’,30,1)

O resultado que obtivemos utilizando o método de iteragdo ortogonal, apos 89 iteragoes,

pode ser visto no grdfico que segue.

15

u u u
+  Autovalores obtidos por eig(A)
+ O Autovalores obtidos pelo método

0.5F

Eixo imaginario
o
+
+
+
®
&
&
&
®
2]
®
®

-0.5F

15 . . . . .
-20 0 20 40 60 80 100
Eixo real

Podemos notar que os 8 autovalores que obtivemos pelo método de iteracdo ortognal coin-

cidem com os 8 autovalores de maior modulo da matriz A
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Exemplo 14. B = gallery('lesp’,30)

O resultado que obtivemos utilizando o método de iteracdo ortogonal, apos 591 iteragoes,

pode ser visto no grdfico que segue.

T T T
+  Autovalores obtidos por eig(B)
0.8 O  Autovalores obtidos pelo método |

0.6 q

0.4r q

0.2 q

DLOBBEED++++++++++++++++++++++ @

Eixo imaginario
o
T

-1 . . . . . .
=70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
Eixo real

Apesar de ter a convergéncia um pouco mais lenta do que no exemplo anterior, podemos
perceber que o método mais um vez chegou ao resultado esperado, convergindo para os 8

autovalores de maior modulo da matriz B.
Exemplo 15. C = gallery('grcar' (n,k))

O resultado que obtivemos utilizando o método de iteragdo ortogonal, apds 298 iteragoes,

pode ser visto no grdfico que segue.

2 T T T T
‘ +  Autovalores obtidos por eig(C)

15F O Autovalores obtidos pelo método

0.5F

Eixo imaginario
Q
@

PO+ + D

. .
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Eixo real

12 1.4

Com um niimero menor de iteracdes do que no exemplo anterior, conseguimos chegar ao

resultado esperado mais uma vez.

Exemplo 16. D = gallery('hanowd' ,n,d)
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O resultado que obtivemos utilizando o método de iteragcdo ortogonal, apos 143 iteragoes,

pode ser visto no grdfico que segue.

15

‘ +  Autovalores obtidos por eig(D)

10+ O Autovalores obtidos pelo método

Eixo imaginario
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Mais uma vez, percebemos que o método convergiu para os 8 autovalores de maior médulo

da matriz dada.

7.2.2 O método LOPSI

O cédigo LOPSI desenvolvido por Stewart e Jennings [10], foi baseado no trabalho rea-
lizado em 1970 por Clint e Jennings. Ele utiliza iteracdo de subespaco combinada com uma
projecao obliqua assimétrica, lopsided em inglés, para calcular os p autovalores de maiores
modulos e os autovetores correspondentes, referentes a uma matriz dada. O algoritmo utilizado

pelo LOPSI, que é descrito em Stewart e Jennings [10], tem a seguinte estrutura geral

1. Escolhemos um subespaco de dimensdo p representado por uma matriz V n X p, como na

iteragcdo de subespaco.
2. Calcule Z = AV.

3. Projecdo obliqua: resolva o sistema linear
X=(VI'v)" vz,

4. Encontre, usando a fungao eig(X) do MATLAB, os autovalores de X. Em seguida, ordene os
autovalores e os correspondentes autovetores em ordem decrescente de valores absolutos.

Defina como ver a matriz cujas colunas sdo esses autovetores.

5. Defina agora Z = Zvet.
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6. Para controlar as entradas da matriz Z, fazemos a corre¢do V =

I1Zl[F

7. Se o erro ndo for menor que a tolerancia exigida, retorne a etapa (2).

O seguinte argumento mostra que os métodos de iteracdo de subespaco e LOPSI sdo equi-

valentes.

Seja A € C"*". Consideremos uma iteracdo de LOPSI:

Z = AV (7.6)
= (VAv) vz

Se V= QR ¢ a decomposicao QR de V, entdo temos que Z = AQR e

X = (RIQ7QR)'R¥Q7AQR (7.7)
= R YRT)'RIQYAQR (7.8)
= R (QHAQ)R. (7.9)

Segue que a matriz X gerada pelo LOPSI e a matriz Q7 AQ sio equivalentes, e portanto tém os

mesmos autovalores. Assim, em cada etapa dos métodos obtemos 0os mesmos autovalores.

Vamos expor agora resultados de experimentos nos quais utilizamos o Método LOPSI. As
matrizes escolhidas para gerar tais exemplos sdo exatamente as mesmas utilizadas nos testes do

Meétodo de Iteragao Ortogonal, citados anteriormente.
Exemplo 17. A = gallery(' frank’,30,1)

O resultado que obtivemos utilizando o Método LOPSI, pode ser visto no grdfico que segue.

15

r r r
+  Autovalores obtidos por eig(A)
O Autovalores obtidos pelo método

.
i

++

o
0

+

HH++++ & & b B ® ® =) D

Eixo imaginario
o

1
4
0

-15 . . . . .
-20 0 20 40 60 80 100
Eixo real
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Podemos perceber na figura que o objetivo foi alcancado, porém foram efetuadas 1500
iteracées. Aumentando a tolerancia de 10710 para 1074, conseguimos chegar ao objetivo com

apenas 48 iteragoes.

Exemplo 18. B = gallery('lesp’,30)

Os resultados que obtivemos utilizando o Método LOPSI, pode ser visto no grdfico que

segue.
x107°
6 T T T T 1 T T T T
+  Autovalores obtidos por eig(B) +  Autovalores obtidos por eig(B)
5l o O Autovalores obtidos pelo método| | 0.8 O  Autovalores obtidos pelo método |-
al | 0.6F ,
0.4 B
3l ]

o {=}
3 5 021 7

S 2r E £

j=2] =
g g or SOOOOOOO+++++++++++ A+ o
a2 oo = -0.2r ,

or FF+++t+++tt+t+ttttt R+ o
o -0.4F 1
¢}
-ir ] 06 :
o
-2 o 1 -0.8 1
(¢}
_3 . . . . . . -1 . . . . . .
=70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
Eixo real Eixo real
Figura 1: Figura 2:

Na Figura 1, o niimero de iteracdes realizadas chegou a 1500 e os autovalores obtidos pelo
método, ndo coincidiram exatamente com os 8 autovalores de maior modulo da matriz, mais
especificamente, coincidiram apenas na parte real e ndo na parte imagindria. Na Figura 2
fizemos um teste, aumentando a tolerdncia para 10™* e iniciando o método ndo mais com um
matriz arbitrdria do MATLAB, e sim com uma matriz formada pelas 8 primeiras colunas da

propria matriz A. Aassim obtivemos nosso resultado esperado, apos 286 iteragoes.

Exemplo 19. C = gallery('grcar’ (n,k))

O resultado que obtivemos utilizando o Método LOPSI, apos 411 iteracdes, pode ser visto

no grdfico que segue.
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Exemplo 20. D = gallery('hanowd' ,n,d)

O resultado que obtivemos utilizando o método de iteracdo ortogonal, apos 131 iteragoes,

pode ser visto no grdfico que segue.
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Apéndice

O objetivo deste apéndice € provar o teorema abaixo.

Teorema 48. Seja N um operador nilpotente em um espaco vetorial real ou complexo, V. Entdo

V possui uma base B tal que a matriz A = [N é da forma
A =diag{A,,... A},

em que A; é um bloco nilpotente elementar, e a dimensdo de Ay é uma fungdo de k ndo crescente.

As matrizes Ay, ..., A, sdo unicamente depterminadas pelo operador N.

Nesta se¢do, V representara um espaco vetorial real ou complexo.

Um subespaco W C V é dito um subespaco ciclico de um operador T em V se T(W) C W
e se existir um vetor v € W tal que W é gerado por T"(v), n € N. Neste caso, chamamos v de

um vetor ciclico de W.

Qualquer vetor v gera um subespaco ciclico pelas iteragdes de v por 7, isto é, v, T(v),
T?(v), ..., gera um subespaco que evidentemente é ciclico. Denotamos este subespaco por Z(v)
ouZ(v,T).

Suponha que N : V — V é um operador nilpotente. Para cada v € V existe um menor inteiro
positivo n, denotado por nil(v) ou nil(v,N), tal que N*(v) =0. Se v # 0, entdo N+ (v) # 0
para 0 < k < nil(v).

Lema 6. Seja nil(v,N) = n. Entdo os vetores N*(v), 0 < k < n— 1 formam uma base para
Z(v,N).

Demonstracdo: E claro que os vetores N¥(v), 0 < k < n — 1 geram Z(v). Se eles fossem

linearmente dependentes, entdo existiria uma relacao
n—1
Z akN k (V) =0
k=0

na qual nem todos os a; fossem nulos. Considere j como sendo o menor indice, 0 < j <n—1,
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tal que a; = 0. Entdo

0 = NI (nzlaka(v))

k=j

n—1 )
_ Zaan-l-k—]—l(V)
k=

n—1
= GN" ')+ Y aN"TFT ()
k=j+1

= a,N"'(v)

considerando que n+k—j—1>nse k> j+ 1. Entdo a,N""!(v) =0 e asim N""!(v) =0
pois a; # 0. Mas isto contradiz o fato que n = nil(v,N). Logo, os vetores N¥(v),0 <k <n—1

formam uma base para Z(v,N). [

Este resultado prova que com relacdo a base {v,N(v),...,N*~1(v)}, com n = nil(v), o

operador N|Z(v) é representado pela matriz

0

1 0

com 1’s na subdiagonal abaixo da diagonal principal e zeros nas outras entradas. Daqui é de

onde provém os 1’s abaixo da diagonal na forma canonica de Jordan.

q
Um argumento similar para provar o Lema (6) mostra que se Z aka(V), entdo aq; = 0 para
k=0
k < nil(v,N).

q
E conveniente adotarmos a nota¢do p(T') para denotar o operador Z arT* se p for o po-
k=0
lindbmio

p(t) =aqt?! +...+ait +ao.
Entdo a afirmacdo provado acima pode ser enunciado sa seguinte forma:
Lema 7. Seja n = nil(v,N). Se p(t) é um polinémio tal que p(N)v = 0 entdo t" divide p(t),
isto é, existe um polinomio pi(t) tal que p(t) =1t"p;(t).
vamos agora provar a existéncia da forma candnica para um operador nilpotente N. Consi-
derando a matriz discutida acima para N| Z(x)» @ prova da forma cnénica se reduz a provar:

Proposicao 20. Seja N : V — V um operador nilpotente. Entdo V é uma soma direta de



103
subespacos ciclicos.

Demonstracao: Vamos fazer esta prova por indugdo sobre dim(V). O caso dim(V) =0
¢ trivial. Se dim(V) > 0, entdo N(V) < dim(V), desde que N possua um nicleo ndo trivial.

Portanto existem vetores nao nulos yy,...,y, € N(V) tais que
NV)=Z(y)&®...&Zy,.
Seja x; € V um vetor ndo nulo tal que
N(x)=yi, j=1,...,r.

N6s provamos que os subespacos Z(x1),...,Z(x,) sdo independentes.

Observe que nil(x;) > 2, desde que

N(x;) =y; #0.

Se os subespagos Z(x;) ndo sio independentes, existem vetores u; € Z(x;), nem todos nulos, tais
r

que Z u; = 0. Portanto, ZN(uJ-) =0. Como N(uj € N(Z(x;)) = Zy, e Z(y;) sdo independentes

J=1 J
por hipétese, segue que u; pertence ao nuclo de N, para j =1,...,r. Agora, cada u; tem a forma
nj—1
k .
Z ajN“(x;), nj=nil(x;).
k=0

nj—1
Consequentemente u; = p;(N)x; sendo p o polindémio p;(t) = Z a jktk. Portanto N(u; =
k=0

pj(N)y; =0. Pelo Lema(7), p;(t) € divisivel por " se m < nil(y ). Como 1 < nil(y ), podemos

escrever

para algum polinémio s;(z).

Mas agora, substituindo N por ¢, teremos

u; = s;(N)N(x;)

= 5;(N)y; € Z(yy)-
Portanto u; = 0 se os Z(y;) sdo independentes.

Agora vamos mostrar que

V=Zx)®...0Z(x,)®dL (7.1)
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com L pertencente ao nucleo de N. Seja K o nticleo de N e seja L um subespago de K tal que
K=(K[N(V))®L.

Entdo L ¢ independente com os Z(x;). Para ver isso, tome v € (Z(x) ®...®Z(x,)) (L. Entdo
ve (Z(x)®...dZ(x,)) K, e por um argmento similar ao citado anteriormente, isso implica
que v € N(V). Mas N(V)(L =0, logo, v= 0. é claro que cada subespago ciclico em K, e
portanto em L, é unidimensional. Portanto L = Z(w;) @ ... H Z(w,, em que [wy,..., W] é uma

base de L. Finalmente,

V=Zx1)®...0Z(x,) DZ(W1)D...DZ(W;.

Esta proposi¢do implica o teorema, exceto pela unicidade das matrizes Ay,...,A,. A uni-
cidade € equivalente a afirmagdo que o operador N determina o tamanho dos blocos A; (ou as

dimensdes dos subespagos ciclicos). Isto pode ser feito por indugdo em dim(V).

Considere a restri¢do de N a sua imagem N (V) = F:
N|F F — F.

Seja V a soma direta de subespacos ciclicos, isto é, V =Z1 &... 5 Z.H W, em que W pertence
ao niicleo de N e cada Z; = [xi,Axy,A%xy,...], k= 1:r, com dim(Z;) > 1. Entdo N(V) é a soma
direta

N(Z)®...&N(Z,),

em que N(Z;) é ciclico e dim(N(Z;)) = dim(Z;) — 1. Como dim(N(F)) < dim(V'), os nimeros
{dim(Z;) — 1} sdo determinados por N|r. Portanto, sdo determinados por N. Segue que os

nimeros {dim(Z;)} sdo também determinados por N.

Isto conclui a prova do teorema.
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8 Consideracoes Finais

Analisados os resultados dos experimentos numéricos, pudemos perceber que os métodos
de iteragcdo de subespaco funcionam bem com certas matrizes com autovalores sensiveis. Ape-
sar de que o método de Iteracdao Ortogonal e 0 Método LOPSI sdo equivalentes como provamos,
temos que o primeiro é computacionalmente mais caro do que o segundo, visto que a Iteracao
Ortogonal utiliza a fatoragdo QR que é mais cara do que a resolugdo do sistema linear utili-
zado no Método LOPSI. Em contrapartida, como o método LOPSI resolve um sistema linear,

podemos ter problemas com matrizes muito proximas de se tornarem singulares.
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