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Introducdo

Ha cerca de cem anos, os fisicos comecaram a perceber que a mecanica cléssica é funda-
mentalmente errada no ambito atdmico e, portanto, nao pode ser uma descricao correta de sua
natureza. A subsequente transicao para a mecanica quantica foi bastante rapida e, no final da

década de 20, a estrutura bésica estava completa.

John von Neumann e Garret Birkhoff notaram que a estrutura ldgica de sistemas quanticos
¢ diferente da estrutura ldgica dos sistemas classicos. Ao longo dos anos seguintes, outras
estruturas quanticas surgiram: espacos topoldgicos quanticos, grupos quanticos, espacos de
Banach quantico, entre outros. A propriedade central que eles compartilham € a relacdo comum
com espacos de Hilbert. A idéia fundamental da quantizacdo matemaética € que conjuntos sao

substituidos por espagos de Hilbert e fungdes escalares por operadores sobre tais espagos.

Em Mecanica Quantica, os possiveis estados (mais precisamente, estados puros) de um
sistema quantico sdo representados por vetores unitarios (denominados vetores de estado) re-
sidindo em um espacgo de Hilbert complexo separdvel, conhecido como espaco de estado. A
natureza exata desse espaco de Hilbert depende do sistema. Por exemplo, os estados de posi¢cao
e momento de uma particula ndo relativista com spin zero € o espaco de todas as fung¢des qua-

drado integraveis.

Para que se possa entender porque € razodvel que nos estudos de mecanica quantica troca-
se a idéia de conjuntos por espacos de Hilbert e fungdes por operadores continuos, faz-se ne-
cessario o estudo de espacos de Banach, primeiramente, e de espacos de Hilbert. O teorema
espectral, que é um dos principais objetivos deste trabalho, explica porque é razodvel trocar

fungdes por operadores em espacos de Hilbert.

Consideramos como pré-requisitos deste trabalho conhecimentos a respeito de transformagoes
lineares, convergéncia, continuidade , completude, dentre outros adquiridos nas disciplinas de

Algebra Linear e Anilise.

No primeiro capitulo, trabalhamos com espacos de Banach. Um espago de Banach € um

espaco vetorial normado completo em relagdao a métrica proveniente da norma. Nosso objetivo



€ obter uma boa familiarizacao com tais espagos para o posterior estudo dos espacgos de Hilbert,
considerando que sempre podemos definir uma norma a partir de um produto interno. Termina-
mos o capitulo com o Teorema de Hahn-Banach que, dentre outras coisas, garante a existéncia

de uma quantidade suficiente de fun¢des continuas lineares em qualquer espago normado.

No segundo capitulo, estudamos espacos de Hilbert. Um espago de Hilbert € um espago
vetorial com produto interno que € completo com relacdo a métrica proviente do produto in-
terno. Estamos especialmente interessados em saber como e quando podemos ter uma base em
um espaco de Hilbert. Finalizamos o capitulo, estabelecendo um isomorfismo isométrico entre

qualquer espacgo de Hilbert separdvel de dimensao infinita com o espago /5.

Por fim, fazemos um pequeno estudo sobre a teoria de operadores, em especial operadores
adjuntos, operadores compactos e operadores de Fredholm. O teorema principal do trabalho, o
teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos, € enunciado e demosntrado ao final

deste capitulo, concluindo o trabalho.



1 Espacos de Banach

1.1 Espacos de Banach

O objetivo deste capitulo € definir um espago de Banach, apresentar alguns exemplos e
estudar propriedades inerentes a estes espagos. E, em seguida, estudar transformacdes lineares
entre espagcos normados, dentre eles, os espacos de Banach. Embora normalmente o corpo seja

referido somente como K, estamos sempre trabalhando com R ou C.

Definicao 1. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma métrica em X é uma aplicacdod : X x X — R

que satisfaz, Vx,y,z € X:

i. d(x,y)>0;
ii. d(x,y) =0 se, e somente se, x =y;
ii. d(x,y) =d(y,x);
iv. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
Exemplo 1. Sejam X =R e d(x,y) = |x —y| (distdncia usual).
d é uma métrica.

De fato, para quaisquer x,y,z € R temos:
i d(x,y) =[x—y[=0;
i. dx,y)=0&=x—y|=0&x—y=0&x=y;

ii. d(x,y) =x—y|=|y—x| =d(y,x),

. dx,y)=lx—y|=x—z+z—y| < |x—z|+|z—y| =d(x,2) +d(z,y).



Defini¢ao 2. Um espaco métrico é um par (X,d) em que X é um conjunto ndo vazio e d é uma
métrica.

Exemplo 2. Seja l.o = {(x1)nen | X1 € R tal quesup |x;| < oo}
neN

Defina d(x,y) = sup |x, — yn|-
neN

(Iso,d) é um espaco métrico.

De fato, para quaisquer x,y,z € l temos:

i. d(x,y)=sup|x,—yn| >0;
neN

ii. d(x,y)=0<= sup|x,—y,|=0< |x,—yu| =0, para todo n € N < x,, =y,, para todo n €

neN
N&x=y;

iii. d(x,y) = sup|x, —yn| = sup |y, — x| = d(y,x);
neN neN

iv. Basta notar que:

d(x,y) = sup|x,—yu| =sup|x, — 24+ 20 — Yu| < sup(|x, — 2n| + |20 — Ynl)
neN neN neN
< sup |x, — zu| + sup |zn — |
neN

= d(x,z) +d(z,y).

Definicao 3. Seja X umespaco vetorial. Uma norma em X é uma aplicacdo ||.|| : X — R que

satisfaz, para quaisquer x,y € X e para todo o € K:

i [l = 0;
ii. ||x|| =0 se, e somente se, x = 0;

ii. ||ox|| = |e|||x

iv. x4yl < [|x][+ ]yl

Definicao 4. Um espaco normado é um par (X,||.||) em que X é um espago vetorial e ||.|| é

uma norma em X.

Proposicao 1. A fungdo norma é continua.



Demonstra¢do. Vamos mostrar que ||.|| é Lipschitz continua.
Sejam x,y € X.

Ento d([[x[[, |[yl[) = [ [[x[[ = [IY[[ | < [le=yl] =[x = y[ = d(x,y).

Logo, ||.|| é Lipschitz continua com constante de Lipschitz 1 e, portanto, é continua.

O
Teorema 1. Seja X um espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo quaisquer duas normas em

X sdo equivalentes, isto é, para quaisquer ||.||1,]|-||2 normas em X existem K,L > 0 tais que

el < Klxll2 e []x]l2 < L{|x

1, para todo x € X.

Demonstracdo. Seja {ey,ey,...,e,} uma base para X e seja x € X.

n n
Podemos entdo escrever x = ine,- e defina ||x|| = Z |xi |
i=1 i=1

Seja ||.||> uma outra norma qualquer em X.

Mostremos que ||.|| e ||.||> sdo equivalentes.

Por um lado,
n n n n

Il = 11} xieill2 < Y [lxieille < Y lillleilla < MY il = Mlx]|
i=1 i=1 i=1 i=1

em que M = sup{||e;||2: 1 <i<n}.

Logo, [[x[[2 < M[[x]].

Agora, mostremos que existe L > 0 tal que L||x||2 > ||x||.

Suponha, por absurdo, que ndo exista tal L € R. Ou seja, para todo L € R a desigualdade
falha para algum x € X.

Logo, para todo k € N existe x* = (xX,.....xk) € X tal que k||x*|| < ||x¥|].
k
x

Podemos assumir que ||x¥|| = 1, pois caso contrario, bastaria trocar x* por Tl
x

Desse modo, as sequéncias {Xf}keN sdo limitadas e, portanto, existem k; < kp < .... tais

k ~
que {x;” } pen sdo convergentes.

n
) .k .
Seja x; = lim x;” e sejax = inei.
pree i=1

Entao:
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It — ]2 = HZ el < Y W =l
i=1

n
Quando p — oo, Z |X§€p —xil|leil]2 = 0.
i=1

n
Como k||x*[|2 < [lx]| = }_ lxf| = L,

i=1
) 1 1
||xk7 ||, < — e, quando p — oo, ||¥*7||, < — — 0.
kp kp
Logo, lim x*» = 0. Pela unicidade do limite, x = 0 <= x; = 0.
p—reo
n k n
Mas, 1 =Y [x;"| = ) |xi| =0, 0 que é um absurdo.
Portanto, existe L > 0 tal que L||x||> > ||x||.

O

Proposicao 2. Seja X um espaco normado e seja d : X x X — R uma aplicacdo definida por

d(x,y) = ||x—y||. entdo (X,d) é um espaco métrico.
Demonstracdo. Sejam x,y,z € X e A € K. Entéo:

i d(x,y) =[x—=y|=0;

ii. dix,y)=0&|lx—y||=0x—y=0=x=y;

iii. d(x,y) =[x =yl = [|(=1) (=2l = | = Ully =x[[ = [ly = x| = d(y,x);

iv. d(x,y) = |x=yll=lx—z+z=y|[=[|(x—2) + =) < |x—z]| +|[z—y|| = d(x,2) +
d(z,y).

]

A proposicdo acima nos diz que a partir de uma norma sempre podemos definir uma

métrica. Todavia, nem toda métrica provém de uma norma.

Proposicao 3. Seja X um espaco normado e seja d uma métrica. Entdo a distdncia proveniente

da norma satisfaz d(Ax,Ay) = |A|d(x,y), para quaisquer x,y € X e L € K, A # 0.

Demonstragdo. d(Ax,Ay) = [[Ax—Ay|| = [[A(x=y)[| = [A[[x—yl| = [A]d(x,y). 0
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Exemplo 3. Seja f : R — R uma funcdo dada por f(x) = x°.

Defina em R, d(x,y) = d(f(x), f(y)) = |* =»°|
E fdcil ver que d define uma distancia em R. Porém, para A # 1, temos:

d(Ax,Ay) =d(f(Ax), f(Ay)) = A%} =233 = |A3 (3 =) | = [A3]- | = y*| = |A3d (x,y) #
|A]d(x, ).

Definicao 5. Seja X um espago normado.Dizemos que X é um espago de Banach se X é com-

pleto com relacdo a métrica proveniente da norma.

Proposicao 4. I.. é um espaco de Banach, com a norma ||x|| = sup{|x,|}
neN

Demonstracdo. Seja {x, },cn uma sequéncia de Cauchy em /.
Note que x; = {x],x3,x3, ...}, oo = {x}, 22,23, ..}
Sejam € NT qualquer e considere a sequéncia {x"'} ,cn.
Mostremos que {x'},cn € de Cauchy.
De fato, dado € > 0, existe ng € N tal que para todo k,n > ng tem-se que d(xy,x,) < €.
Mas, X' — x| < d(xp,x,) < €.
Logo, {x"},en C R € de Cauchy. Como R é completo, existe x € R tal que x" = ,}glgo X,
Como tomamos m € N1 qualquer, para todo m € N*, {x"}, .y é uma sequéncia de Cauchy.
Sejax = {x!,x2, x3,....,x", ...).
Mostremos que x € /.
Seja € = 1. Existe ng € N tal que para todo k,n > ng tem-se que d(xg,x,) < 1.
Daf, para todo m € N temos [x]' — x| < 1.
Em particular, para quaisquer k,m € N, [x]' — x| < 1.
Quando k — oo, temos |x" — x"'| < 1. Logo, d(x,x,) < 1.
Como {x}}'} ¢é limitada, para todo m € N, |x'| < L. Logo, paratodon € N, [x"| <L+ 1.

Portanto, x € [..

Finalmente, mostremos que {x, },cn converge para x.



12

Seja € > 0. Como {x,},en é de Cauchy, existe ny € N tal que para quaisquer n,k > ng

€
tem-se d(x,,x;) < 5

Desse modo, para todo m € N, tem-se d(x)',d}") <

NIO‘:

Quando n — oo, d(x™,d]') <

m

£
2
am <.

Logo, para todo m € N, d(x™,

[\

: €
Sendo assim, d(x,x;) < 3 < E.
Portanto, {x, },cn converge para x.

]

Antes de continuarmos com os exemplos de espacos de Banach, precisamos mostrar as

proposicoes abaixo:

1 1
Proposicao 5. (Desigualdade de Holder) Dados p,q > 1 tais que —+ — = 1, tem-se que
P 9

Y il < [ ) [xil? Y il | .

1 1
Demonstragdo. Sejam p,q > 1 taisque —+— = 1. Entdo p+q=pgep—1=(g—1)"!
P 9

a B P q ol q
Sejam «, B > 0. Temos que of3 g/ tp_ldH—/ ulldu = —‘g u_‘o = — P
0 0 p P q
ol q
Isto é, aff < — + —.
p q

Sejam x1,...,X,,V1,...,¥n € K. Consideremos dois casos:

n n
Caso 1: Suponhaque ) [x|P =1e Y |y|7=1.
i=1 i=1

il” il

Tomando a = x; e B = y;, tem-se |x;y;| < ——
q

Somando membro a membro, tem-se

n
Z xiyi| <
i=1

Caso 2:

1

1
q n P n q
bl? z”' Y ) (Y] =1
1 P i=1 i=1 i=1

E claro que a desigualdade vale se x; = 0 ou y; = 0, para todo i € {1,2,...,n}.

'M=

1



. . 1 1
Suponha entdo que este ndo seja o caso e sejam¢c = —— €6d = ——.

(; \xirp) (21 \yz-rq>q

Assim, considerando X; = cx; e y; = dy;, caimos no caso 1 e entao Z |%iyi| < 1.
i=1

Dividind d, obt ey < — — AR 14
ividindo por cd, obtemos ; |%ivi| < - Z |xi | ; |yil

i=1

<=

n n
Desse modo, Z lexi|P=1e Z |dyi|? = 1.

i=1 i=1

Proposicao 6. (Desigualdade de Minkowski)

n 5 n b /o ’
Yo lxitwil? ) < X |kl ) () il?
i=1 i=1 i=1

Demonstragdo.

n

Y i+yil? <
i=1

(il = Lyl b - i~

agE

~.
—

x| +yil P~ 1+Z|)’z||xl+)’z|p 1
i=1

() (B ) () (o)

(VAN
M=

~.
—

|—
|—

<izn,1x1p>l (Z‘yl’p> .<§]x,-+y,~\l’>q

Desse modo,
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n % n 17% n n 7%
Y i+ vil? = [ Y ity = Y b4yl || Y iyl
j i—=1

i=1 i=1 i=1

bl ) L il ) [ X vl Y il
i=1 i=1 i=1 i=1

w o NE [\
= (Xl ) (L) -
i=1 i=1

Definiciio 6. Seja p > 1 e defina l, = {{xi}ien: x; € Ke Z |xi|P < oo}
i=1

IN

1

o0 P
Proposicao 7. [, é um espago normado com ||x||, = (Z |x;|? ) :
i=1

Demonstra¢do. Mostremos que [, € um subespaco vetorial de K*, o conjunto de todas as

sequéncias com entradas pertencentes a K.
Obviamente, 0 € /,.

Sejam x,y € [, e seja n € N fixo.

" b [ b [ ,
Yolityil” | < { Xkl (X bil”)
i=1 i=1 i=1

Como x,y € I, sejam A, B tais que A = Z |xi|” e B= Z lyilP.
i=1 i=1

n o n oo
Eclaroque Y |x|P <) |xilP e Y [vil? < Y [yil”.
i=1 i=1 i=1 i=1

1 1
n p n p 1 1
Logo, (Z |x,~|p> + (Z |y,-|p) < AP + BP < oo, para todo mN.
i=1 i=1
Portanto, x+y € [,,.
Dado A € Ke x € [, tem-se que (Z |7Lx,-]”> = (Z |),\p]xi|p> = [A|P- (Z \x,-]”) < oo,
i=1 i=1 i=1

Logo, Ax € [,,.
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Mostremos que ||.||, ¢ uma norma.
A unica propriedade de norma nao trivial € a desigualdade triangular.

Para x,y € [, temos:

1

> 1 1

e+l = (lez'ﬂilp) <A?+B7 = ||x][, +[¥llp-
i=1

Portanto, [, € um espago normado.

]

Proposicao 8. Seja X um espagco métrico compacto e seja C(X) = {f : X — R|f é continua}.
Defina dw(f,g) = sup|f(x) — g(x)|. Entdo C(X) é um espago de Banach.

Demonstracdo. Seja { f, }nen uma sequéncia de Cauchy em C(X).

Seja € > 0. Fixe x € X.

Entdo existe ng € N tal que se m,n > ng temos:
)

d(fn(x)ufm(x)) < d(fn;fm) < >

Como R é completo, definimos f : X — R como f(x) = li_r>n fa(x) = f(x), parax € X.
n—roco

. Logo, {fu(x) }nen é uma sequéncia de Cauchy em R.

Mostremos que f, converge uniformemente para f.
Seja e > 0.

Seja n > ng. Note que para todo m > ng e para todo x € X temos :

d(fn(x),f(x))

[fn(x) = f(%)]

< 1A0) = @]+ fnlw) = £ )
< o=l () = £
< Sl — )

Quando m — eo, d(fin(x), f(x)) = 0. Logo, d(fu(x), f(x)) < g <&

Logo, f,, converge uniformemente para f. Donde f é continua e entdo f € C(X).

Portanto, C(X) é completo.



Proposicao 9. [, é um espago de Banach.

Demonstragdo. Seja {x"},cn uma sequéncia de Cauchy em /,,.
Fixando i € N, considere a sequéncia {x/},cn.
{x!}nen € de Cauchy, pois [x! — x| < [|x" —x"|| e {x"},en € de Cauchy.
Como R é completo, existe x; = r}grolo Xy
Seja x = (x1,x2,....,Xp, ....) € mostremos que x = limx".

n—oo

Fixe N € N. Ento, para quaisquer m,n € N temos:

—_

N P
(;!Xi—xﬂ‘”) = [b=x"lpw
|[x =2 + 2" = X" p N
[l ="y + [ =X p v
[ e =2 | . 4 [ = X"

1

N P
Y i) =2
i=1

IA I

IN

Seja € > 0 (podemos supor € < 1).
Como {x"},cn € de Cauchy, existe no € N tal que para quaisquer n,m > temos

€

n m
- < —.
[l = x"[ 4

Tome n > ng. Note que para todo m € N tem-se
1

[l =2 |pv < (T Jxi = [P) P+ [ ="

Tomando m suficientemente grande,

1

N Iz
m )
e =x"lpn < <ZIXi—x,- |p> e, < g7 =5
i=1

m
™

Al €
Entdo ) |x; —x"|P < (E)P'
i=1

.- €
Quando N — oo, temos Z lx; —x'P < (E)P < €.
i=1

16
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Com isso, x —x" € I, para todo n > ng. Logo, x = (x —x") +x" € [,.
Donde {x"},cn converge parax e x € [,.

Sendo assim, /,, € um espago normado completo. Portanto, /,, € um espago de Banach.

1.2 Transformacoes Lineares

Teorema 2. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y linear. Sdo equivalentes:

1. T é continua;
2. T é continua em algum xo € X;

3. T ¢ continua em 0;

RN

T é uniformemente continua;

5. Existe k > 0 tal que ||T (x)|| < k||x

, para todo x € X;

N

. A imagem de todo conjunto limitado por T é limitado.

Demonstracdo. (1) = (2):
Como é T € continua, T € continua em todo ponto. Em particular, 7 € continua em xg € X.
(2)=3):
Seja xp € X tal que T € continua em xp e defina Uy, : X — X dada por Uy, (x) = x + xo.

Como ||Uy, (x) — Uy, (»)|| = || (x+x0) — (y+x0)|| = ||x — ||, para quaisquer x,y € X. Logo,

Uy, € uma isometria.
Note que T = Uy (y,) o T o Uy, pois

U_1(xy) © T 0 Uyy(x) = Up(xy) 0 T (x +x0) = =T (x0) + T (x+x0) = T (x) + T (x0) — T (x0) =
T(x).

Como Uy, € continua em 0, T € continua em Uy, (0) e U_r () € continua em todo ponto, T

é continua em 0.

(5)=(4):
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€
Seja e > 0. Tome 6 = ——.
eja ome .

Entdo para quaisquer x,y € X tais que d(x,y) = ||x—y|| < & temos:
E
d(T(x),TR)) =T@) -TO) =[Tx-y)| <klx—yl| <k-6 =k 77 <&.

Portanto, T € uniformemente continua.
(5)=1(6):

Seja A C X limitado. Entdo existe r > 0 tal que A C B(0,r), ou seja, ||x|| < r, para todo
x€A.

Logo, sup{||x|| : x € A} < eo. Além disso, por hipétese, ||T(x)|| < k||x||, para todo x € A.
Dai sup{||T (x)|| : x € A} < ksup{||x|| : x € A} < e, portanto, T (A) é limitado.

(6) = (1):

Seja M > 0 tal que ||T (x)|| < M||x||, para todo x € X.

Daid(T (x),T(y))=||T(x)=T(y)||=||T (x—y)|| <M||x—y||. Logo, T é Lipschitz continua

e, portanto, T é continua.
(4)=(3):
E 6bvio.
(3)=(6):
Seja € = 1. Como T é continua em 0, existe d > 0 tal que ||x|| < § implicaem ||T(x)|| < 1.

Entdo para qualquer y € X ndo nulo, temos HT( )H <1

2l = TG < 1 IO < 51Dl

Como T é linear, temos ||T(—)|| =

|1yl

Iyl
Logo, T é limitada.

(6) = (5):
Por hipétese, sup {||T(x)||} < .
[lxf|<1
Seja k = sup{||T(x)|| : ||x|| < 1}. Entdo para qualquer x € X ndo nulo, sejay = HX_H
x
1
Desse modo, [|T(y)]| < k. Logo, HT(H ||)|| = MHT(X)H < k. Donde [[T(x)]| < k||x]l,

como queriamos.
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]

Exemplo 4. Seja X =Y = C|0,1], com a norma do sup e seja T : C|0,1] — C[0,1] dada por
X
(W= [ rr

Mostremos que ||T(f)|] <||f]

e, portanto, T é continua.

Sejam f € C[0,1] e x € [0,1]. Entdo:

(@I =1 [ s < [ ol < [Tl =171 <1111
TN Il

Podemos entdo tomar o sup e dai

Desse modo, T satisfaz a condigdo 5 do teorema e, portanto todas, e concluimos que T é

continua.

Proposicao 10. Toda transformagcdo linear em um espaco normado de dimensdo finita é continua.

Demonstragdo. Sejam X um espaco normado de dimensao finita, Y espago normadoe 7 : X —

Y transformacao linear.
Defina em X, ||x[[> = [[x[| 4+ ||T (x)]].

Como X tem dimensao finita, as duas normas sao equivalentes e, portanto, existe k > 0 tal

que [[x[[2 < k]|x[].

Dai

X[+ [T ()| < kel | = [[T )] < (k= 1)][x]]-

Portanto T € continua.

Definicao 7. Seja T : X — Y transformacdo linear entre espacos normados.
Definimos ||T || = sup{||T (x)|| - [|x[| < 1}.

Exemplo 5. Sejan X =Y =C[0,1] e T : C[0,1] — C|0, 1] dada por T (f)(x) = /xf(t)dt.
0

TN <Ifle como T é continua, ||T(f)[| <K[|f]|. Logo, [|T]| <

Pelo exemplo anterior,

Seja f = 1. Entdo ||f||=1e T(f)(x) :/Olldt:x. Ou seja, T(f)=1d e ||T(f)|| = 1.

Donde,

T| = 1.

Lema 1. Seja T : X — Y continua. Entao ||T (x)|| < ||T||||x]|] -
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Demonstracdo. Pelo teorema anterior, existe k € K, tal que ||T (x)|| < k||x]|.

) zﬁunxm.

Além disso, ||T]|| > \|T<||x—||
x
Logo, [[T(x)[[ < [IT]]-[Ix[]-
]
Teorema 3. Sejam XY espacos normados e seja B(X,Y) ={T : X — Y|T é continua}. B(X,Y)
é um espaco vetorial e ||T|| = sup{||T (x)|| : ||x|| < 1} é uma norma em B(X,Y).

Demonstragdo. Sejam T,S € B(X,Y) e sejax € X.

Entao |[(T +8)(x)|| = [T (x) +SCo) || < ([T ()| + HSC) < 1T el + 1Sl = (T[] +
[1S|)]]x|]- Logo T+ S € B(X,Y).

Além disso, ||T + S|| < ||T|| +||S||, o que verifica a desigualdade triangular.
Sejam T € B(X,Y), a € K e x € X. Temos entdo:

(aT) ()| = [[aT ()] = | [[T ()] < le [[T[]]x]]-

Logo, aT € B(X,Y).

Além disso, como ||(aT)(x)|| < |al|||T||||x

,entdo ||aT | < |al||T]|-

Por outro lado, se o # 0, podemos escrever:
1

1
1711 = 10T < 1

|loT[|. Donde, |ex|[|T]| < [|aT].

Logo, [[aT[[ = [al[|T]].

SejamT : X —-YeS:Y >ZesejaxcX.

Entao |[ST (x)[| = [[S(T ()] < [[SHIIT Gl < [IS[IT]]1]x]]. Logo, [[ST|| < [[SI[||T]].
Portanto, B(X,Y) é um espaco vetorial normado e ||ST|| < ||S||||T]|.

]

Teorema 4. Sejam X espaco métrico, Z um subespaco denso de X e Y um espaco métrico
completo. Seja f :Z — Y uma aplicacdo uniformemente continua. Entdo existe uma vnica

aplicacdo uniformemente continua f : X — Y estendendo f e tal que f|7 = f.

Demonstra¢do. Dado x € X qualquer, como Z é denso em X, existe uma sequéncia {z, },cn de

elementos de Z tal que x = lim z,,.
n—yoo



21

Como {z, }nen € de Cauchy e f é uniformemente continua, {f(z,) },en €, obviamente, de

Cauchy.
Como Y é completo, existe y € Y tal que y = lim f(z,).
n—oo

Defina entdo, para cada x € X, f(x) = 1i_r>n f(zn), em que {z, },en € a sequéncia em Z que
n—roo

converge para x.

f esta bem definida pois se temos x € X tal que x = lim z, = lim w,, entdo temos:
n—yoo n—yoco

{f(zn) }nen € {f(Wn) }nen sequéncias de Cauchy em Y e, como lim z, = 1im w,, temos
n—oo n—oo

também lim f(z,) = lim f(w,) emY.
n—oo n—soo
Mostremos agora que f é uniformemente continua.
Seja e > 0.

Como f & uniformemente continua, existe &y > 0 tal que, para quaisquer x,y € Z, se
d(x,y) < &y entdo d(f(x), f(v)) <e.

Tome 0 = Oy.

Sejam x,y € X tais que d(x,y) < 6. Como Z é denso em X, exitem sequéncias {x,},cn €

{¥n tnen de elementos de Z tais que x = lim x, e y = lim y,.
n—oo n—o0

Entdo existe ng € N tal que para todo n > ng temos:

8 —d(x,y) 6 —d(x,y)

e d(ny) < 500,

d(xn,x) < >

§—d(x,
Logo, d(xp,yn) < d(xn,x) +d(x,y) +d(yn,y) < 8-dxy)

Como f € continua, d(f(x,), f(yn) < €.
Portanto, quando n — oo, temos d(f(x), f(y)) < €.
Como f|Z = f e Z é denso, f & tinica.

]

Teorema S. Seja X um espaco normado e seja D C X um subespaco vetorial denso em X. Seja
T : D — Y uma transformacdo linear continua, em que Y é um espaco de Banach. Entdo existe

uma vinica transformagdo linear continua T : X — Y tal que T|p =T e ||T|| = ||T||.

Demonstracdo. Como T € continua, 7' € uniformemente continua.
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Como X € espaco métrico, existe uma unica fun¢do uniformemente continua T:X Y
estendendo 7.
Mostremos que T é linear.
Sejam x,y € X. Tome {x, },eN € {Vn tnen em D tais que x,, — x e y, — y. Entdo:
T(x+y) = T(limx,+y,) = lim T (x,+y,)
n—oo n—roo
= lim T(xn +yn) = nh_r>n T (xn) + T (yn)
= hm T( + lim T (y,)
n—oo
= lim T(x,) = lim T (y,)

n—oo n—soo

n)
)=

= T(lim x,)+T(lim y,)
T(

n—soo n—oo

= T)+T()

Analogamente, é facil ver que T (ax) = oT (x).

Teorema 6. Sejam X e Y espacos normados, sendo Y completo. Entdo B(X,Y) é completo.

Demonstracdo. Seja {T,},cn uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y).
Fixe x € X nao nulo e considere a sequéncia {T,,(x) },en C Y.
Mostremos que {7}, (x) },en € de Cauchy.
Seja e > 0.
Como {7, },en é de Cauchy, existe ng € N tal que para todo n,m > ng tem-se ||T, — T || <
E
Tl

Entdo, para todo n,m > ng temos:
T2 (x) = T )| = [[(Ta = Tn) O] < || — Tl |l x]] < .
Logo, {7, (x) }nen € de Cauchy.
Como Y é completo, defina 7' (x) = li_r>n Ty (x).
n—soo
Mostremos que 7T € linear.

Sejam x,y € X e ¢ € K. Entdo:
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T(ox+y) = lim T,(ax+y) = lim aT,(x) + T,(y) = o lim T, (x) + lim T, (y) = o7 (x) +
T(y).
Logo, T € linear.
Como {7, },en € de Cauchy, existe M > 0 tal que ||7,|| < M, para todo n € N.
Desse modo, || T, (x) | < |[Tu[||x]| < M]|x]].
Assim, r}gl’olo [|T.(x)|| < M||x||, pois a fun¢do norma é continua.
Portanto, 7 é continua e ||T|| < M. Donde T € B(X,Y).
Mostremos, finalmente, que 7,, — T'.
Seja € > 0.

Como {7, (x)},en € de Cauchy, existe ng € N tal que para quaisquer n,m > ng tem-se
&
T — Tnl| < 3

Sejax € X tal que ||x|| < 1.

Entdo, para todo n > ng temos:

I7x) =T = [1T) ~ T ) £ T) = T (@)
< T = T )|+ 1 Tx) = T
< 1T~ Talll ]|+ 1T (x) = T
< [T~ Tl +[[T) T (0|
< S HITu@ -TE)

Tomando o limite quando m — oo, ||T,,(x) — T (x)|| <

Wl m

Donde, ||T,,(x) — T (x)|| < 5 <&
Portanto, ||T, —T|| < €.

]

Definicao 8. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K. O espaco dual de X, denotado por

X*, é o conjunto que consiste dos funcionais lineares f : X — K.

Definicao 9. Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que um funcional p : X — R é

semilinear se p(x+y) < p(x)+ p(y) e p(ox) < ap(x), para todo x,y € X e ¢ > 0.
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Teorema 7. (Teorema de Hahn-Banach - Caso real) Sejam X um espaco vetorial real e p um
Sfuncional semilinear em X. Sejam Y C X um subespaco vetorial de X e f : Y — R um funcional
linear tal que f(y) < p(y) para todo 'y € Y. Entdo existe um funcional linear f:X = R tal que
f(x) < p(x), para todox € X e fly = f.
Demonstragdo. Seja . ={(Z,g): Z é um subespago vetorial de X com

Y CZ; g:Z — R é funcional linear tal que gly = f e g(z) < p(2)}.

Defina uma relagdo de ordem em . por (Z1,81) < (Z»,82) quando Z; C Z; e 2|z, = &1-

Seja .7 C . totalmente ordenado e escreva .7 = {(Z;,gi) }ier-

SejaZ = UZi'

iel

Defina g : Z — R da seguinte maneira: para cada z € Z escolha i € I tal que z € Z; e entdo
8(z) = gi(2).

Note que se z € Z;, entdo Z; C Z; ou Z; C Z;. De qualquer modo, g;(z) = gi(z).

Definida desse modo, g € linear, pois cada g; é linear e, para todo y € Y, temos g(y) = g;(y),

paratodoi € I.

Logo, g(y) = f(y). Donde gly = f.

Além disso, para todo z € Z, temos g(z) = gi(z) < p(z). Logo, (Z,g) € L e (Z,8) > (Z:, 8i),
para todoi € I.

Assim, (Z,g) é um majorante para .~

Pelo Lema de Zorn, existe (W, h) elemento maximal.

Suponha, por absurdo, que W C X. Entdo existe xo € X \ W.

SejaW' =W PRxg e sejaa € R.

Defina &' : W — R por i (w+ Axg) = h(w) — Aa. E claro que /' é linear e A/ |y = h.
Sejam wy,wy € W. Temos:

h(wi+w1) < p(wi+wa) = p((w1+x0) — (xo +w2)) < p(wi +x0) + p(—w2 —xo).
Entdo h(w1) — p(w1 +x0) < h(wz) + p(—wa — xp).

Fixando wy, temos h(w;) — p(wy +xp) < in%/h(wz) + p(—way —xo).
wr €
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Dai sup h(w;) — p(wi+x0) < inf h(wp)+ p(—wz —x).
wiEW waEW

Escolha a € R tal que

sup h(wi) —p(w1+x0) <a < inf h(wy)+ p(—w2 —xp).

Entdo, para todo w € W temos :
h(w) — p(w+x0) < a < h(w)+ p(—w—xp).
Mostremos agora que /' (w') < p(w'), para todo w' € W'.

Seja w’ € W’. Podemos escrever w = w+ Axg. Logo ' (W) = h'(w+ Axp) = h(w) — Aa.
w

2 +Xxp).

Se 4 >0 como h(y)— p(§ +x0) < a, entdo a—h(3) < p(
Assim, 1/ (3 +x0) = h(}) —a < p(F +x0).
Como A >0, /' (w+ Axg) < p(w+ Axp). Donde /' (w') < p(w/).

-_w

i ,emque A = —pU.

Se A < 0, aplicamos a desigualdade a < h(w) + p(—w — xg), para
Dai, —h(—}*) +a < p(j; —xo). Logo, I (3 —x0) < p(3; —xo).

Como u >0, /' (w— uxg) < p(w—uxg) < K (w+ Axp) < p(w+ Axp). Donde /' (w') <
p(w).
Desse modo, (W', /') € % ¢ (W' ') > (W, h), o que contraria a maximalidade de (W, ).
Portanto, W =X e h = fdo enunciado.
[
O teorema de Hahn-Banach garante a existéncia de uma quantidade suficiente de funcdes
continuas lineares em qualquer espaco normado real.

O caso geral do Teorema de Hahn-Banach, que nao serd feito neste trabalho, é enunciado

do seguinte modo em [1], pagina 10:

Teorema 8. (Teorema de Hanh-Banach) Seja V- um espaco vetorial e seja Vo um subespaco de

V. Seja ¢o € Vjj. Entdo existe um ¢ € V* tal que ¢ly, = ¢ e ||9]| = ||do]|.

Corolario 1. Seja X um espaco vetorial normado. Entdo, para todo xy € X ndo nulo, existe

f e X" tal que || f|| = 1e f(xo) = []xo]

Demonstrag¢do. Basta aplicar o teorema de Hahn-Banach ao subespacgo Y = (xp) , ao funcional
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linear limitado fj : Y — R definido por fy(txp) = t||x0|| € ao funcional semilinear p(x) = ||x||.

]

Teorema 9. (Teorema da Aplicacdo Aberta) Sejam X,Y espacos de Banach e T : X — Y uma

aplicacdo linear limitada e sobrejetiva. Entdo existe r > 0 tal que B(0,r) C T(B(0,1)).

Demonstragdo. Passo 1: Mostremos que existe n € N tal que 7'(B(0,7n)) tem interior ndo vazio.
Suponha que, para todon € N, int(T(B(0,n))) = @.

Pelo teorema de Baire (SUNDER([1], pagina 21), int( U T(B(0,n))) =@.

neN

Mas, como X = U Y=TX)= U T(B(0,n)).
neN neN

Logo, int(Y) = &, o que é um absurdo.

Portanto, existe n € N tal que W tem interior ndo vazio.

Passo 2: Sejam yo € Y e r > 0 tais que B(yo,r) € T(B(0,n)). Mostremos que B(0,r) C
T(B(0,2n))

Seja y € B(0,r). Podemos escrever y = (yo +y) — yo €, como |[y|| < r entdo ||(yo+y) —
yol| <r.

Logo, (yo+) € B(yo,r). Como B(yg,r) C T(B(0,n)), existem sequéncias {x;; }uen € {x bven
em B(0,n) tais que T (x,) — yo+ye T(x],) — Yo.

Entdo, para todom € N,

[ = x5 || < |||+ [[65| < 2.

Além disso, como T (x,,) — yo+ye T(x),) — vo, T (xpy — X,,) = y.

Portanto, y € W,Zn))

Passo 3: Existe uma constante k > 0 tal que para todo y € Y existe {x, },cy em X tal que

T (xn) — y e ||xn|| < k||y||, para todo n € N.

Sejay € Y nd nulo. Considere y' = Tl : %
y

Entdo y' € T(B(0,2n)). Logo, existe {x,y },yeny em B(0,2n) tal que T (x,/) — y'.

2
Desse modo, tome x,, = M Xy
r
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2[[y[l . 2||y|| 2||y||

Assim, T(x,) = ye x| =||—

EZIRS 2——|| -

|| =
Portanto, tome k = 4711

Passo 4: Para todo y € Y existe x € X tal que T (x) =y e ||x|| < 2k||y||.

Pelo passo anterior, existe x; € X tal que |[y — T (x1)|| < %HyH e ||xr|] <Kyl
Como y—T(x1) €Y, pelo passo anterior, existe x, € X tal que

1 1
[y =T (1) =T)ll = Zllyll e [lefl < kly =T ()l < SKIII-

1
Indutivamente, para cada n € N existe x, € Ncom |[y—T(x;) =T (x2) — ... = T (x) || < >
k
e |lxnl|| <klly—T(x1) — ... = T(xp—1)|| < T

N N N
Logo, paracada N € N, HZx,H < ZHx,H <
i=1 i=1 i=1

< 2k][y|].

[e)

Definindo x = Z xi, x converge absolutamente e, portanto, x converge, pois X € de Banach.
i=1

1 1
E T'(x) =y, pois ||y — T(an> H_2N62—N—>O

Passo 5: Seja U € X aberto e seja T(x) € T(U), em que x € U. Como U ¢ aberto, existe
r > 0 tal que B(x,r) C U. Mostremos que B(T (x),s) C T(U), em que s = 5.

Seja T(x) +v € B(T(x),s). Pelo passo anterior, existe u € X tal que T'(u) =v e ||u|| <
2kr

2k|v|| < — ="
Assim, ||(x4u) —x|| < reentdo x+u € B(x,r) CU.
Logo, T(x4+u)=T(x)+T(u)=T(x)+veT(U).
Portanto, B(T (x),s) C T(U).
[

Corolario 2. Sejam X,Y espagos de Banach e T : X — Y uma aplicagdo linear limitada e
bijetiiva. Entdo a aplicacdo linear T~' 1Y — X é continua.
Demonstragcdo. Seja U C X aberto em X.

Como T é bijetiva, (T~")~1(U) = T(U) que é aberto em Y, pois T é sobrejetiva.

Logo, T-! é aberta. O
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2 Espacos de Hilbert

O objetivo deste capitulo € estudar espacos de Hilbert, alguns exemplos e propriedades.

Principalmente, queremos mostrar que todo espaco de Hilbert possui uma base Hilbertiana.

2.1 Espacos de Hilbert

Definicao 10. Seja X um espaco vetorial sobre K. Um produto interno em X é uma aplicagdo

(,): X x X = K que satisfaz:

i (x,x)>0,VxeX;

ii. (x,x)=0<=x=0;

iii. (x,y) = (y,x), para quaisquer x,y € X,

iv. <)C1 +x27y> = <x17y> + <x27y> 7vxlax27y €X.

Proposicao 11. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espago vetorial com produto

interno (.,.). Defina ||x|| = /(x,x). Entdo | (x,y)| < ||x|| - ||y

, para todos x,y € X.

Demonstracdo. Sejam x,y € X e sejat € R qualquer. Entdo (x+1y,x+1ty) > 0.

Ou seja, (x-ty.x1y) = [+ 1yl = [l 2xty + 22| = [l + 2oyt | + [Iy]2? =
|[x[1% +2 (x,y) £+ ||y]|** > 0.

Como (x+1ty,x+1y) >0, paratodo t € R, 4({x,y))* —4||x||*|[y||> < 0.
Portanto, | (x,y) | < |[x|[*/[y[|*.
O

Proposicio 12. Seja X um espago vetorial com produto interno. Entdo ||x|| = +/(x,x) define

uma norma em X.
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Demonstragdo. Sejam x,y € X e seja @ € R.

x| =+ (xx) =0<= /(x,x) =0 <= (x,x) =0 <= x=0;

ii. Como (x,x) >0, ||x|| =/ {x,x) > 0;

iii. |Jox|| = v/({ax,ax) = /a2 (x,x) = ||/ {x,x) = |ex]|||x]];

iv. [P+ yl? = eyt y) = [P+ 200y) + I < 0P+ 20 6oy [+ 117 < [P+
21l [[Iy 1+ 1yl = (el =+ 1111

O]

A proposicdo acima nos diz que sempre podemos definir um produto interno a partir de

uma norma. Porém, nem toda norma provém de um produto interno.

Proposicio 13. Seja X um espago vetorial com produto interno. Entdo ||x|| = \/(x,x), norma

proveniente do produto interno, satisfaz: ||x+y||* +||x — y||* = 2||x||> + 2||y||*-

Demonstracdo. Sejam x,y € X.

e+y[P+x=yI* = (x+yx+y)+Ex—yx—y)
= (5x+y)+@x+y) +x—y) +(,x—y)
= (x) + (6,x) + () + (0,) + x) + (=p,x) + (6y) + (—0,p)

= 205,x)+2(y,y) = 2/x|[*+2/]y|*

Exemplo 6. Em [,,, p # 2, a norma ndo provém de um produto interno.
Sejamx = (1,1,1,...), y=(1,-1,0,0,...) € [,
Entdo: [|x|| = [[y|| = 2/™!7, |lx +y]| =2 = | [x —y]].

+lx—y||> =4+4 =8. Por outro lado, 2||x||* +2|[y||?> = 2(2/72P +
2fra6217) —0.pfrac2p 5 _ g .ofrac2p

+ e = yI1? 7 2[ ]2 + 2yl

Ou seja,

Portanto, em [, p > 2, a norma ndo provém de um produto interno.
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Proposicao 14. (Teorema de Pitdgoras) Seja X um espago vetorial com produto interno. Entdo

= [l > -+ [IyII>

Demonstragdo. Sabemos que |[x+y|[> = (x+y,x+y) = ||x|[> +2 (x,y) +||y||-
Entdo, |[x+y||* = [|x[|>+[|y[|* <= (x,y) =0.
L]

Proposicao 15. (Identidade Polar) Seja X um espaco vetorial com produto interno. Entdo
1 1
eoy) = gl = ey
o1 , 1 , 1 1
Demonsiragao. 3 x-+y|[2 71—y = (0.3 2e.3) 4 003} 3 ((0) ~2 () ) =
(x,3).
O]

Proposicao 16. (Identidade do Paralelogramo) Seja X um espago vetorial com produto interno.

Entao [|x+ |2+ ||x — y||* = 2(||x] > + | [y[|?)-

Demonstragdo. ||x+y|[>+|lx—y[|* = ({x,x) + (x,y) + 3,x) + 3, 3)) + ((x,x) — (6, 3) — (y,x) +
0y)) = 2(| x| >+ [1y]]?)-

]

Defini¢do 11. Um espaco de Hilbert é um par (X,{,)) , em que X é um espaco vetorial sobre
um corpo K e (,) é um produto interno em X, tal que X é completo com relagdo a norma

proveniente do produto interno. Denotaremos por ¢ um espago de Hilbert.

Proposicao 17. [, é um espago de Hilbert.

Demonstracdo. Para quaisquer x,y € I, defina (x,y) Zx,y,.

Defina também ||x||, = /(x,x) = (inxi)% = (Z xif?)2.

8

E facil ver que a série converge, pois Z xiyi < (Z |xl| )2( Z |vi | 2 < oo, pela desigualdade

i=1 i=1

de Holder.



31

Teorema 10. Seja ¢ um espaco de Hilbert e C C ¢ um subconjunto convexo fechado e
ndo-vazio. Para todo x € F€ existe um tinico y, € C tal que ||x — yo|| = Iylélg [lx—y||-
Demonstracdo. o Existéncia

Sejad = y11€1£||x—y|| e seja {yn tnen sequéncia em C tal que ||x —y,|| = d, — d.

Mostremos que {yy }nen € uma sequéncia de Cauchy.

De fato, pela identidade do paralelogramo, temos:

[ =y + (6 = Y) |2+ (]2 =30 = e = y) [|* = 2| Jx = Y| > + || = Y| *)-
Yn+Ym

Como C é convexo, €Ce

1y =yl > = 2(dj +diy) — 4]]x — < 2(dy +dp) —4d?.

LT
2

Quando n,m — oo, 2(d> +d2) — 4d*> — 0.

Como 7 € completo e C € fechado, seja yg = lim, .y, € yg € C.

o Unicidade

Suponha que existem yg, yo € C tais que ||x —yo|| = ||x — yo|| = d.

Utilizando novamente a identidade do paralelogramo, temos

o — 30l = 2(¢2 + @) — 4} — LT < 4 4 =0,

Logo, yo = Yo.

]

Corolario 3. Seja 7 um espaco de Hilbert e L C ¢ um subespago vetorial fechado. Para
todo x € A o iinico y, € L tal que ||x — yo| :1;16i£1||x—y|| satisfaz x —yo L L.
Demonstracdo. Mostremos que (x — yo,y — yo) < 0, para todo y € L.

Para0 <t <1, temos que z= (1 —1)yo+1y € L.

Logo, |[x —yol| < [lx— (L —#)yo —tyl| = [lx —yo — 1(y — o) |-

E entdo

[le = ol 1> < [be—yol I* = 2¢ (x = y0,y —y0) +[[y = yol| = 2 {x =0,y —¥0) < ][y —yol|.

Quando t — 0, (x — yg,y —yo) < 0.
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Utilizando as propriedades de produto interno, (x — yg,y) < (x —y0,Y0)-
Como isso é vélido para todo ¢ € R, temos necessariamente (x — yp,y) = 0.

]

Teorema 11. Seja 77 um espaco de Hilbert e sejaY C F subespaco vetorial fechado. Entdo
H =Y DY+, emqueYt={xc|x Ly, paratodoycY}.
Demonstragdo. Mostremos que Y NY+ = {0}.

Sejay € YNYL. Entio (y,y) = 0, donde y = 0.

Mostremos que 7 =Y @Y.

Sejax € .

Seja yp €Y o tinico ponto que minimiza a distincia a Y. Pelo resultado anterior, x —yo € Y.

Entdo x = yp + (x — yo)-
Portanto, /¢ = Y@YL.

]

Proposicao 18. Nas condicoes do teorema acima, dado x € € podemos escrever x =y +z,

comy €Y ez €Y' de formaiinica. Defina P : ¢ — € dada por P(x) =y. Entdo:

i. Pé linear;
ii. P é continua;
iii. Im(P)=Y;
v. Ply =1d;
v. Para quaisquer x,y € 7 temos (P(x),y) = (x,P(y)).
Demonstragao. i. Sejamxy,x, € e a K.
Podemos escrever x;y =y +z1exy =y +22,emquey;,y2 €Y ez1,220 € Yt

Desse modo, temos otxy +x2 = &(y1 +21) + (y2 +22) = (ay1 +y2) + (21 +22).

Dai P(a)q —}—XQ) = P((Ocy1 —}—y2) + (OCZI +Z2)) =0y +y = OCP(xl) —|—P(X2).
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ii. Sejax € . Podemos escrever x =y+z,comycYezec VY .
Note que [|P(x)[| = [[y]]-
Além disso, |[x[]* = |ly+z* = (v + 2,y +2) = () + (0,2) +(z0) +(z,2) = [P+ ]z
Logo, |[x||* > ||y[|*. Donde [[x|| > ||P(x)].
Portanto, P é continua e ||P|| < 1.

Por outro lado, note que, se y € ¥\ {0}, entao |[P(y)[| < [[P[|[[y]| < [Iyll < [IP[[[¥]| +
1 <||P||. Portanto, ||P|| = 1.

iii. E claro que Im(P) C Y. Entdo basta mostrar que ¥ C Im(P).

Para todo y € Y, temos que P(y) = y.
iv. Paratodoy € Y, temos que P(y) =y

v. Sejam x,y € S eescrevax = x| +xp €y =y +y2, comxy,y; €Y exp,yp €Y.
Entao:
(P(x),y) = (x1,31 +y2) = (x1,51) + (x1,)2) = {x1,31) €

(X, P(y)) = (x1+x2,51) = (x1,31) + (x2,51) = (x1,)1)-
Portanto, (P(x),y) = (x,P(y)).

Definicao 12. P é chamada de projecdo ortogonal sobre Y.

Definicao 13. Sejam 7 um espago de Hilbert e M C F.

Denotamos M+ = {x € 5#|x 1. m, para todo m € M}.
Proposicao 19. Sejam ¢ um espaco de Hilbert e M C €. Entdo:
i MC (M),
ii. se M C N, entdo Nt C Mi;
iii. M+ =M+,

Demonstragao. i. Sejam € M e sejan € M. Entio (n,m) = 0.

Por outro lado, (m,n) = (n,m) = 0 = 0. Portanto, m € M+
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ii. Sejay€ N*. Entdo, (y,n) =0, para todo n € N. Como M C N, temos (y,m) =0, para todo m €
M.

Logo, y € M. Portanto, N* C M+,
iii. Pelo item (i.), sabemos que M C M+,
Pelo item (ii.), M+ C M+,
Agora, seja x € M e sejay € M. Mostremos que (x,y) = 0.
De fato, (x,y) = (y,x) =0, pois y € M+ e x € M+,
Logo, ML C Mt mtlt,

Portanto, M1+ = M+,

Proposicao 20. Seja 5% um espago de Hilbert e M C . Entdo M+ = spanM.

Demonstracdo. Pela proposicio anterior, M C M.
Como M+ é espago vetorial, span(M) C M-+,
Para cada m € M fixo podemos definir ¢ : M+ — K por ¢ (x) = (x,m).

¢ é continua, pois | (x,m) | < ||x||||m||. Logo, M+ = ﬂ ¢~ ({0}) é fechado.

meM

Além disso, M é fechado. Donde spanM C M.

Mostremos que M+ C spanM.

Seja Y = spanM. Note que Y- C M.

Além disso, M+ C Y1, pois se x € M=+ e y €Y entdo

(x,y) = (x,oqumy + ... + opmy) =0 (x,my) + ... + 0 (x,my) = 0.
SejaZ=Y.Eclaroque Y C Z, logo Z- C Y.

Mostremos que Y+ C Z+.

De fato, dados x € Y+ e z € Z, temos (x,z) = (x,limy,) = lim (x,y,) = lim0 = 0.
Portanto, M+ =Y+ =Z"*,

Como Z € fechado, 7 = ZEBZL.
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Como Z* é fechado, 7 = Z+-@Z*+. Além disso, Z C Z++.
Mostremos que Y CcCZ.

Seja x € Zt+. Como # =Z@Z", podemos escrever x =a+b,emquea € Z C Zt ¢
beZzt.

Daix=a+b=x+0e,comoa,xcZ " ebeZ , x=aeb=0.Donde x € Z.
Assim, Z =Y = spanM e Z*+ = M.

Donde Z++ = M+,

Portanto, spanM = M.

]

Lema 2. Seja 77 um espaco de Hilbert e L C ¢ um subespaco vetorial fechado. Entdo existe
ze€ A \Lrtal que ||z]|=1ez L L.
Demonstragdo. Pelo teorema 8 , paraw € S \ L, existe yo € L tal que w —yo L L.

E claro que w —yo ¢ L.

Tome entao z =

— Yo . Dai
| [lw—=yoll" [lw—ol|

w
[[w — ol

z|| =] =1lez L L, como queriamos.

]

Teorema 12. (Teorema de Representacdo de Riesz) Seja 7 um espago de Hilbert. Dado f €
A, existe um tnico 'y € J tal que f(x) = (x,y), para todo x € F. Além disso, ||f||»+ =

[yl]-
Demonstragdo. Seja f € 7" e seja L = ker(f).
Se L= 77, tome y = 0.

Caso contrério, pelo lema anterior, existe z € .\ L tal que ||z|| =1ez L L.

Temos que 77 = (z) DL, pois dado x € 5 podemos escrever x = %z+ (x — %Z)
com x — %z cL.
Mostremos que y = f(z)z.

A . @z>,f<z>z> _ <@z,f<z>z> = £ er7) = F().

_ /S
De fato, (x, f(z)z) = <m 1) f(2)
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SO = 1y [ < 1]yl

Logo, [|flle« < Ml e [[flles = f(57) =

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

Portanto, || f|| 7+ = |[y|| s~

O

Corolario 4. Todo espaco de Hilbert 7€ ¢ reflexivo, isto é, F€ e F** sdo isometricamente

isomorfos.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, podemos associar a cada f € .7 um tnico y € 7 tal

que
f(x) = (x,y), para todo x € 7.
Denotemos a func¢do que faz tal associac¢ao por ¢.

¢ € uma transformacdo anti-linear bijetora e isométrica. Isto €, 77 e J¢* sdo isometrica-

mente isomorfos.
Como 77 = J*, temos também J* = (J*)*.

Desse modo, para cada F € ()" podemos associar f € ¢ tal que F(g) = f(y) para
todo g € % e y € A satisfaz g(x) = (x,y), para todo x € 7.

Além disso, a cada f € /7« associa-se um elemento x € S tal que f(y) = (y,x), para todo
ye .

Portanto, F(g) = f(y) = (y,x) = (x,y) = g(x), para toda g € J*.

]

Definicao 14. Sejam X um espaco normado, I um conjunto qualquer e {x;}ic; C X. Dizemos
que x = in se para todo € > 0 existe Fz C I finito tal que para todo F C I finito com F¢ C F,
i€l
entdo ||x — in|| <E.
icF
Definicao 15. Seja H um espagco com produto interno. Um conjunto {e;}ic; é chamado ortogo-

nal se <el-,ej> =0, sempre que i # ].

Definicao 16. Seja H um espagco com produto interno. Um conjunto {e;}ic; é chamado orto-

normal se for ortogonal e ||e;|| = 1, para todo i € I.
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Note que se x €  é combinagdo linear finita x = Y ;c; Aje;, entdo A; = (x,e;) e entdo

x= Z(x,ei) e;.

iel
Proposicao 21. (Desigualdade de Bessel) Seja {e;}ici C 5 um conjunto ortonormal. Entdo,

para todo x € €, tem-se Z] (x,ei) [2 < ||x] |
icl

Demonstragdo. E suficiente mostrar que para todo F € I finito, temos Z | (x,e:) |2 < ||x]]%.
icF

Sejay = Z (x,e;)e.
icF

Como, paratodo j € F, <x—y,ej> = <x,ej> — <y,ej> = <x,ej> — <x,ej> =0, entdo
x—y € span{e;| i € F}.

Note que x —y L y e, pelo Teorema de Pitagoras, temos:

[l = [y +x=y11> = v+ =),y + (=) = [P+ e =517 = [y

Logo, |[y[[* < [|x][*.

Mas, [[y]|> = (vy) = Y | {xi,e) > < ||
icF

Portanto, Z\ (x,ei) |* < [|x])*.
icl

Teorema 13. Seja {e;}ic; C 5 um conjunto ortonormal. Entdo:

i. Uma série Zaiei converge se, e somente se, Z ]OQ\Z < o0
iel icl

ii. Se a série Z oue; converge e x = Z oje;, entdo 0 = (x,e;);
icl icl

iii. Para qualquer x € €, a série Z (x,e;) e; converge.
icl
Demonstragdo. 1. (<) SejaA=)_ oG] < oo
icl
DefinaD={i€1:|aj|#0}eD,={i:|a;| > 1}, paratodon € N. Note que D = ¢y Dn.

Mostremos que D, € finito.

k
Suponha, por absurdo, que ndo. Seja k € N tal que — > A. Tome ij, ..., i distintos em
n

D,.
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: k
, 2 2 ,
Dai Y |ail*=Y lay|” > o A, o que é um absurdo.
i€ i1 emii j=1
Portanto D € enumeravel e entdo existe uma quantidade enumeravel de indices i para os

quais a; # 0.
Podemos entdo supor, sem perda de generalidade, que I é enumerével.

Mostremos que Z o, e, converge utilizando o critério de Cauchy.
neN
N
Vamos denotar Sy = Z oyey.
n=1

Entao, com N > M, temos

N N
ISy =Sul?>=1 Y, aeill*= Y |oi*
i=M+1 i=M+1

Logo, a série converge.

(=) Suponha que Z Qe; converge e Z oie; = x.
icl il

Para cada F' C [ finito, considere xp = Z o;e;.

icF
Daf (x —xp,x) = x—xF,ZOCiei :Zﬁi@_vaei):O’
i€F icF

pois, para todo i € F temos :

<x—xF,ei> = <x,el~> — <)CF,€,'> = — <Zi€F Ociei,el-> =o;—0; =0, pelo item (ii).

Logo,

x[)? = |lxp +x —xp ||| Jxp| P+ ]x —xp ]2 > e Y Joul*.
icF

Desse modo, para todo F C [ finito, temos Z o> < ||x|[*.

icF

Donde sup Z loy > < ||x|[*.
FCI finito jc F

Portanto, Z |og;|* converge.
icl
Seja e > 0.
Tome Fe C I satisfazendo para todo Fe C F finito [|x— ) ajej|| < e.
JjEF
Tome F = F U {i}. Entdo
[(xyen) —al =[( x= ) ogej e )| <[lx— ) ajejlle]] <e.
JjEF JjEF

Portanto, (x,e;).
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iii. Pelo item (i.), basta provar que Z| (x,e;)|? converge.
icl

Dado F C [ finito, Z | (x,e) |2 < ||x| %
icF

Aplicando o sup, temos Z | (x,e;)|* < oo.
ieF
[
Definicao 17. Uma base Hilbertiana para um espaco de Hilbert 7 é um conjunto ortonormal

{ei}tier tal que, para todo x € F, x = Z (x,e;)e;.
iel

Teorema 14. Seja 77 um espago de Hilbert e B = {e;}ic; um conjunto ortonormal. Entdo sdo

equivalentes:
i. B ¢é uma base Hilbertiana;
ii. spanB = 3€;

iii. B+ ={0};

AP =Y xe) Pl

icl

iv. paratodo x € F, |

Demonstragdo. (1) = (2) E imediata.
(2) = (3)
Bt = Bt = (spanB)* = 7+ = {0}, pois (x,x) =0 <= x=0.
(3)=(1)
Sejax € J esejay = Z (x,e;)e;.
icl
Mostremos que x —y € B,

Para qualquer j € 1, temos :

(r=y.e) = (5.e) = () = (x.e5) = <z<>> ~ (rie))— (res) =0,
Assim, x —y € Bt = {0}. Logo, x =y = Y, (x, ;) e;.
(1)< (4)

Sejax € H esejay= Z (x,e;)e; = Zoc,-e,-.

icl icl
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Entao:
(x—y,y) = x—y,Z(xie,- = ZE-(x—y, ;) = ZE((x,e,) — (x,e;)), pelo teorema ante-
icl icl icl
rior.
E Y ((x.¢1) — (x.e:)) =0.
icl
Como ||x[|* = ||y + (x=y)|* = |[yl[* + [[x = y||*. Logo, [[x|* = }_ | (x i) [* + |l —yI[>

icl

Portanto, B é uma base Hilbertiana se, e somente se, para todo x € 7, ||x[|> =) | (x,¢;) 2|
icl

]

Teorema 15. Todo espago de Hilbert admite uma base ortonormal Hilbertiana.

Demonstracdo. Seja O o conjunto de todos os subconjuntos ortonormais de .7#°, ordenado por

inclusdo.
Mostremos que £ possui um elemento maximal.
Seja Y C O um subconjunto totalmente ordenado qualquer.

Seja B= | J A.
Aey

Sejam u,v € B distintos. Entdou € Aj ev € Ay, paraA1,Ay €Y.
ComoA| CArouAy CA,u,veAjouu,v e A.
Assim, (u,v) =0e ||u|| =||v|]|=1.

Como B = U A,B>A,paratodoA €Y.
A€y

Pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal em B.
Note que B satisfaz a condicdo 3 do teorema da base Hilbertiana, pois se B+ # {0}, pode-

u

mos tomar # € B+ néio nulo e entdio BU { } pertenceria a ) estritamente maior que B, o que

[l |
contrariaria a maximalidade de B.

Portanto, B é uma base Hilbertiana.

]

Proposicao 22. Seja 77 um espaco de Hilbert. Se F é separdvel, entdo toda base Hilbertiana

de J é enumerdvel.
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Demonstracdo. Seja B = {e;}ic; uma base qualquer.

Para i # j, note que
lei —ejl[* = (ei—ej.ei—ej) = (eiei) = (eire;) = (ejrei) + (ejrej) =2.

Logo. [le; — el = V2.

N
Seja D = {Z anen | N € N, a, € Q}. Claramente, D € denso e enumeravel.

n=1

V2

Entdo, tome para cada i € I um elemento d; € DN B(e;, 5°).
Desse modo, fica definida uma funcdo f : I — D que associa a cada i € I um elemento d;.
Como f € injetora, I € enumerdvel e, portanto, B é enumeravel.

O

Proposicao 23. Seja 5 um espaco de Hilbert. Se ¢ admite base Hilbertiana enumerdvel,

entdo J é separdvel.

Demonstragdo. Seja B uma base enumeravel, B = {e, } yen.

N
SejaD:{Zanen|N€N,anEQ}.
n=1

Como D € denso e enumeravel, .77 é separavel.

O

Teorema 16. Seja 7 um espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita. Entdo existe um
isomorfismo @ : Iy — A tal que (u,v) = (¢ (u),d(v)), para todo u,v € l,. Além disso, ¢ é uma

isometria.

Demonstracdo. Seja B uma base Hilbertiana para .77.

Como 77 é separavel, B é enumeravel. Como .7# tem dimensao infinita, entdao B também
tem dimensao infinta.
Escreva B = {¢, },en e defina ¢ : I, — B por ¢(ay,az,a3,....,ap,...) = Z anpen.
neN

Como Z ||an|| < oo, Z ane, converge.
neN neN

E facil ver que ¢ é linear.
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Além disso, para todo x € 7, x = ¢ ((xi,€;) ,cy)-
Logo, ¢ é sobrejetora.

Agora, sejam u,v € [. Entao

<¢(u)7¢(v)> = <Z Un€n, Z Vnen>

neN neN
= Y u <€n7 Y vnen> =
neN neN
= Z Up Z Vn <en7em>
neN  neN
= Z UV = (u,v)
neN
Logo, ¢ é uma isometria.
Do mesmo modo, podemos concluir que ||¢) (u)|| = ||u||, paratodo u € I,. Logo, ¢ é injetora.

]
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3  Teorema Espectral para Operadores
Compactos Auto-adjuntos

Neste capitulo, estudamos operadores adjuntos, compactos e de Fredholm para que ao final
do capitulo possamos enunciar e demonstrar o Teorema Espectral para Operadores Compactos

Auto-adjuntos.

3.1 Operadores Adjuntos
Definicao 18. Sejam V,W espacos vetoriais e h: V x W — K. h é dita ser uma forma sesqui-
linear se h é linear na primeira varidvel e anti-linear na segunda varidvel.

Proposicao 24. Sejam V,W espacos normados e h : V x W — K sesqui-linear. Entdo sdo

equivalentes:

1. h é continua;

2. sup{[h(x,y)] = [l < 1, [[y[] < 1} <oo;

3. |h(x,y)| < M||x||||y||, para algum M > 0.
Demonstragcdo. (1) = (2)

Seja € = 1. Como h é continua, existe 6 > 0 tal que

[106,3) = (0,0)[] < & = [A(x,y) = h(0,0)] <1.

Logo,

(e y)l] < 8= hx,y)] < 1.

Seja (x,y

) €V x W, com x,yndo nulos e ||x|| < 1,||y|] < 1.
o x
2

S %)

L)H:g«s.

Entdo [|( bl

x|
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4e
ﬁ.
(2) = (3), (3) = (1) e (3) = (2) sdo consequéncias do teorema sobre continuidade de

4
Logo, [a(x,y)| < 3 [Ixllllyll <

transformacoes lineares.

O

Exemplo 7. Sejam 4,76 espagos de Hilbert e T : 74 — 76 uma transformagdo linear

continua.

Defina h : 74 x 75 — & por h(x1,x;) = (T (x1),x2).

h é sesqui-linear e, como |h(xy,x2)| = [(T (x1),x2) | < ||T Ger)|[[}xal | < [IT[ - [lxx ] - ]2

’

h é continua.

Definicao 19. A norma de uma func¢do sesqui-linear continua h : 761 x 76 — K é definida
por ||| = sup{[a(x1,x2)| : |lx1]] <1, []xa[ < 1}

Proposicao 25. Sejam 71,74 espagos de Hilbert e T : 51 — 5% uma transformagdo linear
continua. Defina h: 74 x 75 — K por h(x1,x2) = (T (x1),x2). Entdo ||h|| = ||T||.
Demonstrag¢do. No exemplo acima, vimos que ||a|| < ||T||.

Mostremos entdo que ||T'|| < ||A]|-

Seja {x, }nen C 4, com ||x,|| < 1 etal que ||T (xn)|| — ||T]].
T (xn)

Seja y, = ————.
=T Gl

Entao:

1A = Vans )l = (T Con)s ey ) = 17 Gl
Quando tomamos o limite, temos ||a|| > ||T||.
Portanto, ||| = ||T|]-

]

Teorema 17. Sejam F41,.76 espacos de Hilbert e h : 761 X 7 — K sesqui-linear continua.
Entdo existe uma unica transformacdo linear continua T : 74 — 76 tal que h(x,y) = (T (x),y),

para todo x € 74 e para todo 'y € 7. Além disso, ||h|| = ||T||.

Demonstragcdo. Seja h: 74 x 765 — K.
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Para x € ./, considere o funcional linear ®.7 — K dado por ¢ (y) = (x,y).
Entdo |®(y)| = |h(x,y)| < M||x||||y||- Logo, ® é continua.

Pelo teorema de Riez, existe z € 7% tal que ¢ (y) = (y,2).

Denote z = T (x).

Assim, D(y) = h(x,y) = (y, T (x)).

Logo, h(x,y) = (T (x),y).

Definimos desse modo T : .5¢°); — 5% por T (x) = z.

Mostremos que 7 € linear e continua.

Sejam x|,x; € JA,y € 65 e o € . Entéo:

(T(axi+x2),y) = h(ox;+x2,y) = ah(x1,y)+h(x2,y)
= (T (x1),y) +(T(x2),y) = (T (x1 +x2),y) -

Logo, T(ax; +x2) = aT (x1)+ T (xp).
Além disso, ||T (x)||* = (T (x), T (x)) = |h(x, T (x))| < M|[x{|||T (x)|l-

Dai

T(x)| < M||x||. E, portanto, T é continua.

]

Exemplo 8. Seja T : 5 — 4 uma transformacao linear entre espacos de Hilbert. Defina
h: 74 x 76 — K por h(x,y) = (x,T(y)).

E facil ver que h é sesqui-linear.

Além disso, |h(x,y)| = | (x, T(y)) | < ||x||I|T||||y]|- Logo, h é continua.

Pelo teorema anterior, existe S : 77 — 4 linear tal que (x,T(y)) = (S(x),y), para quais-
quer x € 4, y € 5.

Definicao 20. O operador S definido no exemplo acima é chamado de o adjunto de T e é

denotado por T*.

Proposi¢do 26. ||A*A|| = ||A||?
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Demonstracdo. ||A*Al| < ||A*|]||A]| = ||A]|.
Seja x € X, temos:
A1 = [{AX),A(x)) | = [{A*A(x),x) | < [JAA* ()] [|x]] < [JA*A][]]] .

Logo, |A[]* < [|A*A]|.

0
Proposicao 27. Sejam T : 54 — 5 e S : 765 — 3. Entdo (ST)* =T*S*.
Demonstracdo. Sejam x € J e z € 743. Entdo:
((8T)*(2), %) = (2,8T (x)) = (z,5(T (x))) = (§"(2), T (x)) = (T"5"(2),%).
Logo, (ST)* =T*S*.
O

Definicao 21. Um operador auto-adjunto é um operador linear que é o adjunto de si mesmo.

3.2 Operadores Compactos

Definicao 22. Seja X um espago normado e seja T : X — X continua. Dizemos que A € K é

um valor espectral se T — AI ndo for bijetor.

Definicao 23. Seja X um espaco normado e seja T : X — X continua. O espectro de T ¢é o

conjunto de todos os valores espectrais.

Denotaremos o espectro de T por 6(T).

Denotaremos por p(7') o conjunto K\ o (7).

Definicao 24. O espectro discreto de T , GP(T), € o conjunto dos autovalores de T.
O espectro continuo de T, 6.(T), é o conjunto:
o.(T) = {A|(T — AI) é injetor; ndo sobrejetivo, mas tem imagem densa}.
O espectro residual de T, 6,(T') é o conjunto 6(T)\ 06,(T) \ o.(T).

Proposicao 28. Sejam X um espaco de Banach e T € B(X), com || —T|| < 1. Entdo T é

inversivel.
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Demonstracdo. SejaR=1—T. Entdo ||R|| < 1.
Note que ) [[R"|| < ) [IRI|". pois ||R"]| < ||R]|".
=0 n=0

n =
Entdo Y [|R"|| converge por comparagdo com Y ||R]|".
n=0 n=0

o)

Como X é de Banach, B(X) é de Banach. Logo, Z R" converge.
n=0

Agora,
To iR”: (I—R)oiR”: iR"—R- iR”: iR”— iRR":I.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Anolagamente, Z R'oT =1
n=0
Portanto, 71 = Z R".
n=0
]

Corolario 5. Seja X um espago de Banach e seja G = {T € B(X)|T é inversivel}. Entdo se
TcGellS—T| <||T7Y|™, entdo S € G.
Demonstragdo. SejaR=T —S. EntioS=T —R=T(I-T~'R).

Mostremos entdo que I — 7 'R é inversivel.

Note que ||(/ =T~ 'R) || = [|T~'RI| < [|T~"]| - [|R]| < 1.

Pela proposi¢ao anterior, S € G.

Teorema 18. Sejam X espaco de Banach e T € B(X). Entdo o(T) é compacto.

Demonstracdo. Seja f:K — B(X) dadapor f(A) =T —AlesejaG={T € B(X)|T é inversivel }.
Como f é continua, p(T) = f~!(G) e G é aberto, entdo p(T) é aberto.
Logo, o(T) é fechado.
Mostremos que o(7) é limitado.

Em verdade, mostremos que ¢ (7') estd contido na bola fechada de centro na origem e raio

IT1]-
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Seja A € K tal que |A| > ||T||.

SejamU = —AleS=T — Al

Entdo |[U =S| = |7l e [l0~"]| = [|=A~([7h = (A7)~ = Al
Logo, [|U = || < [[U~H]|7".

Como U ¢ inversivel, S € inversivel. Dai T — A é inversivel e entdo A € p(T).

Ou seja, se A € 6(T) =K\ p(T), entdo A € B(0,1). Donde o (T') é limitado.

Como o(T) C K é fechado e limitado, entdo o (T') é compacto.

Definicao 25. O raio espectral de T ¢é definido por r(T) =sup{|A|: A € o(T)}.

Definicao 26. Sejam X espaco de Banach e T € B(X). A fungdo resolvente de T é a fungdo
R:p(T) — B(X) dada por R(A) = (T — AI)~".

Proposicao 29. Sejam A, € p(T), entdo R(u) —R(A) = (L —A)R(1)R(A).

Demonstragdo.

R(W) ~R() = (T—pl)™ —(T =20 = (T — 1)1 = (T — (T~ )™
— (T =) (T = AD) — (T = pD))(T = A1)
— (- A)T D) (T A1) = (= A)-R(u)-R(A).

]

Definicao 27. Sejam Xe Y espacos de Banach e T : X — Y linear. Dizemos que T é compacto

se T(B(0,1)) é compacto.

Proposicao 30. Seja T : X — Y compacto. Entdo para todo M C X limitado tem-se que (T (M))

é compacto.

Demonstragdo. Como M é limitado, existe r > 0 tal que M C B(0,r). Logo, %M C B(0,1).

Assim, T (+M) C T(B(0, 1) que € fechado contido em um compacto.

Logo, T(%M) ¢ compacto.
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Portanto, T (M) = rT (1M).
]
Proposicao 31. Sejam X,Y espacos de Banach e T : X — Y. T é compacto se, e somente

se, para toda sequéncia limitada {x,},en C X a sequéncia {T (x,) }nen admite subsequéncia

convergente.

Demonstragdo. (=)

Como M = {x,|n € N} é limitado, T (M) é compacto.

Como {7 (x) }nen C T(M), {T (xn)}nen possui uma subsequéncia convergente pois, em

um compacto, toda sequéncia limitada possui subsequéncia convergente.
(=)
Seja {yntnen € T(B(0,1)).
Para cada n € N, tome x,, € B(0, 1) tal que ||T (x,) —ya|| < rlz
Como {x, },en € limitada, existe {7 (x, ) }xen convergente.
Assim, ||y, — T (xn,)|| < nik Logo, y,, converge para o limite de {7 (xy, ) }xen-
Donde m € sequencialmente compacto e, portanto, € compacto.

]

Exemplo 9. Seja X,Y espacos vetoriais normados e T : X — Y um operador linear tal que

T(X) tem dimensdo finita. T é compacto.
De fato, seja (xp)nen uma sequéncia limitada qualquer em X.

Como ||T (xp)|| < ||T|| - ||x||, para todo n € N, {T (x,,) } nen € limitada em T (X).

Entdo, {T (x,) }nen € compacto. Como dimT (X ) < oo, {T (x) } nen possui uma subsequéncia

convergente.

Logo, pelo teorema acima, T é compacto.

Exemplo 10. Sejam XY espacos vetoriais normados, com dimX < oo, e T : X — Y um operador

linear. Entdo T é compacto.

De fato, como dimX < o e T ¢ linear, T ¢ limitado e dimT (X) < dimX < eo.
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Portanto, caimos no caso do exemplo acima e entdo T é compacto.

Definicao 28. Denotamos por K(X,Y) o conjunto de todas as transformagdes lineares com-

pactas de X em Y.

Proposicao 32. K(X,Y) é fechado em B(X,Y) se X é normado e Y é de Banach.

Demonstracdo. Seja {T,},en C K(X,Y)com T, — T,paraT € B(X,Y).
Mostremos que T € K(X,Y), isto é, T é compacto.

Seja {x, }nen limitada e seja P > 0 (suponha P > 1) tal que ||x|| < P, para todo n € N. Como

cada T,, é compacto, {T,(x;) };cn tem subsequéncia convergente.
Entao existe {y; };cn subsequéncia de {x, },en tal que {7, (y;) }icn converge para todo n € N.
Mostremos que {7 (y;) }icry € de Cauchy.
Seja € > 0.
Como T, — T, existe n € N tal que ||T,, — T|| < 3%
Como T,,(y;) é de Cauchy, existe ko € N tal que, para quaisquer &k, > ko, ||T,(v) — T,(v1)|| <

W[ M

Desse modo, temos, para quaisquer k,/ > max{n,ko}:

T i) =Tl < T k) = T 1|+ 1T (i) — T[] + [T (v1) — T ()]

< T =Tallllyall+11Ta(k) = T+ [1Ta () = T )|
< E +8+8

3P 33
< E&.

Logo, {T(yi) }iens € de Cauchy.
Como Y ¢é de Banach, {T (y;) };crv € convergente.

Donde, T é compacto e, portanto, K(X,Y) é fechado.
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3.3 Teorema Espectral para Operadores Compactos Auto-
adjuntos

Sabemos que se V € um espaco vetorial de dimensao finitae 7 : V — V € uma transformacgao
linear, um autovetor é um vetor v # 0 tal que 7(v) = Av, para algum A € K e, neste caso, A €

um autovalor de T.
Além disso, A é autovalor se, e somente se, 7 — Al ndo € injetor.

Uma outra maneira, era encontrar as raizes do polindmio caracteristico p(1) = det (T — A1)
e denomindvamos espectro de 7' como sendo o conjunto dos autovalores de T (que era igual ao

conjunto das raizes de p).

Nosso objetivo, era encontrar condi¢cdes para que existisse uma base ortonormal de V for-

mada por autovetores de 7.

Nesta secao, encontraremos condi¢des necessarios para o caso de estamos trabalhando com

espacos de dimensao infinita.

Definicao 29. Sejam X,Y espacos de Banach e T € B(X,Y). Dizemos que T é um operador de
Fredholm se dim(ker(T)) < oo e codim(Im(T)) < oo.

Definicao 30. Seja T um operador de Fredholm. O indice de T é o niimero inteiro ind(T) =
dim(ker(T)) — codim(Im(T)).

Proposicao 33. Sejam X,Y espacos de Banach e T € B(X,Y) um operador de Fredholm. Se
codim(Im(T)) < oo, entdo Im(T) é fechado.
Demonstracdo. o Suponha que T seja injetora.

Seja n = codim(Im(T)) e sejam y;, ..., y, tais que span(Im(T)U{y1,...,y,}) =Y.

Defina §: X K" — Y em que S(x,ay,...,a,) =T (x) +ayy; + ... + apyn.

E claro que S é sobrejetiva.

Mostremos que S € injetiva.

Suponha que nio e seja (x,ay,...,a,) # 0 tal que S(x,ay,...,a,) =0.

Como S(x,ay,...,an) = T(x) +ayy; + ... +any, = 0 e T é injetora, existe pelo menos um

ai#o.
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Entdo, y; € span(Im(T)U{yi, e, Vi—1,Yit1s e, Vn)-
O que ndo pode ocorrer, pois codim = n.
Logo, S € injetiva.

n
Definindo [[(x, a1, ...,a,)|| = [|x|| + )_ |ai|, podemos ver que S ¢ continua .
i=1

Entdo, S~! é continua.
Dai, Im(T) = S(X @{0}) = S(X) que é fechado.
Portanto, Im(T) é fechado.

o Suponha que T nio seja injetora.

X

Seja K = ker(T') e considere %.

Mostremos que existe S : % — linear e continua tal que Sog=T.
Veja que se definimos S(¥) = T'(x), temos que X =y <> X = .

Desse modo, S esta bem definida e € linear.

Sejay e )E( Escolha x € y tal que y =X.

Assim, [[S(y)|| = [[T ()] < [[T[1]x]]

Tomando inf, temos [|S(y)|| < |7

Logo, S é continua e |[S|| < ||T|].

Por outro lado, ||| = [|Soql| < |IS]lllgl] < IS pois |[%]| < |ixl| = [lg)]| < 1.
Entdo, [|T1[ = S]]

Além disso, Im(T) = Im(S), pois Im(T) = T(X) = S(q(X)) = S(£) = Im(S).
Como S € injetora, voltamos ao caso anterior.

Portanto, Im(T) é fechado.

]

Teorema 19. Seja X um espago de Banach de dimensdo infinita e seja T : X — X um operador

compacto. Entdo:

1. 0eo(T);
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2. Todo valor espectral ndo nulo é auto-valor ;
3. o(T) é enumerdvel (possivelmente finito);
4. O unico possivel ponto de acumulag¢do de 6(T) é A = 0;

5. paratodo A € o(T)\ {0}, ker(T — AI) tem dimensdo finita.

Demonstragao. 1. Mostremos que T — 0/ = T nao € inversivel.
Se T fosse inversivel, como K(X) é um ideal, terfamos K (X) = B(X).

Em particular, I € K(X), o que contraria a hipdtese de que dimX = oo.

2. Mostremos que I — % ndo € injetor.

Como % ¢ compacto e I é Fredholm, entdo I — % ¢é Fredholm.

Assim, ind(I — %) — ind(I) = 0.
Entdo dim(ker(I — %) = codim(Im(I — %))
Dai, se supomos I — % injetor, entdo I — % € sobrejetor, o que é um absurdo pois I — %
ndo € inversivel.
5. Seja Ky = ker(T — AI). Entdo T'|g, = Al.
Seja B; a bola unitéria fechada de K e seja B bola fechada em X que contém B, . Entao:
AB; =T(B)) C T(B), que é compacto.
Como B, é fechada, B) é compacta.
Entdo dimKj < oo.
Afirmagio 1: Para todo r > 0, temos {A € 6(T) : |A| > r} finito.

Suponha, por absurdo, que existe r > 0 ¢ infinitos elementos distintos A1, A, ...., A, ... do

espectro com |A;| > r.
Pelo item 2., tome um autovetor x; para cada A;.

Defina M,, = span({x1,...,x,}). Como {xy,...,x,} é linearmente independente para todo

n €N, M,_1 C M, propriamente.

Podemos escolher, por Hahn-Banach, para cada n € N, y, € M,, com ||y,|| = 1 e tal que

d())naMnfl) > %
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Vamos mostrar que 7' (y,) — T (ym)|| > k > 0, para algum k € R, pois, nesse caso, {7 (y,) tnen
ndo possui subsequéncia convergente, o que € um absurdo, ja que 7 € compacto e {y, }neN

¢ limitado.

Note que (T — A,1)(M,) C M,,_;. Pois

(T — M) (xi) = T(x;) — Apxi = Aix; — Apxi = (A — Ay)xi, para todo i < n.
E,sei=n, (T — A1) (x,) =0€ M,_;.

Sei<n, (T—20)(xi) = (A — Ap)xi € M.

Entdo, temos, supondo sem perda de generalidade n > m :

T () =T (m) = (T =X0)Yn) =T Vm) + Anyn = Anyn+ (T = An) n) = T (ym)] = Anyn — 2,
emquez€ M, ;.

Dai

1T n) =T Gl = 1Ay =2l = [Aal |y = 1 = [Aald s Ma—1) > [ Al 5 > 5.

3¢ 4. Note que o(T) = | J (K\B(O,%))U{O}.
neN

]

Teorema 20. Sejam 7 um espaco de Hilbert separdvel e T € £(F) um operador compacto
auto-adjunto. Entdo os autovetores linearmente independentes de T formam uma base de Hil-

bert para 7€ e todos os autovalores de T sdo reais.

Demonstragdao. Passo 1 :
Mostremos que ||72|| = ||T||>.
Seja x € 7. Temos entdo:
1T = (T (x),T(x)) = (T * (T (x)),x) = (T>(x),x) < [|T>@)][[1x]] < [1T2]]]]x]]*.

1 1
TN < 1721213l = [IT]] < IT?|12 = ITI]> < ||IT]].

Entao,
Por outro lado, ||T2|| = [|TT|| < ||T||||T|| = |IT|*.

T?|| =T

Logo,

Passo 2 :
Mostremos que r(T) = ||T||.

Como T = T*, entdo (T?)* = (T*)> = T?. Logo, T? é auto-adjunto.
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4| = 172> = [|T|*.

Entao,

Indutivamente, é facil ver que ||[T?")|| = ||T||*".
Assim, temos entao:

. 1 . ki L )
F(T) = lim, e ||T"||7 = limy_seo ||T? || 2F = limy_se||T|| = || T]|.

Passo 3 :
Mostremos que 7 tem ao menos um autovalor.

Suponha T # 0. Entdo r(T) = ||T|| # 0. Logo, 0 # sup |A|.
Aeo(T)

Entdo existe A € 6(T), A # 0. E, pelo teorema anterior, A é auto-valor.
Passo 4 :

Mostremos que se K C % é um subespaco invariante por T, entdo K é invariante por
T.

Seja x € K. Mostremos que T (x) € K.
Seja k € K. Entao:
(T(x),k) = (x,T*(k)) = (x,T(k)) =0, pois T(k) € Kex € K.

Logo, T (x) € K+ e, portanto, T(K+) C K*.

Passo 5 :

Seja B um conjunto ortonormal maximal formado por autovetores de 7. Mostremos que

B é base.

Seja K = span(B).

E claro que T (span(B)) C span(B). Dai T (span(B)) C span(B).

Logo, K é invariante por T e, pelo passo anterior, K= é invariante por 7.
Suponha, por absurdo, que K # 7.

Considere a restricdo de 7', T'| g1 : Kt — K+,

T|g. € auto-adjunto e compacto.

Pelo passo 3, existe um autovetor v € K. Vamos supor ||v|| = 1.

Dai, BU{v} é um conjunto ortonormal de autovetores. O que é um absurdo, pois B é

maximal.

Donde, K = B e, portanto, B € uma base Hilbertiana.
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Passo 6 :

Mostremos que se A € autovalor, entdo A € R.

Seja A um autovalor e seja v um autovetor associado a A, com ||v|| = 1.

Temos entdo:

A=AW|E=2 )= Avy) =(TW),v) = ®»Th) = v,Av) =1 v) =A.
Logo, A € R.
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