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Introducao

Esse trabalho tem como objetivo exibir como a modelagem matematica,
em conjunto com as equagoes diferenciais, auxiliam na anélise de problemas
que envolvem a dinamica de populacoes. O mesmo foi inspirado em um artigo
de Eric P. Anapolsky, sobre a analise matematica das interagoes competitivas
entre duas espécies, o modelo predador - presa.

O trabalho esta dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo, daremos uma abordagem inicial sobre modelagem.
O que é, como ¢ feita, quais suas principais caracteristicas... Também fa-
laremos um pouco sobre os primeiros modelos construidos sobre a dinamica
populacional de espécies isoladas, que surgiram gracas aos estudos de Thomas
Malthus e Pierre de Verhulst.

No segundo capitulo, vamos exibir alguns conceitos sobre os sistemas
de equacoes diferenciais, Como, por exemplo, sistemas lineares de equagoes
diferenciais, a andlise de seus pontos de equilibrio, sistemas nao lineares de
equacoes diferencias e como relacionamos os estudos nos pontos de equilibrio
dos sistemas lineares e nao lineares. O mesmo servird como uma base tedrica
para o estudo do modelo predador - presa.

No terceiro capitulo, falaremos sobre o modelo predador - presa. Daremos
uma visao sobre o que é, como foi desenvolvido e faremos uma analise dos
resultado que Eric P. Anapolsky obteve em seu artigo ao analisar o modelo.



Capitulo 1

Modelos Matematicos e
Dinamica Populacional

Neste capitulo, introduziremos a idéia de modelagem cientifica e ma-
tematica. Daremos uma nog¢ao inicial de o que €, como é feita e como a
modelagem ajuda a resolver problemas do cotidiano. Também falaremos so-
bre os primeiros modelos de dinamica populacional estudados: O Modelo de
Malthus e Modelo de Verhulst

1.0.1 Introducgao

O que faz os seres humanos diferentes dos outros seres vivos? Segundo
a comunidade cientifica, o homem, diferentemente de outros animais, tem
consciéncia de que faz parte de um mundo, um universo e busca entendé-lo.
Questiona, investiga e estabelece respostas, que sao constantemente atuali-
zadas. Quem somos? Para onde vamos? De onde viemos? Sao alguns desses
questionamentos. Essas perguntas especificas estao com respostas pouco pre-
cisas, ja que dependerd de onde as buscamos. Ciéncia, filosofia e religiao, por
exemplo, nos dao respostas bastante dispares entre si. Isso ocorre, principal-
mente, por causa dos métodos utilizados em cada uma dessas dreas para obter
as suas respostas. Cada area de conhecimento usa seus préprios mecanismos
para investigar e validar suas teorias. Nao é objetivo desse trabalho respon-
der estas perguntas, e tampouco, julgar invalidas as areas que nao usam o
método cientifico como principal. Queremos deixar claro que, a busca do ho-
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mem por respostas o levou a desenvolver véarios caminhos. Cada um, levando
a um destino diferente. E nesse cenario, foi necessario estabelecer algumas
maneira e critérios para buscar o destino mais correto. Entrou em cena entao,
René Descartes, e seu método, considerado um dos precursores do método
cientifico. Através da utilizacao de um tratamento légico para a obtencao
de respostas, dando uma prioridade racional e investigativa, foi obtido um
avanco significativo da ciéncia, a partir daquele momento. O método car-
tesiano foi base para o desenvolvimento da modelagem matematica, método
abordado nesse trabalho.

1.0.2 Uso de Modelos - O Evento em Menor Escala

Falamos disso para introduzir um dos métodos mais usados para respon-
der as perguntas do homem, desde sua aurora intelectual até os dias de hoje.
A modelagem. Segundo o dicionario, modelo é ”o que se reproduz ou imita”.
Assim, a modelagem parte da imitacao do objeto de estudo, de uma ma-
neira simplificada. Através do estudo em menor escala, é possivel extrair
informagoes do evento em maior escala. Obviamente, isso nao pode ser feito
sem um rigoroso método de obtencao, analise e estudo dos dados. Que nao
nos deixe duvidas, que mostre a partida,o caminho e o destino final. Hoje
a obtencao das respostas, é feita através do método cientifico, proposto por
Descartes. E esse serda o método utilizado no nosso trabalho.

1.0.3 Método Cientifico

Método que teve inicio com as idéias de René Descartes, no seu livro
”Discurso do Método”de 1637. Consiste em analisar o evento de maneira,
quase que matematica. Primeiro, separamos suas hipdteses iniciais, entao,
coletamos dados para analise e logo apds, comparamos os resultados obtidos
com as hipoteses inicialmente formuladas. Assim, dependendo do conteudo
obtido, elas seriam validadadas, descartadas ou reelaboradas. Esse método
deu origem a modelagem matematica, que, usa método similar de anélise de
eventos.
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1.0.4 Modelagem Matematica

Na busca por respostas a mateméatica desempenhou um papel fundamen-
tal. Muito pelo seu carater isento, axiomatico e légico. Por essas carac-
teristicas, as respostas na matematica sé sao aceitas apos uma rigida analise.
Ao longo dos anos, principalmente apos a divulgacao das idéias de Descartes,
a ciéncia e a matematica ficaram cada vez mais intimas. Um dos métodos
desenvolvidos,apds essa parceria, foi: pensar em um exemplo do evento em
menor escala, analisa-lo, reconhecer seus padroes matematicos e entao usa-
los para achar as respostas das questoes estudadas. Ou seja, a jungao da
modelagem j4a utilizada,com o método cientifico e o tratamento matematico
dos dados. E a matematica ganhou um nova area, a modelagem.

1.0.5 O Que E A Modelagem Matemética?

Segundo Bassanezi (2002), a Modelagem Matematica é a arte de transfor-
mar problemas da realidade em problemas matematicos e resolve-los interpre-
tando suas solugoes na linguagem do mundo real. Nessa perpectiva, devemos
utilizar um método confiavel para a elaboracao, construgao e validacao do
modelo.Como ja vimos anteriormente, o método cientifico (ou cartesiano) é
o adotado.

1.0.6 Passos da Modelagem Matematica

Os passos da modelagem, seguindo esse método sdo: a) experimentacao,
b) abstragao, c¢) resolucdo, d) validacao e e) modificagao.

Na experimentacao, temos as coletas das informagoes necessarias através
de métodos laboratoriais. O tratamento estatistico dessas informacoes dao
confiabilidade nos dados obtidos, ¢ fundamental desde esse momento a pre-
senca de um matematico, ja que ele detem os conceitos e conteidos nes-
cessarios e dara a direcao a ser seguida nesse trabalho.

Entao teremos a fase de abstragao, em que todos os dados obtidos serao

modelados matematicamente, através de formulas e equagoes. Nesse estégio é
feita a separagao das variaveis de estado (que dao a evolugao do sistema) e das
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variaveis de controle (que interferem diretamente no sistema), também aqui,
formulamos como as variaveis dadas empiricamente se relacionam. Nessa
etapa, estabelecemos nossas perguntas e hipoteses acerca o caso a ser estu-

dado.

Na resolucao, temos a resolucao das equacoes e formulas dadas pela fase
de abstragao. Elas poderao ser simplificadas para termos um modelo ma-
tematico mais simples. Esse trabalho é feito por um matematico, e por tal,
pode ser completamente desvinculado da realidade modelada.

A validacao é a aceitacao ou rejeicao do modelo proposto, com base na
andlise dos dados coletados com os dados obtidos através do modelo na fase
de resolucao. Nessa fase sao consideradas as devidas aproximacoes dadas a
maior ou menor complexidade do sistema, mas deverd obter-se um minimo
de precisao.

Na modificacao, ocorre quando os dados obtidos pelo modelo sao muito
distante dos dados coletados orinalmente, tal que necessitamos alterar ou
até mesmo rever todo o modelo elaborado. Geralmente, isso ocorre quando
sao feitas muitas simplificagoes no modelo original para o matematico, de tal
forma que omite varidveis fundamentais para o sucesso do mesmo.

1.0.7 Tipos de Modelos

Ao falar a palavra modelo, nao podemos generalizar. Existem vérios
tipos de modelo, mesmo para um mesmo evento. A sua utilidade e sua
complexidade levam a uma classificacao dos modelos gerados na modelagem
matematica. Vejamos alguns deles:

Modelo Objeto E um modelo mais geral. Ele acaba por ocultar algumas
variaveis para simplificar a situacao mas suas varidveis sao muito mais
estavel e homogéneo.

Modelo Teérico E o modelo mais fiel ao fendmeno. Nele, nao podemos
abrir mao de nenhuma variavel ou detalhe, mesmo que pequeno, do
evento real. Ganhamos em fidelidade na solug¢ao mas, muitas vezes, nao
h& uma solucao analitica. Teremos que buscar as solu¢oes numéricas,que
sao muito mais trabalhosas de obter.
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Podemos também classificar o modelo quanto a matemaética utilizada nele
ou quanto ao fenomeno estudado, vejamos

Modelo Linear e Modelo Nao-Linear Sao modelos em que suas equacoes
bésicas, tem essa caracteristica.

Modelo Estatico e Modelo Dinamico Modelo estatico é o modelo que
representa um momento em que o sistema nao muda, ji o modelo
dinamico leva em conta as variagoes de tempo, espago e estado do
sistema.

Modelo Educacional e Modelo Aplicativo O modelo educacional é um
modelo baseado em poucas hipdteses e incdgnitas e quase sempre te-
mos uma solucao analitica para o mesmo. Por isso, é pouco usado
para previsoes ou estudos mais aprofundados, mas é de grande valia
para estudos educacionais. Um exemplo é o sistema predador-presa de
Lotka-Volterra, que veremos mais adiante. Ja os modelos aplicativos,
sao baseados em hipdteses reais e com um grande nimero de incégnitas
que geram numerosas equagoes, a0 passo que, apesar de mais dificeis
de serem tratadas, elas sao mais adequadas e precisas do evento.

Modelo Estocastico e Modelo Deterministico Modelos deterministicos
sao modelos que se supoem conhecidas todas as variaveis, de tal forma
que podemos prever precisamente o futuro do sistema. Ja os modelos
estocasticos, prevém o futuro do sistema em termos de probabilidade
de acontecimentos.

1.0.8 Utilizagcoes da Modelagem Matematica

Historicamente, apenas a Fisica e as Engenharias, utilizavam conceitos
matematicos para resolver e embasar suas questoes. As ciéncias humanas
e naturais utilizavam a linguagem natural para externar seus conceitos e
resolver seus questionamentos. Com isso, elas frequentemente eram alvos de
ambiguidades, de interpretacoes equivocadas e de distorgoes nas suas teorias.
A partir do momento em que o método cartesiano foi adotado, tivemos uma
grande melhora nessa situagao. A matematica passou a ser adotada, mesmo
que ”disfarcada”e comecgou a ser vista com outros olhos.

Nas ciéncias atuais, vemos um quadro bem positivo para a matematica.
Cada vez mais, em varias areas de pesquisa, vemos uma busca por respostas
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nos seus métodos. Se nao respostas, modelos que indiquem o caminho dela.
Isso levou a um avanco expressivo da matemaéatica e na propria ciéncia, de
tal forma que hoje, algumas teorias sao aceitas ou rejeitadas com base em
seu modelo matematico. A teoria matematica hoje, consiste em um grande
trunfo para as outras ciéncias. Atualmente, a matematica nos permite mo-
delar, analisar, entender e prever fenomenos de todo e qualquer tipo. As
equagoes diferencias, em especial, sao usadas em quase todos os fenémenos
fisicos,quimicos, bioldgicos, sociais, etc... Os fenomenos demograficos e po-
pulacionais sao alguns deles, nos quais vamos nos aprofundar agora.

1.1 Modelos Matematicos em Dinamica Po-
pulacional em Populacoes Isoladas

1.1.1 Introducao

Entende-se por dinamica populacional, o estudo da variacao em vérios
tempos e espagos das densidades e valores absolutos de uma populacao.
Queremos com esse estudo, por exemplo, buscar fatores que interferem nes-
ses dados, predizer o crescimento ou o decrescimento da populacao, ver
como esse crescimento ou decrescimento se comporta quando ha interagao
de espécies,etc.

O primeiro estudo divulgado nessa area, foi do economista inglés Tho-
mas Malthus no ano de 1798 , em seu artigo ” An Essay on the Principle of
Population as it Affects the Future Improvement of Society”. Para o mo-
delo de Malthus, a populagao mundial cresceria de uma forma exponencial,
enquanto os recursos de sobrevivéncia cresceria de uma forma aritmética.
Porém, Malthus nao considerou que logo a populacao teria uma limitacao de
recursos e por isso, tenderia a se manter mais ou menos estavel.

Coube ao matematico belga Pierre Verhulst, por volta de 1838, apresentar
um modelo que incluisse esse detalhe. Ele argumentou em seu modelo que,
o meio em que a populagao vive tem uma capacidade de suportar apenas
um certo nimero maximo de membros da sua populagao, com seus recursos
de sobrevivéncia. De tal forma que ele teria uma populacao que tenderia a
ficar fixa nesse nimero, o proprio meio acabaria de limitar a populacao. Esse
modelo é aceito como o mais correto bioldégicamente, ja que nao haveria como

16



manter um crescimento exponencial, levando em conta o préprio processo de
reproducao e os recursos do meio. No entanto, ele serve para modelar algumas
espécies em um curto espaco de tempo.

1.1.2 Dinamica Populacional

Dinamica populacional é o estudo da variagao em varios tempos e espagos
das densidades e valores absolutos de uma populagdao. A biologia é uma
das principais areas que tem grande interesse nesse estudo. Por exemplo,
nos estudos das populagoes em ecossistemas com varias espécies interagindo
entre si, no estudo das populagoes de espécies com risco de extingao, no
estudo do controle de pragas na agricultura,etc. Outro grande interesse, é
obter informagoes populacionais de nds mesmos, seres humanos.

Essas informagoes sao de grande valor politico e ambiental. A partir do
qual, grandes cidades fazem (ou deveriam fazer) seu planejamento urbano,
levando em conta os recursos naturais do meio em que esta estabelecida,
da populagao atual e da populacao que a cidade terd no futuro. Outra
aplicagao dos dados é para calcular o fator prividenciario, que calcula quanto
um cidadao recebera quando se aposentar. Através de analise desses dados,
constatamos que hoje a populacao brasileira esta envelhecendo e crescendo
em um ritmo mais lento que nas ultimas quatro décadas.

Esses sao alguns dos interesses que motivaram estudos nessa érea.

Vamos agora definir conceitos, que serao utilizados no decorrer desse tra-
balho:

Populagao Definimos populacao como um agrupamento de individuos da
mesma espécie.

Taxa de Natalidade A taxa de natalidade é o valor absoluto de nascimento
em uma populagao, em um determinado intervalo de tempo.

Taxa de Mortalidade A taxa de mortalidade é o valor absoluto de mortes
em uma populacao, em um determinado intervalo de tempo.

Taxa de Crescimento A taxa de crescimento da populacao é o valor dado
pela diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.
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1.1.3 Definicoes Matematicas Preliminares

Antes de iniciar o estudo matematico das duas equacoes, faz-se necessario
introduzir algumas defini¢oes e conceitos.

Taxas de Variagoes

Suponha que temos duas quantidades desconhecidas = e y. Sendo que o
valor da quantidade y depende do valor da quantidade x. Ou seja, temos
uma func¢do f(x) =y. Se x variar de x; para xs, entdo a variacao de x serd
(também chamada de incremento de ).

AT =19 — 11
assim, a mudanca corresponde em y é

Ay = f(xa) — f(x1)
O quociente entre essas duas mudancas

Ay _ f(z2)—f(=1)

Ax To—T1
¢ denominada taxa de variacao média de y em relagcao a x.

Caso queremos aproximar a taxa de variacao média em intervalos cada
vez maiores, fazendo x5 cada vez mais proximo de x1, e fazendo Ax cada vez
mais proximo de 0. O limite dessas taxa de variagoes médias é a chamada
de taxa de variagao instantanea de y com relagao a x. Essa taxa é dada pelo
limite:

lim 2% — lim J(z2)—f(z1)

Az—0 Az T2—T1 2T

Definicao 1 Considere o deslocamento de um corpo de um lugar x, para
outro xs. Suponha que ele estava em x1 no tempo t; e em xy no tempo to.
Assim, seu deslocamento médio € dado pela taxa de variacao
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Ax _ x9—T1

E to—t1

Caso queremos seu deslocamento instantaneo,

lim 2% = lim
to—t1 to—tq

To—x1
to—1t1

Fisicamente, a taza de deslocamento médio e instantaneo do corpo € de-
nominada velocidade média e velocidade instantanea, respectivamente.

Definicao 2 Considere a fun¢io x = x(t) que dd o valor de uma populagao
no tempo t. Assim, a variacdo do tamanho da populacdo entre o tempo inicial
t1 e final ty € Ax = x(ty) — z(t1) e a taza de varia¢ao da populacao € dada
por:

Az _ xo—x

At to—t1

E a taxa de variagao instantanea € dada por

lim 2% = lim
to—t1 to—t1

To—x1
to—11

Derivada

O conceito de derivada estd relacionado com a taxa de variacao ins-
tantanea de uma funcao. Func¢ao que estd presente em muitos estudos de
hoje, como: a taxa de crescimento economico do pais, a taxa de mortalidade
infantil, a taxa de crescimento populacional e por isso, temos a importancia
do conhecer sua variacao instantanea em um dado momento.. Essa taxa de
variacao é dada pelo calculo da derivada da funcao no ponto dado.

Definicao 3 Se uma funcao [ € definida em um aberto I que contém x,
chamamos de derivada de f no ponto xqy ao limite:
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liy £@=1Go)
T—x0 -

se ele existir e for finito.

A notacao para a derivada da fun¢ao f no ponto xy é dada por:

(o) ou L (x)

Geometricamente, a derivada é a inclinacao da reta tangente a funcao f
no ponto xg.

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Uma Equagao Diferencial Ordinéria, (ou EDO)é uma equagao que en-
volve uma funcao e suas derivadas. Quando trabalhando com funcoes e suas
taxas de variacao, muitas vezes encontramos uma equacao diferencial. Nos
dias de hoje, a maioria dos modelos matematicos envolve algum tipo de
equacao diferencial, sendo grande parte deles advindo de problemas do nosso
cotidiano.

Definigao 4 Uma Equagdao Diferencial Ordindria (EDO) € uma equagao da
forma

F(z,y(x),y' (x),y"(z), ...,y"(x)) =0

envolvendo uma fun¢ao incdgnita y = y(x) e suas derivadas ou suas dife-
renciais. x € a varidvel independente, y ¢ a variavel dependente e o simbolo
y(n) denota a derivada de ordem n da funcao y = y(z).

Exemplo 1 ¢ = 1522

Temos que as funcoes y = 52® + C com C' uma constante, sao solucoes
para a equacao acima. Assim, denominamos a solucao da equacao diferencial
ordindrias, as fungoes que satisfazem a equacao dada.
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Exemplo 2 y" = 12z

Que admite a solucao y = 223 4+ Ciz + Cs

Exemplo 3 y" =0

Que admite as solucoes y = 3z, y = 4x, y = 135z, e uma infininidade de
solucoes.

Vamos agora conhecer um tipo de equacao diferencial que aparecera no
nosso trabalho:

Definicao 5 Uma FEquacao Diferencial Separdvel, é um equacdo da forma:

com h(y) # 0.

Para resolver essa equagao, basta reescrever na forma

e entao integrar ambos os lados

[ hy)dy = [ g(z)dz

[ y)dy = [ g(x)dx

Exemplo 4 Resolva a equagao

S
gle
I
< |8
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Reescrevendo a equacao:
xdr = ydy

Integrando ambos os lados:
[ adr = [ ydy
Assim obtemos
210 =L+0
Reunindo as constantes e isolando y obtemos:
?—yP=C

E esta relacao satisfaz a equacao dada.

1.1.4 Modelo de Thomas Malthus

A partir de agora, vamos estudar a parte mateméatica dos modelos de
crescimento citados anteriormente, comecando pelo o modelo de Thomas
Malthus. Esse modelo, foi o primeiro a tentar predizer o comportamento do
crescimento das populacoes. Vamos construi-lo a partir de agora.

Considere uma fungao =z = f(t), que nos da um valor da populagao x em
um tempo t. Lembrando que temos ¢t > 0. Temos também que a populacao
¢é isolada e que as taxas de mortalidade e natalidade sao proporcionais a
prépria populacao.

Assim temos a taxa de variacao do crescimento dada por:




Com n > 0 sendo a taxa de natalidade da populacao e m > 0 sendo a
taxa de mortalidade da populacao. Uma analise basica aqui nos diz que se
m > n a populagao decresce (temos mais mortes que nascimentos) e se n >
m a populagdo cresce (temos mais nascimentos que mortes).

Fazendo k = n — m temos a equacao:

dx(t)

— = ka(t) (1.1)

Que é a equacao proposta por Malthus,uma equagao diferencial ordinéria.
O que ela nos diz é que a taxa de crescimento populacional é proporcional a
populacao. Assim, quanto maior for a populagao, mais ela crescera.

Vamos agora extrair mais informacoes dessa equacao. Para resolvé-la,
podemos transformé-la em um Problema de Valor Inicial:

dx(t

0 — fa(t)
z(0) = xo

Com x4 sendo a populacao no instante ¢t = 0.

Como temos uma equagao diferencial separavel, podemos resolve-la inte-
grando ambos os lados da igualdade:

%:kx
L — kdt
[t = [ ki
[ Lde = [ kdt

ln|x| + Ol =kt + 02
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ln|x| =kt + CQ — Cl

Fazendo Cy — C, = C:

In|x| =kt+C

Resolvendo a equacgao exponencial, se

logelx| = kt + C

entao pela definicao de logaritmo

2| = ekt+C
E assim x > 0.
= eMtHC _ gkt oC
Colocando e = A, com A constante.
x = Aelt

Note que

2(0) = AeMV = A = A

Assim, com x = z(t) e A = x(0) = o chegamos na solucao geral:

z(t) = zoe (1.2)
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Analisando essa solucao, lembrando que ¢ > 0:

i)Se k > 0, entao tlim x(t) = oo e a populacdo cresce indefinidamente.
—+00

ii)Se k < 0, entdo tlim z(t) = 0 a populacao decresce, tendendo a ex-
—+00

tincao.

iii)Se k = 0, entao tlim z(t) = zo a populagado permanece constante.
—+00

Mas, estudos posteriores a divulgacao do trabalho de Malthus, mostra-
ram que seu modelo contém algumas inconsisténcias. Por exemplo, nao hé
nenhum meio conhecido que suporte o crescimento exponencial previsto pela
equagao, quando a taxa de crescimento é positiva. Mesmo fornecendo bons
resultados a curto prazo, ela acaba ficando irreal a partir de um determinado
tempo.

A parte desses fatos, temos um modelo razoavel para um primeiro estudo
de dinamica populacional.

1.1.5 Modelo de Pierre Verhulst

Vimos anteriormente que, se k > 0 (taxa de crescimento da populagao),a
populacao tenteria a crescer infinitamente. Diante dessa inconsisténcia, em
1838 o matematico belga Pierre Verhulst propos uma modificagao no modelo
de Malthus. Como nao ha um ambiente que consiga manter o crescimento ex-
ponencial de uma populagao, Verhulst propos a existéncia de uma populacao
limite L suportada pelo mesmo. Levando essa informacao em conta, o cres-
cimento nao seria constante. Mas dependeria do valor da populacao em cada
instante ¢ observado. Observou também que a populacao tenderia a aumen-
tar, quando o seu valor absoluto estava abaixo dessa capacidade critica, e
diminuir, quando o valor da populacao estivesse acima da capacidade critica.
Partindo dessas informacoes, introduziu novo fator na equagao de Malthus,
que freasse o crescimento populacional conforme a populagao crescia.

Vamos ver agora como foi feita essas modificacoes. Partindo da equacao
de Malthus:
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o seu modelo, o crescimento k é uma funcao afim o valor da propria
N delo, to k func fi d lor d
populagao, e nao constante, como alegou Malthus. Assim, teremos a equacao:

Precisamos de uma funcao g que cumpra as novas hipdteses dadas por
Verhulst. Considerando z(¢) o valor da populacdo, L a populacao limite que
o meio suporta e g(x) o crescimento da populagao:

Se z(t)>L entao g(z)<O0.

Se a populacao é maior que a capacidade limite do meio, entao o seu
crescimento devera ser negativo e ela devera diminuir.

Se z(t)<L entao g(x)>0.

Se a populacao é menor que a capacidade limite do meio, entao o seu
crescimento deverd ser positivo e ela devera aumentar.

Uma funcao crescimento g que atende esse requisito é:

g(x) = k- *"

Pois se:

x(t)>L = kIT(w>k e g(x)<0.
e

z(t)<L = k’”T(t)<k: e g(z)>0

Assim, teremos




Lembrando que z(t) = :

XL $2

@ — (ke —5)

dx T

i 1—- = 1.
= ko1 ) (13)

Vamos achar a solucao geral para essa equacao. Note que ela também é
uma Equacao Diferencial Separavel, assim podemos integrar ambos os lados

‘fl—f :k;x(l—%)

J x(1df%) = J kdt

Para calcular a integral do lado esquerdo da igualdade, vamos recorrer ao
método das fragoes parciais. Primeiro vamos desenvolver a expressao

1 _ L _ L

R N
_zy 2, — —z2\ —r2 _
z(1-%) (@—22) (Lme) Lz—z z(L—x)
e entao, pelas fracoes parciais
L 1, 1
z(L—x) $+L—m

Assim, integrando os dois lados

JE+2)de = [ kdt
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[Lde+[ = doe = [kdt
In|z| + ¢1 + (=In|L — x| + ¢2) = kt + c3
In|z] + ¢1 —=In|L — x| + ¢ = kt + ¢3

In|z| —=In|L —z| =kt + c3- ¢1 - ¢

Colocando C' = ¢3 - ¢1 - ¢

In|z| =In|L —z| =kt + C

Usando a propriedades de logaritmos

In|-2~| = kt + C

L—x

In|k=2| = —kt — C

Resolvendo a equacgao exponencial, se

loge|==%| = —kt — C

xr
entao pela definicao de logaritmo
’L;az’ _ e—kt—C — e—Ce—kt

Explicitando x:
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Assim:

= Ae7* +1

8 |~

E temos a solugao geral:

T AeFt11

onde A = +eC.

Para achar o valor de A, lembramos que z = xy = z(0) Assim, quando
t =0, temos:

Lmzo — A0 = A

Zo

Entao temos como solugao geral:

x(t) = (1.4)

Como podemos ver, quando t vai para o infinito, a solucao geral converge
para L. O que era o esperado. Esse segundo modelo, funciona melhor que o
modelo de Malthus e hoje é um dos mais utilizados para modelar populagoes
isoladas.
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Capitulo 2

Sistemas de Equacoes
Diferenciais

Neste capitulo, vamos introduzir os sistemas de equagoes diferenciais, que
servird de embasamento tedrico para nosso proximo capitulo.

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Consideremos uma equacao diferencial de segunda ordem, homogénea de
coeficientes constantes na varidvel z, dependente de ¢.

" +px’ +qr=0

Vamos fazer uma mudanga de variaveis com ' = y e 7 = 3/ para converté-la
em um sistema linear de duas equacoes.

=
Yy = —py —qx

Assim, a resolugao de uma equagao diferencial qualquer, converte-se na
resolucao de um sistema linear de duas equagoes de primeira ordem.
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2.1.1 Sistemas Lineares de Primeira Ordem

Seja um sistema de primeira ordem

x’l =anr + a2 + ... + 1,2, + f1 (t)

I'IQ = a921T1 + A99T9 + ...+ Aon Ly + fQ(t) (2 1)

x/n = Up1T1 + Ap2T2 + ... + App®y + fn(t)

Dizemos que o sistema é homogéneo se e somente se as fungoes f;,7 =
1,...,n sao identicamente nulas. Caso contrario, o sistema é dito nao - ho-
mogeneo.

Podemos escrever qualquer sistema linear de n equacoes de primeira or-
dem sob forma matricial. Basta considerar A(t) = [a;;] a matriz dos coefici-
entes, definir os vetores colunas x = [z;] e f(t) = [fi(f)]. Assim, escrevemos
o sistema na seguinte forma matricial:

dx_

= Al)x+ (1) (2.2)

2.1.2 Sistemas Autonomos

Seja o sistema:

L — f(z,y)
{d—y g9(z,y) (2:3)

em que a variavel livre, ¢, nao aparece explicitamente. Um sistema com
essa caracteristica é denominado sistema auténomo. Definimos ponto
critico, ou ponto de equilibrio do sistema auténomo, como o ponto(z,, ¥.),
tal que

f(x*uy*) = g<5€*;y*) - O
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Ou seja, o ponto em que as derivadas do sistema anulam-se.

Sistemas Autonomos Lineares

Um sistema com a forma

9 — qx + by
t
{ %:cx—i-dy (2:4)

é chamado de sistema autonomo linear. Matricialmente escrevemos:

Em nosso trabalho, estaremos interessados em analizar o comportamento
das trajetorias nas proximidades do ponto de equilibrio.

2.1.3 Classificacao de pontos de equilibrio em sistemas
lineares no plano de fase

Consideremos um sistema linear homogeéneo, de coeficientes constantes,
de duas equagoes diferencias na forma matricial:

%_ab 1
%_cd T

Queremos achar os pontos de equilibrio do sistema, ou seja, os pontos
onde temos

{dd%:axl—l—b@:O

%:cmqudxg:O
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E facil de ver que o ponto (x1,22) = (0,0), é um ponto de equilibrio.
Nosso interesse é saber como as solugoes se comportam nas proximidades
desse ponto. Sabemos que a solucao geral de um sistema linear de duas
equacoes diferenciais de primeira ordem pode ser escrita

T = 1Mty + ety (2.6)

Onde \; e Ay sao os autovalores préprios da matriz dos coeficientes das
equagoes e v] e U5 sao os autovetores associados aos autovalores. Vamos agora
analisar o comportamento da solu¢do no ponto de equilibrio (0,0) usando
essas expressao. Faremos uma analise qualitativa da solucao no plano de
fases, que nao é dado em x; e x5 em funcao de ¢, mas de x; em funcao de x,.

O ponto de equilibrio sera o centro dos eixos x; e x5. O caminho percor-
rido no plano de fases pela solucao, sera denominada trajetoria.

Vamos analisar os casos possiveis em funcao dos valores dos autovalores
da matriz dos coeficientes. !

Autovalores Reais, Distintos e de Mesmo Sinal

1-A<X<0

Lembrando que a solucao geral é dado por

T = c1eM] + cre?2toy

Assim, primeiro vamos analisar o que acontece com a solugao geral quando
t tende para o infinito. Como ambas as exponenciais tem expoente negativo,
temos que as parcelas tenderao para zero. Ou seja, as solugoes se aproximam
do ponto de equilibrio conforme o tempo aumenta.

Note que, como A; < Ao, a trajetéria devera ser dada pelo direcao do
autovetor v3, pois a parcela c;e*?0;] tende muito mais rédpido para o ponto

!Gréficos retirados da referéncia [11]
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A

2Ly, assim, em tempos muito elevados ela poderd ser
A

de equilibrio que cqe

desprezada e levamos em conta apenas a parcela cyetv,.

Ou seja,

t — oo entdo r — ety

Veja o plano de fases abaixo:

Figura 2.1: N6 Impréprio

Nessa situacao, em que todas as trajetorias sequem a mesma dire¢ao
assintotica nas prorimidades do ponto de equilibrio, ele é denominado no
Improprio.

2->\1</\2>0

Essa situagao é o oposto ao caso anterior, agora quando t — oo, temos
que r — oo. Ou seja, para tempos elevados as trajetérias se afastam do
ponto de equilibrio. Elas sé estarao préximas do ponto de equilibrio, quando
t — —oo. As trajetorias sao as mesmas do caso anterior, apenas mudando
o seu sentido ( elas saem do ponto de equilibrio, e ndo vao em direcao dele,
como no caso anterior).
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Autovalores Reais, Distintos e de Sinal Diferente
)\2 <0< N

r = 1M + coe2tn

Vamos analisar as trajetérias nesse caso,

t — 400 entdo r — creMtv; — +oo
t — —o0 entdo r — cye™tvy — +o0o

Assim, quando t — 400 , as trajetérias se afastam do ponto de equilibrio
seguindo a direcao de v;. Quando t — —oo as trajetorias se afastam do
ponto de equilibrio seguindo a direcao de v5.

Veja o plano de fases.

S

-

2
ffiﬂxs\\\

Figura 2.2: Ponto de Sela

o

Fl

T

Esse ponto de equilibrio é denominado ponto de sela. Esse nome é dado
pois em planos de fase tridimensionais, as trajetérias lembram a forma da
sela de um cavalo.
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Autovalores Reais e Iguais

Caso I - Ezxistem dois Autovetores Linearmente Independentes

Nesse caso, a solucao geral é dada por

)\t(

T = c1eMv] + cpeMvy = eM (0] + cotn)

E (191 4 cv3) é um vetor em que a direcao serd determinada pelas
constantes ¢; e ¢y (condigdes iniciais do problema). O sentido da trajetéria
dependera do sinal de A.

Se A < 0:

t — +ooentao x — 0
t — —oo0 entao r — 0

As trajetérias se aproximam do ponto de equilibrio conforme ¢ aumenta.
Veja o plano de fases:

Figura 2.3: N6 Proprio

Aqui, como cada trajetoria seque uma direcao distinta nas proximidades
do ponto de equilibrio, nomeamos 0 mesmo como no proprio.
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Se Se A > 0, o plano de fases teria a mesma forma, apenas mudando
o fato que as trajetérias iriam para longe do ponto de equilibrio ( sentido
oposto).

Caso II -Nao FExistem dois Autovetores Linearmente Independentes

Assim, recorreremos a um autovetor genérico para construirmos a solugao
) 3
geral:

1 = c1MT + e (U + t7) = N (1T + cotl + ot D)
Caso A <0

t — +oo0 entdo x — eMestte v — 0
t — —oo entao r — o0

Assim, para tempos elevados, as trajetorias se aproximam-se do ponto de
equilibrio, seguindo a direcao do vetor v. Veja o plano de fase:

Figura 2.4: N6 Impréprio
Assim, o plano de equilibrio é chamado de nd impréprio.

Se A > 0, o sentido das trajetorias seria inverso.
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Autovalores Complexos Conjugados

Nesse caso, A = a + i, 7 =a t i , e a solucao geral sera:

,_,l

z = ce™cos(Bt)a — sen(Bt) ] + c2e*[cos(Bt)a — sen(St)
e {[cicos(Bt) + casen(Bt)|@ + [—cisen(Bt) + cacos(St)] }

1

Agora, temos dois casos a considerar:
i) Os auto vetores tem a parte real nula, « =0

A solucao é entao a expressao

z = [crcos(Bt) + casen(Bt)]@ + [—cysen(Bt) + cacos(Bt)]5

Como os vetores @ e 5 sao multiplicados por coeficientes que assumem
valores peridédicos no tempo ¢, a solugao x nao assume qualquer comporta-
mento especifico quando ¢ tende para 4+ oo ou - co. H4 momentos em que a
solucao se aproxima do ponto de equilibrio, para logo depois se afastar, com
esse comportamento repetindo-se infinitamente. Assim, teremos o plano de

fases abaixo:

Figura 2.5: Centro
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E agora designamos o ponto de equilibrio de centro, ja que as trajetorias
”orbitam”em seu redor.

i1) Os auto vetores tem a parte real nao nula, a # 0

Nesse caso, a solugao geral fica
z = e [cicos(Bt) + casen(Bt)]@ + [—crsen(Bt) + cocos(8t)] 8
Se a < 0, temos que:

t — +ooentao x — 0
t — —o0 entao r — o0

As trajetérias ainda ”orbitam”em torno do ponto critico, mas agora, elas
aproximam-se cada vez mais a medida que o tempo aumenta, formando uma
espiral. O plano de fases ficaria assim:

(o< ()

e
¥
7]

Figura 2.6: Foco
Agora, o ponto equilibrio é denominado foco.

Se a > 0, o sentido da trajetéria seria oposto.
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2.1.4 Classificacao da estabilidade dos pontos de equilibrio

Um ponto de equilibrio é estdvel se, para qualquer condi¢ao inicial na
sua vizinhanca, a trajetéria da solucao correspondente permanecer prozima
desse ponto. Um ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel, se for estavel
e a trajetéria se aproximar do ponto quando ¢t — +oo . J4, um ponto de
equilibrio que nao seja estavel é chamado de instavel.

2.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais Nao -
Lineares

A andlise do comportamento da solucao no plano de fase, nas proximi-
dades pontos de equilibrio de um sistema linear, é relativamente simples.
Assim, uma forma de abordarmos um sistema nao linear seria através de
uma aproximacao em um sistema linear. Esse processo é chamado de line-
arizacao.

Considere o sistema nao linear, cujo ponto de equilibrio é (0,0).

& — P(x,y)
{@ Q(z,y) 27)

A linearizacao em torno do ponto de equilibrio é baseada na expansao em
série de Taylor de P(z,y) e de Q(z,y) em torno do ponto (0,0).

(0,0)y + Rp(z,y) ~ 2£(0,0)z + 7
(0,0)y + Ro(z,y) ~ 52(0,0)x + 42(0,0)y

A
\'O
=
IS
e
S
_|_
SIS

Rp(x,y) e Ro(x,y) sao termos despreziveis desde que (z,y) esteja sufici-
entemente préxima de (0,0). Ou, rigorosamente, Rp(x,y) e Rg(x,y) satis-
fazem a condigao:
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m RP(xa y)

li — = lim ———=
(9)—=(0,0) /22 +y2  (@y)—(00) /22 + y?

Assim sendo, se queremos apenas analisar o que acontece nas proximida-
)
des do ponto de equilibrio, podemos ”substituir’nosso sistema nao linear por

seu sistema linear associado, dado por:

dx oP
a = 9:(0,
dy _ 0Q
dt oz )

(2.9)

Classificagcao de pontos de equilibrio em sistemas nao lineares no

plano de fase

Vejamos agora como se associa os autovalores (Ajedq) da matriz de coe-
ficientes do sistema linear associado e classificacao do ponto de equilibrio do

sistema nao linear original:

e Se A\ e Ay nao sao reais e iguais ou nao sao imagindrios puros, as
trajetérias do sistema linear associado em (0,0)sao do mesmo tipo e
tem a mesma estabilidade que as do sistema nao linear.

e Se A\ e \y sdo reais e iguais, entdao (0,0) é um ndés ou um foco do
sistema nao linear. Se A\; = Ay < 0, o ponto é assintoticamente estavel.

Se A\; = A2 > 0, o ponto € instavel.

e Se \; e A sdo imagindrios puros, entao (0,0) é um centro ou um foco
do sistema nao linear e a sua estabilidade ¢ indeterminada ( pode ser
estavel, instdvel ou assintéticamente estavel).

As tabelas abaixo resume os casos mencionados:

Tabela 1 - Autovalores Reais
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Sistema Linear . - .
A1, Ao . Sistema Nao Linear
Associado
AL > A >0 N6 préprio instavel no préprio instavel
AL <A <0 N6 proprio estavel no proprio estavel
Ay <0< N Ponto de sela instavel Ponto de sela instavel
N6 préprio ou improprio | N6 préprio ou improprio
)\1 = )\2 >0 . , . ,
instavel ou foco instavel
.. . , . N6 préprio ou improprio
N6 préprio ou improéprio Proprio 1Prop
A=A <0 . ) . ou foco assintoticamente
assintoticamente estavel ,
estavel

Tabela 2 - Autovalores complexos

Sistema Linear

A=ax1if Associado Sistema Nao Linear
a>0 Foco instavel Foco instavel
Foco assintoticamente Foco assintoticamente
a <0 , ,
estavel estavel
Centro ou foco de
a=0 Centro estavel estabilidade
indeterminada

2.2.1 Relacao entre o Traco e o Determinante da Ma-

triz Jacobiana e seus os autovalores

Seja a matriz

(2 5)

Sabemos que o traco da matriz E é dado por:

T(E)=A+D

E seu determinante é dado por:
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Det(E) = AD — BC

Vamos calcular seus autovalores através do polinémio caracteristico:

Det(E — ) =0

Assim,

Det(E— M) =(A—\)(D -\ —BC =0

N — XA+ D)+ AD—-BC =0

E temos os autovalores:

_ A+D . \/(-~A-D)2—4(AD-BC)
A=SEE 2

\ = AtD 4 VA242AD+D2—4AD—4BC
- 2 2

\— A;D 4 \/(A+D)2;4(ADfBC)

_ A4D \/T(E)2—4Det(E)
A=t 2

Assim, teremos um autovalor complexo caso:

VT(E)2 —4Det(E) <0
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7(E)? — 4Det(E) < 0

E o valor de sua parte real é dada por:

Assim, temos algumas relagoes tuteis para nosso préximo capitulo, na
analise qualitativa dos autovalores de uma matriz.
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Capitulo 3

Modelo Com Interacao entre
Espécies

Vamos ver nesse capitulo, o modelo que ficou conhecido como Predador -
Presa, utilizado para predizer a variacao populacional nos locais onde existe
a interacao entre duas espécies. Primeiro analisaremos o sistema na sua
forma mais bdsica e depois partiremos para dois modelos mais elaborados,
adaptados do modelo original.

Introducao

No capitulo 1, vimos alguns dos modelos utilizados para predizer a taxa de
variacao de populagoes isoladas. Neles, nao sao levado em conta a interacao
entre espécies em um mesmo meio. Vamos apresentar nesse capitulo, um
modelo de predicao de populagoes em que duas ou mais espécies dividem o
mesmo territorio.

3.0.2 Interacao entre espécies

Espécies de diferentes animais em um meio podem interagir de vérias
maneiras. A ecologia classifica as maneiras de interacao de espécies em
duas categorias: interacao harmonica e interacao desarmonica. Na interacao
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harmonica, as espécies que interargem entre si nao levam nenhuma desvan-
tagem por esse fato ocorrer. Algumas das interagdo harmoénicas sao: mu-
tualismo e cooperacao, relacoes em que ambas as espécies levam vantagem
na interagao, sendo o primeiro tipo, obrigatéria para a sobrevivéncia de am-
bas as espécies,comensalismo, inquilinismo e epifitismo, onde uma espécie é
beneficiada e a outra é neutra, nao sendo beneficiada nem prejudicada.

Ja na interagao desarmonica, pelo menos uma das espécies acaba levando
prejuizos por causa da interacao. Temos como exemplos de interacoes de-
sarmonicas: A competicao, que pode ocorrer entre individuos da mesma
espécie ou entre individuos de espécies diferentes, quando dependem dos
mesmos fatores ambientais para sua sobrevivéncia como mesma fonte de
alimento, mesmo espago,etc... O parasitismo, quando uma espécie (para-
sita) acaba vivendo as custas de outra (hospedeiro), ao extrair os nutrientes
nescessarios para sua subsisténcia e o Predatismo, onde uma espécie (presa)
acaba servindo de alimento para a outra (predador).

Vamos levar em conta para o estudo do modelo, apenas a interacao pre-
datoria.

3.1 O Modelo Predador - Presa

Os primeiros estudos de modelos com interacoes de espécie foram apre-
sentados no inicio da década de 20, no século XX. Eles tiveram como base
o modelo de Malthus. Esse modelo foi proposto, de uma forma independen-
temente, por dois matematicos. Em 1925 pelo matemaético austro-hungaro,
naturalizado norte-americano Alfred J. Lotka e em 1926 pelo matematico
italiano Vito Volterra. Lotka nasceu em 1880 e faleceu em 1949. Suas pes-
quisas contemplaram as areas de demografia, fisico-quimica e estatistica. J&a
Vito Volterra, nasceu em 1860 e faleceu em 1940. Comecgou a trabalhar com
equagoes integrais e voltou sua atencao para a dinamica populacional apds a
Primeira Guerra Mundial.

Os modelos apresentados sao muito utilizados nos dias de hoje, principal-
mente na ecologia e na agricultura. Podemos usé-lo para prever populagoes
em ecossistemas, dos mais simples os mais complexos, prever quando o dese-
quilibrio ocorrera , controlar pragas que asolam a producgao agricola, etc...
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O modelo mais simples parte das seguinte hipdteses:

1. A populacao de presas crescera exponencialmente na auséncia de pre-
dadores.

2. A populacao de predadores se extingue, caso haja falta de presas. Ela
nao consegue mudar sua alimentacao para outra presa.

3. Os predadores consomem quantidades infinitas de presas.
4. Nao existe nenhuma outra espécie no meio, além das duas.

5. Nao ha, durante o processo, alteracoes no ambiente que favorecera uma
das duas espécies e também as adaptacoes genéticas sao lentas.

6. O ambiente ¢ totalmente homogéneo.

7. Nao hé restrigoes no meio, e o espaco usado para as presas ¢ infinito.

Tendo essas hipdteses, vamos considerar:

x = x(t) uma funcdo que d4 o nimero de presas, em fun¢ao do tempo e
y = y(t) uma funcao que da o nimero de predadores em fungao do tempo.

O numero de interagoes entre os predadores e as presas serd dado pelo
produto dos dois valores absolutos das populacoes dos mesmos, ou seja, xy.

Assim o sistema de equagoes Lotka - Volterra fica:

da;l(tt) = ax(t) — bx(t)y(t)
{ W — —ay(t) + Ba(t)y(t) (3.1)

como x = x(t) e y = y(t) e ainda usando a notagdo de Lagrange para
derivadas, temos:

' = axr — bry
/ 3.2
{ Yy = —ay + By (3:2)

onde a, b, a, B sao constantes positivas.
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Observando essa equacao, vamos que a taxa de variacao da populacao de
presas é dada pelo seu crescimento natural ax menos sua captura por preda-
dores, dada na equacao por bry que é a taxa de encontros com predadores.
Ou seja:

' = ax — by

Também que a taxa de variagao da populagao de predadores é dada pelo
seu crescimento na presenca de presas para consumo, que ¢ dada por Sxy,
que é a taxa de encontros com presas, menos o decrescimento causado pela
auséncia de presas, dado na equagao por ay. Ou seja:

, j—

Yy = —ay+ Bry

Assim, no caso de auséncia de predadores, a equacao que dd o niimero de
presas fica:

como a é positivo, a populacao de presas aumentara, ja que é a tinica espécie
no meio.

Ja no caso da auséncia de presas, a equagao que modela o crescimento de
predadores fica:

Y =—ay

como « é positivo, a populacao de presas tende a diminuir pela falta de
alimento (presas).

3.1.1 Analisando a Equacao

Uma outra maneira de ver essa equacao é dividir a taxa de variagao
das presas, pelo nimero de presas e a taxa de variagao dos predadores, pelo
numero de predadores. Para isso, estamos considerando o valor de predadores
e presas diferente de zero. Teremos entao o sistema:
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(3.3)

{

Nessa outra visao, vemos que a taxa de reprodugao média das preses é
algum a constante. Sua queda é dada conforme aumentamos o nimero de
predadores na regiao. Esse fato é dado pelo fator by na equacao.

@ [e8 8
I
|
o)
+
=
8

Por outro lado, vemos que a taxa de reprodugao média das presas é algum
a constante. Seu aumento é causado por um aumento da quantidade de
presas que ha na regiao, representado na equacao por Szx.

Em suma,conseguimos ver a depéncia das interagoes para o crescimento
das populagoes. No caso das presas, em um ambiente sem predadores, a sua

populagao aumenta de forma constante. J& no caso dos predadores, em um
ambiente sem presas, sua populagao diminui até a extincao.

3.1.2 Analisando o Sistema

Agora, vamos estudar os pontos de equilibrio do sistema Lotka - Volterra.

Sabemos que temos um ponto de equilibrio quando suas derivadas sao
nulas(ndo hé variagdo). Vamos calcular esses pontos do sistema:

{Z—fz@@am—bzyzo
=0 —ay+ Pry=0

Na primeira equacao:

ar —bry =0 z(a-by) =0 z=00ua—-by=0=y=7%

Na segunda equacao:
—ay+fry=0cy(—a+pfr)=0&y=00u(—a+pfr=0=2=3

Tiramos dessa andlise, dois pontos de equilibrio:
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A(0,0) e B(%, %)

O ponto A é o ponto trivial, sem predadores e nem presas as populagoes
nao vao variar. Ja o ponto B é de nosso interesse, pois possui uma populacao
positiva. Vamos analisar o comportamento da solugao nas suas proximidades.

Primeiro passo é linearizar o sistema no ponto B. Para isso, vamos en-
contrar a matriz Jacobiana. Sabemos que a Matriz Jacobiana é dada por:

roa ox oy
J(@',y') = oy Ay
ox oy

Como:

%—"’i a— by

%—jf—bx

% =By
W ——a+pBy

A matriz Jacobiana do sistema é:

( a— by —bx )
By  —a+ Py
O Jacobiano no ponto de equilibrio é:

D=("s6 —a_i%) )= ( By ate )-( : v )
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Calculando seus autovalores por det(J — X)) =0 :

det(J — M) = 0
(A2 4+ aa) =0
A= —aa

A =1++v/—aa

Como temos dois auto-valores imaginarios conjugados, o ponto é ponto
de centro. Ou seja, as curvas das solugoes sao elipses centradas no ponto de
equilibrio.

Veja:
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Figura 3.1: Plano de Fases - Modelo 1

3.1.3 Segundo Modelo

Essa primeira apresentagao parece modelar bem a interacao entre uma
populacao de presas e predadores em um mesmo espaco. Como em toda
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analise superficial, acabamos por omitir informacoes relevantes para uma
boa modelagem do objeto de estudo. Por isso, vamos olhar com atencao
uma das hipdteses.

Nos é dado que a populacao de presas cresce de acordo com o modelo
Malthusiano na auséncia de predadores. Sabemos que isso pode ser verdade,
em populacoes controladas e apenas por um curto periodo de tempo. Na
natureza, dispomos das mais diversas formas de controle populacional, de
modo que elas acabam por ser limitadas, de uma forma ou de outra. Seja
por competicao por alimento, disponibilidade de alimento, tamanho do meio
em que ela vive, etc...

Vamos entao reescreveé-la usando o modelo de Pierre Verhulst, que leva
essa situacao em conta. Podemos escrever a equacao que da a taxa de cres-
cimento das pressas da seguinte maneira:

! __ T
v =ar(l — %) —bry

Com K sendo a capacidade méaxima de presas que o ambiente suporta.
Como vimos no capitulo anterior, quando a populacao é maior que K, a taxa
de crescimento populacional das presas tende a decrescer, quando ela é menor
que K, a taxa de crescimento tende a aumentar.

Assim, nosso sistema ficara:

{ x/’ =ax(l — %) —bry (3.5)

Yy = —ay+ By

Uma modelagem bem mais fiel ao caso estudado.

Analisando o Segundo Modelo

Primeiramente, vamos achar os pontos de equilibrio do sistema abaixo:

7' =ax(l - %) — bxy
{ Y = —ay+ By (3:6)

92



Sabendo que o sistema estd em equilibrio quando ' = Oey’ = 0 , temos:

ax(l — %) —bry =0
—ay + fry =0

Assim:
ar(l — %) —bry =0
r(a(l — %) —by) =

Assim x = 0 é o primeiro ponto:

Continuando a analise:

a(l—%)—by=0
a(l— %) = by
y=31-%)

E o segundo ponto é y = (1 — %).

Como nao modificamos a segunda equacao, os pontos de equilibrio sao os
mesmo encontrados anteriormente:

r=%ey=0.

SIS

Agora temos trés pontos de equilibrio:

A= (0,05 = (K.0,C = (3§~ %)
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O ponto A é o ponto trivial, ja explicado. O ponto B é diz que na
auséncia de predadores, e com a populagao inicial no limite K de suporte

do ambiente, nao esperamos que aconteca alguma alteracao populacional
significativa. Vamos analisar o terceiro ponto:

Linearizando e calculando o a Matriz jacobiana do sistema:

ox' _ 2ax

8:1:_0’ T_by

/
& = —bx
oy’
o = By

8/
Gy = —a+ by

A matriz Jacobiana do sistema é:
I y) = a—Q%—by —bx
= By —a+ fr

Aplicando o ponto (

a a ac : : : .
I bB_K> na matriz jacobiana, temos:

QG(%) —b a _ aa) _b<g>
J(x' ) = K b bBK B
@) ( B — ) —a+ B(8)
2(1(%) a ax (0%
Sy — [0 T b =) —b(E) )
@) ( B8 — joe) —a+B(8)



_ax  _ab
J(xlay/) = ( aKﬁB—I((za Oﬁ )
bK

O traco da matrix jacobiana é —g—?(, que ¢é negativo, pois todos os parametros
sao positivos. Entao, o determinante ira decidir se o ponto de equilibrio é
um ponto de sela, um né estavel ou um foco estével.

Calculando o determinante:

det(J(§, % — 5%)) = (0 — (_%b'aKff;m)) _ (aa([ﬁ(}i—a))

Que é positivo, pois todos os parametros sao positivos. Pois
Kf—a< 0= Kf<a«a

Lembremos que o valor da populagao de predadores no ponto de equilibrio
¢ ¢(1— ﬁiK) Se K<« entao teremos ﬁ%{ > 1 o que nos daria uma populagao
negativa de predadores, o que nao faz sentido.

Analisando o A do polindémio caracteristico da matriz Jacobiana temos:
A =1 —4det(J)

o aa aa(KB—a)
A = 8K - 4 T BK

Lembrando que K3 — a < 0, temos que o A < 0, o que nos dard um
par de autovalores complexos. Como 7 < 0, teremos que a parte real dos
autovalores complexos negativa, e assim, teremos no ponto um foco estavel.

3.1.4 Terceiro Modelo

Conseguimos com nosso modelo anterior uma seguranga maior. Se assu-
mirmos que os pontos de equilibrio estao suficientemente afastados de ambos
os eixos, para proteger cada populacao de perturbacoes aleatorias, as solucoes
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Figura 3.2: Plano de Fases - Modelo 2

que comecam proximas a esses pontos sao estaveis. O que garante que as
populagoes nao correm risco de extingao, conforme o tempo vai avancando.
Mas, apesar disso, temos um problema com o modelo anterior.

Vamos lembrar que a equacao que da a populagao das presas é

7' =ax(l— %) — bxy

O dano nas presas pelo predador é dado por bxy. Que parece fazer sentido,
quanto mais encontros entre as espécies, maior serd o dano causado pelos
predadores nas presas. Dizemos que bxr é a taxa de sucesso obtido pelos
predadores ou também chamada de taxa de predacao do sistema. De outra
maneira, podemos dizer que em um certo intervalo de tempo, um predador
deve matar uma certa fracao bx de presas. Se temos 5 predadores e 10
presas, teremos uma certa taxa de sucesso obtida. Agora, se tivermos 5
predadores e 500000 presas, a taxa de sucesso serd a mesma? A resposta é
nao. Os predadores tem uma capacidade limitada de causar dano nas presas
( necessidade alimentar). Sendo assim, faz-se necessario alteragdes em nosso
modelo.

Revisando o Modelo - O problema da Predacao Linear

Como vimos anteriormente, nao ha como manter na natureza a taxa linear
de predacao dada na equacgao
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v =ar(l— %) —bry

Na natureza, os predadores sao movidos pela sua necessidade alimentar.
Uma vez que essa necessidade ¢é saciada, nao ha mais motivo para predagao.
Devemos traduzir esse fato nas nossas equagoes, como forma de manter o
modelo o mais préximo da realidade.

Vamos definir h(x) = Tp como uma fungao que nos dé a taxa de predagao
( Tp) na equagao, em fungao do ntimero de presas. Nossa primeira hipétese
em que h(z) = bx, com b positivo, foi descartada. Precisamos de uma fungao
h(z) que cumpra duas condigoes bésicas:

e h(0)=0

e lim A(r) = w com w sendo constante.
T—>+00

Ou seja, na auséncia de presas, a taxa de predacao devera ser zero. E
também quando a populacao de presas se aproximar do infinito, deveremos
chegar a uma taxa de predagao limite. Chamamos essa taxa de taxa de
saturacao de predacao, dado por w e ela devera ser atingida nas melhores
condicoes de caca para os predadores.

Uma funcao que cumpre essas condigoes é

Existem muitas outras funcoes que cumprem esses dois itens, mas vamos
escolher a funcao acima por trés motivos:

e O limte da fung¢ao quando x se aproxima do infinito ¢ 6bvio, sem ser
necessario efetuar calculos para calcula-lo.

e A funcao sera facil de manipular na hora de analisarmos a equacao
mais a fundo.

e Os parametros w e D sao conhecidos.
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Os parametros w e D nos dao significados interessantes. Sabemos que w
¢é a taxa oOtima de predacao, onde os predadores tem seu maior sucesso na
captura de presas. Note que nessa funcao, w depende de D. Aumentando
D, diminuimos o valor de w e vice-versa. Assim, podemos admitir que w
é um fator biolégico que diminuiu a taxa de predacao. Podemos ver w de
duas maneiras, como o tempo de procura da presa pelo predador, ou como a
qualidade da camuflagem do meio ambiente para a presa. Em ambos, damos
um sentido a funcao. Quando aumenta o tempo de procura da presa ou
quando a qualidade da camuflagem do ambiente é aumentada, diminui a taxa
de predagao. Quando diminui tempo de procura da presa pelo predador ou
quando a camuflagem do ambiente é diminuida, aumenta a taxa de predagao.

Juntamos todas essas informagoes, temos um novo modelo para a equagao
das presas:

co1m

Assim temos a nova equacao:

/

v’ =ar(l - %) —ywst

D+x

Revisando a Equagao do Predador

Com essas revisoes, obtemos uma equacao bem realistica, que nos diz
como a populacao de presas cresce ou decresce. Entretanto, ainda nao fizemos
um refinamento na equacao dos predadores

Yy = —ay + Py
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Essa equacao, por exemplo, nos diz que quando a populacao de presas
se aproxima do infinito, a taxa de crescimento d apopulagao de predadores
também se aproxima do infinito. O que nao é nem um pouco possivel em um
ambiente natural. Um modelo mais realistico, leva em conta a capacidade
que o ambiente tem para suportar uma populacao de predadores. Assim
como as presas, o ambiente suporta apenas um nimero () de predadores, e
condicoes ideais. Esse valor ) é chamado de valor critico de predadores no
ambiente. Quando temos uma populagao de predadores de valor abaixo ao
de @, temos que a populagao deve crescer até atingir esse valor limite. J&
quando o valor da populagao é maior que @), ele deve cair gradativamente,
até atingir esse limite. Assim temos a seguinte equagao

baseada no modelo logistico. Onde « é a taxa de crescimento natural e
Q ¢ a capacidade maxima que o ambiente suporta.

Analisando mais atentamente, vemos que () deverd ser dado em funcao
da populagao de presas e nao constante, ja que um dos fatores limitantes do
meio ambiente é a disposicao de alimento. Agora, se J é o valor de presas
que um predador precisa para manter o ambiente em equilibrio, entao z.J !
¢ o numero de predadores que uma populacao de = presas necessita para o
ambiente ficar equilibrado. Substituindo @ por x.J~! na equacao acima, nos
dé uma nova equacgao que modela a populacao de predadores:

Y =ay(l— )

O Sistema Revisado

Depois das revisoes feitas, temos o nosso novo sistema:

' =az(l— %) —ywpt
x 3.7
{ Y =ay(l - =) (3.7)

Temos cada parametro com seu significado:
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e o e « sao as taxas de crescimento natural das presas e dos predadores,
respectivamente.

e K ¢é a capacidade de suporte do meio para as presas.

e J é o nimero de presas necessaria para suportar um predador no am-
biente equilibrado.

e w ¢ a taxa maxima de predacao.

e D ¢é o tempo de procura do predador, ou a qualidade da camuflagem
do ambiente.

3.1.5 Analisando o Sistema

Vamos agora analisar nosso novo sistema. Como nos sistemas anteriores,
temos aqui um sistema nao - linear de equacoes diferenciais. Comegaremos,
assim como ja fizemos nos outros modelos, achando seus pontos de equilibrio.

Na equacao da presa, temos os seguintes pontos de equilibrio:

v =ar(l— %) — YWt

ar(l— %) —ywps =0

Assim, x =0




yw = a(l — Z)(D + )
y=21-F)D+2)

Temos aqui uma funcao do segundo grau, com os zeros em x = —D ou
r = K. Como todos os parametros sao positivos, + = —D nos da uma
populacao negativa de presas, o que nao faz sentido. Mas os conhecimentos
das raizes nos dao informagoes da localizacao de seu vértice que pode ter
uma componente positiva de presas. Manipulando a equagao acima:

y=3l=%)(D+z)
y=(3 —wp)(D+x)

_ aD _ az? axr _ azxD
Y= wK+w wK

a_ .2 a aD aD
a .2 aK—aD aD

Como todos os parametros sao positivos, o coeficiente em z? é negativo, e
assim a concavidade da parabola é para baixo. Nesse caso, deve haver, para
alguns valores de K e D, casos em que o vértice da parabola estd no primeiro
quadrante.

: 0 g = _ _ a .2 aK—aD aD
Assim, os pontos de equilibrio sao z = 0 e y = —%r* + r(*"52=) + 4~

Vamos achar os pontos de equilibrio na equagao do predador.

Y =ay(l - )

ay(l — x(]yfl) =0
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y_) =0

Entao y = 0 ou a(l — —

<
I
I8

Assim, os dois pontos de equilibrio sao y = 0 ou y = .

Vamos fazer algumas consideracoes. Nao vamos levar em conta o ponto
de equilibrio trivial (0,0). Apesar de fazer sentido, no meio ambiente sem
predadores e sem presas as populagoes nao mudam, uma populagao zero de
presas faria a derivada da equagao dos predadores indefinida. Nosso ponto
interessante de equilibrio nesse caso, sao os pontos nao triviais do primeiro
quadrante.

Os pontos exatos de equilibrio da equacao das presas sao obtidos apds
alguns célculos trabalhosos. Além disso, os mesmo gerariam dados para o
determinante e traco da matriz Jacobiana complexos demais para conseguir-
mos fazer a andlise. Entao, facamos o seguinte. Definindo que o ponto de
equilibrio tem as coordenadas (z*,y*), e entao dividir z ,y, D e K por z*.
Agora temos ¥ = =, entdo z* =1l e y* = J~L

Com esses dados, vamos calcular as derivadas parcias:

oz’ * __ * __ 7—1
eemrt=1ley =J

! * T* *w(D+x*)—y*wa*
G = ar*(—) + (1 - 5 )a — LHEESY
/ J lw(D+1)—J 1w
% —a(—%) + (1 — F)a— 250,



Calculando emz*=1ley* =J!

Oz _ z*
dy D+x
o' _ _ _w
dy D+1

Calculando % em z* =1 e y* = J !

3 = 5(-1-D)
% _ a
ox ~— J



Calculando %—Z ema* =1ley* =J!

oy =y (- =

Assim, a matriz Jacobiana do sistema nos [)OHtOS ¥ =1ley*=J 1 é
) Yy
dada por:

Agora precisamos buscar informagoes sobre o trago e o determinante da
matriz. Vamos comecar calculando o determinante:

det(J) = (—aa(—% + m) — (—%ﬁ)

aa aaw

T K aJ(D+1)2 + J(%ﬁn)

_ aa _ aawtaaw(D+1)
=K aJ(D+1)2

_ 1 w+w(D+1)
= aa(x aJ(D+1)2 )
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—w+wD+w) )

_ 1
= aa(x + aJ(D+1)2

wD )

_ 1
= aa(x + aJ(D+1)2

Entao temos

det(J) = aa(% -+ aj(%—ﬁ)_l)z)

Como todos os parametros sao positivos, entdao o determinante sera po-
sitivo e teremos que o ponto de equilibrio serd um foco estavel, foco instavel
ou centro. O sinal do traco da matriz determinara esse fato.

T(J) = al—% + sypmye) — @
a(—%—l—m)—a<0
o(—% + apre) <@

1 w a
v da aJ(D+1)2 <q

Lembrando que z* = 1, y* = J ' ey = 2(1 — £)(D + z), temos que
L = (1-%)(D+1). Entao

2+ (1-L)D+1)pir < 2

(D+1)? a
1. Y% _a
KT D) S
—(D+1)+K-1

12

RO+ <

]
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Note a expressao %. Lembre que ela é a coordenada x do vértice da

equacao que da os pontos de equilibrios das presas. Entao agora temos dois
casos a considerar

e Ponto de Equilibrio a direita do Vértice:

Como dividimos H, K e D pelo ponto x*, a inequacao

significa afirmar que o vértice esta a esquerda do ponto de equilibrio. E
se isso ocorre temos

K-D

e entao, a inequagao é verdadeira para todos os valores (positivos, claro)
de parametros. Com a andlise acima, as solugoes que tomamos suficiente-

mente préximas do ponto de equilibrio irao convergir para o mesmo conforme
o tempo tende para o infinito.

e Ponto de Equilibrio a esquerda do Vértice:

Nesse caso

K-D
===—-1>0
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o que significa que ambos os termos da equagao sao positivos. Entao se &
K—D

for muito maior que ®or 0 © ponto de equilibrio é estavel. Caso contrario,
as solugoes préoximas ao ponto de equilibrio acabam viajando em torno do

ponto e se afastando em um ciclo limite.
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3.1.6 Comentarios Finais

Assim, para esse tltimo modelo, a estabilidade dos dois pontos interes-
santes de equilibrios estd garantida no caso de um valor alto de 2. Ou seja,
precisamos de um valor o muito maior que o valor de a. Isso, quer dizer
que o crescimento natural da populacao de predadores tera que ser maior
que o crescimento da populacao de presas. O que dependera diretamente
da caracteristica das populacoes estudadas. Apesar de matematicamente ser
facil de modelar um sistema e manipular seus parametros, para conseguirmos
encontrar um ponto de equilibrio, isso na vida real é bastante complicado. E
muitas vezes inviavel.

O que queremos deixar claro também, é que a modelagem matemaética
¢ uma ferramenta bastante completa para andlise das dinamicas das po-
pulacoes. Mas seus estudos envolvem sistemas de equagoes bastante comple-
xas e que muitas vezes envolvem solugoes apenas computacionais. A precisao
de suas solugoes dependerd da nao omissao de todos os parametros envolvidos
e da precisao de seus dados.
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Conclusao

O presente trabalho me deu a oportunidade, antes de tudo, de aplicar
os conhecimentos obtidos no decorrer da graduacao e a chance de aprender
conceitos novos. Alguns dos quais, nem foram citados no decorrer de minha
graduacgao, como por exemplo: sistemas de equacoes diferenciais lineares e
nao lineares, linearizacao e conceitos de estabilidade dos pontos de equilibrio
dos sistemas de equacoes diferenciais.

Conhecemos também alguns dos modelos de dinamica populacional mais
usados hoje em dia, e podemos perceber que apesar de existir uma certa
facilidade para manipular varidveis na matematica, na vida real, essa situacao
pode ser bastante complicado. Isso fica mais claro na equagao predador -
presa. Para buscarmos a estabilidade das solucoes nos pontos de equilibrio,
manipulamos varidveis e constantes. Entretanto, fazer isso no ambiente das
espécies, pode ser muito dificil, pois acaba mexendo com taxas de reprodugoes
e predacoes que nao sao facilmente manipulaveis.

Observamos também como os campos das ciéncias humanas e naturais
ligam-se intrisicamente com a matematica. Muitas vezes acabamos abor-
dando os campos de estudos de uma maneira extremamente fragmentada.
A prépria matematica, historicamente, nao era ferramente de estudos em
campos além das ciéncias ditas exatas. Hoje, vemos que qualquer situacao
natural, bioldgica, economica, social, pode ser modelada através de equacoes.
O conhecimento matemético hoje é a porta para a compreensao do mundo
em que vivemos.
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