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Introducdo

Uma algebra de Hopf € uma estrutura algébrica observada pela primeira vez, na década de
40, pelo matemético alemao Heinz Hopf. Nas décadas seguintes, tornou-se uma teoria algébrica
com importantes aplicacdes na matemadtica e na fisica. Para estudarmos tal estrutura precisa-
mos compreender os conceitos de dlgebra e codlgebra. Nesse trabalho, apresentamos também
algumas nocdes basicas da teoria de comddulos. Desenvolvemos as teorias de codlgebras e
comddulos sobre um corpo k, embora seja possivel generalizar para um anel comutativo R
com unidade (R-codlgebras e R-comddulos) e para um anel ndo comutativo R com unidade (R-
coanéis e R-comodulos). Uma das vantagens de estudarmos essas estruturas sobre um corpo
k reside no fato de que o produto tensorial de k-espacgos vetoriais continua sendo um k-espago

vetorial.

Consideramos como pré-requisitos desse trabalho a teoria basica de anéis e grupos. No rol
das disciplinas do bacharelado, o curso de estruturas algébricas que envolve teoria de mddulos

e produto tensorial sobre moédulos.

Primeiramente apresentamos um pouco sobre a teoria de codlgebras. Uma codlgebra é a
nog¢do dual de édlgebra obtida invertendo as setas dos diagramas da defini¢do de dlgebra. Pode-
mos definir nogdes de subestruturas e estrutura quociente para coalgebras, bem como uma nogao
de morfismo entre codlgebras. O objetivo € dar os alicerces para a defini¢do de uma algebra de
Hopf. Terminamos o capitulo fazendo a construcdo da dlgebra dual de uma codlgebra dada,
a qual é sempre possivel. Por outro lado, dada uma algebra, para construirmos sua coalgebra

dual, s6 sera possivel se a dlgebra tiver dimensao finita.

No segundo capitulo, fazemos uma introdugdo a teoria de comodulos. Tal estrutura €, de
maneira similar ao caso da codlgebra, uma no¢do dual obtida da no¢do de moddulo, a qual
podemos definir via diagramas. A estrutura de comoddulo estd intimamente ligada a estrutura de
codlgebra, pois toda codlgebra pode ser vista como um comoédulo sobre si propria. Definimos
uma categoria cujos objetos sao modulos que possuem uma caracteristica especial, os chamados
C*-modulos racionais. Como grande resultado deste capitulo, mostramos que a categoria dos

C-comddulos a direita € isomorfa a categoria dos C*-mddulos a esquerda racionais, mediante



esse isomorfismo € possivel entender como as estruturas de médulos racionais e comddulos

relacionados.

Finalmente, o terceiro capitulo trata de dlgebras de Hopf. Inicialmente definimos a nogao
de bidlgebra, uma estrutura que é uma codlgebra, uma dlgebra e satisfaz uma determinada
condicdo. Uma classe especial de bidlgebras sdo as chamadas dlgebras de Hopf, que sdo
bidlgebras com um morfismo § chamado antipoda, que tem a propriedade de ser o elemento
inverso da funcdo identidade em relagdo ao chamado produto de convolugdo. Desenvolvemos
as nogoes estruturais bésicas, vemos alguns exemplos de dlgebras de Hopf e provamos algumas

propriedades relativas a antipoda.



1 Algebras e Codlgebras

O objetivo desse capitulo € definir a estrutura de uma codlgebra sobre um corpo k, apresen-
tar alguns exemplos de codlgebras e provar algumas propriedades. Para motivar a defini¢ao de
uma coalgebra, inicialmente definimos o que é uma algebra sobre um corpo k via diagramas.
Essa definicdo serd equivalente a defini¢ao tradicional como serda mostrado. Com essa definicao,
via diagramas, podemos inverter o sentido das setas dos diagramas e obter uma nog¢ao dual, que
chamamos codlgebra. Todos os produtos tensoriais sao sobre k a menos de meng¢do contréria,

.

1.1 Algebras

Definicao 1. Uma k-dlgebra é uma tripla (A,M,u), em que A é um k-espago vetorial, M :
A®A — Aeu:k— A sdo morfismos de k-espacos vetoriais tais que os seguintes diagramas

sdo comutativos.:

AARACM Ao A A®A

em que Iy é a identidade em A e

0: A — k®A y: A — ARk

a — 1;®a a — a®ly
sdo os isomorfismos canonicos.

A funcdo M é chamada multiplicacdo da dlgebra e u é chamada unidade. A comutatividade



do primeiro diagrama € exatamente a associatividade da multiplicacido da 4lgebra e podemos

€SCrever como

MoM®Iy)(a®b®c) = M(ab®c) = (ab)c
= a(bc)=M(a®@bc)=Mo(I4@M)(a®@b®c)

para quaisquer a,b,c € A. A comutatividade do segundo diagrama nos fornece

(Mo(u®lp)og)(a) = (Mo(u®ly))(lk®@a)=M(u(ly)®a)
= lga=a=ualy

= M(a®u(ly))= (Mo (Iy@u)oy)(a),Va € A.

Classicamente, uma algebra € definida como a seguir. No entanto, essa defini¢ao prévia via

diagramas nos possibilita visualizar algo a mais como serd observado posteriormente.

Definicao 2. Uma k-dlgebra unitdria A é um anel (A,+,.) com unidade que possui uma estru-
tura de k-espaco vetorial e é satisfeita uma relacdo de compatibilidade da estrutura de anel

com a estrutura de espago vetorial
Alara) = (Lay)a, = aj(Aay) , VA € keVay,a; € A.
Proposicao 1. As definicoes de k-dlgebra dadas acima sdo equivalentes.

Demonstracao: (=) Seja (A,M,u) uma k-dlgebra segundo a Defini¢do 1, ou seja, A é um k-
espaco vetorial, M : A®A — A e u: k — A sdo morfismos de k-espagos vetoriais que comutam

os diagramas da defini¢do. Consideremos o seguinte produto

AxXA — A
(a,b) — a-b=M(a®b)=ab.

A partir dessa operagdo, verificamos alguns axiomas de anel. Claramente, a associatividade

de - é dada pela comutatividade do primeiro diagrama.

A distributividade a esquerda é vdlida, pois dados a,b,c € A temos que a(b+c) = M(a®
(b+c)=Ma®b+a®c)=Ma@®b)+M(a®c) =ab+ac. A distributividade a direita é

analogamente provada.

O elemento u(1;) € a unidade. De fato, como o segundo diagrama comuta a = I4(a) =

Mo(u®ly)od(a) =MuIy)(lx®a) =M(u(l;) ®a) = u(1;)a e analogamente a = au(1y),
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ou seja, u(1y;) = 14.

Resta-nos verificar a relagao de compatibilidade. Dados r € k e a,b € A temos que

r(ab) = rM(a®@b)=M(r(a®b))
= M(ra®b)=(ra)b
= M(ar®b)=M(a®rb)
= a(rb)

usando a k-linearidade de M e propriedades do produto tensorial. Portanto vale r(ab) = (ra)b =

a(rb),Vr € ke Va,b € A.

(<) Seja agora A uma k-algebra segundo a Defini¢do 2, ou seja, A € um k-espago vetorial
com uma estrutura de anel (A,+,.) e unidade 14 que satisfaz a relagdo de compatibilidade
mencionada. Precisamos exibir M : A ®A — A e u : k — A morfismos de k-espagos vetoriais

que comutem os diagramas da primeira defini¢ao.

Definimos u : k — A como sendo u(r) = rly, Vr € k. E facil notarmos que u é k-linear
e u(ly) = 1;14 = 14. Notemos também que - : A X A — A é uma funcdo k-bilinear pois A €
um anel. Portanto, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um tnico homomor-
fismo de k-espagos vetoriais M : AR A — A tal que M(a®b) = ab , Ya,b € A. Para maiores

informacodes sobre produto tensorial veja ([4], p.208).

Nos resta verificar a comutatividade dos diagramas. Para o primeiro, dados a, b, c € A temos
MoM®I)(a®b®c)=MM(a®b)®Is(c)) =M(ab®c) = (ab)ce Mo ([ @M)(a®@b®
c)=M(l(a) @M (b®c)) = M(a®bc) = a(bc). Como A é um anel, (ab)c = a(bc) e assim,
Mo(M®Iy) =Mo([y®M).

Para o segundo diagrama, dado a € A temos Mo (u®@Iy)o¢(a) =Mu@I) (1l ®a) =
M(u(1y)®@Is(a)) =M(1p®a) = 14a = a e analogamente obtemos M o (Iy Qu)oy(a) =aly =

a. Portanto, o segundo diagrama também comuta e temos a equivaléncia demonstrada. ]
Exemplo 1. Todo corpo k € uma k-algebra .

Exemplo 2. (Algebra de grupo) Seja G um grupo escrito com a operagdo de multiplicago.

Entdo podemos escrever a dlgebra de grupo
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Dado um elemento x € A temos que x = Y, A,g em que A, = 0, a menos de uma quantidade
geG
finita de g € G. Nesse conjunto podemos definir as seguintes operagoes:

e Soma: ) regg+ Y Sg8= Y (rg+sq)8
geG geG geaG

e Produto: () re@)( Y sph)= ) tzemquet,= ) respez=gheG.
geG heG 2€eG g,heG

e Produto por escalar: dador €k, r Y rog= Y rreg.
geG geG

Com essas operacoes, A possui uma estrutura de k-algebra. Vale observarmos que a uni-

dade dessa dlgebra é o elemento 1;e em que e € G € o elemento neutro do grupo. De fato,

(X re8)(Ixe) = ¥ (rgli)g = ¥ reg. Analogamente, (I1xe)( ¥ r,8) = ¥ re8.
geG geG geG geG geG

Exemplo 3. (Algebra das séries de poténcias formais) Consideremos o conjunto k[[X]] ={ ¥ a,X":

neN
a, € k}. Podemos definir nesse conjunto as operagdes de
e Soma: ¥ a,X"+ Y b,X"= Y (a,+bp)X".
neN neN neN
e Produto por escalar: dado r € ktemos r Y, a,X" = Y. (ra,)X".
neN neN
E simples verificar que com a soma e o produto por escalar definidos acima, k[[X]] é um

k-espago vetorial. Consideremos a fungdo m : k[[X]] x k[[X]] — k[[X]] dada por

m(z apX", Z b,X") = Z( Z aibj)X"

neN neN neN i+j=n

E possivel verificar que m definida assim é k-bilinear. Logo, pela propriedade universal do

produto tensorial, existe um tnico morfismo de k-espacgos vetoriais:

M. K[X]]@k[X]] — K[[X]]
(Y aX"® Y b,X") = Y (Y abj)X"
neN neN neN i+j=n
Podemos definir também uma fung@o u : k — k[[X]] por u(1;) = Z 0n,0X" em que &, €

o delta de Kronecker e que por linearidade estende-se a k. Verlﬁquemos que os diagramas da
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defini¢do de dlgebra comutam. Notemos que

MoM L) (), anX"® Y b X"® Y c,X") = M(Y, () abj)X"® Y c,X")
neN neN neN neN i+j=n neN
= Z( Z aibjck)X
neN j+it+k=n

Mo (L @M)( Y, anX"® Y b X"® Y cuX") = M(Y aX"® ) ( Zn: bjck)X

neN neN neN neN neN j+k=n

= Z( Z aibjck)X”

neN j+i+k=n

Portanto, temos a igualdade desejada. Para o segundo diagrama, temos M o (u ®IK[[XH) o

¢( Yy aan) :M(Lt@IKHX”)(lk@ ) aan) = ( Z 5n0Xn® ) aan) Y a,X". Analo-
neN neN neN neN
gamente, M o (lyx @u)oy( ¥ aX")= ¥ anX” Logo k[[X]] é uma k-dlgebra.
neN neN

Exemplo 4. (Algebra oposta) Seja (A, M,u) uma algebra. Podemos definir uma nova 4lgebra
A°P que, como conjunto, é exatamente o conjunto A com a ressalva de que a multiplicacdo é
dada por M? = MoT:ARA —+Aemque T:ARA - AR®A ¢é a aplicacdo chamada rwist
dada por T(a ® b) = b ®a. Denotamos a tripla como A°? = (A,M°P u). A verificacdo da

comutatividade dos diagramas da definicao de dlgebra sdao imediatos. Sejam a,b,c € A. Entao
(M°Po(MPRI))(a®b®c)=M(ba®c)=c(ba)
(M°Po(IQMP))(a®b®c)=M"(a®cb) = (cb)a.

A igualdade vale, pois a algebra (A,M,u) é associativa. Logo, M°? o (M°P? & I) = M°P o

(I®M°P). O axioma da unidade é imediato. Portanto, A°” é uma dlgebra.

Definicao 3. Uma dlgebra (A,M,u) é dita comutativa se o seguinte diagrama comuta

ARA A®A

W

A.

A fungdo T é a aplicagdo twist dita acima. Em outras palavras, Va,b € A temos que M(a ®
b)=ab=ba=M(bRa).
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Sejam A e B duas k-algebras unitarias. Dizemos que f : A — B é um morfismo de 4lgebras
se f € um morfismo de anéis, de k-espacos vetoriais e f(14) = 1. Uma maneira equivalente de

definir morfismo de dlgebras e mais interessante para o nosso propdsito € dada a seguir.
Definicao 4. Sejam (A,Mp,un) e (B,Mp,up) dlgebras. Uma funcdo k-linear f : A — B é um
morfismo de dlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

AAllBoB A /

e N

A———B

B

O primeiro diagrama nos diz que f(ab) = f(a)f(b), VYa,b € A e o segundo diagrama que
f(14) = 1p.

Proposicao 2. Sejam (A,My,us) e (B,Mp,up) duas dlgebras. Sabemos que A @ B tem uma

estrutura de k-espaco vetorial. Assim, definindo funcoes
MA®B tARBRAXRB —-ARXBe UARB ARB —k

como sendo Mysp = (My @Mp) o (14 @ TR1Ip) e upep = (g @ug)o @', em que T é a aplicacdo

twiste ¢ : k@ k — k é o isomorfismo candnico, segue que A @ B é uma k-dlgebra.

Demonstracdo: Sejam a,c,x € Aeb,d,y € B. Entdo
(Magp o (Magp®1))(a®@b@c®@d®x®y) =M(ac®@bd®@x®y) = (ac)x® (bd)y
(Magpo (I ®@Mpgp))(a@bR@cRd@x®y) =M(a®b®cx®dy) = a(cx) @ b(dy).

Como A e B sdo dlgebras temos que (Mappo (Magp®1)) = (Magpo (I @ Magp)). Agora,
uaep(1) = (upa@up)o ¢~ (1) = (ua @up)(1®1) = ug(1) @up(1) = 14 ® 1. Portanto, A® B

€ uma k-algebra. |

1.2 Coalgebras

A importancia da defini¢do de uma k-4lgebra via diagramas estd em sua natureza categorica.
Agora, podemos dualizar a definicdo de uma k-algebra invertendo o sentido das flechas nos

diagramas e obter uma nova estrutura a qual chamamos uma k-codlgebra.
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Definicao 5. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,€), em que C é um k-espaco vetorial, A :

C—C®Ceée:C— ksdaomorfismos de k-espacos vetoriais tais que os diagramas abaixo sdo

comutativos
c—2 -cec C
I
A lewh — recC A Cok
C®CA®IC CRCRC Cac.

Em que /- € a identidade em C e as aplicacdes A e € sao chamadas de comultiplicagdao
e counidade da codlgebra C, respectivamente. Os isomorfismos candnicos ¢ e Y sdo dados
por (A ®c) =Ace Y(c®A) =cA, Yc € C e VA € k. A comutatividade do diagrama do
lado esquerdo é chamada axioma da coassociatividade, isto é, (A® Ic) oA = (Ic®A)oA.Jd a
comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da counidade e nos dd ¢ o (e R Ic) oA =

Ic = WO(IC®8)OA-

Notemos que em uma dlgebra, a multiplicacdo funciona como uma espécie de “contragdo”
interna entre seus elementos, enquanto que em uma codlgebra, a comultiplica¢ao funciona como
uma espécie de “explosao” de seus elementos que da essa no¢do abstrata dual. Ficando su-
bentendido o corpo k, escrevemos apenas C uma coalgebra, ao invés de k-codlgebra e A uma

algebra, ao invés de k-dlgebra. Vamos agora ver alguns exemplos de codlgebras.

Exemplo 5. Sejam S um conjunto nio-vazio e kS o k-espago vetorial com base S. Para definir
uma estrutura de codlgebra em kS, basta definirmos A e € nos elementos da base e estendermos
por linearidade. Assim, kS é uma codlgebra com comultiplicagio e counidade dadas por A(s) =

sseeg(s)=1,VseS.

Observacao 1. Decorre desse primeiro exemplo que em todo k-espaco vetorial V podemos
introduzir uma estrutura de coalgebra. Basta tomar S como sendo uma base de V ja que todo
espago vetorial possui base. Em particular, o corpo k é uma codlgebra, basta tomar S = {1;}.
Nesse caso, temos VA € k que A(1) = A ® 1, o isomorfismo candnico, e £(A) = A, a identidade

em k.

Exemplo 6. Seja C um k-espago vetorial com base {c,, : m € N}. Entdo C é uma coédlgebra com

m

comultiplicagdo A e counidade € dadas por A(cy,) = ¥ ¢i ® cm—i € €(cm) = O m, €m que Oo , €
i=0

o delta de Kronecker. Vamos mostrar que C € de fato uma coalgebra.
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Notemos que

m m
m) = Zci®cm_i = Zcm_i ® c;, para todo m € N.(x)
i=0 i=0

Também temos que

(A@I) OA(Cm) = (A®I)(§Oc,- ®Cm,i) = .goA(Ci) Repm_i = go( 'i()cj ®Ci,j) X Cm—i
i= = i=0 j=

(I®A)oA(cn) = (1®A)(_§Ocm_,-®c,~)= focm_i@m(ci) — Zocm ,@(z ci®ci).
1= 1= i J=0

Devido a (%), chegamos que (A®I)oA = (I ® A) o A. Mostremos a comutatividade do

segundo diagrama. Para m € N, temos

(9o(e@D)oA)(cn) = ¢<<e®l><éci®cmi>>=¢<ie<ci>®cmi>

m m
= Z g(ci)cm—i = Z 607icm—i =Cm-
i=0 i=0

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Logo, C € uma codlgebra. Esta codlgebra €

chamada codlgebra da poténcia dividida.

Exemplo 7. Sejam n > 1 inteiro e M¢(n, k) um k-espaco vetorial de dimensdo n®. Denotamos
por {eij}1<i,j<n uma base de M“(n,k) e definimos em M¢(n,k) uma comultiplicacdo A(e;;) =
): eip ®ep; e uma counidade €(e;;) = 0; j. Dessa maneira, M¢(n, k) é uma codlgebra, chamada

pi
codlgebra de matrizes. De fato, temos que

n
(I®A)oA)(e;) = (M) Ze,p®epj Zezp@A epj)
p_ :
n
Zeip®2€pq®eqj: Z Cip D epg D eqj-
p=1 q=1 1<p,g<n

Por outro lado,

n

(A®I)oA)e) = <A®1><ilel-p®ep, X ale) e

— Z elq®€qp®€p]: Z e,p®€pq®€q]
1<p,g<n 1<p,g<n
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Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que ¢ o (€ @) oA = Iye(n.x)- De fato,

n

(po(e@l)oA)(eij) = @((exI)( Zezp@epj Z (eip) ®ep;)
p=1 =1
n
= Z (eiplepj = Z&pem
p=1
= ¢€jj.

Analogamente mostra-se o outro lado. Assim, M“(n,K) é uma codlgebra.

Exemplo 8. Sejam G um grupo e kG como vimos no exemplo da dlgebra de grupo. Podemos
introduzir nesse conjunto uma estrutura de codlgebra, basta observarmos que {1;¢},cc ¢ uma
base para kG. Por abuso de notago, escrevemos {g}4ci para denotar tal base. Assim, podemos

definir

A kG — kGRKG €. kG — &k
g — gQg g — 1.

e estender por linearidade.

1.2.1 Notacao de Sweedler, subcoalgebras e coalgebras quociente

Nosso objetivo aqui, € apresentar uma notagao nova que ird facilitar os célculos futuros com
longas composi¢des que envolvam a comultiplicacdo. Essa notagdo € chamada de notacao de

Sweedler. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar ([1] , p.4-8).

Dada uma codlgebra (C, A, €), podemos definir recursivamente uma sequéncia de aplicagdes
(Ap)n>1 como segue:

[ ] Al =A

e A :C—>C®---®C(n+1vezes),emque A, = (A" oA, |, paratodo n > 2.

n
Quando aplicamos A em um elemento de C temos o elemento A(c) = Y. ¢;®¢}. Na notagdo
i=0

1=
de Sweedler, A aplicada em um elemento é escrita como A(c) = Y ¢ ® ¢, para qualquer ¢ € C.
A vantagem estd em suprimir os indices. Indutivamente, temos que A,(¢) =Y ¢1 ® -+ ® ¢yt 1,

Vn > 1.
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Pela defini¢do de A,, quanto maior o n, mais “carregada” torna-se a escrita de A, (c), qual-

quer que seja ¢ € C. Paran = 2, temos que
(I®A)oA)(c) =) c1®cr @,
(A@I)oA)(c) =Y c1,®c1,®cr.
Da comutatividade do primeiro diagrama temos

Ar(c) = chl ®cp, Ve = ch ®cp, D cy,.

Portanto, podemos escrever

Ar(c) = ch ®cr R 3.

Do fato de que o segundo diagrama da defini¢ao da coalgebra comuta, temos
c= Ze(cl)cz = che(cz).

Tendo em mente a notagdo de Sweedler, apresentamos mais um importante exemplo de

codlgebra.

Exemplo 9. (Codlgebra cooposta) Utilizando a algebra oposta vista no Exemplo 4] podemos
dar uma nogo dual de uma codlgebra cooposta. Seja (C, A, €) uma codlgebra, definimos C“”,
como sendo exatamente o conjunto C, mas com comultiplica¢do definida por ToA:C - C®C
em que T ¢ a aplicac@o twist ja comentada. Denotamos a tripla como (C,A“P ¢). Seja c € C.

Entao
(AP @1) o A“P)(c) = (ACO"@I)(ZQ@CO = 2622 X2, ®ep = ZC3 ®er®cr.

(@A) o8P (e) = @A) (Y er8er) = Y eawen,®er, = Y 3 @er@er.

A comutatividade do segundo diagrama ndo € dificil de ser verificada. Portanto, (C,A“? €) é

de fato uma codlgebra.

Se olharmos as defini¢cdes de comutatividade de uma élgebra (Defini¢do |3|) € morfismo de

dlgebra (Defini¢do ) podemos dar defini¢des duais para codlgebras.
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Definicao 6. Uma codlgebra (C,A,¢€) é dita cocomutativa se o diagrama

2N

CwC

T

é comutativo. Isto significa que, para todo ¢ € C, Ac ch ®cy = (ToA)( Zcz ®cq.

Definicao 7. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,€p) duas codlgebras. Uma fungdo k-linear f : C — D

é um morfismo de codlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

C ! D C ! D
Acl lAD A A

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita como
=Y flen@f(c)a=Y fle)®fler) = (f© f)(A(c)), Ve eC.

Essa igualdade nos diz em outras palavras que num morfismo de coalgebras podemos “tirar
o indice de dentro” ou “colocar o indice para dentro”, dependendo se a “explosdo” via A foi

feita antes ou depois de aplicar o morfismo em um elemento da coalgebra.

J4 a comutatividade do segundo diagrama pode ser reescrita como
(ep o f)(c) = ec(c).

Agora, estudamos um pouco subestruturas e estruturas quociente.

Definicao 8. Seja (C, A, €) uma codlgebra. Um k-subespago vetorial D C C é dito uma subcodl-
gebra de C se A(D) C D®D.

Definicao 9. Sejam (C,A, €) uma codlgebra e I um k-subespaco vetorial de C. Dizemos que I
i) é um coideal a esquerda (a direita) se A(I) C C® 1 (respectivamente, A(I) C1®C);

ii) é um coideal se A(I) CIRC+C®1Iee(l)={0}.

Exemplo 10. Vejamos um exemplo de um coideal /, que ndo € coideal a direita nem a es-

querda, basta considerar o anel de polindmios k[X| que é uma codlgebra com comultiplicagio e
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counidade dadas por

AX") =X®1+1®X)", &X")=0paran>1
Al)=1®1 e e(1)=1.

De fato, consideremos I = kX o subespaco gerado por X. Mostremos que / é um coideal. E
claroque A(X) =X®1+1®X € IQk[X]+k[X]|®1 e que €(X) = 0. Suponhamos, por absurdo,
que / seja coideal a esquerda, ou seja, A(X) € k[X]®1. Assim, temos A(X) =Y ¢; ® ;X , com
ci € k[X] e a;X € I. Notemos que,

X = (¢o(Iyxy®¢€)oA)(X)
= (Il @e) () ci® X))
= () cive(aX))
= Zci(Xié‘(X) = O,
o que é absurdo. Uma conta andloga mostra que / ndo € coideal a direita.
Embora seja bastante ttil o préximo lema, ndo apresentamos aqui sua demonstragdo. No
entanto, o leitor pode encontri-la em ([[1]], Lemma 1.4.8 , p.25).
Lema 1. Sejam f: V) — V; e g: Wy — W, morfismos de k-espagos vetoriais. Entdo Ker(f ®
g) = Ker(f) @ Wi +V @ Ker(g).
A préxima proposicdo mostra uma situagdo muito semelhante ao que ocorre com anéis,
grupos e modulos.

Proposicao 3. Seja f: C — D um morfismo de codlgebras. Entdo sdo vdlidas as afirmagoes.

i) Im(f) = f(C) é uma subcodlgebra de D.

ii) ker(f) é um coideal de C.

Demonstracd@o: 1) Como f é um morfismo de codlgebras o seguinte diagrama comuta

C / D
AC\L \LAD
CRC——D®D.

fof

Entio Ap(Im(f)) = Ap(f(C)) = (f & f) o Ac(C) C (f & £)(C&C) = Im(f) ©Im(f). Logo,
Im(f) € uma subcodlgebra de D.
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Agora, como f(ker(f)) =0temos (Apo f)(ker(f)) =00 queimplica ((f®f)oAc)(ker(f)) =
0. Portanto, Ac(ker(f)) C ker(f @ f) = ker(f) @ C+C & ker(f), pelo lema acima. Como f €

um morfismo de codlgebras, f comuta o diagrama

! D
k

Portanto, ec(ker(f)) = (epo f)(ker(f)) = 0. Assim ker(f) é um coideal de C. n

C

Mostramos agora uma proposicio que serd importante no nosso estudo sobre Algebras de
Hopf. Conseguimos, a partir de duas dlgebras dar uma estrutura de algebra para o produto

tensorial das mesmas. Isso serd possivel também para coalgebras.

Proposicao 4. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,€p) duas codlgebras. Entdo C® D é também uma

codlgebra.

Demonstracd@o: Sabemos que C ® D tem uma estrutura de k-espago vetorial. Definimos
fungdes

Acep :COD = CRDRCRD e gcgp: CROD — k
por Acgp = (Ic@T®1Ip)o(Ac®Ap) € ecop = P o (Ec ® €p), em que T € a aplicagdo rwist e
¢ k®k — k € o isomorfismo candnico. Vale observarmos que Acep € €cwp assim definidas
sdo morfismos de k-espagos vetoriais pois sdo composi¢oes de funcdes k-lineares. Verifiquemos

agora que os diagramas da definicdo de codlgebra comutam. Sejam ¢ € C e d € D. Entdo

(Acep ®@Icep) © (Acep)(c®d) = (Acep @lcap)() c1®dI®cr@dy)
= ()i ®(d)1®(c1)2®(d1)2®cr @)
= Y ®d®o0d®ceds

e ainda,

(Icwp @ Acop) © (Acep)(c®@d) = ((Icap ®Acep) (Y c1 @di ® 2 @da)
= (ch ®d®(c2)1®(d2)1®(c2)2® (da)2
= ch®d1®C2®d2®C3®d3
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Vale a comutatividade do primeiro diagrama. Agora,

(c@d) = (Y cigc(er) @ () diep(da))
- Z(Cl ®d1)8c<62)8D(d2)
= Y (c1®@di)ecan(c2@da).

Analogamente, pode-se mostrar que (¢ ®d) = Y €cap(c1 ®d))(co ®dy). Logo, C® D é

uma codalgebra. ]

Teorema 2. Sejam C uma codlgebra, I um coideal e p : C — C/I a proje¢do candnica de k-
espagos vetoriais. Entdo

i) Existe uma tnica estrutura em C/I (chamada de codlgebra quociente) tal que p é um mor-

Jismo de codlgebras.

ii) Se f : C — D é um morfismo de codlgebras com I C Ker(f), entdo existe um vinico morfismo

de codlgebras f: C/I — D tal que fop = f.

Demonstragdo: 1) Como I € um coideal temos que A(I) CI®C+C®Ie e(I) = {0}. Assim,
temos ((p®p)oA)(I) C(p@p)(I®C+C®I) =0, por causa da definicdo de p. Portanto,
I C Ker((p® p) oA) e dessa maneira, é possivel definir tinica A : C/I — C/I1®C/I por A(¢) =
(p® p) oA(c) para todo ¢ € C. Tal A é claramente um morfismo de k-espagos vetoriais, pois &

composta de func¢des k-lineares. Logo, o diagrama comuta

c—r ~cyI (1.1)
Al |5
Ce®C——=C/1aC/L.

Seja ¢ € C. Entdo p(c) =c¢ e A€) = (p@p)(Alc)) = (p@p)(Le1 ® ) = YT ® 6.
Notemos que

(A®DoA) (o) = AR (Y eiee) =) o, 0, @6 =) (iRGRT

(19R8)oB)(@) = (108)(Yerom) = Y aomom =Y aeaed.

Portanto, (A®I)oA = (I®A)oA o que corresponde & comutatividade do primeiro dia-

grama. Como &(I) = {0}, segue que I C Ker(€) e dai, podemos definir € : C/I — k tal que
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gop=g,istoé, €(p(c)) =€(c) = &(c) paratodo ¢ € C e tal € é k-linear. O diagrama comuta

N

Como £(¢) = €(c), Ve € C, segue que o diagrama

C

/I (1.2)

/i
PN
k®C/I i C/Iok
C/IRCI.

comuta, pois (Yo (Ic/ ®€))(A(c)) = Le1€(c2) = Lere(e2) =L p(er)e(cz) = L p(cie(er)) =
p(Xci&(c2)) = p(c) = . Analogamente, ¢ o (E@ ¢/ ) oA =1Icy.

Portanto, (C/I,A, &) é uma codlgebra. Segue, de imediato, dos diagramas comutativos (1. 1))
e (1.2) que p é um morfismo de codlgebras.

ii) Como I C Ker(f), isso equivale a dizermos que f(I) = 0. Novamente, existe um tnico
morfismo k-linear f : C/I — D tal que fo p = f. Dado ¢ € C, f(¢) = f(c). Dai,

(Apof)(@) =Ap(f(e)) =} flehi@flc)a=) flet)®f(c2) =) Fle)@f(e2) = (F® ) (A(e)).

Finalmente,

(epo f)(¢) = ep(f(c)) = &(c) = (c)
Portanto, f é um morfismo de codlgebras. ]

Corolario 1. (Teorema fundamental do isomorfismo para codlgebras) Seja f : C — D um mor-

fismo de codlgebras. Entdo existe um isomorfismo candnico de codlgebras entre C/Ker(f) e

Im(f).

Demonstracdo: Fazendo I = Ker(f) em ii) da proposigio acima e observando que f é injetiva,

segue o resultado, pois Im(f) = Im(f).
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1.2.2 A (co)algebra dual

Nessa secdo, construimos a dlgebra dual de uma codlgebra dada. No caso em que a dlgebra
possui dimensao finita, contruimos a codlgebra dual dessa dlgebra. Algumas propriedades e

construgdes que podem ser feitas com essa estrutura dual sdo desenvolvidas.
Dado um k-espago vetorial V, usamos a notagdo V* para representar o espaco Hom(V, k).

Para o préoximo lema, seguimos a referéncia ([1], Lemma 1.3.2 , p.16). Esse lema tem
participacdo importante exatamente na parte em que, a partir de uma algebra de dimensao finita,

a estrutura de codlgebra dual é apresentada.
Lema 2. Sejam k um corpo, M, N e V k-espacos vetoriais e as fungdes lineares ¢ : M* @V —
Hom(M,V), ¢’ : Hom(M,N*) = (M®@N)* e p : M* @ N* — (M @ N)* definidas por

O(f®@v)(m) = f(m)v, para f € M*,v € V,m € M;

¢'(g)(m®n) = g(m)(n), para g € Hom(M,N*),m € M,n € N;
p(fog)(men)= f(m)g(n), para f e M*,g e N meM,n€ N.
Entdo sdo vdlidas as afirmagoes.
(i) @ é injetiva. Se V for finito dimensional, entdo ¢ é um isomorfismo.
(ii) ¢' é um isomorfismo.

(iii) p é injetiva. Se N for finito dimensional, entdo p é um isomorfismo.

Usando indugdo e o item (ii1) do lema anterior enunciamos o resultado que segue.

Corolario 2. Sejam My, M, ...,M, k-espagos vetoriais, a fungdo 6 : Mi ® ... M;; — (M; ®
.®@My)* definido por 0(f1 @...® f)(m @ ...Qmy) = fi(my)...fn(m,) é injetiva. Além disso,

se todos os espacos M; , Vi € {1,...,n} forem finito dimensionais, entdo 6 é um isomorfismo.
Exigimos, no coroldrio, que todos os espacos tenham dimensao finita pois € importante no
processo de inducao.

Observacao 3. Dados dois espagos vetoriais X e Y, v: X — Y uma fung¢@o k-linear. Denotamos

por v¥ : Y* — X* a fungéo k-linear definida por v*(f) = fov paratoda f € Y*.

Com esses resultados e definicdes em posse, podemos agora dar um passo adiante. Dada

uma codlgebra (C, A, €) , vamos introduzir uma estrutura de dlgebra no k-espago vetorial C* =
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Hom(C,k). Para isso, é necessdrio definir fungdes k-lineares M : C* @ C* — C* e u: C* — k tais

que os diagramas da defini¢dao de dlgebra comutem.
Definimos
M:CoCc B cocyr S cteuk Bk St
istoé, M=A"opeu==¢co@emque o(a)(A) =ad , Vo,A € k. Claramente, M e u sdo

k-lineares.

Vejamos que u(1;) = &. De fato, u(1z)(c) = ("0 @) (1x))(c) = (€"(9(11)))(c) = (11)(e(c)) =
1xe(c) = €(c) , Ve € C. Logo, u(1;) = €, isto é, a unidade da dlgebra C* é exatamente &c = €.

Observacio 4. Denotamos M(f ® g) por f*g. Segue da definicao de M que (f xg)(c) =
((A%op)(f®@g))(c) =A"(p(f©g8))(c) =p(f®g)(Alc)) =L f(c1)g(c2) para f,g €C* eceC.
Da definicdo de u, segue que u(r)(c) = (€*(@(r)))(c) = @(r)(g(c)) = re(e).

Proposicao 5. (C*,M,u) é uma dlgebra.

Demonstracao: Precisamos verificar a comutatividade dos diagramas de dlgebra. Sejam f, g, h €

C* e ceC. Entao

(f*8)(c1)h(c2)

fery)g(ery)h(c2)
f(er)g(e2)h(e3)

f(er)g(ea )h(c,)
(c1)(g*

(

((fxg)xh)(c) =

fler)(g=h)(c2)
*(8xh))(c).

I
S MMM

Portanto, a associatividade vale. Mostremos que u(1;) é o elemento identidade na multiplicacdo

definida por M. Sejam f € C* e ¢ € C. Entao

(exf)(c) = Y &(c1)f(ca)

= fY eler)er)
= f(c).

Portanto, € x f = f e analogamente, f *x € = f. Logo, C* é uma algebra. ]

A algebra C* é chamada 4algebra dual da codlgebra C. A multiplicacdo definida em C* é
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chamada convolugdo. Vejamos alguns exemplos de dlgebras duais de codlgebras dadas.

Exemplo 11. Seja S um conjunto ndo vazio e kS a codlgebra definina no Exemplo [5} Entdo a

algebra dual € (kS)* = Hom(kS, k) com multiplicagdo dada por

(f%8)(s) = f(s)e(s) para f.g € (kS)" e s € S.

Exemplo 12. Seja H a codlgebra definida no Exemplo|6] Entdo a dlgebra H* tem multiplicagdo
definida por

n
(fx8)(cn) =Y flci)glciun)
i=0
para f,g € H*, n € N e unidade u : k — H* onde u(r)(c,) =réy, parar c ken e N.

Essa dlgebra H* é isomorfa a dlgebra das séries de poténcias formais k[[X]] vista no Exem-

plo[3|, o isomorfismo € dado por

o: H* — KX]]
fo- ngo Flea)X™.

De fato, ndo € dificil ver que o € k-linear. Lembrando da Definicao 4} precisamos verificar

que ¢ comuta os seguintes diagramas:

H o =KX okX]] = : K[IX]]
My l le[[>(11 MZN /k[;”
H* ————k[[X]] K

Assim,

Myxyo(o®o)(f®g) = Mk[[X]](Z‘bf(cn)Xn ® Y g(ca)X™)
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Portanto, M x) © (0 ®0) = (0 0oMg+), ou seja, o primeiro diagrama comuta. Verifiquemos

a unidade

G(u[-]*(l)) = ZZ)MH*(I)(Cn)Xn = Z 60,an = 1kHXH
n= n=0

Nesse momento podemos nos fazer uma pergunta dual: dada uma algebra (A, M, u) conse-

guimos definir em A* = Hom(A, k) uma estrutura de codlgebra? A resposta é, nem sempre.

Notemos que, para definir a estrutura de dlgebra dual de uma codlgebra C, foi impor-
tante utilizar p : C* ® C* — (C® C)* para definir a multiplicagdo. Agora, queremos definir
a comultiplicacdo e, para isso, necessitamos que P seja um isomorfismo. Exigindo que A seja

de dimensao finita, p € um isomorfismo pelo Lema

Sabemos que a fungéo T : k* — k definida por T (&) = a(1) Vo € k* é um isomorfismo. Seja

entio uma dlgebra (A, M, u) finito dimensional. Podemos definir A= p~loM* : A* — A* @ A*
eg=Tou":A" = ktal que &(f) = (Touw")(f) =T (u (f)) =u(f)(1) = f(u(1)) = f(14).
Lema 3. Seja f € A* tal que A(f) =Yg ®@h; para i € N e gi,h; € A*. Entdo f(ab) =
Y. gi(a)hi(b) Va,b € A. Além disso, se f(alb) = Zg;(a)hl](b) para g/j,hlj €A™ entdo }.gi ® h; =
ig; ®h/j, isto é, Y. gi @ h; é univocamente determlj'nadapela condi¢cdo f(ab) = Zgi(a)flli(b),Va, be
J i

A.

Demonstragdo: Notemos que }_g;(a)hi(b) = p(A(f))(a®b) , mas pela definicao de A = plo
M, temos que ¥.gi(a)hi(b) = M*(f)(a®b) = F(M(a® b)) = f(ab).

Agora, se existir uma outra familia finita de fun¢des g/j, h/j €A*talque f(ab) =Y g/j (a)h/j (b),
J

entao

p(Zgi ®hi)(a®b) = Zgi(a)hi(b)

i

= [(ab)

Como p € injetiva, veja Lema temos que ) g ® h; = Zg/j ® hlj ]
i J
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Proposicao 6. Seja (A,M,u) uma dlgebra de dimensao finita. Entdo (A*,A, €) é uma codlgebra.

Demonstragdo: Seja f € A* com A(f) =Y g; ®h;. Denotamos A(g;) = Zg; i ®g;~/j e A(h;) =
l. j b b

):h;- i® h;’ ;- Verificamos a comutatividade dos diagramas da defini¢do de uma codlgebra.

j ) 9,

(A@D)oA)(f) = (AS)(L8i®h) =Y g ;@8 ,;h
l iJ

(@A) oA)(f)=(DA)(Y 8iDh) Zgl®hl,®hu
l Lj

Utilizando a fungdo 6 : A* R A* QA* — (AQRARA)* definida por 0(uRvRw)(a®b®c) =
u(a)v(b)w(c) para u,v,w € A* e a,b,c € A, segue que 0 ¢ injetiva pelo Coroldrio 2. Notemos

que,
Zg,]®gl,®h)(a®b®c> = Zg,] a)g; ;(b)hi(c)
i,j
= Zgi (ab)h
= f((ab)c)
= f(abc).

Também,

O  gi®h@h)awboc) = Y gila)h (b)h(c)
i,J

= ) si(@)hi(bc)

= flalbo))

= f(abc).

Como a fungdo 0 € injetiva, temos que
2 8, ®8i@hi=) gi®h;@h
i,j i,j

e isso nos da que

(A2 1) oA)(f) = (I BA) o A)(f),Vf € A",

Logo, A é coassociativa.
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Agora, vejamos que

($o(e®@ ) oA(f))(@) = (Y e(g)hi)(a)

Portanto, } €(g:)h; = f e analogamente, } €(/;)g; = f. Assim (A*,A, €) € uma codlgebra.

Vamos mostrar agora que essas constru¢des duais que fizemos permanecem bem com res-

peito a morfismos.
Proposicao 7. Sejam C e D codlgebras e A e B dlgebras de dimensdo finita.
i) Se f:C — D é um morfismo de codlgebras entdo f* : D* — C* é um morfismo de dlgebras.

ii) Se g : A — B é um morfismo de dlgebras entdo g* : B* — A* é um morfismo de codlgebras.

Demonstracdo:

i) Sejam d*,e* € D* e ¢ € C. Entdo

(f(d*xe))(c) = (d"xe")(f(c))

= Y d'(f(e))e (f(c)2)

= Y d*(f(c1)e* (f(c2))

= Y (F@))(en)(f(€))(e)
= (1 d) £ (e)(0).

Portanto, temos f*(d* xe*) = f*(d*) % f*(e*). A unidade da dlgebra D* é &p, dai f*(ep) =
epo f = gc pois f € morfismo de codlgebras.
i1) Precisamos verificar que os seguintes diagramas comutam

o] N B*\—/
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Seja b* € B*. Lembrando do que foi mostrado no Lema [3] podemos escrever (Ap« o
g)(b*) = Ap(b*og) = Zg, ® h; e Ap+(b*) = Zp] ®g;j. Usamremos a funcdo p definida no

Lema2lcomM =N =A, que € injetiva. Sejam a b € A. Entao
p((Aa0g™)(b"))(a®D) Zgl = (b"og)(ab) = b (g(ab))

e ainda,

p((g"®g")oAp (b)) (a®b) = p(} pjog®qjog)(a®b)
J

= Y.(pjog)(a)(gjo8) (D)

= ) ri(8(a))q;(s(b))

= b'(g(a)g(b))
= b'(g(ab)).

Pela injetividade de p temos que (Ag- 0 g*)(b*) = (g* ® g*) o Ap+(b*). Portanto, o primeiro
diagrama comuta. Finalmente, (€4 0 g*)(b*) = €4+(b*0g) = (b*0g)(1) =b*(g(1)) =b*(1) =

ep+(b*), ou seja, o segundo diagrama comuta. Logo, g* € um morfismo de codlgebras. ]
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2 Comdodulos

Da mesma forma que definimos dlgebras via diagramas para obtermos a nocao dual de
codlgebra, é possivel darmos uma defini¢do via diagramas de um A-mddulo para obtermos a
nog¢do dual de um C-comédulo, em que (A, M,u) é uma élgebra e (C,A, €) é uma codlgebra. A
defini¢do de modulo sobre uma dlgebra unitdria € uma exigéncia necessdria € um pouco maior
do que pedir que A seja apenas um anel. Temos a definicao “tradicional” de um A-mddulo,

apresentada abaixo:

Definicao 10. Seja (A,m,u) uma dlgebra. Dizemos que um conjunto M # O é um A-médulo a
esquerda se M é um k-espaco vetorial e estd definida uma multiplicacdo externa que a cada
par (a,m) € A x M associa um elemento om € M, de forma que, para quaisquer 0,0 € A e
my,my € M, valem as seguintes propriedades:

i) ay(opmy) = (o 0)my;
ii) o (m1 +m2) = oqmy + any;
iii) (061 + Otz)ml = Qymy + opmy;

iV) lAm1 = m.

De maneira anédloga definimos a no¢do de um A-mddulo a direita. Vamos agora apresentar

uma nova defini¢do via diagramas e provar que é equivalente a definicdo acima.

Definicao 11. Seja (A,m,u) uma dlgebra. Um A-médulo a esquerda é um par (M, 1) em que
M é um k-espago vetorial e A : AQM — M é um morfismo de k-espagos vetorias tais que 0s

diagramas

LA
AQAOM 2L Ao M AQM

A M
et g Y

ARM P M k@M

comutam, em que ¢ : M — k@ M é o isomorfismo candnico.
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A comutatividade do primeiro diagrama nos diz que o (apx) = (a1 @ )x, para quaisquer

o1, 00 €Aex e M. Jaacomutatividade do segundo diagrama nos diz que 14x = x, Vx € M.

Observacao S. De maneira andloga, podemos definir um A-mddulo a direita sobre uma algebra

A, sendo o morfismo da forma A : M Q@A — M.

Afirmacao 1. As Definicoes |10\ el 1|dadas acima sdo equivalentes.

Demonstracdo:  Suponhamos M nas condi¢des da Defini¢do Precisamos definir uma

multiplica¢@o por escalar que satisfaga as propriedades da Defini¢ao[I0] Definimos

AxM — M

(a,m) — o-m=A(a®@m)=am.

As propriedades 1) e iv) seguem imediatamente da comutatividade do primeiro e segundo

diagramas da Defini¢ao [[ 1] respectivamente. Sejam o1, 0 € A e my,my € M. Entdo
ii)

o (my+mp) = Aoy @ (my+my))
= Aoy @m+oy @my))
= Aoy @my)+A(0 @my)

= oqgm+oym.
111)

(061 —f—OCz)ml = A((ocl —|—062)®m1)
= A(ay@m+op@my)
= AMar@my)+A(op@my)

= oqgmy+ oprm;.

Logo, M ¢ um A-médulo a esquerda segundo a Definig¢do [[0] Agora mostremos que a
Defini¢do 10| implica a Definicao Suponhamos M nas condi¢des da Definicao Assim,
existe uma fungdo

A AxM — M
(ae,m) — om

tal que satisfaz todas as propriedades da Defini¢ao Essa fung¢do A’ € claramente k-bilinear.
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Pela propriedade universal do produto tensorial existe um tnico morfismo de k-espagos vetoriais
A:A®M — M tal que A(a ®@m) = aum para o € A e m € M. Verifiquemos a comutatividade
dos diagramas da Defini¢ao[T1] Notemos que,

(Ao(u@ly)od)(x)=(Ao(u®ly))(1®x) =A(u(l)®x)=Ilxx=x,VxeM
e assim, o segundo diagrama comuta. Para o primeiro, sejam a;,a, € A e m € M. Entdo

(Ao(Iy®A)) (a1 ®ay @m) = A(a; ® aym) = ay(aym)

(Ao(m®1Iy)) (a1 ®a, @m) = A(aja, @m) = (ajar)m

e, por hipétese, aj(aym) = (ajaz)m. Logo, Ao ([4 @A) = Ao (m®Iy). Portanto, M é um

A-médulo a esquerda segundo a Defini¢ao 11} ]

Com essa defini¢ao de A-mddulo via diagramas, podemos dualiza-la para obtermos a no¢ao

de um C-comédulo, em que (C, A, €) é uma codlgebra.

Definicao 12. Um C-comddulo a direita é um par (M,p), em que M é um k-espago vetorial,

p M — M®C é um morfismo de k-espagos vetoriais tal que os seguintes diagramas comutam

M—L mec MoC—M% Mok
pl’ \LIM@)A \ /

emque ¢ : Mk — M é o isomorfismo canonico.

De maneira similar, podemos definir um C-comddulo a esquerda. Podemos introduzir a
notagdo de Sweedler para comodulos também. Seja M um C-comddulo a direita, com a estrutura

dadapor p : M — M ®C. Entao Vm € M temos que

=) m)@m)

em que os elementos m’(o)s €M e os mzl)s € C. Se M é um C-comddulo a esquerda com a

estrutura dada por p : M — C ® M, denotamos
=L mn®m

A comutatividade dos diagramas da definicdo de um comddulo a direita pode ser escrita,
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com notacao de Sweedler, assim

Exemplo 13. Toda codlgebra C é um C-comddulo a direita e a esquerda. A funcdo que lhe d4 a

estrutura de C-comddulo (a direita e a esquerda) € a comultiplicacdo A: C — C X C.

Exemplo 14. Se C é uma codlgebra e X é um k-espaco vetorial, entdo X ® C € um C-comddulo
a direita com a estrutura dada pela funcdo p : X ®C - X ®C®C em que p = Iy ® A, ou seja,
px®c) =Y x®c| ®cy, para quaisquerx e X e c € C.

Verifiquemos que os seguintes diagramas comutam

Ix®A

X®c X®C®C X®C
X
fos ec®A o X©Cok
Ix@AR, /
X@CeC—""CX0CeCaC Tracoe
X®2CoC.

Para o primeiro diagrama, sejam x € X e ¢ € C. Entao

(Ix®A®Ic)o(Ix ®A))(x®c) = (Ix®ARIC)(x@A(c))
= (Ix®ARI)(x@ (Y c1®c2))
= Y x®A(c1)®c2
= ) x®c, ®c,®c
= Y x®c®a®c e

(Ixec®A)o(Ix ®A))(x®c) = (Ixac®A)(x®A(c))
= (Ixec®A)(x® () c1®c2))
= Z(IX®C®A)<X®C1®C2)
= Y x®ci ®A(e2)
= Y x®c1®c, ®cy,
= ZX®C1®CQ®C3.
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Para o segundo diagrama,

(9o (Ixac®e)o(Ix®A)(x®c) = (9po(lxac®E))(x® (Y c1®c2))
= (9o(kec®e)(Yrc®e)
= ¢ (Y (Ixec®e)(x@c1®c))
= ¢ (Yxwci®e(w))
= Zx@cle(cz)
= x®2c18(02)

= x®c.
Definimos agora a no¢do de morfismo para comddulos, isso € importante para termos uma
visdo mais categorica dessa estrutura.

Definicao 13. i) Sejam A uma dlgebra e (X,Ax),(Y,Ay) dois A-mddulos a esquerda. Uma

fungdo k-linear f : X —Y é dita um morfismo de A-mddulos se o seguinte diagrama comuta

L&f

ARX —>ARY
axl lzy
X 7 Y.

A comutatividade do diagrama acima nos diz que

flax) = af(x).

ii) Sejam C uma codlgebra e (M,ppy), (N,pn) dois C-comddulos a direita. Uma fungdo

k-linear g : M — N € dita um morfismo de C-comddulos se o seguinte diagrama comuta

M——N
PM\L lPN

A comutatividade desse ultimo diagrama nos diz que

Y g(m) ) @g(m) 1y =Y g(m)) @my.



35

Podemos falar agora na categoria dos comddulos a direita sobre uma coalgebra C, cujos
objetos sdo todos os C-comoddulos a direita e os morfismos entre dois objetos quaisquer dessa
categoria sdo morfismos de C-comédulos a direita. Denotamos tal categoria por .#Z€. De

maneira andloga, é definida a categoria dos C-comddulos a esquerda como €. .

Definicao 14. Seja (M, p) um C-comddulo a direita. Um k-subespago vetorial N de M é cha-
mado um C-subcomdédulo a direita se p(N) C N ® C.

Observemos que N sendo um C-subcomddulo a direita de M, N é um C-comddulo a direita,

cuja estrutura € a restricio de p a V.

Sejam (M, p) um C-comddulo a direita e N um C-subcomédulo de M. Sejam M /N o k-
espaco vetorial quociente e @ : M — M /N, a projecao candnica dada por 7(m) = m, para todo

meM.

Teorema 6. Sejam (M, p) um C-comddulo a direita e N um C-subcomddulo de M. Entdo existe
uma tinica estrutura de C-comédulo a direita em M /N tal que ©: M — M /N é um morfismo de

comodulos.

Demonstragdo: Temos que (T ®Ic)op)(N) C (tRIc)(N®C) C t(N)®C =0, pois N =
ker(m). Logo, N C Ker((m®Ic)op). Portanto, existe um tinico morfismo p de k-espagos

vetoriais tal que o diagrama abaixo

M z M/N
p 5
Meoc—" _(m/NyecC

é comutativo, isto é, p o = (T ® I¢) o p. Entdo, para qualquer m € M,

p(m) = (pom)(m)=((x®lc)op)(m)=(xR1c)() me @m))
= ). ) @mqy = Y g @ my).

Mostremos que (M/N,p) é um C-comddulo a direita, ou seja, temos que mostrar que
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(Iy/Nn®A)op = (p®RIc)op. De fato, sejaim € M/N. Entdo

(Iyyn©A) 0P)(m) = (Iyn @AY Mgy @my)
= Y g @mg), @m),
= ) 7 @m) @my)

e
(pPelc)op)(m) = (pIc)(Y.mo) ®m))
= ) p(mg)) @m)
= Lm0 ® (me)) ) @mqy
= LMo ®my)©me).
Logo, (lyy/y®A)op = (p®Ic)op. A comutatividade do segundo diagrama € vélida pois
(po(lyn@e)op)(m) = (¢o(lyn®@ 8))(ZW® m))
= LmgE(mq)
= YmoElmm)
= YmogE(ma) =m
Do fato do diagrama do inicio da demonstrag@o ser comutativo concluimos que 7 : M —
M /N é um morfismo de comddulos. |

O coméddulo M /N com a estrutura definida acima é chamado comddulo quociente de M

com respeito ao subcomddulo N.

Proposicao 8. Sejam M e N dois C-comdédulos a direita e f: M — N um morfismo de comédulos.
Entdo Im(f) é um C-subcomddulo de N e Ker(f) é um C-subcomddulo de M.

Demonstracdo: Sejam py: M — M @Ce py: N — N®C as aplicacdes de estrutura dos dois
C-comddulos. Como f é um morfismo de comédulos, temos que ((f ® I¢c) o pyr) (Ker(f)) =
pn(f(Ker(f))) = 0. Dessa maneira, py(Ker(f)) C Ker(f @ Ic) = Ker(f) ®C, a tltima igual-
dade decorre do Lemal[l} Assim, Ker(f) é um subcomédulo de M.

Por outro lado, py (Im(f)) = pn(f(M)) = (px © f)(M) = ((f ©1c) o pm) (M) S Im(f) @ C

e portanto, Im(f) é um subcomédulo de N. |

Teorema 7. (Teorema fundamental do isomorfismo para comddulos) Sejam f: M — N um



37

morfismo de C-comddulos a direita, ©: M — M/Ker(f) e i : Im(f) — N, a projecdo e a
inclusdo candnicas, respectivamente. Entdo existe um tnico isomorfismo de C-comodulos

f:M/Ker(f) — Im(f) tal que o diagrama abaixo comuta

M ! N

M /Kerf Imf.

Demonstracdo: Pelo teorema do isomorfismo de espagos vetoriais, existe um unico 1Somor-
fismo f : M/Ker(f) — Im(f) de k-espagos vetoriais tal que f(m) = (io fox)(m) = f(m) ,

Vm € M. Resta mostrarmos que f é um morfismo de comédulos.

Sejam w : M /Ker(f) — (M/Ker(f))®Ce 0 :Im(f) — Im(f) ®C as aplicacdes de estru-

tura dos respectivos comédulos. Temos que

(felc)ow)(m) = (felc)() mg @my))

ou seja, o diagrama abaixo comuta

M/Ker(f) ! Im(f)
0] 0
(M/Ker(£)) ©C —I2 — mm(f)eC

e 1sso nos diz que f € um morfismo de C-comoddulos a direita. ]
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2.1 Modulos racionais

Todas as construgdes nessa se¢ao t€m por objetivo demonstrar um isomorfismo entre cate-

gorias, a saber as categorias .#“ e Rat (.. ), essa tltima serd definida mais adiante no texto.

Sejam C uma codlgebra e C* sua dlgebra dual. Consideremos M um k-espaco vetorial e

®: M — M ® C k-linear, dada por @(m) = Y m; ® ¢;, para todo m € M. Definimos
f

Vp: C"OM — M

cr@m = Y.c*(ci)m

1

em que Yy = Qo (0 ®@1Iy)o (Iex ®7T) o (Ie» ® @), em que T é a aplicagdo twist (ja vista no
Capitulo 1),

o: C*®C — &k o: koM — M
e
c*®c — () oRm +— om.

Proposicao 9. (M, ®) é um C-comddulo a direita se, e somente se, (M, W) é um C*-mddulo a

esquerda.

Demonstragdo: (=) Escrevemos, para todo m € M, ®(m) = Y m; @ ¢; = Y. m() @ m(y). De-
i
notamos, para todo ¢* € C*, ¢* -m = Yy (c* @m) = Y. c*(my))mg). Mostremos que Y, € uma

acdo. Primeiro, observemos que
lc* m=&-m= ZS(WZ(I))WZ(O) =m
e, para quaisquer ¢*,d* € C* em € M,

- (d*-m)

Il
)
*
N
S
*
—
S
S
G

em que a igualdade (x) segue do fato de que (M, w) é C-comddulo a direita. Logo, (M, W) é

um C*-moédulo a esquerda.
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(«=) Temos que (M, Yy) € um C*-mddulo a esquerda e denotamos @(m) = Y. m o) @ my),
Vm € M e yy(c* @m) = Y.c*(my))m(g) = c¢* -m. Temos que verificar que os seguintes diagra-

mas comutam

M—2 —MecC MoC—M2 Mok
wl J/IM®A X %

Para o segundo diagrama, notemos que m = lc--m = ¢€-m =Y &(my))m(g) = (¢ o (Iy ®
€)ow)(m), Ym € M. Sabemos, por hipdtese, que (¢* *d*)-m = c*-(d*-m), Vc*,d* € C* e
Vm € M. Assim,

@ m) = Y () oy, Iy
= Y ¢ (mq, )d" (mgy)m),
= Oy d)(01)ow(m))

emque ®: M ®k®@k — M é o isomorfismo candnico dado por P(m@ a®@A) =m(aid). Além

disso,

(c**d")-m = Z(c**d*(m(l)))m(o)
= X my, )" (mqay, )m)
= Py Rd*)((IRA)owm(m)).

Logo, ®(Iy @ c* @d*)((0®@Ic)ow(m)) = P(Iy @ c* @d*)((Iy ®A) o w(m)). Escrevemos
y=(0®Ic)ow(m)— (Iyy ®A) o w(m). Sabemos que C possui base e chamamos uma delas de

{e;}ics;.- Em vista disso, podemos escrever y = Ym; Qe ®ej € MQCRC. Para quaisquer i, jo

*
Jo

que, P(Iy ®c*®@d*)(y) =0, Vc*,d* € C*. Em particular, 0 = ®(Iy ®e; @7 )(y) = mj,, j, 0 que
implica que y = 0. Logo, (0 ®1I¢) o w(m) = (Iy ® A) o @(m), Vm € M e assim, (0 ®@Ic) o 0 =
(IM ®A) om. [ ]

fixados, podemos considerar e e ¢ em C” tais que e} (e;) = &y, € €7 (e1) = 6j,;. Notemos

Sejam M um C*-mddulo a esquerda e ¥, : C* ® M — M a aplicacdo que fornece sua estru-

tura de médulo. O conjunto Hom(C*, M) é o k-espago vetorial das transformagdes k-lineares de
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C* em M. Definimos
pm: M — Hom(C*,M)

m — py(m)(c*)=c"-m.

Sejam j:C — C* e fi : MR C*™ — Hom(C*,M) definidas por j(c)(c*) = c*(c¢) e fu(m®

) (c*) = ¢ (c*)m, respectivamente. Mostremos que j e fj sdo injetoras.

Fato 1: j € injetora. De fato, seja ¢ € Ker(j). Entdo j(c) = 0. Assim, 0 = j(c)(c*) = ¢*(c)

para qualquer ¢* € C* e isso implica que ¢ = 0.

Fato 2: fy € injetora. De fato, seja Y.m; ® ¢;* € Ker(fy) em que os m.s sdo linearmente
i
independentes (esse fato segue de [1], p.16). Entéo 0 = fi (Lm; @ c;*)(c*) = L ¢;*(c*)m; para

1 1
qualquer ¢* € C*, o que implica, ¢;*(c*) =0, Vc* € C*, ou seja, c;* =0edai Y m; @ c;* = 0.
i
Segue disso, que a fun¢do
Uy - MC— Homk(C*,M)

definida por wy = fyro (Iy ® j) € injetora. Da defini¢do, temos

Juo(lu®j)(m®c))(c’)
Ju(m® j(c)))(c)

up(m@c)(c’) = (
(

para quaisquer c € C, c* € C* em € M.

Definicao 15. Um C*-mddulo a esquerda M é dito racional se pyy(M) C tpy(M @ C).

Vejamos algumas observacdes que seguem imediatamente dessa defini¢ao.

Observacao 8. M é um C*-médulo a esquerda racional se, e somente se, ¢*-m =Y c*(c;)m;,

1
para familias finitas (¢;)ie; C C e (m;)ic; € M (I é um conjunto finito), Ym € M e Vc¢* € C*.

De fato, pu(m) € upy(M ®C) se, e somente se, py(m) = Uy (Y m; ®c;) para familias
finitas (c;)ier € C e (m;)ic; C M se, e somente se, pyr(m)(c*) = c* nf;i (X mi®ci)(c*) =
Y ¢*(ci)m;, Vc* € C*. <
i€l
Observaciao 9. Seja M um C*-modulo a esquerda racional. Se, para m € M, existem dois pares

de familias finitas (c;)ic; C C e (m;)ie; € M, (c;.)jej CCe (m/j)jej C M entio Y m; ®c; =
il
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Y m',®c;, pois Wy € injetora.
je

Exemplo 15. Seja C uma codlgebra. Entdo C é um C*-mdédulo a esquerda e a direita racional

cujas agdes sdo dadas por ¢*-c =Y. c*(¢c2)cy e c-c* =Y c*(c1)ca.

Exemplo 16. Se C é uma codlgebra de dimensao finita, entdo o C*-mddulo a esquerda C* é
racional. De fato, nesse caso temos que j: C — C** e fe+ : C* ® C*™ — Hom(C*,C*) sdo
1somorfismos de k-espacos vetoriais, para o isomorfismo j, veja ([1], Proposition 1.3.14, p.22)
e para fc+ notemos que € um caso particular do Lema [2| item (1), a menos de twist. Segue
da defini¢do de pc+ que Ue+(C* ® C) = Hom(C*,C*), pois nesse caso U+ ¢ um isomorfismo.

Portanto, pc« (C*) C uc+(C*®C), ou seja, C* € um C*-mddulo a esquerda racional.

Denotamos por Rat (+.#) a categoria dos C*-médulos a esquerda racionais. Falamos sobre
categorias e ndo colocamos a defini¢do propriamente dita de uma categoria. Isso se deve ao fato
de que as categorias trabalhadas aqui sdo as categorias .Z ¢ cujos objetos e morfismos ja foram
ditos anteriormente e a categoria Rat (.. ), categoria dos C*-mddulos a esquerda racionais,
cujos objetos sdo todos os C*-mddulos a esquerda racionais e os morfismos entre dois objetos

quaisquer dessa categoria sdo morfismos de C*-mdédulos a esquerda.

O leitor interessado pode consultar sobre o tema num contexto mais geral em ([4], p.52-
53) e ([]], p.361-362). Entretanto, para o préximo teorema, € conveniente citarmos a seguinte

defini¢do, que diz respeito a duas categorias serem isomorfas.

Definicao 16. Duas categorias € e & sdo ditas isomorfas se existem funtores F : € — 9 e
G:9 — € tais que ly = GoF e ly = F oG, em que ly e 1y sdo os funtores identidade nas
respectivas categorias, isto é, Iy : € — € € tal que I4(C) = C, para qualquer objeto C em €

e, para qualquer morfismo f: C — C' em €, Iy (f) = f e da mesma forma tem-se I .

Teorema 10. As categorias 4 e Rat(.+.#') sdo isomorfas.

Demonstragdo: Seja (M,®) um C-comédulo a direita. Mostremos que (M, ) é um C*-
modulo a esquerda racional. Pela Proposi¢ao @ e, com sua notagdo, (M, yy) é um C*-modulo
a esquerda. Como ¢* -m = Yy(c* @m) = Y.c*(m(;))m ) segue, da Observagdo 8 que M é um

C*-modulo a esquerda racional.

Sejam M, N dois C-comddulos e f: M — N um morfismo de C- comdédulos. Provemos que
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f € um morfismo de C*-mddulos a esquerda racionais. De fato,

flet-m) = fLe" may)m) =Y. ¢ (mn)f (mo))
= Y . (f(m)qy) f(m) gy =c"- f(m).

Assim, podemos definir o funtor 7 : .#¢ — Rat (.4 ) talque T(M,®) = (M, yy) e T(f) =

f, para todo morfismo de C-comdédulos f.
Seja (M, y) um C*-médulo a esquerda racional. Como py : M @ C — Hom(C*,M) é in-

jetora, segue que, Uy : M @ C — Uy (M ® C) é um isomorfismo de k-espagos vetoriais. Temos

que y(c*@m) = c*-m= py(m)(c*), Vc* € C* e podemos definir

Oy: M - M®C

m v @y(m) = (pu(m)).

Portanto, @y (m) = Ty~ (pm(m)) = /.L_M_l(/.LM(Zmi ®c;i)) =Lmi@ci, Vm € M, em que
1 1
(ci)ie1 € Ce (mj)ie; € M sdo familias finitas tais que ¢*-m =Y. c¢*(¢;)m;.
i
Queremos ver que (M, ®y) € um C-comédulo a direita e para isso mostremos que Ye,, = ¥,

pois se assim o fizermos, teremos pela Proposi¢ao E] que (M, my) é um C-comédulo a direita se,

e somente se, (M, Y, ) € um C*-mddulo a esquerda. Temos que
oy(m) =Y m@ci=Tw ' (pm(m)) = (Y mi @ ci) = py(m) = } M (mi ® i) = ppr(m)

e claramente segue que Y iy (m; @ ¢;) = pyr(m).
i

Portanto, py(m)(c*) = ¥ tm (m; @c;) (c*) = L.c*(ci)mi = y(c* ®@m). Por outro lado, Ye,, (¢* ®
m) = Y.c*(ci)m; = y(c* @m) e isso implica que Yy, = Y. Logo, (M, ®y) € um C-combdulo a
direita.

Sejam (M, yy) e (N, yy) C*-mddulos a esquerda racionais e f : M — N um morfismo de

C*-modulos a esquerda. Mostremos que f é um morfismo de C-comddulos a direita com as

estruturas (M, @y,,) e (N, @y, ). Precisamos mostrar que o seguinte diagrama comuta

M / N
w‘l’Ml in’N
MKC——NKC.

f®lc
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Sejam € M. Entdo @y,,(m) =Y m;®c;e
i

v ((f®1Ic) o oy, (m))(c*) = un (Y f(mi) @ ci)(c”)

v ((@yy o f)(m)(c) = uv((Fv~" o pw) o f)(m))(c")

Como py ¢ injetiva segue que (f @ Ic) o Wy, (m) = (@yy o f)(m), Ym € M e isso nos diz
que (f ®1Ic) 0 Wy,, = Oy, 0 f.

Definimos agora, S : Rat (.« ) — € tal que S(M,y) = (M, wy) e S(f) = f, para toda f

um morfismo de C*-mddulos a esquerda. Temos que

(ToS)M,y) = T(S(M,y)) =T(M,0y)
= (M7thy) = (le//)

e ainda (7 o S)(f) = f. Portanto, T oS = Ipy(...x)- Para finalizarmos, observemos que

C*L

M —- MgC

m = T (par(m)) = @y (m) (+).

Oy,

o *

Aplicando y; = Uy a (*), temos

ot (@y, (m))(c*) = pu(m)(c’)
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e por outro lado,

mr(@(m)(c*) = Ta() mo)@m))(c*)

=Y " (mgy)m
= VYo(c"®@m)

= c"-m.

Sendo iy injetora, Wy, (m) = w(m), Vm € M. Portanto, @y, = ®. Logo,

(SoT)(M,0) = S(T(M,0))=SM,yy)
= (M ay,) = (M,0)

e também (SoT)(f) = f. Assim, SoT =1 4. Portanto, as categorias .Z“ e Rat(-+.#') sdo

isomorfas. ]
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3 Algebras de Hopf

Nessa secao, definimos algebra de Hopf e apresentamos alguns exemplos e propriedades.
Para isso, é necessario definir bidlgebras. Em particular, dlgebras de Hopf sdo bidlgebras. Além
disso, para que se tenha uma dlgebra de Hopf € necessaria a existéncia de uma fun¢do chamada

antipoda, a qual desempenha um papel fundamental em todo esse contexto.

Seja H um k-espago vetorial que possui uma estrutura de algebra (H,M,u) e também uma
estrutura de codlgebra (H,A, €). Abaixo, mostramos um resultado que é uma compatibilidade
entre as estruturas de dlgebra e de codlgebra de H. Lembramos que H ® H possui uma estrutura

de codlgebra e de algebra.

Proposicao 10. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes.

i) As funcées M e u sdo morfismos de codlgebras.

ii) As funcoes A e € sdo morfismos de dlgebras.

Demonstragd@o: Temos que M : H® H — H é um morfismo de codlgebras se, e somente se, 0s

seguintes diagramas sao comutativos

HoH M H
A®Ai
H®OHRH®H A
i1®7®1
H@H@H@H ———H®H.

Lembrando que a composi¢do (I @ T® 1) o (A®A) = Aggn € a estrutura de codlgebra em
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H ® H. Também,

HoH— H
8®8i
k@ k e
w
k k.

1

Observemos que ¢ (€ ® €) = eyggy. A fungdo u € um morfismo de codlgebras se, e somente

se, os seguintes diagramas comutam

u

k—>*—H k H
¢li lA k /

Notemos que A € morfismo de dlgebras se, € somente se, o primeiro e o terceiro diagramas
comutam, e € ¢ morfismo de algebras se, e somente se, o segundo e o quarto diagramas comutam

e segue a equivaléncia. ]

Observacao 11. O fato de A e € serem morfismos de dlgebras, possibilita-nos expressar em

notacao de Sweedler os fatos abaixo

Y (hg)1® (hg)2 = Alhg) = A(R)A(g) = (Y ®h2) (Y g1 © g2) = Y hig1 ©hoga

e(hg) = €(h)e(g) paraquaisquer h,g € H.

Além disso, A(ly) = 1lg @ lgee(ly) = k.

Definicao 17. Um k-espaco vetorial H que possui estruturas de dlgebra (H,M,u) e de codlgebra

(H,A,€) é uma bidlgebra se A e € sdo morfismos de dlgebras.

Observacao 12. Diremos que uma bidlgebra H possui uma propriedade P, se sua estrutura de
algebra ou de codlgebra tiver a propriedade P. Assim, por exemplo, podemos falar de bidlgebras
comutativas (se sua estrutura de algebra for comutativa) ou cocomutativas (se sua estrutura de

codlgebra for cocomutativa).

Proposicao 11. Seja H uma bidlgebra. Entdo sdo vdlidas as seguintes proposicoes.

i) Se H é comutativa entdo M é morfismo de dlgebras.

ii) Se H é cocomutativa entdo A é morfismo de codlgebras.
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Demonstracdo: 1) Temos que verificar que os diagramas abaixo comutam.

HoHoHOHY M HoH  HoH M

| P k. A

H®H H

H

Sejam a,b,c,d € H. Entao

(MoM®M))(a®b®c®d)=M(ab®cd) = (ab)(cd) = abcd.

(MoMpysp)(a®@b®c®d)=M(ac®bd) = (ac)(bd) = acbd ) abed.

A igualdade (x) é satisfeita, pois H é comutativa. Agora, verifiquemos a comutatividade do

segundo diagrama:

Moupen(1) =M1 ®1y) = lgly = 1g = u(1).

Logo, M é um morfismo de algebras.

i) Verifiquemos a comutatividade dos diagramas abaixo.

A A

H H®H H HQH
AJ/ J,AH@H >\ AH
H®HM>H®H®H®H k.

Seja h € H. Entao

(AgoroA)(h) = Agen() h®h)
= Y i, @hy @1, @ o,
= Y h®h@hy@hy= (%)

(A®A)oA)(h) = (A®A)(Zh1®h2)
= Zh1,®h12 ®hy, @ ha,
= Y h®h®@hy@hs = (+x)

Temos (x) = (), pois H é cocomutativa. Para o segundo diagrama, temos €ggy 0 A(h) =
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enen(Lhi @hy) =Y e(hy)e(hy) = (Y he(hy)) = €(h), paratodo h € H. Portanto, A é mor-

fismo de coalgebras. ]

Exemplo 17. O corpo k € uma bidlgebra. Lembremos que k possui uma estrutura de dlgebra e
de codlgebra, em que A : k — k® k € o isomorfismo canodnico e € : k — k é a identidade em k.

Resta-nos verificar que tais fun¢des sdo morfismos de algebras. Sejam a, A € k. Entdo

Alad)=(aA)@1=(a@1)(A®1)=A(a)A(A) ,A(1) =11 = g

g(ar)=¢€e(a)e(A) e g(1)=1.

Exemplo 18. Sejam G um grupo e kG a dlgebra de grupo vista no Exemplo 2] cuja estrutura de

codlgebra é dada por

A: kG — kGRKG €: kG — k
e

g — gQg g +— 1.

Verifiquemos que A e € sdo morfismos de algebras. Sejam g,k € kG elementos da base.
Entdo temos que A(gh) = gh®gh = (g®g)(h®@h) = A(g)A(h) e ainda €(gh) =1 = &(g)e(h).
Portanto, kG € uma bialgebra.

Vejamos algumas maneiras de construir novas bidlgebras a partir de bidlgebras ja conheci-

das.

Exemplo 19. Seja H uma bidlgebra. Entdo H°?, HP e H°P*“°P sdo bidlgebras, em que H°P
possui a estrutura de dlgebra oposta e mantém a estrutura de codlgebra de H, H? possui
a estrutura de codlgebra cooposta ¢ mantém a estrutura de dlgebra de H e H°P“°? possui a
estrutura de codlgebra cooposta e dlgebra oposta de H. Denotamos por .,, a multiplicagdo em

H°P. Sejam g,h € H. Entdo

A(x-opy) = A(yx) :A(y)A(x)
= Y1X1 @Y% = (X1 ®X2).0p(y1 ®¥2)
= A(x).0pA(y)
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g(x-opy) = S(yx)

Portanto, H°P € uma bidlgebra. Agora,

A“P(hg) = Z(hg)z ® (hg) = Z(hzgz ®@h1g1)

AP()AP(g) = (Y @om) (Y g2 81) = (Y g @ mgr).

Portanto, H°P é uma bidlgebra. Nao € dificil verificar que H°P“°? € uma bidlgebra.

Proposicao 12. Seja H uma bidlgebra de dimensao finita. Entdo H* com a estrutura de dlgebra
dual da codlgebra H e com a estrutura de codlgebra dual da dlgebra H é uma bidlgebra,

chamada bidlgebra dual de H.

Demonstragdo: Denotamos por A e € a comultiplica¢do e a counidade de H e por 6 e E a

comultiplicagdo e counidade de H*. Lembremos que para f € H* temos E(f) = f(1g) e 0(f) =
Y f1 ® f> com a propriedade que f(ab) =Y fi(a)f>(b) para quaisquer a,b € H.

Mostremos que 6 é um morfismo de dlgebras. Sejam a,b € H. Entdo

(fxg)(ab) = Y f((ab)1)g((ab)2)
= Y flaibi)g(azbs)
= Y fila1)fa(b1)gi(a2)g2(b2)
= Y fi(a1)g1(a2) f2(b1)g2(b2)
= Y (fixg1)(a)(faxg2)(b),

emque 6(f) =L f1®fred(g) =Yg ®gr. Assim,

5(fxg) = Y.(fixg1)®(f2*g2)
= Y (fi®fh)(g1®g)
= 6(f)d(g)-



50

Sejam h,g € H. Entdo €(hg) = €(h)e(g) e isso nos diz que d(¢) = e ®¢e. Logo, & é

morfismo de dlgebras. Mostremos agora que E € um morfismo de dlgebras.

E(fxg)=(f*g)(lu)=f(1u)e(1ly) = E(f)E(g)

e ainda E(€) = €(1y) = 1. Portanto, H* é uma bidlgebra. u

Definicao 18. Sejam H e L duas bidlgebras. Uma funcdo k-linear f : H — L é dita um morfismo
de bidlgebras se f é um morfismo de dlgebras e um morfismo de codlgebras com respeito as

estruturas de dlgebra e de codlgebra de H e L, respectivamente.

Teorema 13. Sejam H uma bidlgebra e I um k-subespaco vetorial de H que é um ideal (da
estrutura de dlgebra presente em H) e é um coideal (da estrutura de codlgebra presente em H).
Entdo a estrutura de dlgebra e de codlgebra quociente H /I define uma bidlgebra e a projecdo

p:H — H/I é um morfismo de bidlgebras.

Demonstragdo: Primeiro lembremos que a estrutura de codlgebra em H /I vista no Teorema
é definida por A(h) = Y h; ® hy e €(h) = €(h) para todo h € H. Verifiquemos que A e € sdo

morfismos de algebras.

A(hg) =

Claramente, A(1) = T® 1. Agora,

g(hg) = &(hg)

Também, (1) = (1y) = 1. Portanto, H /I é uma bidlgebra. n
O préximo resultado € imediato.
Corolario 3. Se H é uma bidlgebra comutativa (respectivamente cocomutativa) entdo a bidlgebra

quociente H /1 é comutativa (respectivamente cocomutativa).

Falta-nos um ultimo preparativo para definirmos o que € uma éalgebra de Hopf, e este &, por
sua vez, muito importante. Dessa proxima estrutura de dlgebra que definimos abaixo, extraimos

a ideia do que chamamos antipoda, uma funcdo que destaca um tipo especifico de bidlgebra.
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Sejam (C, A, €) uma codlgebra e (A, M,u) uma édlgebra. Definimos sobre Hom(C,A) uma
estrutura de dlgebra na qual a multiplicacdo denotada por * é dada como segue. Se f,g €
Hom(C,A), entdo

(f*g)(c) = (Mo(fwg)oh)(c) =) flc)g(c2)

para todo ¢ € C. Essa multiplicacdo definida € associativa pois, para quaisquer f,g,h € Hom(C,A)

e ¢ € C, segue que

((fxg)xh)(c) =

A unidade de Hom(C,A) é o elemento uo & € Hom(C,A), pois notemos que, para todo

ceC,

(f*(uoe))(c) = Y fler)(uog)(ea)
= Y flenu()e(ca)
= [} c1g(e2))
= f(o)

e portanto, f * (uo¢€) = f. Analogamente, é possivel mostrar que (zo €) * f = f. Reparemos
que se A = k, temos que Hom(C,A) = Hom(C,k) = C* e % é o produto de convolugdo definido
na dlgebra dual de uma codlgebra C. Por essa razdo, chamamos esse produto * de produto de

convolugdo.

Consideremos um caso particular dessa construcdo de dlgebra que acabamos de fazer. Seja
H uma bidlgebra, denotamos H¢ a estrutura de codlgebra de H e H® a estrutura de dlgebra de
H. Nessas condi¢des, temos uma estrutura de dlgebra em Hom(H¢, H*). Notemos que a fungio

identidade I : H — H pertence a algebra Hom(H,H%).

Definicao 19. Seja H uma bidlgebra. Uma funcdo k-linear S : H — H é chamada antipoda de
H se S for a inversa da fungdo identidade I : H — H com respeito ao produto de convolugdo da

dlgebra Hom(H¢,H?).
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Definicao 20. Uma bidlgebra H é dita uma dlgebra de Hopf se H possui uma antipoda.

Observacao 14. Algumas observacdes podem ser levantadas de imediato dessa defini¢ao.

i) A antipoda em uma algebra de Hopf € tnica, pois € o inverso do elemento / da dlgebra
Hom(H¢,H").

i1) Nem toda bidlgebra € uma algebra de Hopf, ou seja, nem sempre € garantida a existéncia
de uma antipoda em uma bidlgebra. Mais adiante, apresentamos um exemplo de bidlgebra que

nao tem antipoda.

ii1) Uma algebra de Hopf tem uma propriedade P se satisfizer as mesmas condi¢des vistas na

Observacdo |12} ou seja, se sua estrutura de dlgebra ou de codlgebra tiver a propriedade P.

iv) De SxI =1%S =uoég, segue que

(S 1) () = ¥ S(h)1(ha) = Y S Yo = (wo €) () = u(e(h)) = e(h) L
(148) () = Y 1(h)S(h2) = Y hiS(ha) = (wo ) () = u(e(h)) = e(h) 1.

Portanto, em notacdo de Sweedler Y. S(hj)hy = Y. h1S(hy) = €(h)1y, para todo h € H ou,
via diagramas, Mo (S®I)ocA=Mo(I®S)ocA=uoe.

Definicao 21. Sejam H e T duas dlgebras de Hopf. Uma fungdo [ : H — T é dita um morfismo
de dlgebras de Hopf se for um morfismo de bidlgebras.

Proposicao 13. Sejam H e T duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e St. Se f: H — T é

um morfismo de bidlgebras, entdo St o f = foSy.

Demonstragdo: Consideremos a algebra Hom(H,T), St o f e f oSy elementos dessa dlgebra.
Mostremos que St o f € o inverso a esquerda de f e f oSy € o inverso a direita de f nessa

dlgebra e isso implica que St o f = foSy. Seja h € H. Entao

((Srof)=f)(h) = Y.(Srof)(h)f(ha)
= Y Sr(f(l))f(h2)
= Y Sr(f(h))f(h)2
= er(f(h)1r
= ¢ey(h)lr
= ur(eg(h))
= (uroen)(h)
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também,

(f*(foSu))(h) = Y fl)(foSu)(ha)
= Y F(h)f(Su(h2))
= f(Y mSu(h2))
= f(eu(h)1n)
= ey(h)ly
= ur(en(h))
= (uroeg)(h).

Assim, f é invertivel em Hom(H,T) com relagdo ao produto de convolugdo, disso segue

que sua inversa a direita € igual a sua inversa a esquerda, ou seja, St o f = foSy. ]

Antes de vermos alguns exemplos de algebras de Hopf, mostramos algumas propriedades
referentes a antipoda para tomarmos mais conhecimento do seu papel nessa estrutura.
Proposicao 14. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo sdo vdlidas as afirmagaes.

i) S(hg) = S(g)S(h), para quaisquer g,h € H.
ii) S(lg) = 1g.
iii) A(S(h)) =Y. S(hy) @ S(hy) ou, via diagramas, (S®S)oToA = SoA.

iv) €(S(h)) = g(h).

As propriedades i) e ii) significam que S € um antimorfismo de dlgebras e iii) e iv) significam

que S € um antimorfismo de coalgebras.

Demonstracdo: 1) Considere H ® H com a estrutura de codlgebra vista na Proposi¢do 4/ e H
com sua estrutura de dlgebra. Nessas condi¢des faz sentido falar na dlgebra Hom(H ® H,H ),
com a multiplicacdo sendo a convolucdo. A unidade dessa dlgebra é o elemento uy o €y :

H®H — H. Consideremos as fun¢des F,G,M : H® H — H definidas por
F(h©g) =S(g)S(h),G(h®g)=S(hg) e M(h®g) = hg

para quaisquer h,g € H. Mostremos que M € a inversa a esquerda de F' e que M € a inversa a
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direita de G, com respeito ao produto de convolucdo. De fato,

(MxF)(heg) = Y M((h©g))F((h®g))
= Y M(h ®g1)F(hy®g2)
= Y mg1S(g2)S(hy)
= ) me(g)1uS(hy)
= Y e(g)mS(h)
= £(g)e(h)1n
= enen(h®g)lu
= (ugoepyen)(h®g)

0 que nos mostra que M x F' = up o €ggy. Também,

(GxM)(hog) = Y G((h@g))M((h®g)2)
= Y G(hm@g)M(hh®g)
= Y S(hig1)hag
= Y S((hg)1)(hg)2
= ¢€(hg)lu
= ¢e(h)e(g)lu
= enen(h®g)ln
= (uno€nen)(hg)

e portanto, G x M = uy o €ggy. Disso segue que F = G, ou seja, S(hg) = S(g)S(h).
ii) Temos S(1x) = €(1g) 1y = 1g. Portanto, S(1y) = 1.

1i1) Agora, consideremos H com sua estrutura de codlgebra e H ® H com sua estrutura de
algebra vista na Proposi¢ao[2l Assim, podemos supor a dlgebra Hom(H,H ® H) com o produto
de convolugdo. O elemento identidade dessa dlgebra € a funcdo uggy o €g. Sejam as funcdes
F,G: H — H ® H definidas por

F(h) =A(S(h)) e G(h) =)_S(hy) @ S(h1)

para todo & € H. Provemos que A € a inversa de F a esquerda e € a inversa de G a direita com
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respeito ao produto de convolugdo. Seja h € H. Entao

(AxF)(h) = Y A(h)F(hy)
= Y A(h1)A(S(h2)
= A mS(h))
= Ale(h)ln)
= e(h)(1ln®1n)

= (unenoen)(h)

(G*8)(h) =Y. G(m)A(h) = Y (S((h1)2) @ S((h1)1) ()1 © (2)2)
= Y. (S(h2) ®S(h1))(h3 @ hs)

= Y S(h2)h3 @ S(h1)hy

= Y S((h2)1)(h2)2 @ S(h1)h3

= Y e(h)lg @S(h)hs

= Y lu®@S(h)e((h2)1)(h2)2

= Y lu©S(h)h

= ly®e(h)ly

(
(

= (unsHo€n)(h).

Portanto, temos F = G, ou seja, A(S(h)) =Y. S(hy) @ S(hy).

iv) Basta aplicarmos € naigualdade Y /1 S(hy) = €(h) 1. Assim obtemos Y €(h)e(S(hy)) =
€(h). Como &€ e S sdo k-lineares, temos €(S(Y.€(hy)hy)) = €(h) e usando a propriedade da cou-
nidade, segue que £(S(h)) = €(h). u

Proposicao 15. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo as seguintes afirmagées
sdo equivalentes.
i)Y S(hy)hy = €(h)1y para todo h € H.

ii) Y hyS(hy) = €(h) 1y para todo h € H.

i) S2=1(S?=SoSelé a fungdo identidade em H).

Demonstracdo: 1) =- iii) Por definicdo sabemos que I é o inverso de S pelo produto de
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convolugdo. Mostremos que S° é o inverso de S a direita pelo produto de convolucio e pela

unicidade do inverso, podemos garantir a igualdade desejada. Seja h € H. Entao

(S*52)(h)

Portanto, Sx SZ = uoe.

iii) = i) Basta aplicarmos S na igualdade Y} S(h)hy = €(h)1y. Temos

S(Y_S(h1)h2)

e portanto, Y. S(hy)hy = €(h)1y.

Y S(S(h1)ha)
Y S(h2)S*(hy)
S(h2)I(hy)
S(hy)hy
(e(h)1n)
(") 1n

211

m

As implicagdes iii) = ii) e ii) = iii) s@o andlogas as implicacdes iii) = 1) e 1) = iii),

respectivamente.

Corolario 4. Seja H uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, entdo S*> = I.

Demonstragdo: Suponhamos que H seja comutativa. Entdo €(h) 1y = Y. S(hi)hy = Y haS(hy),

ou seja, $2=1.

Se H for cocomutativa, entdo temos que Y. 1| @hy =Y hy @ hy. Assim, €(h) 1y =Y. S(h)h, =

Y S(hy)hy. Portanto, S = 1.

Vamos dar nocao de subestruturas de dlgebras de Hopf como subdlgebras e dlgebras quoci-

ente de Hopf.

Definicao 22. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Um subespaco vetorial W de H é
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chamado uma subdlgebra de Hopf de H se W é uma subdlgebra e uma subcodlgebra de H e se

S(W)CW.

Observamos que se W € uma subdlgebra de Hopf entao W € uma dlgebra de Hopf ela mesma

com a estrutura induzida de H.

Definicao 23. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S, um k-subespaco vetorial I de H é
dito um ideal de Hopf se I é um ideal e um coideal de H e S(I) C I.

Teorema 15. Sejam H uma dlgebra de Hopf e I um ideal de Hopf. Entdo H/I é uma dlgebra
de Hopf. A projecdo canodnica p : H — H /I é um morfismo de dlgebras de Hopf.-

Demonstragdo: Sabemos do Teorema |13| que H/I tem uma estrutura de bidlgebra. Como
S(I) C I, podemos definir S : H/I — H /I por S(h) = S(h). De fato, S estd bem definida, pois
se h =w entdo h—w € I e portanto, S(h —w) € I pela hipétese, ou seja, S(h) —S(w) € I 0 que

implica que S(h) = S(w).

Verifiquemos que S é uma antipoda.

Y S(hi)hy = Y S(hi) ha

De maneira andloga, mostra-se que ¥ iy S(hy) = €(h)1y. Portanto, H/I é uma élgebra de

Hopf. ]

Apresentamos agora alguns exemplos de dlgebras de Hopf. Para o primeiro exemplo, gos-

tariamos de fazer mais alguns comentérios.

Definicao 24. Seja C uma codlgebra. Um elemento c € C é dito grouplike se c é ndo-nulo e
A(c) = c®c. O conjunto dos elementos grouplike da codlgebra C é denotado por G(C). Segue
da propriedade da counidade que €(c) = 1, para todo c € C.

Proposicao 16. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo G(H) é um grupo com a multiplicacdo de
H.
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Demonstragd@o: Notemos que 1y € G(H), pois A(ly) = lg ® 1y. Se g,h € G(H), entdo
A(gh) = A(g)A(h) = (g®g)(h®h) = gh® gh, ou seja, gh € G(H). Finalmente, se g € G(H)
entdo S(g) € G(H), pois A(S(g)) =Y. S(g2) ®S(g1) = S(g) ®S(g). Por outro lado, (Sx1)(g) =
S(g)g = £(g)1g = 1y e analogamente, gS(g) = 1y. Donde, g~ = S(g) € G(H). Logo, G(H)

€ um grupo.

Exemplo 20. (Algebra de Grupo) Seja G um grupo multiplicativo. Vimos no Exemplo
que kG possui uma estrutura de bidlgebra. Falta-nos definir uma antipoda para que kG seja
uma 4lgebra de Hopf. Definindo S : kG — kG por S(g) = g~ ! para g € G e estendendo por

linearidade temos S definida em todo kG. Observamos que

Y S(g1)82=S(8)s=¢ 'g=1c=¢(8)lc

e de maneira andloga Y g1S(g2) = €(g)1¢, para todo g € G. Portanto, kG é uma dlgebra de
Hopf. Observemos que G(kG) = G.

Exemplo 21. Finalmente, apresentamos um exemplo de uma bidlgebra que nao é uma algebra
de Hopf como dissemos na Observacao Consideremos G um monoide (conjunto nao vazio
com uma operagao - associativa com um elemento neutro e € G) tal que G ndo é um grupo com
essa operacao -. Nessas condicdes, kG € uma bidlgebra, mas nio é uma dlgebra de Hopf, pois
caso exista uma antipoda, necessariamente, a mesma sera definida como no exemplo acima.

Assim, G seria um grupo, o que € uma contradigao.

Para o proximo exemplo, € necessario que mostremos o seguinte lema.

l
Y (")(,".) évdlida para todos n,m,l € N.

Lema 4. A igualdade (")
i=0

Demonstracdo: De fato,

m+tn
Z (m ;i- n) x' = (14x)™™  (Pelo teorema binomial)
1=0

em que na ultima igualdade utilizamos a definicdo do produto de polindmios de graus m e n,
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com a convencao de que (’f) =0semprequei >me ( lfi) = 0 sempre que [ —i > n. Igualando
l
os coeficientes de x' concluimos que (") = ¥ () (,",)- ]

1
1=

Para maiores informagdes, o leitor pode consultar ([5], p. 288).

Exemplo 22. (Algebra de Hopf das poténcias divididas) Seja H um k-espaco vetorial com base

{ci : i € N}, ja definimos uma estrutura de codlgebra em H no Exemplo [6|em que

m
Alen) = Zc,- ® cm—i € €(cm) = Opm
i=0

para todo m € N. Agora, definimos uma estrutura de dlgebra em H. Sejam ¢,,,c, € H. Entdo

n—+m
CnCm = n Cn+m

que pode ser estendida por linearidade. Notemos que,

coCm = (’g) Cm = Cm = CmCo.-

Denotamos ¢y = 1y o elemento identidade em H. Mostremos que essa multiplicacdo é

associativa, ou seja, (¢c,cm)cp = cn(cmcp) para quaisquer n,m, p € N. De fato,
n—+m
(cnem)ep = CntmCp

n+m\ (n+m+p
= n-+m Cnt+m+p

(n+m)! (n+m+p)!

nlm! (n+m)!p! Cntmp
B (n+m+p)!c
N n!m!p! rHmtp
_ (mTtPp _
= 4 ) CnCmip = cn(Cmep).

Assim, H tem uma estrutura de dlgebra. Verifiquemos que H ¢ uma bidlgebra mostrando

que £ e A sdo morfismos de dlgebras. E claro que £(c,c,) = (”Zm)s(cﬁm) = (":m) Oomin =
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0p,n00,m = €(cy)€(cm). Agora,

AeAlen) = (Yase)(Y e@en))
t=0 Jj=0

A t+] m+n—t—j
Z Z Ct+j&Q Cpntm—t—j
=0 n—t

j=

"zi(')(wm Voo

i t

=0
n+m
= ( ) Ci @ Cpym—i
i=0
n+m
. ( ("))

Cn cm

—
*
N

Em que na igualdade (x) foi utilizado o Lema {4} com a convengao de que (;) = 0 sempre

que ¢ > i. Falta-nos definir uma antipoda. Seja S : H — H dada por

S(C()) = S(IH) = 1[-1 € S(Cm) = —S(C())Cm _S(Cl)cm—l — ... —S(Cm—1)01~

Mostremos que Y S(h1)hy = €(h)1y para todo & pertencente a base de H. Sendo H clara-

mente cocomutativa, valem as condigdes equivalentes da Proposicdo [I5] Para co = 1, temos
S(C())C() = S(lH)lH = 1[.1 = 8(00)1[.1.

Para m > 0, temos

(S*I)(cm) = S(co)em+S(cr)em—1+ ... +S(em—1)c1 +S(em)co
- S(co)em+S(er)em—1+ ..+ S(cm—1)c1 + (=S(co)em — S(cr)em—1— .- — S(cm—1)c1) g

= 0= S(Cm)lH,

—
~—

na igualdade () estdo sendo usados a defini¢do de S(c,,) e que co = 1p.

Portanto, H ¢ uma algebra de Hopf.

Exemplo 23. (Algebra de Hopf de Sweedler de dimensao 4) Suponhamos k um corpo de ca-
racteristica diferente de 2. Seja H uma algebra gerada por elementos ¢ e x de uma algebra

satisfazendo as relagdes: ¢> =1, x> = 0 e xc = —cx. Entdio H é um espaco vetorial de dimensio
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4 cuja base é {1,c,x,cx}. A estrutura de codlgebra é dada por
Alc)=c®c,Alx) =c®x+x®1,e(c) = leg(x) =0,

em que A e € sdo multiplicativas.

Notemos que
(AR oA(x) = (AR (cR@x+xR1)=cR@cRx+cRxR1+xR1R1e
(I®QA)oA(x) = (IRA)(cRx+xR]1)=cRcRx+cRxR1+xR1® 1.

Portanto vale a coassociatividade para x. A verificagdo para c é imediata. Notemos também

que,
P((e®I)oA(x)) = ¢((ex)(c@Rx+x®1))

= ¢((elc)@x+e(x)®1))
= ¢(l®x)=ux

Analogamente, mostra-se que Y ((I ® €) o A(x)) = x. Portanto, H possui uma estrutura de

codlgebra. Definimos a antipoda S por S(c) = ¢! e S(x) = —cx. Assim,
S(c)e=cle=1g=¢€(c)lye

S(e)x+Sx) g =c 'x—ecx=cx—cx=0=¢g(x)1y
e portanto, H é uma élgebra de Hopf. Observemos que G(H) =< ¢ >, em que < ¢ > € 0 grupo

multiplicativo gerado por c.

Observacao 16. O exemplo acima € de uma élgebra de Hopf que ndo é comutativa nem co-
comutativa. De fato, se cx = xc teriamos cx —xc = 0, ou seja, cx + cx = 0, o que implica,
(14 1)cx =0 e como k tem caracteristica diferente de dois, 1+ 1 # 0 e dai, cx = 0, um absurdo.

Logo, ndo é comutativa.

Agora, suponhamos que A(x) = cRx+x®1 = (ToA)(x) =x®c+ 1 ®x. Denotando
por My a multiplicacdo em H, teriamos que My (c @x+x® 1) = My(x® c+ 1 ®x), ou seja,
cx +x = xc +x, o que implica, cx = xc, o que é uma contradi¢do. Logo, H ndo é cocomutativa.

O proximo exemplo generaliza o exemplo anterior, sao as chamadas algebras de Hopf Taft.

Exemplo 24. (Algebras de Hopf Taft) Sejam n > 1 um inteiro e A uma raiz n-ésima primitiva
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da unidade. Consideremos a dlgebra H,»(A) definida pelos geradores ¢ e x, valendo as relagdes

"=1,x"=0,xc=Acx.

Sobre essa algebra podemos introduzir uma estrutura de codlgebra exatamente como no
exemplo acima. Dessa maneira, H,>(A) torna-se uma bidlgebra de dimensio n?, tendo como
base {c'x/ : 0 <i,j<n—1}. A antipoda é definida por S(c) = ¢! e S(x) = —c~'x. Para o caso

emque n=2e A = —1, temos a dlgebra de Hopf de Sweedler de dimenséo 4.

Observacao 17. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo a bidlgebra H°P>“° ¢ uma
algebra de Hopf com antipoda S. Além disso, se S € bijetora, entdo as bidlgebras H°? e H?

sdo dlgebras de Hopf com antipoda S~

De fato, seja h € H°P“°P. Entdo

(S%1) () = ¥ S(h2)-ophs = ¥ S(ha) = e() Ly = (wo &) (h)

(I%S)(h) =Y h2.0pS(h1) =) S(h1)ha = €(h) 1y = (uo€)(h).

Portanto, SxI =1+S = uoé€. Logo, H°P“°P ¢ uma édlgebra de Hopf com antipoda S.

Agora, seja h € H°P. Entdo
=Y 57N h)opha =Y oS ().

Mas, S(Y hoS~ ' (hy)) = L 11 S(hy) = e(h) 1y = S(e(h)15). Como S é injetora, temos
Y oS~ (hy) = e(h) 1y = (uo€)(h) e assim, ™! xI = uoe. Similarmente, I+S~' = uoe.
Portanto, H°? é uma 4lgebra de Hopf com antipoda S~!'. Com raciocinio anilogo, HP é uma

4lgebra de Hopf com antipoda S~ !.

Proposicao 17. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S. Entdo a
bidlgebra H* ¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.

Demonstracd@o: Sabemos que H* é uma bidlgebra, veja Proposi¢ao Mostremos que S* é

a antipoda de H*. Sejam h* € H* e §(h*) = Y h] ® h3, em que 6 é a comultiplicacdo de H*.
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Entdo, para todo & € H, temos que

Y (S (H)h3)(h) =} 8" (h7) ()3 (ho)

Dai, Y S*(h})h5 = E(h*)e . Similarmente, }_ h}S*(h}) = E(h*)e. n

Proposicao 18. Se H e L sdo bidlgebras, entdo H Q L com a estrutura de dlgebra e de codlgebra
jd definidas anteriormente possui uma estrutura de bidlgebra. Se H e L sdo dlgebras de Hopf

entdo H ® L é uma dlgebra de Hopf com antipoda Sy X St

Demonstragd@o: Temos em H ® L as operagdes definidas nas Proposicoes [2] e 4] Mostremos

que AgglL € Eger sao morfismos de dlgebras. De fato,

Anpr((h@l)(wet)) = Aper(hw®lr)
= Y.(hw)1®(It); @ (hw), @ (It)2
= Z(hlwl @11ty @ howa ® Ioty)

AsL(h@DAger(w@t) = Y (ML Qh QL) (W @w)®1)
= Y (w1 @ht; @ hawy @ baty).

Agora,

epaL((h®@)(wet)) = eger(hw®lt)
= ey(hw)eL(lr)
= en(h)en(w)eL(l)eL(r)
= eg(h)eL(l)en(w)eL(r)

= eoL(h®1)eger(w®t).
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Logo, H ® L € uma bidlgebra. Agora, suponhamos que H e L sdo algebras de Hopf, verifi-

quemos que Sy ® Sy, € uma antipoda para a bidlgebra H ® L.

Y Su@SL(hi@h)(ha®h) = Y (Su(h)@SL(h))(hy® 1)
= Y Su(h)h®Sc(l)b
= egh)lgee ()L
= en(h)e()(1n®1L)
= euprL(h®)1lusL

= (MH®L08H®L)(h®l)'

Analogamente, Iygy * (Sg ® S1) = uger © €ggr. Portanto, H ® L é uma dlgebra de Hopf.m

Lembramos que se A ¢ uma algebra e M é um A-mddulo a esquerda, entdo M é um A°P-
moédulo a direita com a agdo dada por ma = am para quaisquer a € A e m € M. A estrutura de
dlgebra oposta é essencial para que valha a propriedade m(a.,,b) = (ma)b, ou seja, m(a.,pb) =
m(ba) = (ba)m = b(am) = (am)b = (ma)b para quaisquer a,b € A e m € M. Em geral, M nio

possui uma estrutura natural de A-mdédulo a direita.

Da mesma forma, se C € uma codlgebra e M é um C-comddulo a direita, entdo M € um

C°P-comddulo a esquerda, mas pode ndo ser um comédulo a esquerda sobre C.

Terminamos nosso trabalho provando um resultado que mostra a importancia da antipoda

no sentido de obtermos estruturas de médulos e de comddulos nas situa¢des explicitadas acima.

Teorema 18. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo as seguintes afirmagoes sao
verdadeiras.

i) Se M é um H-modulo a esquerda entdo M possui uma estrutura de H-médulo a direita com
agao dada por mh = S(h)m.

ii) Se M é um H-comddulo a direita (p : M — M@ H , p(m) = Y m) @m(y)) entdo M possui
uma estrutura de H-comédulo a esquerda com coagdo dada por p' : M — H QM com p'(m) =

Y.S(m1)) @mg).
Demonstracdo: 1) Sejam h,p € H, m € M. Entao

m(hp) = S(hp)m = (S(p)S(h))m = S(p)(S(h)m) = S(p)(mh) = (mh)p e

mlg =S(lg)m= lgm=m.
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ii) De fato, seja m € M. Escrevemos p(m) = Y. m(y @ m(;). Provemos que (A®I)op’ =
(I@p')op".
(A®I)op')(m) = (AxI)( ZS 1) ©m))
= Y S(may) @Smq))2@m)
= ZSm m<>>®m<0>
= LS(mp) ®S(mu)) ©m)

por outro lado,

(I@p)op)(m) = (I2p")(} S(m))@mq))
= ) S(m)® m<o>1>®m<o><o>
= Y S(m@) @S(m)) @m,

portanto, (A®I)op’ = (I®p’)op’. Além disso,
(po(e®@)op)(m) = ¢o(e@I)(Y S(m))@mg)

= 0()_e(S(muy)) @m))
= Y &lm))m) =



66

Conclusdo

O trabalho foi desenvolvido ao longo do ano de 2012 e podemos fazer algumas observacoes
no que concerne ao conteddo. A disciplina Introdugdo as dlgebras de Hopf foi um passo
importante para um avango sistematico e eficiente no que diz respeito ao conteido de algebras
de Hopf e teoria de comddulos. O presente trabalho ndo tem um final, possui uma continuagdo
natural dentro do estudo feito. Além do que foi apresentado nesse trabalho, foram estudados
assuntos como médulos de Hopf, teoria de integrais para uma bidlgebra, acdo de dlgebra de
Hopf H numa élgebra (H- moédulo dlgebra) e a coagao de uma édlgebra de Hopf H numa 4lgebra

(H-comodulo algebra).

Com relagdo ao andamento do conteddo, pode-se dizer que foi agraddvel e motivador ex-
plorar um assunto novo tao cativante e belo em sua esséncia. A maior parte das dividas foram
sanadas no decorrer dos dois dltimos semestres, pode-se dizer que o assunto foi estudado em

um bom momento.

Vemos algumas conexdes entre as estruturas trabalhadas, por exemplo, no isomorfismo
entre as categorias .Z ¢ e Rat(.+.#'). No entanto, o entrelacamento maior de tais estruturas fica
mais evidente com um estudo mais aprofundado que podera ser feito posteriormente em uma

dissertacdo de mestrado.
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