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RESUMO

Mostramos a existéncia de agOes topologicas
de grupos ortogonais sobre esferas, cujos conjuntos de pontos

fixos nao s3o esferas. Assim, estas agdes sao nao ortogonais.



ABSTRACT

We show the existence of topological actions
of orthogonal groups on spheres whose fixed point sets are not

spheres. Thus, these actions are non-orthogonal.
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INTRODUCKO

O proposito do presente trabalho & apresentar
alguns éébectos da Teoria de Grupos Compactos de Transformagoes.
Em esnécial, mostrar a existéncia de 0O(n)-agoes em esferas, agin-
do nao ortogonalmente, como mostrou G. E. Bredon em 1965 ({8],[9],
{10]), contrariando a expectativa de gue o0s conjuntos de pontos
fixos de agoes ortogonais em esferas seriam esferas.

No decurso do trabalho apresentamos em primei
ro lugar, as idéias fundamentais da Teoria de Grupos Topoldgicos
e Agoes de Grupos. Em seqguida, desenvolvemos em detalhe o material
necessario em colagens equivariantes, que produz as O(n)-esferas
de Bredon. Mediante ¢ uso da sequéncdia de Mayer-Vietoris e outras
nogoes de Topologia Algébrica (ver Apéndice), assim como da Conje-
tura Generalizada de Poincaré ([4]), construimos as‘O(n)~esferase
constatamos que o0s conjuntos de pontos fixos correspondentes nao
sao esferas. |

Notemos que as construgoes de que fazemos uso
sao, em esséncia, do mesmo tipo“do que as usadas por Milnor ([3]),

para mostrar a existéncia de vinte e oito estruturas diferencia-

veis diferentes scbre a esfera de dimensdo sete.



CAPITULO I

1.1. Grupos Topologicos

Definicdo 1.1.1.

Um Grupo Topoldgico G & um grupo que, como conjunto, possui

uma topologia de Hausdorff, para o gual as operagoes do grupo, mul
tiplicacao G x G —> G

(g, h)F— gh.‘
e inversa G — G

l -~ L4
g b g ’ sao continuas.

Equivalentemente, a fungao G x G —+> G, dada por (g,h)r—> g-lh

é continua.

Proposicao 1.1.2.

Dy

Se H & um subgrupo de um grupo topoldgico G, entdo H

também um subgruvo de G.

Se H & normal, entdao H é normal.

Prova

Seja w: G x G —> G, dada por wu{g,h) = gh”}. Entao
p(H x H) = u(F x H). Como u & continua, u(E x H) © w(H x H).
Vamos verificar que u(H x H) = H. Seja a e p(H x H), dado
por a= ula,h), com g,h ¢ H. Entdo, a=gh™' e a ¢ H.

, - =1
Seja o um elemento de H; entao o =ab , com a,b ¢ H e

a = pla,b). Assim, o ¢(H x H).



=% = = ~ ~1
Como y(H x H)C H, temos que, se a,b ¢ H, entac ab "=

1

u(a,b) e u(H x H) € H. Logo, vara qualauer a,b ¢ H, ab eHe R

1]

[31}

subgrupo de G.

Suponhamos gque H & normal. Consideremos L_ e Rq, respecti

g
vamente, translagao & esquerda e translacao a direita, assimde

il

finidas: Lq : G —G, Lq(h) gh e

hg_l.

]

Rg v G —G, Rg(h)

Como LqRq & um homeomorfismo e H € normal, temos:
o S — S
Lng(H) = gHg“l= H, e LqRq (H) = H, o que implica que gHg

ou seja, H & normal.

Por mapeamento candnico ¢ de um grupo G sobre o espago
das classes laterais G/H (H subgrupo de G), entendemos a apli

cagao ¢: G—G/H, definida por ¢(x) = xH.

Sejam G um grupo tOpolégico e H um subarupo fechado de G.
Um conjunto aberto em G/H & um conjunto cuja imagem inversa sob
¢ € um aberto em G.

Assim tepélogizamos o} eépago quociente G/H, de modo que ¢
seja contiﬁua. Se H rao é fechado, G/H n3o & espaco de Hausdorff

e, portanto, nao pode ser considerado grupc topoldgico.

Proposicao 1.1.3,

Seja H um subgrupo fechado de G. Entao o espaco G/H das

classes laterais a direita de H em G, com a topoloaia guociente

induzida vela aplicagao candnica ¢:G —G/H, definida vor ¢{g)}gH,



é unm espaco de Hausdorff e ¢ & aberta e continua.

Prova

A apnlicacao ¢:6 » G/H, definida vor ¢(g) = gH, &€ uma apli-
cacao aberta. Basta ver que se U & aberto em G, entado ¢-}¢(U)
também é aberto em G. Seja ve ¢-1¢(U). Queremos ver que existe u
ma vizinhanca V de v contida em (§J¢(U). Sabemos que ¢(v) e ¢(U).
Escolhemos u ¢ U, tal que ¢(u) = ¢(v). Mas entdo existe h e H ,
tal que hu = v. Logo, hU & uma vizinhanca aberta de v em G,con

tida em ¢ o ().

Vamos mostrar ague G/H & espaco de Hausdorff. Suponhamos gue

) - -
gIH # g2H, ou seja, 9, g, # H. Como H ¢é& fechado, e portanto, o
seu comnlementar B¢ & aberto, existe U, uma vizinhanca simétri-

-1 - -
cade e (U=U ), com Ugllgzu cu® ou UqlngU NE = @. Assim,

it

9;192U N UH #, porque ug;lgzu' # h, para qualquer u,u' € U ,
h ¢ H. Se tivermos g?lgzu' = uh, entdo u*lg;khu'mfﬂuh= heH, o
que € um absurdo.

Como q;lgzU N UH =@, temos g,U n gIUH =g e q,UH n gIUH=&
Por outro lado, ¢(g,U) = {giuH! u e U} © G/H s3o subconjuntos dis

juntos abertos em G/H contendo gIH e g,H.

Proposicao 1.1.4.

Se H @& um subgrupo normal fechado de um gruno tonoldgico G,

entao G/H & um grupo topoldgico.

Prova

Devemos mostrar que a fungao u: G/H x G/H - G/H, definida



por ul(g H, gZH) = qzlgzﬂ é continua.

Consideremos o diagrama °

G x G ——s G

J

+
G/H x G/H —%» G/H

onde ¢ € a aplicagao candnica, ¢ =¢x¢ , e n(gl.gz) = g—lgz. Entao
1
= = o ! ) = -1 = o !
uoulg,,g,) = ulg,H,g,H) =g, g,H e ¢onlg,,9,) =¢ (g 9) =9 gH
L.ogo, u °Mgd'32) =(bon(% ,g?) (o diagrama & comutativo).

. ~ - -1 -1
Seja UC G/H, U aberto. Entao, u 1(U) =y n ¢ (). Como ¢ e

= - . -~ ]l o=
n sao continuas e y= ¢ x ¢ € uma aplicacao aberta, ¢ ¢ 1(U) e

um aberto. Logo, u €& continua.

Proposicao 1.1.5.

Sejam ¢: G- H um epimorfismo de grupos topoldgicos e K o

nicleo de ¢ (K = ker ¢).

Entao

(1) K € um subgrupo fechado normal de G;

(ii) A aplicacdo induzida ¢':G/K~+ H & continua e bijetora: g

(iii) Se G & compacto, entao 4' é aberta, e, portanto, um isomor-

fismo de grupos topoldgicos.

Observagao: A parte (i) vale mesmo quando ¢ nao & sobrejetora.

Prova

(i) B um fato elementar - [11]



(ii) Consideremos o diagrama

G/K

Se xK = yK, com x,v ¢ G, entao ¢(x) = ¢(y), porque xK = vk

implica que x~ly e K. Logo, ¢(x“1y) 1l e o(x) = ¢(y).

Assim, a funcao ¢': G/K —— H & definida por ¢'(xK) = ¢ (x),
para qualquer x ¢ G.
Temos entao (¢'oT) (x) = ¢'(T(x)) = ¢'(xK) = ¢(x), para qualquer
x € G. Portanto, ¢$'0T = ¢.

Além disso, ¢' & a Gnica aplicacao que composta com T da
¢, pois, se temos um homomorfismo T', T': G/K— H e T T = ¢ ,
seque que T'(xK) = T'(T(x)) = (T'T) (x) = ¢$(xX}) = (¢' o T)(x) =
$'(T(x)) = ¢'(xK), para qualquer xK ¢ G/K.

Logo, T' e ¢' sdo iguais.

-

¢ (A) & aberto se, e somente se, T (¢4 (A)) & aberto em G

=1 1

Temos (T—l¢ ) (A) = (¢'oT)-I(A) = ¢ (A). Logo ¢' & continua.

Vamos mostrar que ¢' & bijetora.

y ¢ H implica que existe x ¢ G tal que v = ¢(x) (¢ € sobre-
jetora). Dal ¢'(xK) = ¢(x) = v: portanto existe xK ¢ G/K tal que
y = ¢'(xK). Assim, ¢' & sobrejetora.

Se xK ¢ Ker(¢'), temos que ¢'(kK) = e', ou seja, ¢(x) =e',
donde x ¢ K. Dai, xK = K, ou seja, Ker (¢') = K. Portanto, ¢' &

injetora.

(1ii) Se G & compacto, temos que ¢' & aberta. {[ 7.



Pronosicao 1.1.6.

Sejam G um grupo compacto e H um subarupo fechado de G.

Entao, g ¢ N(H) = {q ¢ GEqu“I==H) se, e somente se, gHg-ICZH.

Prova

_ -1 -
Temos gque provar gue gHg = H 4= gHg le H.
(a) =>) obvio.

{(b) &= ) gng—lc H=>H C qu-l.

Sejam ¢: G x ¢ — G, dada nor ¢{g,k) = gkgﬁl. Tomemos g € G
e definamos A = {g"|n=0,1,2,...} .
K & um subgrupo do compacto G. ([1]).

Entdo, ¢(A x H) € H, porque ¢{g,h) = ghg-ls H e
(g™ h) = g®h(g™ ! = g"hig"H® = g™ 'hig" )P N)g e H, por in
duqao.ém n.

Além disso, ¢(A x H) = ¢(A x H) = $(A x H). Como ¢ & conti-

nua, ¢(A x H) C (A x H) e ¢(A x H) <€ H = H,

- . -1 = -1
A €& subgrupo de G, logo 9 ¢ A. Mas ¢$(g ,k) ¢ H para todo
- : -1
k € H. Portanto, g 1kg e H, para todo k¥ ¢ H, Assim, g HgC H, e

- -1
entdo, H C gHg .

Proposicao 1.1.7.

Seja G um grupo compacto. Entao toda vizinhanca U de e em G con-

tém uma vizinhanca V de e, gue € invariante sob conjugagao.

Prova

Seja ¢: 6 x G — G, definida por ¢(g,k) = gkg"l. Seja U uma
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€ & fechado. Assim, G-U

vizinhanca de e. Temos que, G - U =F = U
& compacto. Como ¢ € continua, ¢(G x(G - U)) & compacto. Conside-
remos agora, O conjunto V = [4(G x (G - U))]c.

Temos,
(a) V & aberto, pois € o complementar de um fechado.

(b) VC U. Se o g U, entao o ¢ G - U.Come e ¢ et = ¢ , entao
¢(e,a) = o ; isto implica que a e ${G x (G - U)):; portan-

tO, o ¢ \7.

(c) ec V. See gV, entao e ¢ ¢ (G x (G - U)); portanto, exis-

te (a,b), tal que a!oa”1 = e, com a,b ¢ Ge b ¢ U. Portanto ,

aba™! = e, o que implica que ab = a e b = aa ' = e. Isto &

absurdo, porque b ¢ U. Logb, e ¢ V.,

(d) V & invariante sob conjugacdo. Precisamos provar quegwch‘h

para qualquer g em G, Seja g um elemento de G e y um elemen-

gxg-l. Se

h o h_lr hEGr

]

to de gVg '. Assim, existe x ¢ V, tal que y

Vv ¢V, entao v ¢ ¢ (G x (G - U)), donde y
a e G, o g U

1

"l 2 hant,

]

Logo, gxg

I
l
b

it

(g"'h) o (a7 lg),

-.==> X = (g-lh) a (galh)‘.l

=> x = ¢(p,a), pec G, ace (G- U,
=> x e ¢ (G x (G~ U)},

=3 x ¢ V, absurdo.

Logo, y pertence a V, o que implica que ng-lé um subconjunto

de V, para qualquer g ¢ G, ou seja, V & invariante sob conjugacgao.



1.2. Acoes de Grupos

Definicao 1.2.1.

Sejém G um grupo topoldgico, X um espago topcldgico de

Hausdorff; T: G x X —> X wuma aplicag¢do continua, tal que
(a) T(g, T(h,X)) = T(ghIX);
(b) t{e,x) = x, para qualguer g, h € G, e para gqualquer x ¢ X.

A tripla (G;X;t) & um Grupo Topoldgico de Transformacoes, € a a-

plicagao Tt & chamada uma Acdo de G sobre X.

O espago X, juntamente com uma dada agao T de G, @& chama

do um G-espago.

Proposicao 1.2.2,.

Sejam g um elemento de G; X um G-espaco e Tg:x - X, gg

finida por Tg(X) = g(x) = v(qg,x).

Entao, T__ & um homeomorfismo.
-

Prova

Como Tg(x) = g(x) = tr(g,x), entao, por 1.2(a), TgThf= gh,vp‘ara

g,h e G e Te = }l,. Assim, T T T =T

X grg=1 = Tgg-1 = Te = Tgo1g = 1

x* ©

que mostra que Tg € um homeomorfismo de X.

Observacao

Se Homeo(X) & o grupo dos homeomorfismos de X sobre si proprig
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sob composicdo, entao a aplicagao gr— '1‘g define um homomorfismo

T : G —> Homeo (X).

Definicao 1.2.3.

O niicleo do homomorfismo T & o niicleo da agao .
Ker 1= {g ¢ Glg(x) = x, ¥x ¢ X}.

O nucleo de t & normal e fechado.

Vamos ver alguns exemplos de acoes de grupos.

Exemplo 1.2.4.

Seja G um grupo topoldgico e a aplicagao C:G x G — G, defi~-
nida por C(g,h) = Cg(h) = ghg'l, g,h ¢ G.
Temos,

(a) C & uma aplicagao continua.

G xG ————s G x G x G ————r G,

T continua *

-1 -1 _,=1 -1
C ' = - ® ' - v v - N
(b) g'cg(h)v Cg.(ghg ) g'ghg ‘g g'gh(g'qg) ng.(h),

(c) C (h) = ehe™! = h.

Assim, C é uma agao de G sobre si prdprio por conjugagao.
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Definicao 1.2.5.

Seja Mn a algebra de todas as matrizes quadradas reais de or

: 2
dem n com a topologia do espag¢o vetorial subjacente R .Definimos
Gl(n,R) como o grupo das matrizes reais n x n, nao sinaulares, sob

multiplicagéo e a topologia induzida de M.

Daremos especial atengao ao subgrupo de Gl (n,R} formado pe-
las matrizes A, tais que A._At = I. Este subgrupo, chamado grupo
ortogohal , € denotado por O0(n,R), ou simplesmente O(n).

Elementos de O(n) podem ser interpretados como bases ortonor

mais, onde os vetores de uma tal base correspondem as colunas da

representagao matricial do elemento de O(n) correspondente.

Definicao 1.2.6.

Seja G um grupo topoldgico. Uma representagao real de G & um

homomorfismo continuo de G em Gl(n,R).

Exemplo 1.2.7.

Consideremos a aplicagao T: Gl(n,R) x R — Rn, definida por
T(A,u) = Au, A ¢ Gl(n,R), u ¢ /D,
(a) T & continua, porque as operagdes sao de soma e produto usuais.
(b) T(A,T(Bu)) = T(A,Bu) = A(Bu) = (AB){u) = T(AB,u).

(¢} T(I,u) = Iu = u.
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Portanto, T & uma acao do grupo Gl(n,R) sobre R".
Assim, qualquer representacao G -—s Gl(n,R) define uma agao
de G sobre R".
Representagoes ortogonais G —— 0(n) dao agdes de G sobre o
disco unitario D" e sobre a esfera unitéria gh-1 em R, onde

D" = (u e R} fulj< 1} e s™! = (ue R ull = 1.

Exemplo 1.2.8.

Sejam as aplicacoes T,: O(n) x p® — D", definida por

T,(A,u) = Au, onde A € O(n) e ue D", e T,: O(n) x sh=i gt

definida por T2(A,u) = Au, onde A ¢ O0(n) e u ¢ Snﬁl.

Para mostrar que T, & uma agao basta verificar que, se
u ¢ D" entdo Au ¢ D". De fato, || Aull =]l ull , A & ortogonal.
Sell ull < 1, entaol| Aul] < 1, logo au ¢ D".

De modo analogo, sel|l u|l = 1, entdol|l Au]l = 1, o que implica

-1 - ~
que Au ¢ s™, e que T2 e uma agao.



1.3. Gruvos Isotrodmicos e Orbitas

Definicao 1.3.1.

Uma G-aplicagao ou avlicacdo eguivariante ¢:X — Y entre
G-espagos & uma aplicagdo gue comuta com as correspondentes  a-

coes de grupos.

$(g(x)) = g(s(x)), ¥V geG, ¥xcecX

Para um dado grupo topologico G, os G-esvacos formam uma

categoria, cujos morfismos sao as avlicacdes equivariantes.

Definicao 1.3.2,.

Uma avlicacao equivariante ¢:X —Y & uma equivaléncia de
G-espacos, se ¢ & também um homeomorfismo. Neste caso, dizemos

que as correspondentes acdes sdao equivalentes.

Definicao 1.3.3,

Consideremos o Grespago X e Xx ¢ X. O conjunto

G, ={geG | a(x) = x} é um subgrupo fechado de G, chamado sub

gruvo isotropico de G por x,
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Proposicac 1.3.4.

' . ~ -1
Seja X um G-espago e x ¢ X. Entao g Gg(x)g = Gx.

Prova
-1 - -1
| G =
Seja a e g g(x)q' Entao a g hg, para algum he Gg(xY
-l -
Assim, g a g = h, Isto implica que g a g 1(g(x}) = g(x) e

-1 _ -1 _ -1
al(g g)(x)].— g g(x) = x. Logo, a ¢ G, e g Gg(x)g c Gy-

~ , - . -1
Para mostrar a inclusao na outra diregao, aplica-se g,=g

It

- -1 . -1
e vy gi{x) e obtém-se g, G%(X)QICZ Gy ; assim, ch:g Gg(x)g

-1

e Gx =g Gg(x)g.

Proposicdo 1.3.5.

Seja ¢:X —Y uma aplicagao equivariante entre G-espagos.

Entao G, <G para qualgquer Xx e X.

¢ (x) '

Prova

Seja h e G . Entdo h{x) =x e h ¢ G. Como ¢ € equivari-
ante, ¢(h(x)) = h(¢({x)), ou ¢(x) = h{(¢(x)). Isto implica que

h ¢ G¢(x)‘

Exemplo 1.3.6.

Seja o grupo G = Sl, que age sobre © espago € & €, da se-

guinte forma:



a)

b)

c)

d)

1

s $ x (C ® €) s

_ 2 L7
r(t,(ZI,ZZ)) = (t Z. t 22),

- 15 -

(¢ ® €), definida por

Vamos analisar as seguintes situagoes:

(z,,2,) # (0,0).

O conjunto dos pontos t ¢ st, gue fazem (zl,zz) permaneceren

fixos pela agao dada é S}z
1
porque

7

e t = 1. Portanto, t = 1.

O conjunto G, = {11

lagao aos pontos
(21'22) = (0,z,), com

Gx = S}O,zz)

t{t, (z),2,)) = (tPz,,t7z,) =

z, # 0.

= [t ¢ s‘[r(t,(c,zz)) -

’22)={tissllr(t,(21,22))=(2};22)}= 1y,

(zl,zz). Assim, £2 =1

€, entao, o subgrupo isotrdpico com re-

(z,,2,) # (0,0).

(0.22)}

- 7, -
r(t,(O,zz)) = (0,t 22) = (0,22)

t" =1

Assim, Gx = S(O,zz) = z? < 8, onde Z,6 = { raizes sétimas da

unidade}

(21'22) = (ZYO)' com z

L # 0

_ - 1
G, = S(ZI'O) ={t e 8§ lr(t.(ZYO)

t(t,(z ,0)) = (tzzl,O) = (z,,0)

Dai, t2 =1, t e {-1,+1}, e

= al - [
Gy = S(zl,O) = {=1,+1]

(zl,zz) = (0,0)

- al - 1
Gx = 5(0,0) = {t ¢ S |t(t,(0,0))

= (zl.O)}

= (0,0} = s
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Definicao 1.3.7.

Se X & um G-espago e X & X, O subespago G(x)={g(x) eX!geG}

& chamado Orbita de x (sob G).

Observacao:

As Orbitas G(x) e G(y) de dois pontos quaisquer x,y ¢ X

sdo, ou iguais, ou disjuntas.

1.4. Pontos Fixos

Definigio l1.4.1.

Um ponto x em um G-espago X € dito fixo, se G(x) = {x} ,

ou seja, G, = G.

Notagao:

G

X7 = {x e X|g(x) =x, vge G} = F(G,X) & o subespago dos

pontos fixos de G sobre X.
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Exemplo 1.4.24.

- n+1 . )
Para uma representacao de G sobre gD , vejamos que F(Gan+ )
€ um subespago linear de RO,

Seja T:Gl(n+l1,R) x Rn+1—-~» g°H!

definida por T(A,u) = Au.
F(GL(n+1) , &™) = u ¢ R |au = u, vaA ¢ Gl(n+1,R))

Sejam u, v elementos de F(Gl(n+l,R),Rn+l) e o um escalar,
elementos arbitrariamente escolhidos.
Entao, observemos que, para qualquer A em Gl (n+l,R), temos

a) T(A,u+v) = A{ut+v) = Au + Av = (u+v) ¢ Rn+}

. b) T(A,an) = A(au) = a(Bu) = au ¢ Rn+1.

Logo, F(Gl(h+l,R),Rn+}) é subespacu linear de Rn+1.

.Exemplo 1.4.3.

Para uma agao ortogonal de G sobre Sn, vejamos que o conjun-

to dos pontos fixos & uma esfera ST.

Sabemos que uma tal ag3o € obtida por restrigao de uma agao
. +1 ’ ’ R :
ortogonal do G em R + € gque pelo exemplo anterior, © seu conjun

to de pontos fixos & um subespago linear de Rn+1 de dimensao r+l.

Temos que o conjunto de pontos fixos da agéo'restrita a st
é a intersecgao desse subespago linear de dimensao r+l1 com a

esfera unitdria S%, o que prova a afirmacdo.
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CAPITULO II

2.1, Colagens Equivariantes

Definigao 2.1.1.

Sejam A, X e Y espagos topoldgicos, com A C X e
XNyY-s= Q. ‘Seja f:A —Y, f uma funcao continua. Consideremcs
O espaco topoldgico X U Y, no qual X e Y s3o ambos abertos e
fechados, guardando sua prépria topologia. Seja R a menor re-
lacdoc de equivaléncia sobre X Uy Y, tal que x R f(x), paraqual

quer X em A.

O espaco de identificagao (X U Y)/R & o espago obtido pe-
la colagem de X a Y, através de f:A -—Y¥Y. A aplicagiao f &

chamada fung¢ao de colagem.

Notacao

(a) X+ Y & a unido disjunta de espagos X e Y com a
seguinte topologia: U C ¥X+Y & aberto se, e somente se, UMNX é

aberto em X e UNY & aberto em Y.

(b) (X UY)/R =X Up Y.

Com esta notacao temos o seguinte lema.
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lema 2.1.2.

Seja p: X + Y —X &% Y, a projecado candnica. Entao,

(a) Y estd mergulhado como um conjunto fechado,'homeomérfico a

Y; ainda mais pfv € um homeomorfismo.

(b) X - A estd mergulhado homeomorficamente como um conjunto a

berto ; ainda mais & um homeomorfismo.

Plx-a

Prova

Observemos que p|, e pix_A sao injetivos. Vamos identi-
ficar Y com p(Y¥Y) e X-A com p(X-A). Com estas identifica -
¢oes X L% Y pode ser considerado como a uniao de dois subcon -

Juntos disjuntos (X-A) e VY.

Seja U aberto em Y. Devemos ver que U & a intersecgao
de Y com um aberto de X.Uf Y. Como f£f:A —Y & continua ;
£71(U) & aberto em A. Mas A tem a topologia de restrigaoc de
X; portanto existe um aberto V em X, tal que f_I{U) = vV N A,
Entao, W = (V - A) + U & aberto em X + Y. Logo, (V - RAUUEé
aberto em X Uf Y, desde que pui((V - A) U U) =U+ V & aberto
e p-saturado (isto e, U + V = p—lp(U +V)) em X + Y. Isto pro
vaque plY)C (X -A)U Y= X Uf Y tem a mesma torologia do

gue a topologia original de Y.

Também, X - A & aberto e b-saturado (isto &, pfip(Xﬂ0=XﬂN
em X + Y, o que implica que X - A & aberto em X U; Y. Assim;
© seu complemento Y em X U, Y & fechado. Se U & aberto
em X - AC X, entao U €& abertoem X - AC X U Y, 33 que X-A

é aberto em X Ug ¥, o que implica (b).
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Lema 2.1.3.

Sejam X e Y esvacos de Hausdorff requlares. Seja A um

conjunto fechado em X. Ent3o o espago X L% Y & de Hausdorff.

Observacao

Um espago X & regular, se para todo U abertc em X e

para todo x em U, existe WS U, tal que x ¢ WS W € U.

Prova

Denotemos X Uf Y por Z e escolhamos Z ooz, € Z. Para pro

var que 2 & de Hausdorff temos gue verificar tres casos.

Caso 1 - 2, e z, estdoem 2 - Y = X - A,

Como Z - Y & aberto e homeomdrfico a X - A, gue € aberto

no espvago de Hausdorff X, os pontos =z e z podem ser separa

2

dos.

Caso 2 - 21 e Y e z, ¢ Y.

Este caso seqgue do fato de que Y & regular.

Caso 3 - =z Y.
. .11228

- Sejam UI e U abertos em Y, com z.e Ul, z

2 1 28 Yo

v, nu, = 2.
Assim, f”](Ul) n f‘l(Uz) = @. Como Y & regular, existem abertos

1 1 1 1 2

W, e W, em Y, tais que z ¢ W C WICZ U, e z,¢WC W;:UQ,
Isto implica que f"l(Wl)fﬁ E"I(WZ) = g,

Existem V, e V, aber
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tos em X, tais que V N1 A = ful(wl) e VZ(} A= f"}(wz). veja-
mos que (V, - VZ)IW A =V, N A. Basta verificar que, se xe V,NA,
entdao x ¢ 62‘ Se, pelo contrario, X ¢ Vz, entac x ¢ A D %é ,
que & 6 fecho de AN VvV, em A. Assim, £(x) a~W2<: u,. Mas

f(x) também pertence a W, © U,, o que € um absurdo.

De modo andlogo, ve-se que (V, -V )N A=V, N A. Assim ,

vemos que V, e V sao as duas vizinhancgas desejadas.

2

Sabemos que todo espaco de Hausdorff compacto & regular.([7]).

Isto garante a seguinte proposicao,

Proposicao 2.1.4.

Se X e Y sao espacos de Hausdorff compactos, A & fecha

doem X e f:A ——Y & continua, entao X Uf Y & um espaco de

" Hausdorff compacto.

Proposicao 2.1.5.

Sejam X e Y G-egpagos e A C X um subespago compacto in

variante. Seja f:A -—— Y uma aplicacao equivariante. Entao, )

- espaco de adjuncao X Uf Y, quando de Hausdorff, herda uma G-acao

natural.

Prova

Temos as agoes: G x X — X, G x (X - A)— X - A, GxA——A,
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G x ¥ ~—— Y, Consideremos uma rede (qa,xd) em G x (X - A), con

vergindo em G x (X Uf Y) a gy. Existe a ¢ A, tal que a &
ponto de acumulacgao de {x,}, com £(a) =y. Logo, existe " uma

, subrede {xai} que converge para a. BEm G x X —s X temos que
g“i copverge para g. Assim, (gai, X“i) converge para (g,a). Dal,
pela continuidade da aqao de G x X — X, qui(xai) converge pa-
ra gf{a). Como a aplicacio piX + ¥ — X Uf Y & continua, temos
que, em X Uf Y, g“i(x“i) converge para plg(a))=f(gal=g(flal))=
=gy .

£ interessante o caso em gque f & um homeomorfismo equivari
ante de A na sua imagem. Podemos supor, sem perda de generalida
de, que A =XNY & um subespago de X e de Y. A G-agio so-
bre }A € a mesma nos dois casos e X UY representa a adjungao

-pela identidade sobre A.

'Se f:A — A pode ser estendido a um homeomorfismo equiva-
riante de X — X (respectivamente, de Y —> Y) entao X Uf Y
& homeomdrfico a X U Y como um G-espag¢o. O homeomorfismo & dado
por f sobre X e péla identidade sobre Y (respéctivamente, pe
la identidade sobre X e f sobre Y). Nos casos em que f nao
se estende a um homeomorfisﬁo equivariante para X ou para Y ,

X Uf‘Y pode ser um novo G-espacgo.

2.1.6. Obtencdo de auto-homeomorfismos equivariantes

Os auto-homeomorfismos eguivariantes de um G-espago A for-

mam um grupo, Sob composigao, que denotaremos por HomeoG(A).



Suponhamos que sao dadas as aplicagOes equivariantes
6.08:A— G, onde a agdo sobre G & a conjuyacao, ou seja:

-1
Cg(h) = ghg . Denotamos a imagem de um elemento a de A atra-

-1

4 1 - - -1 ' -
vés da ¢, por 6, . Temos (e )ga = 8 __6 = (geag ) (ge 29 )

ga ’ga
= gea(gfég)a'aqﬁl = geaeég-l = q(@aeé)gml. Isto prova que 68' &
também uma aplicacgdo equivariante.

O conjunto das aplicagoes equivariantes 6:A — G forma un
grupo pela regra (68’)a = eae'a. vamos denotar este grupo por
MapG(A,G).

*

Definimos uma funcao MapG(A,G)~'4 HomeoG(A) por § 8 ,

*

*
onde 9§ (a) = 8,(a). Vemos que o € equivariante, uma vez que:

* - *
8 (ga) ega(ga) = (geag l)(ga) = g(ea(a)) = g8 {(a)).

- * - - - »
A aplicagao @ +—»8 e um anti-~homomorfismo, ou seija,

* * * * * * *
(6 o ){a) = {(x8) (a). De fato, temos (8 o » ){a) = 8 (x (a))=
_ ook _ _ -1 N - _
= 9 (Aa(a)) = ela(xa(a)) = Ag8a%, Aa(d) = (Aaea) (a) = (Ae)a(a) =
= (Ae)*(a).

Observemos que em geral & mais facil obter aplicagodes equiva
riantes do que homeomorfismos equivariantes. De fato, a constru -
gao que acabamos de fazer serd de utilidade, apds o exemplo 2.2.2

na forma que segque.

Suponhamos gue temos uma G-aplica¢ao §:A — G, como acima,
e consideremos A x A com a agao diagonal gla,a') = (ga,ga’).
Vemos gue a aplicagcao 1:A x A — G dada por =t(a,a') = 8, é

equivariante. Dal, e pela construgdo anterior, nesta secgao, obte
%*
mos 1t (a',a) = (ea(a'), ea(a)), onde © elemento 6, de G age ,
como temos pedido, pela agao diagonal. Mag, como foi concluido na
*

construcao prévia, 1 & um G-homeomorfismo, ¢ que sera aplicado

apds o exemplo 2.2.2.
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2.2. Agoes nao ortogonais de grupos ortogonais em esferas

n

Sabemos que as esferas S sao variedades diferenciaveis.

({12]). Vamos mostrar que existem agdes de O(n) em esferas de
dimensdo 4m + 1, cujos conjuntos de pontos fixos nao sao esferas,

dando portanto, agdes ndc ortogonais de O(n). (ver gacgao 1.4).

De fato, construiremos O(n)-espagos, pela colagem, através

de um automorfismo equivariante sobre S"! x 87!, do  espaco

n-1 1 n

n n- ~ -
S x D em S x D’. Estas sao as mesmas construcgoes que

usou Milnor ([3]) para mostrar a existéncia de esferas homotdpi-

‘ - e n ~ . Py
cas, homeomdorficas a S, mas nao difeomdrficas a sh,

Milnor pnrovou, por exemplo, gue existem winte e oito esferas ho-
- . 7 . -
meomorficas a S , mas diferentes entre si no que se refere & es~

trutura diferenciavel.

Usando fatos de Homologia Singular (ver Apéndice), veremos

que alguns dos objetos de dimensao 4m+l, a construir, sao homdlo

gos a ghtm+! Entao, a utilizacao conjunta da Conjetura Generali-

zada de Poincaré ([4]) e do Teorema de Van Kampen ([5]) dard o

bm41

fato procurado de que os objetos que dencminaremos Ly {mpar sao

Shm+1

esferas , enguanto gque, usando os mesmos fatos e Homologia,

veremos que o conjunto de seus pontos fixos ndo sao esferas.

Consideremos o homomorfismo O(n) —»> 0(2n), definido por
a 0]}
0 Al

2 . -
gonal sobre R n’ ou seija, se A ¢ 0O(n), entao

A . Por meio deste homomorfismo temos a O(n)-agao dia-

A 0 u Au

[ ] n
= % } , onde u,v e R,
i F]

0 A v Av

seja s?™7! gecomposto da seguinte maneira: S-P ! = s,Us_,
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onde S, = f(uv) e ® « ®R"] Jlull> jjvil e fulf + [Ivif=1)
, 2
e s_ = (v e x & | flufl< [fvll e Null®+ fvi =1
Seja (u,v) ¢ s, e A ¢ O(n). Entao, A&A{u,v) = (Au,Av).Como
A preserva a norma, temos HAaall > lav)l e HAdf +-I?Aﬁf =1,
ou seja, A(u,v) & elemento de S,. Assim, a acao de 0O(n) em
s’°""!  gse restringe a uma agdo em S_.

De modo analogo, ©O(n) se restringe a uma acao em S

. ~ -1 )
Definimos a funcao por ¢,: S, — sh x D", dada por

¢’«'r-
o () =t/ flufl, v/ flulby, Jpalf? o+ gt o= 1

A funcao & continua e bijetiva.

oy

A funcao inversa ¢, *+ S x D —s S+ é dada por:

o3 (] = (1 - Jyll2)7Y2, ya - 1y,
_ 2 2 - -1
como |IxI|” + Nyll” =1, Ixll = @-Hyl®H™% e o]
é continua. Assim, o, € um homeomorfismo.
Também, ¢, & equivariante, porque
{ A 0} u] Au Au/{| Aul|
¢ = ¢ =z
Alo a v A\ | av av/ || Aul]
A O u B 0} u/ |jull [ Au/ |jull [Au/ “Au!l}
¢ = o =
o a ) Ul Lo al b LA i |7 lav it
(|| Aaujl = |lui] pois A & ortogonal).

~ -1
A funcao ¢, € equivariante, vorque
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r r -—l
(1 P o L e
¢'- = (b" = _ =
*\lo a ly + |\ lAy] Ay (1 - |} ay]] 5y
{ Ax (1 - Jy |57/ B o] [xr -l vl 2y=1/23
ay - Iy D720 oAl lya -y BT
A 0” - X
= ¢
0 A + Yy .
De forma analoga, podemos verificar que &_:S_ -— Sn-1 x po
definido vor ¢_ (u,v) = (u/ llvll, v/ llvl]) & um homeomorfismo e-
quivariante.

. -1 . - . . :
Assim, ¢ = $_0d, e tambem um homeomorfismo equivariante.

- - -1
O espacgo S+ € homeomorfico, pela ¢,, a sh b Dn, e,
vor restricao, o bordo de S, denotado por 38 ., €& homeomOorfi-
coa s« g™l
< ~ -1 -~ - -
Da mesma forma, S_ ; s? x Dn e 3S_ = s" Yo st 1.
Consideremos a fungao de colagem ¢ = ¢_ O Pt -1 n-1-
S_ E x S
Temos,
g2n-1 = (sn—l « DM U¢(Sn"1 « pM
t z
s, U s_ onde 4:8"1 x M7 ., §PT!  gP7!

Vamos caracterizar aquelas aplicagoes equivariantes

n-1 . -
8 : 8 — 0(n), X +— by v onde 0O(n) age sobre si proprio por

.



- 27 -

. - n-i
conjugacao. Neste caso, se x ¢ S e gi{x) = x, teremos

8. = 8 = gexg"!. Portanto, 9x deve comutar com cada elemento

X gx

‘ . -, -1
do grupo isotropvico de x ¢ g™t

Consideremos M ¢ 0O(n}), revresentando uma mudanca de coorde-

nadas, levando x em v , onde v, = [10 ... 0]. Entdo |,

O(n)X = M—I(I1 x O(n=-1)) 3ja gue Mx v,, onde I, x O(n-1) re-

1

presenta as matrizes da forma

. onde A ¢ O(n-1).

o - -— - —1 .
Mas O(n)Vl I, x O0(n-1). Aplicando Gx g Gq(x)g (propo

sicao 1.3.1), para g = M, temos:

-1 -1
O(n)x = M O(n)v M =M (I

1

. 0(n-1)) M.

- * -
Como 6 & MapO(n)(Sn 1, 0(n)), temos ¢ue 6 ¢ HomeoO(n)(Sn IL
(Seccao 2.1.1.)
Lema 2.2.1.
Se n >3, e x & elemento de Sn- , vamos obter para ex

uma das seguintes oossibilidades
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(a) 8, =1 ;
(b) 8_ = ~I ;

(c) #® é a reflexao através do hiperplano perpendicular a x ;

(a) 6, .é a reflexao através da linha RX, que & igual ao oposto

aditivo do caso precedente.

Estes casos nao podem variar ao variar x. Os casos (¢) e

(d) dSo acoes O(n)-equivalentes em Sncl.

Para n =3, além das quatro possibilidades citadas, temos,

para 6,, todos os elementos do grupo isotrdpico I. x 0(2).

1

A continuidade de & implica que estes cagos nao podem variar

se variamos x. De fato, se {xi} ‘& uma sequéncia em gl que

converge a Vv, podemos escolher uma sequéncia Mi ¢ 0(n), talque
_ _ -1
Mi converge a I e Xy = Mivl (vl = Mi xi), de modo que

] = M, 8 M"'1 converge para 6, = 1g_ I. (A escolhz da sequén-
Xy i v, 1 vy

cia M; com as propriedades mencionadas depende do fato de que as
projegoes coordenadas R'— R sdo aplicagoes abertas).

[10
10 ™
mos .achar 6,r que deve comutar com cada elemento do grupo Oﬁﬂx

Seja x=v, = {10 ...0] . Temos Of(n) =

\ % . Quere -

Se n > 3, temos os quatro casos possiveis:

Os casos em que 8, =

1 0] <1 o
-

0 ~T

exemplos equivalentes, ja que ao diferir no sinal, vemos que exis
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e - . n-1 .
te uma O(n)-equivalencia de S , respectivamente, com cada uma

das O(n)-agoes dadas por estes casos,

Vamos considerar somente o ¢aso no gual ex & a reflexao a-

’ - . -1
través da reta Rx, ou seja, nara X ¢ s” e Yy ¢ Rr".

Temos ex(y) = 2<X,y>x - y, onde <X,y> é o produto esca-

it

I xI| = 1.

iR

lar em R". Notemos gque ex(x)-= X, ja que <R, X>

Exemplo 2.2.2.

it

1).

. 2
Seja vy ¢ R: xe¢S () x|l

X ~ a=-1 -1 -1 -1
Consideremos agora, a aplicacao ¢: s" x gh n n

definida vor ¢(x,y) = (ex(y),x).

Temos (x,y)-£~+(y,x)»~§~»(ex(y),x)

Observemos que f & um homeomorfismo equivariante. O Qlti-

mo paragrafo da secgdo 2.1.6, nos permite concluir que se
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n=1__, 0{n) & dada por ({x,y) = g, , onde O{(n) age

X

em O(n) por conjugacgao, entio

It

*
t (Y.x) (ex(y}, 0, (x)) = (o (y), x) = gly,x).

Logo, o & um O(n)~homeomorfismo .

Assim, ¢= £ og € também um homeomorfismo equivariante,bem

como todas as poténcias ¢k , ke & , sao homeomorfismos equiva

riantes (de fato, difeomorfismos).

Vamos estudar agora, os O(n)-espagos definidos por

Zin~1 = gt . pt U Xk s"! x p® , resultantes da colagem de
¢

-1 - . » X O“ » - .
st x D' em si proprio, por meio das k~esimas potencias de ¢

. : -1 - -1 1 -
(k ¢ Z) sobre sh x pt = gP x gh » © bordo de sh T p".

Consideremos o caso em que k = 0. A funcdo de colagem ¢

n-1 n-1

une o bordo de S x D® no bordo de 8 x D" , de modo idénti

co ao da descolagem. Ficamos com o espago de adjungao homeomdrfi-

n

n- -~
S 1 e D_ sao, respectivamente, a

co a x (Df Ub® ; onde D

n

n
+

calota superior e inferior de S, ou seja, Di tﬁof = g,

Assim, zi“”m sh~! x p? i)¢os““1 « D = g™ % g0, que nao

é uma esfera.

Para dar uma interpretagao geométrica, vamos substituir o fa-
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n+1

% da primeira cdpia s""! x p" por Dg cstaor , € 0

tor D

. - +1
da segunda copia s"! « p" por DM T " R

, através do hameo
A n n n e no_

morfismo projegac D & S'—— D R" x 0, [Xin cee anxn+1}P*+

w—»Ekl, eee xn].

N que & a padrdo, corresponde &

Entd3o a agcao de O(n) em D
agdo de O(n) € O(n+l) em Dg = Rn+l, uma vez que o homeomorfismo
projeg¢ao é compativel com ambas as'agées em D" e DE. Isto quer

‘dizer que o homeomorfismo D u——s D? & O(n)-equivariante.

~ Desta forma, zén"I = xfﬁ“l como Of{n)-espacgos. Basta tro-
- : P n-1 n
car os papeis das duas copias de § x D7,
Seja k = 1. O espago zin- pode ser descrito como o espago
obtido pela colagem de th] x D" em D™ x Sn“1 por meio da
- -1 -1 - -1 ' '
funcao ¢':Sn- x g™ g™l gP ! , definida por ¢'(x,y) =

= '.(xl Gx(y)).

(x,5)—— (o (y) %) —Ls (x,0_(y))

L.

$' = fo¢ €& um homeomorfismo equivariante.

Como ¢' se estende a um homeomorfismo equivariante de
n-1 n 2n-1 - .
S x D sobre si mesmo, o espago I, e eguivalente a
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s"™! « p® u D" x sh™! =z g2 1 c g?M = g" | R", onde a O(n)-a-
cao & a acao diagonal. Assim, o caso k =1 d& somente esta
0(n)-agdo sobre :2™7! = §2P7! que & uma agdo familiar.

1

Para estudar o caso k > 2, precisamos computar a homologia do

2n-1

espago sz (k > 2). (ver Apéndice).

. ‘ . -1 o
Seja S, um ponto dado em s, Sejam o e B as classes em

-1 N -1 -
Hn_](sn x sP 1) representadas por sh x {so} e {so} x §9°1 ’

respectivamente.

. . . _ l - o ' ’ -
O homeomorfismo ¢: s™ x §OT1 ., ghTl o gn! induz um au-
n-1 _ gn-l n-1

tomorfismo "¢, : H (s x g1 e

n-1 }o—— By, (8

¢« () = a o+ a g , onde ai(i = 1,2) & o grau da composicgao

1 : 2
p
: - -l - -l - -
(a) st o« (s 1 < sh=! , gn=1 ¢ gnl  gn=l 1 gn-1 Py

- & a projecao sobre o i-ésimo fator (i = 1,2).

De modo andlogc podemos calcular b (B).

. ' - 1
Seja n = 2, por exemplo. « e B8 sao classes em HI(S1 x S ),

representadas por: g-—— s! « {so} e 5-¢{so} x Sl-

- Temos
$(x,8 ) = (o (s ),x) ;
¢(so,y) = (og (y),so) ;e

o}
ex(y) = 2 <X,y> X -y, Xc¢ Sl, Y ¢ Rz.

Hl(Sl x {s_})

Zo0=212¢

1
Hl({so} x §7) VI A

K

Z
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o 1
Seja s, = (1,0) ¢ S <? €. Logo ex(so) = 2 <X,8,> X = so .

Enquahto no dominio x vpercorre s! dando uma volta, ex(so) per
corre S' com duas voltas. Assim, o grau da aplicacdo na primeira
coordenada & dois. Na segunda coordenada ¢ = id, e portanto, o

grau de ¢ & um.
Temos entao ¢, (a) = 2a + 8.
Ainda, para s = (1,0), eso(y) = 2<s_,Y> S5 =~ Y.

Neste caso, quando y percorre s! num sentido dando uma

1 - ' .
volta, @6,(y) percorre ‘S , dando também uma volta, mas em senti
do contrario. Assim, o grau de By (y) €& -1. Como vara a aplica-

o)
cao constante o qrau & zero, temos ¢,(8) = -a.

Vamos definir agora, por inducdo, uma decomposicao de sh!

-1
2n

em (n-1)-simplexos orientados, cuja soma representa uma clas

n-1

se geradora de H (s ) e mostrar ao mesmo tempo os efeitos

n-1

$4,(a) e ¢,(B) sobre ela, onde o e B repnresentam respectiva -

mente essa classe geradora.

Para o caso n = 3, temos o0s quatros 2-simplexos, conseguidas
- 1 A
pela suspensao dos pontos de S a um polo norte q, e aum polo

sul q,-

Sejam
¢,,¢ face anterior superior

Cy,t face anterior inferior

51! face posterior superior

0
.

,,¢ face posterior inferior
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Sejam f e g as fungoes em C*(Sa) induzidas pela ¢ atra

ves de (A).,

fley) = ¢ = ey, gle))) = oy,
fle,,) = ¢y, = oy, : g(cy,) = ©a
f(c21) = c,, - c12 g(c21) = c,,
flc,,) = ¢,, - ¢y, glc,,) = ¢y,

Assim, f(c,; + c;, + ¢c,, + ¢,,) =0, e o grauda f & zero ,

U - se = + + ..+ = + + +
ou seja, a, 0, e g(c11 Cy €,y 022) c,, €, <,

+ c“.v

O grauda g & igual a 1.

bula) = B e  4,(8) =a .

3 ~
Para tratar o caso n = 4, representamos S pela projecao
estereografica compactificada em R3U (=} , identificando o polo

norte com o ponto no infinito e o polo sul com a origem de R .



- 35 ~
Neste caso, obtemos oito 3-simplexos, ou tetraedros, como passo se

guinte no processo de inducao, anulando~se as orientagoes induzi -

das nos bordos dos tetraedros como aconteceu no caso n = 3.

Temos,
f(c, ) =c + c _ e - -c
T 111 222 g 111 2292
fle ) =, * €221 9(Cyy,) = =S5y,
£lcy,1) =Cyp1 *+ €y g(cy,y) = ~Cyy,
£lcyyy) = cypp + 11 glcyz,) = =Chyy
fley11) = c11 + ©ypp glcyyy) = =C 4y,
£lcyy,) = Co12 + €123 gl{cy1z) = -cy,,
£(Cypy) = €31 + Oy gl(Cy,,} = =¢yy,
CEleg25) = cy0, oy | glcypy) = =y,
( 3 :
£ I c ) 2 I Sy e a, = 2
i,5,k=1 13K i,§,k=1 13k !
2 2
g( = Ciap) = = I C,. e a! = -1
i,3,k=1 *+3¥ i,3,k=1 13k !
Para n =4, ¢,{(a) = 2a + 8
$x{(B8) = - a

Este processo de indugao mostra gque,para cada inteiro positivo
n, ¢$ula) = (1L + (-1)7) a + 8

0, (8) = (1)1,
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sendo que o0 caso n Impar & similar ao descrito n = 3, e o caso

n par & similar ao descrito n = 4.

Dai,
_[1+ (-1 (-1)77! }
dba = v
) 1 o |
X {k + 1 -k
Se n & par, ¢, =
: l k ~k+1

Se n & Iimpar, entao

k 1 0
by = - se k & par, e
0 1
k Fo 11 |
by = se k & Impar.
11 0
Vamos calcular Hp(2§n+l).

Temos a sequéncia de Mayer-Vietoris (ver Apéndice),

. (il*'(i20¢k)*)

n=-1 n-1 n-1 bn n-1 n
«s. H (S S + H X H x DU)—*
p( | x ) p(S D) @ p(S )
2n-1 n-1 n-1, v
——> H (Zk ) > Hp—z(s x 8 ) —
onde i, (respectivamente i,) & a aplicag@o de inclusao de
-1 -1 . : -1 - .
st x sm na coOpia de sh x« DI que contem o dominio (resgeg

tivamente a imagem)  de . as aplicacgdes Lowed w3¥

— Hn__l(sn"1 x D) estdo representadas pela mesma matriz [1 0]

-1 ol
(s 'x 8"

na representagdo usual em vetores colunas com respeito as bases

candnicas dos respectivos grupos.
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Sseja p=0. H (2P =u (g2 , p2PU, 77! 4 p?Py=g,
o “k o ¢k

n- 2 ‘ 2n— 2 - ~ .
s?P71 L, p?P U, s°™! « p®" & n3o vazio e conexo por

uma vez que
caminhos.

Sabemos que (ver Apéndice),

HO(S“" x DM = &;

n-1 n, _ - .
Ho_ (8 xDM =200 =& ;

-1
Hp(s“ «x D" =0, p#0, n -1 ;
Ho(s”'1 x 8" =g

n-1 n-1, _ )

HZ(n“})(S X S ) "z ’
Assim, Hp_l(s“‘1 x %1y =0, p#1,n,2n-1.

Para p #¥ 0,1,n-1,n,2n-1, temos a sequéncia exatz curta ’

cer > 0 — g (p2D-1

p k ) ‘0 - v e

2n-1

p )y =0, p# 0,1,n~1,n,2n~1.

Logo, Hp(z

Vejamos o que acontece para p = 1. Como: zin-l # @ , vale
a sequéncia de Mayer-Vietoris para a homologia reduzida. (ver A~

péndice) .

. k
(11*1(120¢ )*) # el

e —— H':(s"'1 x 8771 - i (8" «D™ e Hf(s““%np)
2n- - -
— ﬁf(zk“ Y Hg(s“ Vg hy—— ...
- -l
Como H’;(Sn ! X Dn) ® Hf(s“ X Dn) = 0 e

Hg(Sn_l xS" 1) = 0, entdo Hr(zf““) = 0.
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2n=1
)

Concluimos que Hp():k =0, os# 0,n-1,n,2n-1.

A funcgao (il*,izo¢k)*) & um homomorfismo entre dois grupos

abelianos livres de posto 2.

Consideremos a base candnica deste Gltimo grupo de homologia

B = {[1,0], [o,1]}.

Para n par, temos,

{1 0 [ ] 1 0 1 o]
i = [1 o0 = [10] ,
1 io 1 0 1 i
. X 1 0 k+1 -k
(1,007), = [1 0] = [x+1 -k]
L0 1 k -X '+ 1
Logo,
ke [1 0 1 0
(L,ar (1,00 ) ) = _ e o©
10 1 5k+1 -k
homomor fismo (i]*,(izo¢k)*) pode ser representado por[ i 0.
| ik +1 -k

Para n Impar temos dois casos a considerar.

Se %k & par,

1 0 1 0
i [ } = [1 0] -[ } = [1 o] ,



1 LO 1 o 1}
/ 1 0 1 0
e (i1*1(120¢k)* =, ] .
\ 0 1 11 oJ
O homomorfismo (il*,i20¢k)*) pode ser representado por

1 01'
1 o}
De modo analogo vemos que, se k & {mpar, o homomorfismo

(il*,(izo¢k)*) & representado por {1 0}
0 1

No caso em que n & par, ou seja, n = 2m, temos

sm-1, _
1) Ho(zk ) 4

m-1, _
2 B " =z

x01!1--])

De fato, a sequéncia de Mayer-Vietoris é

2m

2m-1 m-1, v 2m=-1 2m 2me-1 2m-1 e
-—--+sz1 (s x S Yt HZm-l (S x D7) @H (s x 87 1)

2m-1 2m 2m~1 2m,
Mas, Hzm(s x D7) @& Hzm(s x D)y = 0,
2m=-1 am=-1, _
Hon-q ¢S S x 8 ) Z ® 35‘, e
2m=-1 2m 2m—-1 2m, _
H2m—1(s x D) @ Hzm—l(s x D) £ @ 2.

Assim, a sequéncia se reduz a

bm-1

* 90 aL
0 'Bzm(zk

3
>

)—E st @0 — Y B & B—

1 0
14k -k
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r
1 0
onde Yy & monomorfismo (det { } # 0). Portanto,

14k =k
Im (B) = Ker (y) = 0.
- um~-1
Entao, HZm(zk ) = 0,
. ‘ um~-1
4) vamos calcular H, _ (3, ).
2m-1 2m-1 (1 (i o¢k) )
.'.“—"“‘*H (s xs ) 1*’ 2 »*
2m=1 >
[ 1 o]
L1+k —kj
2m-1 2m 2m-1 2m, « 4m-1
> Hppy (8 x DTT) @ Hpp (8 X DT By By )
. 2m=-1 2m=1 ' e
— H, (S x 8 ) ——— ou
" —zeoez —E rer —n,_ (5" > 0 yotce
| 1 o}
1+k k|
Portanto, « & um epimorfismo.
dm-1 - .
Para provar que Hzm—l(zk ) = zk, consideremos
T B2 —f L recr , e tentemos uma mudanga de coordenadas,
1 0}
1+k -kJ
a b 1 0 1 0 a b _
= . Uma solugao &
c al {1+k -k [0 -k} ¢ al
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Assim, no novo sistema de coordenadas B8 serad representado pe

la matriz {1 0 . :

0 =-kj
Voltando & sequéncia de Mayer-Vietoris, temos

, ' i
rs 00— roz —frez -2y, (pom=1,

m-1 K > 0 > o .

Ker (¢) = Im (8'). a induz um isomorfismo o , oa:(& ® &)/Ker (o)

2m=-1
Mas (& ® 2)/Ker (a) = (£ ® B)/ Im(B') = (R ® Z)/(8 & k&) =

= 2/Z ® B/k& = Zk.

Lbm~1

~ Concluimos que H, _ (%, ) = & .

2m

Seja n = 2m + 1. Temos entdo,

bmE1,
tm+ =

3) Calculo de HZm(2;m+1) .

v e Hzm(szm x Szm)—~3~+H2m(Szm x D2m+1) ® Hzm(SZm " DZm+1)_%
£ Hzm(2;m+l)“l;_ Hzm—l(szm e

e —— Z QR %ZGZ»&HZm(z;"‘“) > 0 ,oeen
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Se k & par, o é dada por

b b

1 0

O

1 0
, © seu efeito é

a
} » logo 8 & um epimorfismo.

a
=~ um+y,
Entgo, Hzm(zk ) = £,
' P _ Ix o} _ . -
Se k & impar, a = = id, e temos a seguencia
[0 1}
crr > 2 OL id F AN E——§-»H2m(2;m+l) Y 5+ 0 e e

Como B8 € um epimorfismo, 8 induz 8, B:(Z ® Z)/Ker (8} —

bm+ 1
{
— Hzm\):k )-

Mas (£ © 2)/Im(id) = (2 &6 2)/{(Z @ £) = 0.

ym+ 1 )

kx impar’ ~ 0.

Assim, Hzm(z

um—H)

4) Calculo de Hzm(zk

.o N v | L B S Q2] am+2 2amk) | 22
H o (8 x S ) AN H 1(s x D ) & (H I(s xD ) —r
8 km+1 Y 2m+1 2m+] .
— Hzm(zk )-—~f»H2m(s x S  JE—

Seja k par. Entao,

cer > 2 B E—2 5 BB :Hzm(z““‘” )X 0 s e e

1 01 epi k par
1 0]

um+l

Entao, H2m+1(2k par



- 43 -

Seja k impar.

T ek —id zZ 6L — H2m+1(z£mgépar) >0 S
Ym+1 i o
donde, H2m+1(zk impar) = g/% & 8/8 = 0.

Em resumo temos

&, se p=20, 4m - 1;

Hp(izm-l) = < Z,, se p=2m-1
0, se p#0, 2m - 1, 4m - 1.
[ Z s =0, 2 2m+l, 4m+l; )
Ho(rAml r S€ P , €, ’ ;
p k par

"0, nos demais casos.

{ Z, se p =20, 4m + 1;

H (Z'-bm-l'l )

p' 'k Impar
; * 0, nos outros casos.
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) m+ - - 2m 2m+ ym+1
Assim, z; p;r & homologo a S x S 1 e ‘X Impar
bm+l '

€ homdlogo a S .

“'1 n - »
Para n 2 3, sh x D é simplesmente conexo. Pelo Teore

ma de Van-Kampen ([SJ), segue que Zén“1 é simplesmente cone

XO0.

bm+ 1 - ) -
» 3 . f d
k impar & uma variedade diferenciavel fechada ,

(e & simplesmente conexa), com a homologia da esfera ghmt1 ’

Como z

entao vale o seguinte Teorema.

Teorema 2.2.2.

Lbm+l

5 ym+ 1
k Impar

& homeomdrfico a S .

Prova

Ver Conjectura Generalizada de Poincaré em dimensao maior

ou igual a 5 ([4]) (ver Apéndice).

No entanto, vejamos que os conjuntos de pontos fixos destes

espagos por subgrupos de O0(n) nao sdo necessariamerte esferas.



- 435 -

Lema 2.2.3.

Consideremos D' < D" pela inclusdo padrdo , ou seia

r n
(xl,xz, cee xr) e D corresponde a (xl,xz,,..,xr,O,...,O) e D

- - - -1 -
A aplicacao ¢kzsn L st LN sh x g" ! ‘ restrita a
- -1 - - -
st™! « gF 77, preserva a_O(r)-ac3o sobre s by gf! contida
canonicamente na O{n)=-acao sobre gt . gl

E suficiente verificar que as duas componentes ex(y) e x
de ¢ (x,y) sao obtidas pela rotagao do plano que contém x e
y », de y para x , através de um angulo igual ao angulo entre
X e Yy, J& que isto garante que a restricdo mencionada preserva

a Of(r)-agao, como desejamos.

Seja S a circunferéncia unitdria que contém x e y per
r-1 r-1

tencentes a $ . Observemos que S C § .

Para x = y, a observacgao acima &
obvia.

Seja x # y. Entao, ¢ (x,y)=(8 (y),%)
Os correspondentes ex(y) e X
permanecem em S, j& que o plano

formado por x, y e a origem, con

tém ex(y), e portanto, coincide
com o plano formado por o _(y) .

X e a origem, ja que ex(y) = 2 <X,¥> X = Y.

- -1 -
Portanto, como (x,y) e S* - , também temos,

r-1 Sr-1

(6,(y),x) e 'S x . Assim, ¢k(x,y) também permanece em



S, uma vez que ¢k = $0¢0...06¢.

Consideremos Of{(n-r} como o subgrupo I, x O{n-r}) < O(n) .

Ent3o, F(O(n-r),dD") =%, e F(O(n-r),p" x "%y = p¥ x g¥~! |

Vamos ver que isto implica que F{O(n-r}, X;n-lj = Z;I-I :

De fato, F(O(n-r), E§n~1) = F(O(n~r},an Snnil%k Dn><Sn"l%=

n

= F(0(n-r), D" «x sn“)L% F(O(n-r), D x g})

X | k
onde, = ¢ = ¢ .
|F (0(n-r),s?"! x g st o« gt!
- -1 - -
F(O(n-r), z;“ 'y = p¥ x s* Uy p*¥ x s¥7! = zir ',
o

!

Por exemplo, seja n = 3, e seja Z, 0(1) &€ 0(3) a inclu

sao padrao. Temos
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