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RESUMO

Desenvolvemos, com © objetivo de comparagéo, a
fundamentagdo tedrica de duas formulagdes equivalentes
das representagoes irredutiveis de SU(2) e SO(B). Uma de
las leva o ponto de vista da Matematica Fisica e a outra
baseia-se no estudo direto das propriedades dos homomor-
fismos de SU(2) em SU(n+l) em relagao & nogao de produto

tensorial.



ABSTRACT

We develop with the aim of comparison, a theo-
retical foundation of two equivalent formulations of
the irreducible representations of SU(2) and SO(3). One
of these takes the point of view of Mathematical Physics
and the other one is based on the direct study of the
properties of the homomorphisms from SU(2) into SU(n+l)
in relation to the notion of the symmetric tensor pro-

duct.
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I- Preliminares

I.1- Exponencial de uma Matriz-

»

Seja A um operador linear sobre um espago veto
rial V com produto interno, de dimensao n.

A norma || A ]] de A & definida pela expressdo

Il &l = max  {||av]|)
veV,|vl|=1

Definimos a norma de uma Matriz A=|a do tipo

]
n x npor ||A|]| = ||B]|, onde A & o operador  1li-

near determinado por A e uma base ortonormal {v.}l.

I.1.1- Definicao de exp A.

-

A exponencial exp A de uma matriz n x n A e
definida pela soma

J
= ¥ A
exp A = §=O 3T ’

onde AO = En (matriz identidade de ordem n).
I.1.2~ Teorema ([1], pag 154)

Se A e B s3o matrizes n x n e B & ndo singu
lar, entao

ol

exp (B A B-l)= B (exp a)B~1

I.1.3~ Matriz triangular superior

Seja C uma matriz n x n. Dizemos que C=[c1j]
& uma matriz triangular superior se cys= 0 para

J
todo 1 <3 < 1i < n,

I.1.4- Definicao de Matriz Semelhante

Uma matriz A, do tipo n x n, & semelhante a

uma matriz C, do tipo n x n, se e sO se existe



I.1.5~-

I.l‘6—

I.1.7-

I.1.8-

uma matriz B, nao singular, tal que c=BAB L,

Denotamos isto por A z C: .

Proposicdao ({1}, pag 155).

Seja A uma matriz complexa n x n com auto-va-

lores Xl’ Az, eoer A

n
Entao A & semelhante 3 uma matriz triangular
syperior C (A 2 Q) cujos elementos da diagonal

sao Al' AZ' ceeyr A

n

Proposigcao  ([l1], pag 156).

Seja A uma matriz n x n com auto-valores Al’
IARERE, An' Entao exp A tem auto-valores

Proposigao  ([1], pag 156).

det (exp A) = exp (tr A) = etrA

Em particular, exp A € uma matriz nao singular.

Funcoes Analiticas

Definicao 1:

Dizemos que uma fungao f(x,y) defini
da em uma vizinhangq de um ponto (xo,yo) tem uma
expans3o em série de potdncias em um ponto (xo,
yo) se existe uma série de.poténcias formal S (X,
Y) cujo dominio de convergéncia nao & vazio e

tal que
f(x,y) = S(x-xo, y-yo) para Ix-xol e

Iy—yol suficientemente pequenos (cf. [9], pags
10 e 121).

Definicao 2:
Uma funcao de valor real ou complexo
f(x,y) definida em um conjunto aberto D & denomi

nada analitica em D, se para cada ponto (xo,yo)

e D, a funcao f(x,y) tem uma expansao em série

>
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I.1.10-

de poténcias no ponto (xo,yo), (cf. [9],pag 121).

Definicao de série de poténcias Matricial

Definimos uma série de poténcias matricial
por
e 5
f(a) = §=O ch ,

onde A & uma matriz n x n, real ou complexa.

Propriedades:

1. exp(—A)exp(A)=En,

para toda matriz A, do tipo n x n;

2. (exp A)m = exp mA; m= O,il, .o

) +1 Aj .
3. en (B +A) = §, )3 5=+ paral a[|<1;
4. exp [an (E_+A)] = E_+a, | l|Aa]]<1;
5. ¢n (exp A) = A, ’ , |1a]|<en2.
Teorema ([1], pag 158).

Seja Ln o espago de todas as matrizes n x n,
reais ou complexas, e seja Gn O grupo de todas
as matrizes nao singulares em L.

“ para £,§ >0 sejam

Q

e, | |l <e,

8=1{BeG | [|I|B-E || <&},

A fungao exponencial A - exp A transforma Ln
em Gn‘ Existem constantes positivas £,8 < 1 tal
que a vizinhangca & da matriz nula em Ln e leva~
da biunivocamente sobre a vizinhanga @B da ma-
triz identidade En em Gn'

A aplicagao A » exp A, A € 2, e sua inversa
B - n B, B £®, sao analiticas, isto e, os

elementos das matrizes exp A e ¢n B sao fungoes

analiticas dos elementos das matrizes A e B,
respectivamente.
Pelo teorema (I.l1l.10) uma matriz B ¢ Gn em

uma vizinhanca suficientemente proxima de Ep
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pode ser escrita de forma Gnica na forma B=exp A
com A em uma vizinhang¢a suficientemente prdxima

d< matriz nula.

”'Seja t um parametro real ou complexo. Escreve
mos A(t) para denotar uma matriz real ou comple-
xa do tipo n x n, cujas componentes Aij(t) sao
fungoes de t.

Se cada uma das componentes & derivavel, dize

mos que A(t) & derivavel com derivada
A (t) = dA(t)/dt, cujas componentes sao

Se A(t) e B(t) sao matrizes n x n, deriva-

veis, entao

(@/dt) [a A(t) + B B(t)] = a A(t) + B B(t),
(@/at) [ A(t) B(£)] = A(t) B(t)+A(t) B(t) ,
para quaisquer o,B reais ou complexos.

A derivada de exp (tA), com A uma matriz do

tipo n x n constante, & dada por

7L 5
(d/dt) exp (tA) = =1 =117 A =
= A exp (tA) = [exp (tA)] A. I.1.11
Se A(t) = 2, sendo Z a matriz nula, entdo a
solucao geral & A(t) = Ay onde A, € uma matriz
constante.
Teorema (|1], pag 159) .
Se AB = BA entao exp (A + B) = exp A X
exp B. ’

B

)

Seja Ln O espago de dimensao n2 de todas as
matrizes complexas do tipo n x n. Para A ¢ Ln
definimos a transformagao linear Ad A- n2x n2

sobre Ln’ com relagao a uma base de Ln’ por



il

AdA (B) A, B],

onde [A , B]

Apresentaremos um exemplo de AdA no final ca
pitulo II (estudo de U(2)).

Temos ainda que AdA-é o operador nulo, se e sd
se A comuta com qualquer matriz B € Ln'

Definimos (AdA)m por

(AdA)m.(B) = [a, [A, ...[A,B]]], m vezes.

I.2- Grupos de Lie

I.2.1- Definicao de Grupo de Lie Local

Denotamos por F o corpo dos numeros reais R ou
dos numeros complexos C.

Seja 7 o espago vetorial das n-uplas

g = (gl, Gor eees gn), g, € F, e seja o vetor nulo
em F' denotado por e = (0, 0, ...,0).

Consideremos F" munido da topologia usual. Va-
mos supor gue V & um conjunto aberto em Fn conten
do e.

Um grupo de Lie local 6, dehdimensao nh, em uma
vizinhanga V C Flo8 determinado por uma _fungao
z(g,h) com as segquintes propriedades:

(1) z(g,h) ¢ F para todo g,h e V.

(2) z(g,h) & uma fungéo analitica de cada um dos
seus 2n argumentos.

(3) Se ¢t(g,h) ¢ V e z(h,k) eV entao
t(z(g,h), k) = t(g, t(h,k)). ‘

(4) t(e,9) = t(g,e) =g para todo g e V.

Denotamos (g,h) por gh.

Assim pela propriedade (3), conforme segue, va-
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le a lei associativa:
(gh)k = ¢((gh),k) = ¢(c(g,h),k) = t(g,c(h,k)) =
= ¢ (g, (hk)) = g(hk). |

Pela propriedade (4), existe um elemento neu-
tro e, ou seja,

eg = ¢(e,g9) = g = £(g,e) = ge.

Dizemos que h € G & um elemento inverso de
ge G se r(g,h) = gh =1t(h,g) = hg = e.

A existéncia de um elemento inverso para cada

g € V & garantida pelas propriedades (2) e (4).

Um grupo de Lie & um grupo topoldgico tal que
uma vizinhanga dele ao redof da origem se compor-
ta, a menos de um homeomorfismqg como um grupo de
Lie local, com a mesma operagao do grupo.

baqui em diante, ao falarmos em grupo devemos
entender grupo de Lie local.

Um grupo de Lie Local nao & necessariamente um
grupo no sehtido da élgebrg moderna, ja que os
axiomas do grupo sdo satisfeitos somente em uma

vizinhanca de e e V.

Definicao de Grupo de Lie linear local

Seja W um conjunto aberto conexo no espago

F* contendo o vetor e.

Um grupo de Lie linear local G, de dimensao n,

e um conjunto de matrizes nao singulares m x m,

A(g) = A(gl, Ior ...,gn), definidas para cada

g € W, tais que:

(1) A(e) = Em (matriz identidade)

(2) Os elementos da matriz A(g) sao fungoes anall
ticas dos parametros gl, 9or «vesg, € @ apli-
cagao g - A(g) & biunivoca.

{3) As n matrizes BA(g)/ng, j =1, 2, ..., n,
sdao linearmente independentes para cada g € W
(estas matrizes geram um subespago de dimensao

. = 2 .
n do espago de dimensao m"~ das matrizes mxm) .



(4) Existe uma vizinhangca W' de e em Fn, W' C W,
com a seguinte prbpriedade: para cada par de
n-uplas g,h em W' existe uma n-upla k em W
satisfazendo A(g) A(h) = A(k), onde a opera-

cao do lado esqguerdo. & o produto de matrizes.

I1.2.2.1- Proposicao. ([1]), pag 164).

Cada grupo de Lie linedr local definerum gru-

po de Lie local.

I.2.2.2- Definicao de Grupo de Lie linear

Um grupo de Lie linear & um grupo topoldgico
tal que uma vizinhanga dele ao redor da origem
se comporta, a menos de um homeomorfismo, como
um grupo de Lie linear local, com a mesma opera-
¢ao do grupo. |

I.3- Algebra de Lie

Seja G um grupo de Lie local definido numa vi-
zinhanga V g.Fn. Uma curva analitica atraveés da i-
dentidade sobre G & uma fungao t =+ g(t) = (gq (8,
gz(t), ey gn(t) de uma vizinhanga de O ¢ F em v
tal que g(0) = e, e as fungoes gj(t) sejam anali-
ticas em t.

O vetor tangente a g(t) em e & o vetor
0’ = [dg(t)/dt} ‘t=0 = (gl(o)l gz(o)l ® 0 s 0 0 000 00 ey

g,(0) ¢ FO.

¢
ol

Ccada vetor em F' & o vetor tangente em e para
alguma curva analitica.

De fato, a curva ot = (alt, azt, ...,ant) tem
o vetor tangente a = (al, Oy ...,an)nem e; assim
podemos identificgr o conjunto de vetores tangentes
com Fn.

[ .
Em particular os vetores tangentes em e formam



um espago vetorial de dimensao n.

Para g,h € V temos gh = z(g,h), onde ¢ & uma
funcao vetorial analitica de seus 2n argumentos. As-
sim as componentes (gh)j = cj(g,h) podem ser expres-
sas como séries de Taylor .em gy hg sobre g = h = e .
Ja que t¢l(e,9) = ¢(g,e) = g temos

n
I.3.1- t5(g/h) = gy + by + is;l j,us 9 hgt Ty (g/h)
onde rj consiste de todos os termos de ordem maior

que dois em 9y s h2 e

I.3.2- €508 = (—%—-az/agl ahs)cj(g,h){gzhze
Examinemos agora a relacdo entre as curvas anali-
ticas através de e, e as operacgoes de espago veto-
rial sobre vetores tangentes.
Sejam g(t), h(t) curvas analiticas atraveés de e,
com vetores tangentes o, B, respectivamente, Entao

para quaisquer a,b € F,

k(t) = g(at) h(bt) = g(g(at), h(b,t)) & também

uma curva analitica atraves de e.
*

O vetor tangente y = k(0) pode ser obtido dife-

renciando ambos os lados de (I.3.l), que resulta em
Yy =aa+ b B. .

0 sinal + refere-se a adigao de vetores em F,

A curva e(t) = e tem vetor tangente 6 em e, sen
do

g = (0,0,..., O)

Seja a' o vetor tangente em e a curva analitica
g_l(t). Ja que e(t) = g(t) gnl(t), segue-se que

8 = a+ af, ou a = ~-a'.

Esses resultados usam somente os termos de primei
ra ordem na expansao para t(g,h).

Vamos introduzir agora uma operag¢ao sobre vetores
tangentes em e que depende dos termos de segunda
ordem.
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I.3.5-

I.3.6_

I.3.7-

Com g(t) e h(t) dados anteriormente, definimos e}
colchete comutador [a,R] de o e B como o vetor tan
gente em e & curva

k(t) = g(t) hit) g T(r) h i(n), £ = 12,

Assim

o8] = [a/a(z®)] g() hin) g H () WTHO| Lo oy

. . ) - .. 2
mais precisamente, [a , B] & o coeficiente de <t na

expansao da série de Taylor para k.

Teorema ([1]), pag 167). .
n
gs
[a,8], = 2 Cy™ a, B ' 1<~ j<n,
b g,e=1 1 2 s
onde
’ s _ _
Cj Cj,zs Cj,sJL . (ver I.3.2).

As propriedades basicas do comutador sao dadas pe-

lo teorema que segue.

Teorema ([1],pag 168).

Sejam qo,8 € F° e a,b ¢ F. Entao

(1) [a,8] = =[Bsa] :
(2) [aa + bB,y] = ala,y] + b[B,v].

(3) [[or8]/v] + [[vel.8] + [[B/v])sa] = 6,
(igualdade de Jacobi).

Definicao de algebra de Lie

A algebra de Lie L(G) de um grupo de Lie local G
€ o conjunto de todos os vetores tangentes em e, muni-
do das operagoes de produto por escalar, adigao de
vetores e produto comutador.

Definicao de algebra de Lie abstrata

Uma &algebra de Lie abstrata r sobre F (corpo dos
nimeros reais ou complexos) & um espago vetorial sobre

F, juntamente com um produto comutador [a ' B] e ¢ de

finido para todo 0,8 € § , tal gue para todo a,B,YE€ L
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e a,b, ¢ F temos:

(1) [a,B} = -[B,a)
(2) [aa + bB,vy] = afa,y] + b[B,v]
3) [las8lov] + [[ysal,8] + [fBiv]sa] = 6.

Seja G o grupo de Lie linear local, de dimensao n,

de matrizes inversiveis m x m, e seja A(t) = A(g(t)) ,
A(0) = Em’ uma curva analitica através da identidade.
Podemos identificar o vetor tangente o em e com a
matriz n-

= ‘ = 2 ; =

f éd/dt) A(g(t) | _q Ty A(9) |5 94(0)
J J
= ¥ c, o, ’
i=1 7

d . = . A
onde ¢y a/agj (g)lg=e

Assim identificamos o espago tangente em e com o
espago de todas as matrizes & , dadas em (I.3.8).

Da definicao de grupo de Lie linear local, temos
que o conjunto {cj} e linearmente independente e ge-
ra um subespago de dimensao n do ésgago de todas as
matrizes m X m.

Muitas das propriedades vistas para grupo de Lie
local sao muito mais faceis de serem verificadas para
grupo de Lie linear local. Por exemplo, sejam A(t) e
B(t) curvas analiticas em G com matrizes tangentes
Q@ e ® na identidéde, respectivamente. Ja que

(@/Gt) (A(£) B(£) = A(t) B(£) + A(t) B(t) e

A(0O) = B(0) = Em’ segue-se que A(t) B(t) & uma cur
va analitica com matriz tangente R + B em Em.

Com A(t) e B(t) dados acima definimos o comuta-
dor das matrizes tangentes R , 8 por

[@,8] = (d/d4t) [A(t) B(1) NS B-l(T)]‘t=O

onde t = 12, isto €, [®,B] & a matriz tangente & cur
va c(t) = A(T1) B(T) A—l(r) B—l(r) na identidade.
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Teorera ([1], pag 169)

Séjam L(G) a algebra de Lie de um grupo de Lie
local G, e 8,8 ¢ L(G). Entao
@8] =B - B2 € L(G).

I.4- Homomorfismos

I.4.1-

I1.4.2-

Definicao de homomorfismo de algebras de Lie abs-

tratas

Um homomorfismo entre duas algebras de Lie abs-
tratas ¢ e ¢' & uma aplicagio ¢ : ¢ =+ ' tal
que
(1) ¢(a o + b B8) =a ¢(a) +b ¢(B)

(2) ¢([a,8]) = [o() , 0(BI]
onde a,b ¢ F , a,B € T.
Se um homomorfismo ¢ & uma aplicacgdo biunivoca

de ¢ sobre r' entao % & chamado um isomorfismo.

Definicao de homomorfismo de grupo de Lie local

Um homomorfismo analitico (local) de um grupo

"de Lie local G em um grupo de Lie local G' & uma

aplicagao u : W > W' onde . u(g) & definido em uma
vizinhanca Wde e € G e W' & uma vizinhanca de
e!' € G' tal que

p(gh) = u(g) w(h) , g,h, gh & w , e
u & uma fungao analitica.

Se u & um homomorfismo biunivoco de uma vizi-

nhanga de € ¢ G sobre uma vizinhanga de e' ¢ G’
- l - x . ~ -

tal que : W' > W & analitica, entao* 1 e de

nominado um isomorfismo, e. G+ & isomorfico (local-

‘mente) a G',

Sejam G e G' grupos de Lie locais de dimen-
sOes n e n' respectivamente, com correspondentes él
gebras de Lie L(G), L(G'). Se u & um homomorfismo

" analitico de G sobre G' veremos pelo teorema abaixo
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*
que Yy induz um homomorfismo p de L(G) em L(G').

I.4.3- Teorema ([1], pag 179).
Um homomorfismo analitico u : G - G' induz um
*
homomorfismo de algebra de Lie u : L(G) -+ L(G")
definido por
*
po(a) = (d/de) ulg(t) |-,
onde g(t) & uma curva analitica em G com vetor tan-
* . -

gente o em e. Y € um isomorfismo se u e um
isomorfismo.

» —~ PO .
p  nao depende da curva analitica escolhida.

I.4.4- Teorema ([1], pag 180). °

Sejam G e G' grupos de Lie lineares locais,
e p : L(G) » L(G') um homomorfismo de Aalgebra de
Lie. Entdo existe um Gnico homomorfismo  analitico
local p de G em G' tal que u* = p, Se p &€ um

isomorfismo entao u & um isomorfismo.

I.4.5~ Corolario ([1], pag 181).

Sejam G e G' grupos de Lie lineares locais,
Entao L(G) & isomdorfico a L(G') se e sb se G & iso
morfico a G'.

Nota:

Se G e G' sao grupos de Lie lineares con
clui-se que L(G) & isomdrfico a L(G') se e somen

te se G € localmente isomorfico a G'.

I.5~ Grupos classicos de Lie

Introduzimos aqui alguns dos grupos de Lie mais
relevantes. Estes constituem exemplos das estruturas
que estamos estudando, ou seja, grupos de Lie e gru=-

pos de Lie locais lineares. Assim também exemplifica-
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remos as algebras de Lie correspondentes, isto &, os

espagos tangentes nos elementos neutros respectivos.

Indicaremos as dimensoes destes  grupos como grupos

complexos e/ou reais.

I.5.1-

I.5.2-

Definicao de grupo real e/ou complexo

Um grupo G & dehominado real (complexo) se G

é isomorfo a um subgrupo do grupo de automorfismos

de R" (™.

GL (m,C) = Gm

O grupo} sob multiplicag¢ao, de matrizes nao sin
gulares m x m, sobre C & chamado de grupo linear
geral GL(m,C) e a algebra de Lie deste grupo ,

g% (m, C), consiste de todas as matrizes da forma

I.5.3-

R = (d/dt) A(t) | o, A(0) =E_,

onde A(t) & uma curva analitica em GL(m, C) e Em
€ a matriz identidade de ordem m. .

Reciprocamente, se & & uma matriz m x m, en-
tao A(t) = exp t ® & uma curva analitica com matriz
tangente Q,([4], cap 0).

GL{(m, C) & um grupo de Lie complexo de dimensao
m2. Considerando os elementos de GL{(m, €) como soma
das partes real e imaginaria, ele & um grupo de Lie
real de dimensao 2m2. '

SL(m, @) = SL(m)

£ um subgrupo especial de GL(m, C), cujas matri

zes tém determinante igual a 1 (um), ou seja,

SL(m, €¢) = {A € GL(m, C) | det A = 1},
A algebra de Lie de SL(m, @), denotada por
s{m, C¢), & o espago das matrizes tangentes @, do

tipo m x m, cujo trago & nulo:

o

De fato det A =1, A € SL(m, Q)

4

e exp R = A , . € s2(m, Q).
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Por (I.1.7) sabemos que

1l = det(exp ) = exp(trf). Isto implica que
tr & = 0. ’

A dimensao do grupo de Lie complexo SL(m, C)
é (m2 - 1), ou em termos de partes real e imagina-
ria, temos SL(m, C) como grupo de Lie real com di
mensao 2(m2 - 1.

O(m, C) = O(m)

£ o grupo das matrizes complexas A, do tipo

m x m, tal que AtA = Em , ou seja,

O(m, C) = {A € GL(m, c) | AtA =_Em}.

A algebra de Lie de O(m), denotada por o(m), &

o espaco de todas as matrizes anti-simétricas do

tipo m x m. De fato, seja A(t), A(O) = Em" uma
curva analitica em O(m) com matriz tangente 8 na
identidade. Diferenciando a expressao At(t) A(t) =
= Em e fazendo t=0 encontramos Qt + @ =2 , ou
seja, § @& anti-simétrica.

A dimensao do grupo de Lie complexo O(m, C) &
—-]2—'—(m2 - m), enquanto que considerando as partes
real e imaginaria, € um grupo de Lie real de dimen

~ 2
saoc m” - m.

SO(m, @) = SO(m)

som) = {A € O(m) | deta =1}.

(0]

Sejam A € O(m) e f € o(m). Como )
anti-simétrica, o tr 8 & zero e

det A = exp(tr ) = 1.
Assim a algebra de Lie de O(m) & igual & alge
bra de Lie de SO(m).

U (m)

U (m) {A ¢ G6L(m, @) | Ata = EJ. .

U(m) & chamado o grupo uniﬁério de todas as
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matrizes unitarias, do tipo m X m. trata-se de um
grupo de Lie real com dimensao m2.

Dado A ¢ U(m) em uma vizinhanca muito pequena
de Em, podemos encontrar uma Unica matriz 9 sufici
entemente proxima da matriz nula Z, tal que

exp & = A.

Seja u(m) a algebra de Lié de U(m).

Se Q§ € u(m), entao Q & ;nti—hermitiana, ou
seja, ét = -R , e a algebra de Lie de U(m) & o es
pago de todas as matrizes anti-hermitianas.

I.5.7- SU(m)

su(m) = {A e U(m) | det A =1},

‘35U (m), subgrupo de U(m), & um grupo de Lie real
com dimensdo m? - 1.

A algebra de Lie de SU(m), denotada por su(m),
e constituida por todas as matrizes anti-hermitia
nas de trago zero, ja que det A =1 e det A = det
(exp Q) = exp (tr Q), implicam ¢tr @ = O, para 8
pertencente a uma vizinhanga suficientemente proxi-

ma da matriz nula“ Z.

I.6- Medidas invariantes em grupos de Lie

Seja G um grupo de Lie real de dimensao n de ma
trizes m x m,

Uma fungao complexa f(B) sobre G & continua em
B € G se ela & continua nos parametros (gl, PYRERY
gn) em um sistema de coordenadas locais para G em B.

Se f & continua com relagdao a um sistema de coor-
denadas locais em B, entdo f & continua com relacgio a
todos os sistemas de coordenadas.

Se £ & continua em cada B € G, entao f & conti
nua sobre G.

Todo grupo de Lie & uma variedade diferenciavel
[8]. Definimos integral sobre variedade diferenciavel

de acordo com [8].
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Consideraremos agora elementos de volume infini-
tesimais com relagao aos quais a integral associada

sobre o grupo & invariante i esquerda, isto &,
fG £(BA) da = fG £(aA) da , B € G ,

onde f & uma funcao continua sobre G , tal que

ambas as integrais convergem.

Em termos de coordenadas locais g = (gl, Gpreees
gn) em A , dA = W(g) dgl oo dgn = W{g) dg , onde a
fungao continua W & chamada de func¢ao peso.

Se k = (kl’ k2, .o kn) € outro sistema de coor-

denadas locais em A , entao

da = W(k) dk ...dkn, e

1’
W(k) = W(g(k))ldet(agi/akj)l, onde o determinan-
te € o Jacobiano da transformacao de coordenadas.
Veremos agora como construir uma medida invarian
te a esquerda para um grupo de Lie linear real G de
dimensdo n. -
Seja {cj; 1 < j < ’p} uma base para o grupo
G. Introduziremos um produto interno sobre 'L(G), com
relagao ao qual a base escolhida & ortogonal.
Associamos a n-upla o = (al, ceey an) com

z ay cy € L(G) .
Dados os vetores linéarmente independentes a(lz

ooy a(n) em L(G), eles geram um paralelepipedo em
L(G) com volume '
(i)
vV = det(aj ) > 0.

A expressao I.6.1 define um volume no espago tan

gente ao elemento identidade.

Seja A(t) uma curva analitica em G tal que
A(0) = A.

Chamaremos A(0) = § a matriz tangente de A(t)
em A.

O conjunto de todas as matrizes tangentes & quan
do A(t) percorre todas as curvas analiticas atraveés

de A, forma um espago vetorial T chamado o espago

AI
tangente em A,
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Se A(t) e uma curva analitica através de A, ou
seja, A(0) = A , entao A_lA(t) & uma curva analitica

atraves de Em'

Assim
(d/4dt) [A'lA(t)]ltzo =Q e L(G ,
ou A—IQ = Q.
. - (3)
Seja ﬂj L ak Cy

Definiremos o volume VA do paralelepipedo em TA

gerado pelos n vetores

By = 8/dgsle) e T, , por
= (3)

Vy(g) = Idet Oy | > 0. .

A definigao de medida invariante & esquerda dzA
sobre G & dada por ‘

dlA = VA(g) dgl...dgn , gue independe do siste-
ma de coordenadas locais.

De fato, se k = (kl’ k2, cees kﬁ) e um outro

sistema de coordenadas locais em A , entao

= 99. 9. :
laA EAQ-——-—J—-=Z i 4 )

J,s akq s Cs
39 . (4 a 3.
- 3) -
Valk) = Jdet(s —= o ') = |det(—)
) '3
(3)
!det(as Y.
Assim
VA(k) dkl .o dkn = VA(g) |det(agj/8k2)|

De forma analoga calcula-se a medida invariante
a direita d A = W, (k) dk dk

l..- n,
oA -1

A T,
Bkz

atraves de

Definicao de grupo compacto

Um grupo de matrizes m x m & compacto se ele
e um subconjunto fechado e limitado do conjunto Lm

de todas as matrizes m x m.



-18-

I.6.4- Teorema ([1], pag 211).
Se G € um grupo de Lie linear compacto, entao

dgA = drA'

Para um grupo de Lie linear compacto G escrevemos
dA = d,A = drA , onde a medida dA e invariante a di-

reita e a esquerda, e o volume de G & dado por

VG = fG 1 da.

I.7- Representacoes de grupos e derivadas de Lie

I.7.1- Representacao de grupo

o

Seja V um espago vetorial de drmensao finita so-
bre F e seja GL(V) o grupo de todas as transformagoes
lineares nao singulares de V sobre V.

Uma representaqéo de um grupo G com espago de re-
presentagao V & um homomorfismo T: g "> T(g) de G em

GL(V). A dimensao da representacao € a dimensao de V.,

Para gy, 9,r 9, © € G, onde e eo elemento
identidade, temos:

T(gl) T(gz) = T(g1 92)7

()t = Tg™h;

T(e) = E , onde E @ o operador identidade sobre V.

I.7.2- Representacoes matriciais

Uma representagao matricial de dimensao n de G &

um homomorfismo
T : g + T(g) de G em GL(n, T).

Um homomorfismo T : A + T(A) de G em GL(V) & cha
mado um homomorfismo analitico se os elementos matri-
ciais Tij(A) em relagao a uma base em V, sao fungoes
analiticas das coordenadas locais de A em G.

Se os elementos matriciais sao fungoes analiticas

em relagao a uma base, entao eles serao analiticos em
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relagao a qualquer base.

Para cada @ € L(G) definimos o operador infinji
tesimal Q sobre V por

R = (d/at) T(A(R)) | g » I.7.2.1
onde &Rt) & uma curva analitica em G com matriz tan-
gente § na identidade.

® nao depende da curva analitica A(t).

Os operadores § formam uma algebra de Lie, a

qual & uma imagem homeomorfica de L(G).

Representacao de uma algebra de Lie

Uma representagao de uma algebra de Lie L com es-
pago de representagao V & uma fungao p de & no es
pago de todos os operadores lineares sobre V, tal que

para a,b ¢ F e o,B € ¢ temos:

(1) p(ao + bR) = a pla) + b p(B):
(2) o([arB]) = pla) p(B) —p(B) pla) = [pla), p(B)].
Os operadores & = p(Q) definem uma representacao

de L(G) sobre V., Assim cada representagao de G induz

uma representagao de L(G). -

Representacao associada e subespacos invariantes

Uma representagao T sobre um espago vetorial V in
duz uma representacao associada de L(G) que denotare-
mos por op.

Se W & um subespago de V, dizemos que W & T inva
riante se T(g)w ¢ W para cada g ¢ G e cada
w ¢ W.

Dizemos que W & p-invariante se p(o)w € W pa-

racadaw € Wevcada o € L(G).

Representacoes redutiveis

Com a notagdo de I.7.4 V diz-<se T-redutivel se
existir um subespa¢o linear prdprio W de V invariante

sob T. Caso contrario T diz-se irredutivel. Analoga-
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mente V diz-se p-redutivel se existir um subespago
proprio W de V que é invariante sob p. Caso contra-

rio p diz-se irredutivel.

I.7.6- Teorema ([1], pag 187).

Seja T uma representagéo do grupo de Lie linear e
conexo G sobre o espaco vetorial V, e seja p a re-
presentagao associada de- L(G).

Vamos supor que W & um subespago de V.

Entao: ‘

(1) W e T-invariante se e somente se ele é p-invarian
te.
(2) W & T-irredutivel se e somente se ele & p-irredu

tivel.

I.7.7- Grupos de transformacao de Lie local

Seja U um conjunto aberto conexo no espago veto

rial complexo de dimensao m, ™. Qualquer X € U

pode ser designado por suas coordenadas X = (xl, Xy
cewr X)) x; e Q. T .

Seja G um grupo de Lie lccal de dimensao'n, de-
finido em uma vizinhanga conexa de e = (0, 0, ...,0)
em ¢,

Seja Q wuma fungao que associa a cada par (x,9),
onde x € U, e g € G, um’elemento

Q(x,9) = xg ¢ a™.

Por definigcao Q age sobre a variedade diferen-
ciavel U como um grupo de transformacao de Lie lo-
cal se Q satisfaz as seguintes propriedades:

(1) xg & analitica nas n + m coordenadas de x e g;

(2) xe = x , para todo x € U;

(3) se xg € U entao (xg)h = x(gh), para g, h,
gh € G,
Seja exp at ;, @ £ L(G), um subgrupo a um parémg

tro de G. Para x0 € U , com x0 fixado, chamamos a
curva x(t) = %Y exp ot € U a trajetdoria de x? sob

exp at. Vemos que x(t) estd bem definida para valores
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suficientemente pequenos.de |t].

A fungao vetorial X(t) pode ser representada por

uma série de Taylor em t em relagao a t=0:

_ .0 0 '
Xi(t) = XJ + t(iQi/Bt)'(x , €Xp at)lt=0 + tee.
_ .0 0
ou xi(t) =x; +t ?zlPij(x )aj + cee
com 1 < i < m ’ onde
P, (x°) = (30,/39.) (x°,9) |
ij i j ! g=e 1.7.8

e Q= (07, Qy +aas Q).

Assim, x(0) e tangente a trajetoria de exp ot

- 0
atraves de x .

Se f(x) & analitica em uma vizinhanga de xo, defi

nimos as fungoes analiticas (exp ot)f por

[(exp at)f] (x) = f(x exp at) para a € L(G) e

valores convenientemente pequenos de |t

.

Mais geralmente, seja QXO o espago de todas as
~ \ ) ) .. 0
fungoes analiticas f em uma vizinhangca de x , onde a
vizinhangca pode variar com a fungao.

Definimos os operadores T(g)°: QXO -+ QXO por

3

['I"(g) £] (x) = f(x9) , x € U , g € G . I.7.9

a

Para um dado f ¢ QXO , o lado direito estara
bem definido para x suficientemente proximo de x0 e

g suficientemente prdoximo de e.

Ja que G & um grupo de transformagao local ‘te-
mos que '

= {T(gl) [T(gz) £]} (x).
Assim T(gl g2) = T(gl) T(gz) para g,, 9, € G.

Os operadores T(g) definem uma representagao lo-
cal de G sobre o espago vetorial de dimensdao infinita
QXO. Em analogia com (I.7.2.1) podemos definir Os ope
radores infinitesimais correspondentes a esta repre-

sentagao, conforme segue.
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Definicao de derivada de Lie

A derivada de Lie L f de uma funcao analitica

f ¢ QXO e dada por

L £(x) = (d/d¢) £(xg(t)) | g , onde

g(t) & uma curva analitica em G com vetor tangente aq

no ponto e.

Um calculo direto conduz a

m n
= I z 3 ox. )P, . . - €
Laf(x) L j=l( f(x)/ xl)PlJ(x)aJ , onde Plj(x) e
dado por (I.7.8). Em outras palavras temos
m n
L= z z Pij(x) aj(a/axi).

i=1 j=1
Estda claro desta expressao que La depende somente

de o; nao da particular curva g(t).

o
3

Representacao multiplicadora

Seja G um grupo de transformacao de Lie local
agindo sobre uma vizinhanga U C a® ’ x0 € U.

Seja % o conjunto de todas as fungoes analiti-
cas em uma vizinhanga de xo.

Uma representacao multiplicadora (local) T de G
sobre’?Q com multiplicador v , consiste de todas as
aplicagdes T(g) de @ sobre § definidas para

g ¢ G e £ g § por

[T(g9)£] (x) = v(x, g) £(xg).

Aqui v(x, g) e uma fungao escalar de x e g, a-
nalitica, tal que: :
(1) vix, e) =1 )
(2) vix, 99 9,) = vix, g9y) vix, g,).

-e

Derivada de Lie generalizada

A derivada de Lie generalizada Df de f sob o

grupo a um parametro exp ot € a fungcao analitica

D f(x) = d/dt [T(exp af)£] (x) |, 4

Para v =1 a derivada de Lie generalizada & a deriva-

da ordinaria de Lie Lo
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Teorema ([1], pag192).

O conjunto de todas as derivadas de Lie de um
grupo de transformacao de Lie local G forma uma
algebra de Lie a qual & uma imagem homomdorfica de

L(G). De fato

(1) L(aa + bg) = aLa + bLB ’

(2) L[a,s] =L,Lg-LgL, = [Ty LB] ,

onde o,B & L(G) ’ a,b € Q.

Teorema ([1] , pag 198).

As derivadas de Lie generalizadas de uma repre-
sentagao multiplicadora local formam uma &algebra de
Lie sob as operagoes de adigao de derivadas e colche

te comutador de Lie

[D, - DB] =D, D

- D, D

B B ~a°
Esta algebra & uma imagem homomorfica de L(G).
Daq * Dpg = @D, + PDg D[a’B] = [D, » D]

Acao d= um grupo em uma representacao

Um grupo de Lie G age efetivamente em uma repre
sentagao multiplicadora local T se L(G) & isomdrfica

3d algebra das derivadas-de Lie generalizadas.

Teorema ([1], pag 199).
m
Sejam D. =% P,.(x) (3/3%x,) + P.(x) , 3 =1, 2,
J o i=177d . J .
..+y n operadores diferenciais linearmente indepen-
dentes definidos e analiticos em um conjunto aberto

u c qm.

Se existem constantes c%k tal que
. no |
[Dj r D] = §=lcjk D, f 1 < i,j < n '

entao os Dj formam uma base para uma algebra de Lie
a qual & a algebra das derivadas de Lie generalizadas
de uma representagao multiplicadora local efetiva T.

A agao do grupo G & obtida pela integragao das
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equagdes

. n .

x.(t) = I P,.(x(t)) a. ;

i j=1 13 3

0 n
(d/dt) &n v(x ,exp at) = I aj Pj(x(t)), onde
j=1

x(0) = XO ' V(XO, e) =1 , x(t) = xoexp at
e 1 < i < m

Média de uma funcao sobre um grupo

Seja G um grupo de Lie linear compacto e seja
f wuma fungao complexa continua sobre G.

Definimos a média de f sobre G , denotada por
Qv (f(a)) ;, onde A ¢ G , Ppor

Qv (£(A)) = Gi‘ fo £(A) @A = [, £(a) oA
G
onde 6A = Vgl dA & a medida invariante normalizada.
Entao '
Qv (£(BA)) = IG f(BA) 6A = fG f(a) A = Qu(f(An)) ,
Quv(f(AB)) = Qv(f(a)) , Qv(l) = /. 8A =1 , B e G.

G
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IT- Estudo de U(2) e sua algebra de Lie

Passaremos ao estudo do grupo de Lie U(2) e sua alge-
bra de Lie, ou seja, o espagb de todas as matrizes anti-
hermitianas, do tipo dois por dois.

U(2) = {A ¢ GL(2, C) At a = E,}.

Para a algebra de Lie u(2) = L(U(2)), de dimensdo 4,

M

Efetivamente, trata-se de um conjunto de vetores li-

escolhemos como base o conjunto das matrizes:

0 i o -1 i 0
I, = , I = , I, =
Tl oo 2 11 o 3 o o

~
H
]

nearmente independente, ou seja,

0 i 0 -1 i o 0 0 0 0
a’ + b’ + c’ + d’f = se
i 0 1 0 0 0 0 i 0 0

e somente se a’ =b’ =c' =4’ = 0.
Se § pertence a algebra de Lie de U(2) entao
Q= a'Il + b’12 + c’I3 + d’I4 ' a’,b’,c’,d" ¢ R.
Entao

c’i -b' + a'i
Q = '
b’ + a’i a’i .

Definimos A pertencente ao grupo de Lie U(2) por

A =aexp(aIl) exp(bIz) exp (cI3) exp(dI4).

Vamos calcular a matriz exp(aIl) utilizando defini-

¢Oes, teoremas e proposigoes do capitulo I (I.l.l a
I.1.6). 0 ai
. al, _ _
Assim e 71 = exp aIl = exp .
ai 0
Como det(aIl - A1) = Az,— a2 12 , O0s auto-valores de
al, sao Al = ai e l2 = -ai.
_ ai o0
Entao C = € semelhante a matriz
0 -ai
0 ai : Te?t o
al, = e exp C = P N
1 ai O 0 e at
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Mas C & semelhante a al, ,  ou seja,
C = B(aIl) B—l , (B nao singular) e
B CB= aIl.
Como exp (aIl) = B—l(exp C) B, temos apds alguns céi
culos,
_%_(ea1+ e-al) _%_(eal e—al)
explaly) = | 1 ai_ _-ai 1 ai, -ai
0 |l5-(e"-e ) (e "+ e )

De forma anadloga calcula-se as demais exponenciais,

que resultam em:

r_%_(ebi+ e-bi) —%—(ebi— e-bl)
exp (bIn) =13  _pi  bi 1 , bi, -bi | '
_-5“(6 - e 7) —E—Ae + e )
(é°1 0] {1 0
exp(cI,) = ' exp{(dI,) = s .
3 0 1 4 o 9t
Desta forma, se A perteﬁce ao grupo de Lie U(2), en-
tao
a a
A = exp(aIl) exp(bIz) exp(c13)4exp(d14) = { 11 12l '
1821 a22 |
di . . .
onde a1 = —%— [(l'+ i)(ejl+ e—Jl) + (1 - i)(eXl+ e XIﬂ,
eCt xi -xi ji =31
ay, = = [(L+ 1) (" - e ™) + (1L - i)(e?"-e °N)],
edi~ 'i! -ji Xi -x1i
ay; = = [(L+d)(e™-e™h) + (1 - 1) (- )1
eCt xi, _-xi ji, _-ji
ay, = = [(1L+ i)™+ ™) + (1 - 1)+ 7N,

onde x=a+b , j=a-> ' a,b,c,d ¢ R.

Para @ € L(U(2)) define-se a transformagao linear
Ad @ em L(U(2)) por

ad Q(B) = QB-BR , onde QB-BR = |[Q,B] € o col-
chete comutador.

A matriz Ad @ com relagao a base de L(U(2)) & do ti

po 4 x 4 (22 x-22) e a transformagao Ad 2 & nula se e
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B €

Vamos calcular Ad Il’ através de sua agao na

L(u(2)).

base

12, I3, 14, considerando~se cada matriz da base como

4 x 4, conforme podemos obser

IT

212

255

232

a

Il,
uma das colunas da matriz
var na segunda matriz de
a1
a
Seja Ad Il 21
a3
1341
" Sabemos que
Ad Il(IZ) = IlI2 - 12
Ad Il(I3) = 1113 - I3
Ad Il(I4) = IlI4 - I4
Entao
41 %12 %13 214 0
31 322 %23 4| |1
431 @32 33 34| |1
341 34y 343 3441 1O
0 que implica em
2i 0 0
: 0 -1 21
Ad I, = o 1 -1 |-
-2i 0 0

42

1.
"a
a
a

a

-i/2

i

1/2
0
0

De forma anadloga calculamos

sao:

13

23

33 :

43

0

24

34

I

-i/2

-1/2
0
0

Ad 12

14

44

0

i

i -1
0
-i0

0 -i

0

O=

-i

0
i

, Ad I3, Ad I

’

4’

IT1.1

0

0 -i

i
O~

que



Ad I, =

Os comutadores da algebra -de Lie

[1,.1,]
LN
(1,,1,]
[1,01,]
[1,01,]

[15,1,]

i

o +H = O

::;i,

Ad

Ad

Ad

= Ad

= Ad

Ad

Il(IZ)

11(13)

Il(I4)

12(13)

12(14)

13(14)

-1 -1 0
i/2 0 o©
0 0 -1
1 1 0
Ad I

o O O O

-

2i
0
[0
-1

0

Ad T

.-Oq

-2i |

|
[
O O o o

o O O ©

de
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0 0 O
-i 0 0
i O
0 o
U(2) sao:
4) r
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III- Os grupos de rotacao SO(3) e SU(2)

III.1- S0(3)

Como caso particular de I.5.5 temos SO(3, R)=S0O(3).
E o grupo de Lie, de todas as matrizes reais 3 x 3 tais
que AtA = Ej e det A = 1.

A algebra de Lie so(3) de SO(3) & constituida de
todas as matrizes reais & tais que Qt = -Q.

As matrizes

0 0 O 0 0 1 0 -1

I, =10 0-1 ,I,=10 0 0 I;= |1 0 0 ,
0 1 0 -10 0 0 0 O

sao linearmente independentes e formam uma base para a
algebra de Lie so(3). _

Se @ e so(3) entdo @ = ¥'I; + 6'I, + ¢'I,, onde
v, o', o' ¢ R. '

As relagoes de comutagao dos vetores da base sao:

[Ty Tp) =Ty Iy - T T = I3
(1, s I3l =1, 1, -1I,1I,=1, , IIL.l.1
(T3 0 3] =131 - T; I3 =1,

)
Um elemento A do grupo de Lie SO(3) @€ dado por
A = exp WIl . exp 612 . exp ¢I3, onde ¥, 6, ¢ ¢ R.
Vamos calcular exp ¢I3 da mesma forma que foi calcu

lado o elemento genérico de u(2).

-x =& 0
det(<I>I3 - xXI) = -x 0§ = —x3 - ¢2x = x(x - ¢1i) .
0 0 =-x . (x + 01)
Assim:
0 -% 0 0 0 O
¢I3 = |9 0 2 lo 1 0y = C.

(]
(]
o
(]

0 -oi

Mas (¢I3)B = BC , B nao singular.
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a calcular os elementos de B, isto &€ os
valores a, b, ..., h, j na relagao seguinte
0 -¢ 0] [a b c a b c] o 0 0
¢ 0O 0 d e fj{i=|d e f£| 40 &i 0
0 0 0] {g h 3 g h 3| o o0 -ei
ou seja ’
~-d¢ -~-ed -£f0 0 bdi -coil
ab bd co® | = |0 edi -foi
0 0 0 0 hoi -3joi
entao Ya = 4 = h = .3 = 0.
Se b=1 entaoe =-i ; se ¢ =1entao f = i.
0 1 1
Seja B = -i i
1 0
Calculando sua inversa, temos
0 0 1
87l = 1,2 i/2 o0
1/2 -i/2 01}
Mas exp (®I3) = B(exp C)B"l , donde
0o 1 1 0 0 1
exp(0I,) = |0 -i i e 1/2  i/2 0| =
1 0 0 o e |12 -i2 0
1/2(e®+ ™% 1/2(e%- 7% 0
= li72-e¥v 7y 12y 70
0 0
i -¢i .
Mas 1/2(e "+ e ) = 1/2( cos® + i send + cos(~9) +
+ i sen (-9 = cos?d ;
oi -1, _ |
' i/2(e" " - e ) = i/2(cosd + i send ~ cos(-9) =~
- 1 sen(~9)) = - sen ¢ ;
i/29e¢l+ e-él) = ji/2(-cos® - i sen? + cos(-0) +
+ 1 sen(-9) = sen o .



-31-

O

cos ¢ -send o
Temos entao exp(¢I3) = |sen ¢ cos ¢ 0
0 0 1

De forma anadloga calcula-se’ as demais exponenciais,
obtendo-se:

1 0 0 ‘cos6 0 senb

exp(WIl) = [0 cos¥Y -senV exp(612)= 0 1 0
0 sen¥ cosY -sen® 0 cosb

Assim se A € SO(3) -entio

1 0 0 {cose 0 senb| |cosd -send 0
A= |0 cosY -sen¥ 0 1 0 sen ® cos ¢ 0=
0 sen¥Y cosY -senf® 0 cosH 0 0 1
411 %12 %13
as as, ’a23 , onde
a
31 as, a33 ‘
all = cosH cos & ; a12 = =-cosb send ; a13 = senbd H
aZl = sen¥Y senb cos ¢+ cos¥Y sen ¢ ;
859 = 7 senY senb send + cos¥Y cosd ;
a23 = =~gsen¥ cosfb ;
a3l = -cosY sent cosd + sen¥ sen ¢ ;
a3, = cosY senf sen ¢+ sen¥ cos ¢ ;
a33 = cosY cosb .
Nota:
Fazendo 6.= ¢ = 0 obtemos um subgrupo a um parémg

tro de SO(3), formado pelas rotagées em torno do eixo
de x. o, )
: " Fazendo Y =9=0, ou ¥ =06 =0 temos dois ou-
tros subgrupos a um parametro de SO(3), sendo eles res-
pectivamente, as rotagdoes em torno dos eixos de y e z.



ITI.2- SU(2)

SU(2) & um

formados por todas as matrizes complexas A ,

2 x 2, tais que

Uma base para a algebra de Lie

a seguinte:
0

2 )

As‘relagées

i/2
0

Jl =

cas as da
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grupo de Lie féﬁl a trés parametros

do tipo

At =

A B

2 -det A

1.
su(2) de

‘e
sU(2) e

.
~i/2

0
1/2

-1/2
0 .

i/2

de comutagao desta algebra sao idénti

r

3

algebra de Lie so(3) , ou seja
[y # 9p) =9, 3, = 3,9 = 4
[0, + 93] =3, 35 -3;3, =3, III.2.1
95 » 33} =333, -9,3;=93,.
Se Q € su(2) entao Q = dUl + b'J, + c'Jy
onde a' , b' , c¢' ¢ R.
0 i/2 0 -1/2 i/2 0]
= ' ’ —-
B iz o] P12 * ey -if2
) -b'+a'i +a i - I
[c i/2 } { Xy + ix,
bl+ali 'l . 1
5 +oixg ix4]
_ a' _ ___bi_ _ !
onde xl = 5 X, = 5 ’ x3 = 5.
Um elemento genérico do grupo de Lie SU(2) & dado
por A = exp aJl . €xXp bJ2 . exp cJ3.
Como exp cJ3 & uma matriz diagonal, usando
(I.1.5) temos
. {eCI/Z 0]
exp cJ, = s .
3 0 e ci/2]
Vamos entdo calcular exp(aJl) e exp(sz).
Temos ' ai
det(aJ, - xI) = - 2 = x2 - aZiZ =
1 N ai 4
-X
2
= (x - =) (x + ).
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Entao - . LO 5 S 5 0 B
ad; = . = s = C
i al 0 0 -ai
2 - 2

Como aJ, 2 C entdo existe B nao singular tal
que aJl =B C B_l.

Determinando B , obtemos exp aJ; = B(expC)B—l =

. ai

1 1 e 2 0 1/2 1/2
= ' .l -

1 -i 0 e 2 1/2 -1/2

rl/z(eal/z + e-ai/2) l/2(eai/2 _ e-a1/25

_1/2(ea1/2 _ e—a1/2) l/2(eal/2 + e-a1/22

cos(a/2) i sen(a/2)

i sen(a/2) cos(a/2)

Analogamente calculamos exp bJ2 =

1/2(eb1/2 + e-b1/2) l/2(eb%/2 _ e—b1/2)

l/2(ebl/2 _ e—b1/2) ,1/2(ebl/2 + e—b1/2)

O elemento genérico do grupo de Lie SU(2) & dado
por A = exp aJl . exXp bJ2 . exp cJ37=

-(a+b-c)i/2)

X

atb+c)i/2 _

[1/2(ea+b+c)i/2 +

l/?(e(

e

e-(a+b—c)i/2)

l/2(e(a+b-C)l/2 _ e—(a+b+c)1/2)
l/2(e(a+b+c)l/2 _ ef(a+b+c)1/2)
x,1i -X,1i X1 -X.1
e 1 + e 2 e 2 - e 1 o B8
1/2 =
X, 1i -X,1 X.1i -x.1
el - e % e? +e 1 8 o
= 1/2(cos X1 + cos x2) + i(sen X, — sen X5)
= 1/2(-cos xl+ cos x2) + 1i(sen Xq + sen x2) :
a+t+b+c

~e

2

X

a+b-c
— -
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1§

III.3- Rélagéo de homomorfismo entre SU(2) e SO(3)

Seja G um grupo de Lie linear local (definido em
I.2.2).
- Para B e G , fixo, a aplicagao uB(A) = pap~! ,

A € G , &€ um automorfismo interno de G.

- Para B e G , fixo, o ausomorfismo interno uB de
G induz um automorfismo W na algebra de Lie
L(G) de G dado por

*
ug (Q) = (d/dt) uB(exp t9)1t=0 = (d/dt) B(exp t8)
B*l‘t=0 = B(exp tR) @ B-l\t=0 =
= B(exp 09) o~ = Bap7l,

De III.1l.1 e III.2.1 concluimos que SU(2) e SO(3)
tém as mesmas relagdes de comutacdo, e portanto so(3) e
su(2) sao algebras de Lie fsomérficas.

Entao SO(3) e SU(2) sao localmente isomorficos.

_ Vejamos agora um automorfismo da algebra de Lie
su(2) que vai nos permitir induzir uma relagcao de homo-
morfismo R entre SU(2) e SO(3), sendo esta uma rela
cao de isomorfismo local.

Consideremos © automorfismo de su(2) dado por

* -
uA(Q) = B = AQA 1 , onde A € 8SU(2); ,8 ¢ su(2).
ix -X ,+ix iy -y ,+iy
Sejam 8 = { 3 2 L , B = 3 2 1 ’
x2+ixl -ix3 y2+iyl --iy3
a,+ib .a,+ib
a=| 1t 1 27721 | onde ay+ib, =a; a,+ib, =8 .
-a, +ib, a,-ib N .2 T2
2 2 1 1
2 2 2 .2 2 2
Temos |a]|“ + [B]° =1 ou a] + by + aj + b, =1,
Expandindo a relagao B = aea"l obtemos
iy, -y iy 'al+ibl a,+ib, 'ix3 “X,+ixg
y,*iy, -1y, L-a2+ib2 a;=ib, | |x +ix, ~1x4
a,-ib -a,~ib, | b b
.{ 1 1 2 2| _ [-ll 12} . onde
a2—ib2 al+ibl* b21 b22
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2 2 2. _
bll i(alx3 a2x3+blx3-b2.<3+2ala2xl+2alb2x2 2a2blx2+
+2b1b2xl) ;
b = 1(—a2x +a2x -bzx +b2x -2a.a.x.-2a.b.x.+2a.b.x.-
22 173 7273 7173 7273 17271 17272 27172
b = (a2x +a2x —b2x —b2x +2a.b.x.-2a,b.x.-2a.b,x.~
12 172 7272 7172 T2 17171 17273 27173

2
-2a.b.x,) + '(a2x -azx —b2x +b2x -2a.a.Xx.,~2a.b,x.. -
a,0,%) 118X 7aoX 70X TPX T ayXymea1 0y Xy

—2a2b2x2+2blb2x3) :

b = (—a2

N

-a2x +b2x +b.x.~-2a.,b,x

21 1¥78)X by X,+ho X, 1¥1722byxs+2a,b x4+
2 2 - 2 2
+2a2b2x1) + 1(alxl ale bleszxl 2§la2x3 2a1b1X2
—2a2b2x2+2b1b2x3) = —b12 .
Da igualdade de matrizes temos:
_ 2 222 _ _
Yy = (al a, b1+b2) X, + ( 2alb1 2a2b2) X, +
+(—2ala2+2blb2) X3 = R(A)ll xl + R(A)12 X, +
+ R(A) ;5 %, i
e _ (22,2 ,2 2
Yy = (Zalbl 2a2b2) x; + (al+a2 bl bz) X, *+
+(-2alb2-2a2bl) x3 = R(A)21 xl + R(A)22 Xy +
= _ 22
Yy = (2ala2+2blb2) X, + (2alb2 2a2b1) X, + (al ayt
2.2 _ _
+bl-b2) Xy = R(A)3l X, + R(A)32 X, + R(A)33 Xy .
Entao
3
yj = }§=1R(A)jk xk para j =1, 2, 3.

Veremos que estes R(A)jk definem um homomorfismo de
grupos
R : SU(2) - 80(3) , gue ao elemento

a;+ib, a2+ib2'
A = faz corresponder o elemento
—a2+1b2 al—lb1
2 2 .2 .2 . )
-a._ - -2 - - +
al a2 bl+b2 ./.albl 2a2b2 2ala2 2blb2
_ _ 2,2 .2 .2 _ _
R(A) = 2albl 2a2b2 al+a2 bl b2 2alb2 2a2b1 .

2 2.2 .2
2a1a2+2blb2 2alb2"2a2bl al"a2+b1—b2 -
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* _ - -1 -1_-1
De fato uAB(Q) = (AB) Q(AB) = (AB)Q(B "A ) =
_ * _l_ * * _ * *
= A uB(Q)A = pA(uB(Q)) = Uy uB(Q).
Portanto R(AB) = R(A).R(B) , o que implicara em R
ser um homomorfismo.
Sendo R(A).R(A)T = E, e det(R(A)) =1  entdo

3
as matrizes R(A), do tipo 3 x 3 ; pertencem ao grupo

SO(3). Entao R & um homomorfismo de SU(2) em SO(3) ;
mas R(A) = R(-A) ; ainda mais R(A) = E3 se e somente
se A = th , ou seja, exatamente dois elementos de
SU(2) sao levados em cada elemento de SO(3).

Vamos verificar que R & um epimorfismo, ou seja,

um homomorfismo sobrejetivo.

Sabemos que tr @ = tr 8 = 0 e yi+y§+y§ = det B =
1 1 2

= det(AQA ") = det A . det @ . det A~ = det Q = x4+

1
+x§+x§ = q2 , onde g ¢ R.

As matrizes hermitianas ° i@ . é iB tém os mesmos
auto-valores, sendo eles i'1q : logo estas matrizes sao
semelhantes, e existe uma matriz unitaria B tal que
8 = BRB L. Mas |det B] = 1 , o que implica que
ie. A , onde det B = ezie, e A ¢ SU(2).

Assim A + R(A) & um epimorfismo em SO(3).

B=e

SU(2) R(epimorfismo) . . S0(3)
|
~f
‘ ,.I’
SU(2) /K
onde K = nlcleo de SU(2) ='{+E2 , -Ez} .
Pelo teorema do isomorfismo ([6], padg 59) existe

uma aplicagao f tal que f(A') € SO(3) para todo
A' € SU(2)/K , tal que f & um homomorfismo bijetorn
isto &, um isomorfismo.

Logo SO(3) & isomorfico a SU(2)/K.

Como -A esta distante de E, quando A estad proxi
mo de E, entao R(A) & uma aplicagdo localmente isomor-

fica.

o
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Do ponto de vista topoldgico SU(2)ée homeomdrfico &
esfera unitdria S° , € SO0(3)é homeomorfico ao espago

projetivo de cada diametro em ’S3.

III.4- Volume de SU(2) e SO(3)

Os angulos de Euler (9,6 , Y¥) formam um sistema de
coordenadas convenientes para SU(2) ([l], pag 225).
Seja A(%, 8, ¥) = (exp 23,) (exp 6J;) (exp ¥J,) =

cos —g— ie sen —5- o B
I1IT.4.1 = { (Y=3) /2 0 ®+Y¥) /2 -
i el( ){ sen —— i(o+¥)/ . cos —— - @
Tomando os angulos de Euler no dominio
0 <éd<2m , 0 <6< ; -2m < ¥ <2m , e seguin

do a teoria apresentada em (I.6), passemos ao calculo

do volume de SU(2), que & compacto ([l], pag 211), da-

do por _
Vsu2)y = Jsu(zy @A -
Temos
L cos B —l—e_iwsen 8
G N 2 © _
o0 —l-eiwsen 3 —i—cos §)
2 2
= (sen Y sen G)Jl + (cos Y sen 8)J2 + {cos 8)J3 .
_ [0 i/2 e 1Y o
1 %A
A =5 = 1y = (cos W)Jl-(sen W)JZ.
i/2 e o] .
-1 e _ |2 of _ .
A W-_— ' =J3.
: 0 -1/2

da = v, (¢, 6, ¥) ab 48 a¥ =

sen Y sen 6 cos ¥ sen © cos 6
det |cos V¥ -sen Y ' 0lidd 46 aY =
0 0 1

sen 6 d¢ d6 4y .
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Entao VSU(Z) = ISU(Z)dA = ISU(stenB dd do a¥Y =
_ 2 2m m - 2
=S o, ¥ S, A0 fysenb db = 16 7.
Como R(A) = R(-A), entao dois conjuntos diferentes de

dngulos de Euler determinam a mesma matriz rotacgao.
Se A & dado através dos angulos de Euler (cf. III.

.4.1), entao

cosd cosY ~send sen¥ cosb ~-cosd sen¥ -send cos¥ cosbé
R(A) = | send cosy +cosd sen¥y cosh -send seny +cosd cosy cosh

seny send cosd send

send send

~-Ccosd send

cosB

e R((A(0,0,¥)) = R(A(®,0,¥£2r))

Mas SU(2) & localmente isomdrfico a SO(3); entao
suas medidas invariantes sao iguais e

2m

2 i _
0 deO d@fosenede—

ISO(B)dA = fso(3)sene dp do ay = [

= 8 ﬂz,

ou seja, a metade do volume de SU(2). Acontece que
SU(2) & um duplo recobrimento de SO(3) de forma que
dA & o mesmo para ambos,.mas o0 volume calculado para
SU(2) & o dobro do volume calculado para SO(3).

IIT.5-SL(2) =~ Complexificacao de SU(2)

a b
SL(2) = SL(2,C) = g =
c d

com det g =1 } ;

e s2(2) @ a algebra de Lie de SL(2).

Sejam os elementos
0o -1 _ o 0 '1/2 0
I+ = ’ I = ‘ I3 =
0 0

-1 0 0 1/2
que definem uma base para sf(2) com as seguintes re-
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lagoes de comutagao:

[3,i¥]=t1* |, [t ]=2 .
Complexificacao de su(2)
Sefé G uma algebra de Lie real de dimensao n. A

complekificagéo G, de G & a algebra de Lie complexa
de dimensao n, consistindo de todas as combinagbes 1i

neares complexas de elementos da algebra real G.

Veremos agora que s 2(2) = s2(2,C) & uma complexi-
ficacao de su(2): ‘

0 -1/21 " o i/2 0 -1 N
J2+iJ1 = +i = = T ’
1/2 0 i/2 0 0 0
0 1/2 ] 0 i/Z 0 0 _
—J2+iJl = +i = =1 |,
-1/2 0 i/2 0 -1 0
' i/2 0 - 1/2 0 3
-iJ3 = -i = ' = I,
0 -i/2 0 -1/2
0 Ci/2] 0 -1/2
onde Jl = ’ J2~= '
_i/2 0 1/2 0
i/2 0
J3 = ’ foram definidas em (III.2), e
0 -i/2

constituem uma base para su(2).

Como I+, I-, I3 formam uma base para a algebra de
Lie s'2(2), vemos que ela & uma complexificagao de
su(2), de dimensao 3, como pretendiamos.

Assim su(2)c ¥ s 0(2) e su(?2) & uma forma real

de s (2).

III.6-Representacdes irredutiveis de SU(2) e SO(3)

~ Uma representagao T de su(2)_ém um espago veto-
rial V induz uma representagéo@de s(2), ou seja ,
de acordo com o visto na secgao anterior

+

T(1¥) = fT(Jz) +AT(I)) e T(IT) = -iT(Jy).
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Calculando-se as representacgoes irredutiveis de
s%(2), encontra-se as representacoes irredutiveis de
su(2) e através da exponenciagao obtém-se as repre-
sentagoes irredutiveis de SU(2).

Vamos verificar que SL(2) age efetivamente em uma
representacao multiplicadora.

Seja €(G) a algebra de Lie formada pelas deriva-
das de Lie {L&} ’ definidas em I.7.11.

Observemos que o = Lu € um homomorfismo de
L(G) sobre €£(G). Se esta aplicagao & um isomorfismo,
isto &, dim L(G) = dim £(G) entao G age efetivamente
como um grupo de transformagéol

Ja vimos uma base para a algebra de Lie s&(2) e

‘vamos agora considerar os operadores que seguem, agin

do numa vizinhanca de 0 € C.

—2uz + z°(d/dz) ; £ = -d/dz

m
N

m
!

-u + z(d/dz).

Verifica-se a seguinte relagcao de comutacgao por
(1.7.17)

€3, 7] £z = e3¢ £02)) - " (€2 £(2))=

z d/dz) (-2uz f(z) + z2 d/dz £(z)) -
- (-2uz + z% d/dz) (~u f(z) + # d/dz £(z)) =
z d/dz) (-2uz f(z) + 22 £'(z)) -

- (-2uz + 2z° a/dz) (-u £(2) + 2z £'(2)) = 2 u’ z £(2) -
- u 22 f'(z) - 2u z f£(z) - 2u z? £'(z) +
222 f'(z) + 23 frv(z) - 2 uzz f(z) + 2u 22 f'(z) +

+ uz? £'(z) - 22 £'(z) - z° £''(z) = -2u z £(z) +

+ 22 a/dz £(z) = £¥ £(z).

= (-u +

Analogamente calculamos os demais colchetes comu-
tadores e obtemos:

. 3 t + 1— + -

[ , £ ] =-¢ ; " , e8] =2¢

Logo estes operadores geram uma algebra de Lie i-
somorfica a sf(2) e sao as derivadas de Lie generali
zadas (I.7.12) correspondentes a uma representagao
multiplicadora local de SL(2) sobre C.
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Usando-se o teorema I.7.16 e integrando-se as equa
¢oes obtém-se a agao dos subgrupos a um parametro:

exp TI3 ;, exp bI+ , €Xp c1 que sao dadas por

[T(exp 7)) £] (2% =™ £z° D) 5
[T(exp b1 £] (z) = (1 - p2")?" £ (—F—)
lbzol < l ; l - bz

[T (exp cI) f}(zo) = £(z°- ¢).

Vejamos que a representagao multiplicadora local

T(g) & dada por uma expressao do tipo:

[T(g) £](z) = [T(exp b'I") T(exp c'I) .

. T(exp T'I3) £l(z) = (exp u - ') (1 - b'z)2u .
f(z(exp ')l +c'b') -ct exp ' _
* l -b'z !
_ 2u az + ¢
= (bz + )" £(E—3) III.6.2
- .
onde g = € SL(2)
C d! ‘
a b
Assim se g = € SL(2) , entao
,c d«
zg = (az + c5/(bz + d) ,
% 2u .
viz,g) = (bz + Q) (cf T.7.11) , e

u az + c

- 2
[T(g) £](z) = (bz + &) £(5—=—3)

vizinhanca proxima de e.

para g em uma

Este elemento g pode ser escrito por

g = (exp b'I+)(exp c'I ) (exp TEI3) =

(exp —%—r‘)(l + b'e'") -b' exp - -%—T"
, onde
—c! i N S
c' exp —5-T _ exp 5T
exp —%—r' = d_l ; b'=-b/d ; c¢' = ~-cd , o que

justifica III.6.2.
Os operadores em II1.6.1 sao as derivadas de Lie

generalizadas, conforme apresentagao que segue
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¢ f(z) = d/db T(exp bI') f(z) | = -2uz £(2) +
p=0

+ 22 d/dz f(z);

Il

d/dc T(exp cI ) £(z)

m
th
N

~—

i

- d/dz f£(z);

1l

m
Hh
o

N

I

d/dr T (exp 113) f(z) l -u f(z) +

T=0
+ z d/dz £(z);
A acdo destes operadores no-espago de dimensao
2u+l dos polindmios de ordem 2u, define a represen-
(W) 4e sl (2).

o espago vetorial de dimensao (2u+l)

tacdo da algebra de Lie D
Seja V(u)
constituido dos polinoOmios:

2u

: j
320

f(z) = c.zZ
(2) 3
Escolhendo comc base hj(z) = zj, j=0,1,...,2u ,

temos a seguinte agao

63 b, = (sutz d/dz) 29 = -uzd + jzzd Tt = —uzd + j2l=
= (Jeu) zJ = (j=u) h3;
g hﬁ s (ad/dz) 23 = =929t 2 -5 hy_y IIT.6.3
£¥ by & (=2uz + 27 d/dz) 29 = -2uz) 'l 4+ 2071
= (=4} 1j+l = (e
(3=2u) 2z (3~-2u) hy,g-
Esta agé@(é uma representacao irredutivel de
S0 Y Eteinies A X . -
362} sobre V ), que induz uma representac¢ao irredu
tivel de su(2). h
Encontraremos também as representagodes irreduti-
veis de SU(2) induzidas pelas representacgoes de
$u(2), restringindo os operadores T (A)para A e SU(2).
C . a B -
sejd A =

-

*g o

[T@a) £ J(2) = (g2 + 2 g2 =8y | ¢ . W
Bz + «

Estas representagdes de SU(2) de dimensio (2u+l) sio
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irredutiveis ja 'que as representacoes da algebra de
Lie associada sgo também irredutiveis.

Mas se T(—Ez) = E, onde E & o operador identida-
de, entao T & chamada de representagao inteira e de-
fine uma representagao irredutivel de SO(3).

Em nosso caso temos:

. _1y 21 -z + 0 _ (_1y2u
[T(-E,) £ ](z) = (0.2-1) f(afzi—ji—) = (-1)“"f(z2),
ou T(—Ez) = (—l)2u E
Para u=90, 1, 2, ... as representag&es irreduti

veis sao inteiras e definem as representagoes irredu
tiveis de SO(3) (comparar com a observacao final do
capitulo 1IV).

Para u = 1/2, 3/2, 5/2, e sao representagoes
meias inteiras que duplicam as representagoes irredu
tiveis de SO(3), constituindo as restantes represen-

tagoes irredutiveis de SU(2).
III.6.4- Teorema ([1]|, pag 213)

Seja T uma representagao continua do grupo de
Lie linear compacto G, no espago V de dimensao fini-
ta, com produto interno. Entao T & equivalente a uma

representagao unitaria em V.

Vamos denotar as representagoes de dimensao
(2u+l) de SU(2) por D(u). Como SU(2) & compacto va-

mos ver que existe um produto interno (-,-) sobre o

(u)

espaco vetorial V , com relagcao ao qual as repre-

sentacgoes b s3o unitarias.
Seja <-,-> um produto interno em V(u).
Vvamos definir (-,-) por
(£,h) = o= fou(2)<T(B) £, T(A) h> da =
SU(2)

- qv [T(A)E, T(A)h] = (T(A)E,T(A)h),
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onde A ¢ SU(2) e £,h e vi® o (1.7.18).

Seja & tal'que exp tg, = T(exp th) onde J

k k k
forma a base para su(2), (III.2).

Substituindo no produto interno acima, diferenci
ando com relacao a t e fazendo t = 0 temos

(Ek £, h) = —(f,"Ek h) ", k=1, 2, 3;

ou

My X *
~

isto @, os operadores £, sao anti-hermitianos, ou

k

seja, os operadores iEk sao hermitianos.

Com as relagOes que seguem

+ 3 .
T _t ; . - .
g = E2 + 1El ; £ 153 :
* * — *
€97 =" whT =T ;@) =gy
3 ~ 3
(¢ h., hy) = (h., £ h)
jl k - j/ k ’
(¢  h., hy) = (h., €7 h ) ;
jl k jl k 1
e ainda por (III.6.3) temos gue
(hj, hk) =0 se J #k e
. 2 . ' _
(2u—])|1Hj+l{\ = (2u ])(hj+l, hj+l)' =
: _ + o e _
—(hj+l’ (2u=-3) hj+l) = ,(hj+1’ £ hj) (€ hj+l’hj)
. . . ) : . 2
= =(=(3+1) h., h.) = +1) (h.,h.) = +1 h .
(- (3+1) 3 j)q (3+1) ( 5 J) (3+1) || jH

@

Verificamos com estas duas ultimas afirmagdes

que o0s vetores da base ,hj(z) = zJ , sao mutuamente

ortogonais, e.a relacao que existe entre as. normas

dos vetores da base e

(2u-3) || h.

seal £ = GRL Iyl

Vamos agora ortonormalizar o produto interno es-

colhendo arbitrariamente ||h0||. Escolhemos uma ba-
se ortonormal { fm} para V(u), onde fm(z) =
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Os vetores da base serao classificados pelos au-
to-valores m=j-u de fm’ com relagao a £3.

Vamos normalizar h,.(z) =1 porllhO!F = (2u)!

0 e
IhglP = 2u-9)t 3
Assim os vetores fm(z) = ("%;j(g?fz) _
- (-z)3  _ ()™ o
[||hj(z)H]l/2 [(u-m)l(u+m):]l/2_ ’

= -u, =-u+l, ... , u-1, u, formam uma base ortonor -

(u)

mal para V .

Segue ainda de (IIi.6.3)-que

3 ’ (_Zlu+m
£ fm = (-u + z d/dz) 173 °
[[(u-m) I (u+m) ! |
__ —u(ep)m , z(um) (5z) e
[(u«m)l(u+m)!]l/2 [(qu)!(u+m)!]1/2
[’_—u—z(u+m)(-z)—l](-—z)u+m _ m(-z) 4" =
1/2 1/2

[(u-m) & (utm) !] | (u-m) ! (u+m) ]

=m £ .
m

De forma andloga calculamos os demais e obtemos

+ _ _ 1/2 . .
£ fm = [(u+m+l)(u m) | fm+l ;
- _ _ <1/2
£ fm = [(u-m+1) (u+m) ] f-1
Os elementos da matriz da representacao D(u) com
relagao a base ortonormal {f,} sao
u ——
Tnm(A) = (T(A)fm ' fn) ou
. _u u ‘
(TR () = § T () £

onde -0 < m < u.
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o B
Seja A = _ S Entao g(A,z) = [T(A)f_|(z) =
-8 o
- (QLZ - >u+m
_ - 2u z =B, _ L =y 2u Bz + @ -
= (g2 + o) f_(—=) = (Bz + &) =
m' gz +g {(u—m)l(u+m)']l/2
- u-m = u+m u
b2+ 5 Mer < BV Y
[(u-m'(u+m?!' n=-u
B (—1)m (z)u+n
- 1/2

[ (u-n) ! (u+n) ! ]

A acao de E3fm , E+fm , E_fm ja definem a algebra
de Lie D(u), mas utilizando as duas expressoes da i-
gualdade anterior e igualando as poﬁéncias em 2z obte-
mos a relagao que existe com a teoria das fungoes espe

ciais, conforme segue

1/2 utn —m-n =m-n

4 ) [(u+m)!(u—n)! o a B
nm (u+n) ! (u-m) ! | I (m-n+1)
F, (-u-n m—u-m—n+1--—|—B-I2 ) ; ' IIT.6.4.1
. 2 l ’ ’ ey a ’ - U .
= . 1 =
onde T (z) Limn! [TET———] , T (z+1) z T (z) , )
n+1l
r(ntl) =n! , n=20,1, 2, ... é a fungao gama e
5 Fl(n+l,—n;l;l/2(l—cos‘9)) é a funcgao hipergeométrica,
ou seja,
. - ab a(a+l)b(b+1l) 2
2 Fl(a,b,c,x) =1 + 1o X + 1. 56 (ctl) X +
, afla+l) (a+2)b (b+1)b+2) 3 .,
1.2 .3 .c(c+l) (ct+2) <
Se a,b,c sao reais, entao aqsérie converge para
-1 < x< 1, desde que c-(atb) > -1 ;
e Fl(a,b;c;x) & a solucgao da equagao diferencial

“hipergeométrica x(x - l)y"' + {c-(a+b+1)x}y' - aby = 0
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Homomorfismos de SU(2) em SU(n+1l)

Neste capitulo estamos apresentando, como principal
contribuicao deste trabalho, uma relagao de homomorfis
mo entre SU(2) e SU(n+l), seguido de uma regra prati
ca que nos permite identificar, de forma bastante aces
sivel, um elemento do grupo eépeéial unitario SU(n+l);
comn = 2, 3, ..., conhecendo-se apenas um elemento de
SU(2) . °

Algebra dos quatérnios

A algebra ® dos gquatérnios & uma algebra de dimen
sao 4 sobre 'R, com uma base composta de quatro ele-
mentos 1, i, j, k, cuja tabela de multiplicacgao e
dada pelas seguintes férmulas:

i =37 =x? =1,

ij = -3i , ik = ~ki , Jk = -kj ,
ij =k , jk=1i , ki=3]

Se g &€ um quatérnio entao g & expresso como combi-
nagao linear de 1, i, j, k, ou seja,
q=a,+a

11 + azj + a3k , _ao,al,az,a3~ € R , e

o conjungado de q , denominado g & expresso por
q=2a; - a;i - a,] - a3k

Todo quatérnio pode ser escrito na forma

q = (a0 + all) + (a2 + aBi)j , ou

qg=a+ Bj , onde j2 = ~1,1ij = =-3ji , o,B e C.

Observemos em particular que H possui a estrutura
do espago vetorial real R4 , com a base padrao obti-
da pelas seguintes identificacgoes:

1 (L,0,0,0), i =z (0,1,0,0) 3 3 = (0,0,1,0) e
k (0,0,0,1). Também H possui a estrutura do espago

vetorial complexo com a base obtida pelas seqguintes

tH

identificagoes: 1 = (1,0) e j =(0,1). Como todo qua-
térnio pode ser escrito na forma a + Bj , onde o,B

sao complexos (a = a + bi , B =c¢c + di), denotaremos.
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H por C @ Cj. A esfera unitaria S( H) = S(C @ Qj)
de vetores unitarios de H, na norma padrao, coincide
com a esfera 83 de R4. Esta esfera constitui um gru-
po de Lie com a operacgao usual de produto gquaternid-

nico.

Determinacao dos homomorfismos FV1

1

Apresentaremos outra forma de se obter as repre-
sentagGes irredutiveis de SU(2), jé apresentadas ante
riormente neste trabalho (ITI.6.4.1).

A primeira seguiu as definigoes e teoremas de
[1], sendo apresentada em 2.13 de [l1], pag 230, ou em
I717.6.4.1 do presente trabalho.

o Bl 1en @21
Seja A = _ = um elemento do
8 al 137 822
grupo SU(2), ou seja, uma matriz especial unitéaria.
Entao % envia o+Rj € S( H) = S(C & Gj) = S3 ,
(Iv.1)
na matriz especial unitaria
o B
A= _ _
_B o
A representagao complexa padrao de SU(2) é por

definicao o monomorfismo de inclusao

¢l : SU(2) - Aut ¢2. Denotaremos por ¢2 = @l ® ¢2
a soma direta de duas cOpias complexas @l e @2.

Temos quatro homomorfismo:

aij : @i > Gj para 1i,3 = 1,2 , de modo que
(61 (A) [ (z),2)) = (ayy2) + ay2, 4 @,z + a,,2,) =

2 2
= ( I a, z . ;L a.. z.).

i=1 il 71 i=1 i2 7i

Veremos que as representagSeslcomplexas irreduti
veis, de dimensao n + 1 , de SU(2) estao determina
das, a menos de constantes complexas, por homomorfis-
mos de SU(2) em SU(n + 1).
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De acordo com .{12], pag 168, o anel das representa
coes complexas K(SU(2)) & um anel de polindmios gera-

do pela representacao complexa ¢ 1

Seja Fy : SU(2) =~ SU(2) a aplicacao identidade.
Disto decorre que’a poténcia"nwésima de ¢l em
K(SU(2)) & Gnica. Esta poténcia n-ésima €& uma represen
tacao ¢n : SU(2) ~ Aut ¢n+l gue, como veremos, Sse
fatoriza na forma:

P
SU(2) ——2  SU(n+1) Y . aut ™
Teremos um diagrama comutativo
F

SU(2) n SU (n+1)

@l Y

aut ¢? aut ¢tl

i,?:l,zHom(Gi ’ mj) K;zgl,Z,...,gQT(DK’QQ)
n no
onde C = @ Dy + que € a soma direta de 1linhas com
K=0
plexas DK.
. n-K K . -

Seja ® Gl_x ] ¢2 o produto tensorial ([llJ,
seccao 3.2) de n - K codpias de C, por K copias
de C,.

2 a n -
. n n-K K -

Seja = (C, 9 C.) =6 & ¢, & C€,) a poten-

1 2 K=0 1 2
cia tensorial simétrica ([11], secgao 3).
Identificamos D, com g K Qlﬁé mez de modo que
- 2 :
a poténcia tensorial simétrica m(cl ® Gz)n fique
identificada com n
¢’ = e D ‘
K=0

Se Fn estiver representada nas bases canonicas de
2 n X . .
aC e ¢ (como foram sugeridas anteriormente), pela
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matriz M(A) = {uKQ(A) | 0 <K,% <n} , entao u

ke Se
comportaria como um homomorfismo de
n-9% L n-K K
= Gl B ® ¢2 | em ® @lg 3 Gz
Sabemos por ([11], 2.2) que existe uma aplicagao
n-linear 1 : ¢" %k ¢. » &£ %8 &'¢. , tal que se
1 2 1 2
n-4¢ L n-K K - ) ~
WKQ : Gl be GZ > @l& © ¢2 e uma »apllcagao
n-linear qualquer, entao existira uma Gnica aplicagao
n-4% 2 n~-K K
uK2 = @l& ® GZ > ® clx ® ¢2 , tal que e}
diagrama seguinte comuta.
n-4% 2 ¥k - n-K
@l X ¢2 > ® @l g m ¢2

A forma geral de uKQ gque se pode obter do diagrama
anterior, a partir de homomorfismos elementares aij de
%l , ou seja, o,B,-B,a , § a seguinte:
se (K,2) & um par de.indices com 0 < K,% < n, tal que
n-kK-¢£>0 e K-% > 0, entao a sua-posig¢ao, no arranjo

dos Indices por filas e colunas, fica indicada no tri-

-

Neste caso uyp, deve ser multiplicagao pelo numero

angulo seguinte:

complexo
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a B8 2 ’ ~

—K— — K— — —h =

T S N € R TP R O 1

! \ -8B o h=0 T - -
para certas constantes “CK,Q,h

Para os outros treés triangulos do arranjo de sub-

indices a forma desta aplicacao n-linear & como segue:

e B 2
up . =3 ¢ R P R G- DL
Koo' | g 'o?], b_g K,2,h
N /
d& B \ \ 2 n-K-4 K=2 2-h h
ug o0l =L Cpop (@) (B)" " (aa) " (-BB) ;
r \L_B o h"_‘o 14 I
Ta 81\ o _ L
we i = o @Y T e PR el
"B ) h=0 ~'77’

Dai ficam induzidos, de acordo com IV.2.1, os homo-

morfismos elementares Uy 1y que darao lugar as entradas
7
Ug o da matriz representativa do homomorfismo Fn
’ B
Teorema

A representacao complexa irredutivel ¢n de dimen-

sao n+l & determinada por um” homomorfismo de grupos

F @ SU(2) ~ SU(n+l). dado pela matriz

. / a ‘ B‘\
Fn(a+Bj) = Fnk B = {uK,Q | 0 < K,% <n}, onde
..B o
0s Uy o sao determinados da sequinte forma:
14
in*1/2 m«=1/2
seja C = .
7 T 'K/ e K
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r=n-XK-3g , s = K -9¢ ; entao para cada par
(K,0) para o qual r,s > 0, estad bem definida a ex-
pressao
_ LoontKy KA o en) 2D
dK,Q - CKQ Z ' . l ! lB[ ;
h=0\ h 2-K ’
Entao
_ r =S _ T s
Ugg T oo (BT dyy o ugy a B dgy
Iv.3.1
_ =Y, —.S _ -Ir_s
Yn-g,n-x = @ (7B dp,oup g 0T o B dg
Prova:
_ _n-K K n ~
uKO = Cl B ® C2 > & Cl ’ entao
. n-K K
Ugg (@+B3) = Cygp @ ()
a 2
Como ) |uK0| =1 , ou seja
K=0
n=0,2 n-1-1 0_n
I B AT A *l Choge Bl =1
temos que COOO = CnOO =1, o
. )2 ~ n ot B ' o . B n'1l/2
- — [ [ 14 -
K00 (n-X)! K! K KO K
Sejam [q B a b
' _ 1 e S8U(2) ,
-B a -b a
o BT a b “v/@ - Bb ob + Ba
e . = .
5 3 |-b = Fa-a b -bu a

Como Fn &€ um homomorfismo de grupos temos que
F_ (T (a+g3) f(a+bj)) = F_(f ((qa -Bb) +(ab + ga)j) =

= Fn(?(a + 83)) Fn(f(a + bj)) , isto &,
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¢ ((a + Bj) (a + bJ))) = u,, (T (a+BF)) u,, (f (a+bi)),

Ykn _o KX 2h

= ™3

onde K indica a linha e h a coluna.

Para h=0 temos:

Upo @& ((@a = 8b) + (ab + Ba)j)) =T u.,tl(a+Biu

0 2O‘ﬁ'r(a+bj)=

o™

b

n
= 3 u ?(a+8j)(2)l/2‘an—2 Br.
L

Mas u,.® ((aa - Bb) + (ab + Ba)j)) =

n) 1/2 n-K ("éa + a B-)K

(k

(sa - B8b)

Substituindo esta igualdade na antecedente temos:

, n

Y% 0a - B Fa+ T DS = 1w F (er8d).
2=0

. (2)1/2 "t gt

Desenvolvendo os bindmios, somatdrio e simplificando
Oos termos, encontramos

we, @ (ar83)) = (2 ()T T BS
2
- 2(2-h) 2. h
o OTK Ry e (-18]5".
t.o b’ ‘e-h
_ ,n,1/2 n-1/2 o K-
Com CKQ = (K) (2) , r—n-K 2 , s=K-§

entao para r,s > 0 fica bem definida a expressao

X .

_ n-K. , K 2(2-h) ,_,,2,h
dgg = Cgy I 'y )(Q_h)|a| (-18]17)

h=0

Além disso

- Ir T S - r S
Uy = o (=B) 7 dgyr U o B dp,

_ —-r S _ —r _= S ¢

Up-K,n-g - ¢ B dygy ’ n-g,n-k - @& (7RI dp,
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0 que determina completamente Fn : SU(2) > SU(n+1l) .
Compondo esta com a representagao ¢ de SU(n+l) em

+ ~
aut ¢ 1 , de acordo com (IV.2.1) obtemos a representa

cao ¢n procurada.

Exemplos

Vamos calcular os elementos uK2 , em que r,s > 0
e os demais serao calculados pelas trés Ultimas igual-

dades de IV.3.1.

o

Vejamos os elementos detalhados de

F, : SU(2) » SU(3)
' o R
F2(u+Bj) = F2 _ _ = {uKQ ! 0 < K, < n} =
Y00 Y01 U, ]
Y0 Y11 Y12
Us0 Usg Usol

Somente os elementos da regiao hachuriada possuem
r,s > 0 (triangulo I). Substituindo-se os valores cor-

respondentes dos elementos nas formulas do teoremalV.3,

obtém-se:
[k=,=0 , n=2 , r=2 , s=0
2.1/2 ,2,-1/2
00 14 _~ (2y,0,2(0), (.. 2,0 _
_ 2, =0, _2
K=1 ’ 2=0 , n=2 ' r=1 ’ s =1.
u;g 1107 Y2 4407 2
Uy = -vV2 o B
K=1 , %=1 , n=2 , r=s=0
u C,,=1 d,, = [a|2 - [Blz
11 7711 ! 2 11 >
Uy, < la]® = |B]




22 -

12

21

Portanto F2(

De forma analoga podemos calcular F

Vejamos os elementos de

tas)

F3(a+8j)

e a seqguir
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Y(n-K) (n-2) "

=u

21 % (n-2) (n-K)

2
o

V2 aB

o] %= 18]
258

-/2 aB

EZ

a+B87)

o
37 Fyre
(matrizes
I).

"3

(triangulo

e F4
F

5 F

¢ %

/§a28 /§a82

-/34°B u(lulz—ZIBlz

/3082

B(
33

la! —!Bl
-/3 3’8

/2 a 8

B(2]al?-]8|?
a(lal®-2]8]"

P Fn"

comple-

W

)
Q|
(&}

v ™
™

Q|

U



-56-

o /Ea38 _ /60282
1*E a2(lal®-3]8]?) /37208 (20| %2181
F,(at83)=|/6aB°  -/3/20B(2|al®-2181%)  (lal®-4lal®|8]%+]18]")
-8 B 6lel’-(81"  -/372 3 Bla|’-2]8(%)
_ 54 ! /& 5B
/Za83 - | 84
82 (3]al%-181%) - RZREL
/377 58(2]al?-218]2) /6 3¢
2(al%30815 ZE:
Vi 38 ot
N

-/5.%F a3(|a|2—4|812)
/T0038°  -v2aB(2]al?-318]%)  a(lal®-6lal?|B]%+3]8]h

F 1) = 2-=3 =2 2 2 — 4 2 4
s ®3)=1_706°8  v26B2(3]al?-2]81Y) -BGlalt-6lal?lelf]8]h
/50 B (alal?~181%)
ES .
-
& e
B A P LY I T
M5a%82 /5730382 el 240810 a?(lalt-8lal 28t ERPRREEEE .
FelatBi) = S008I 3]a)2-31810)  -/a73eB(3lalt-olal? B %3181 (al®-9lal 18] +9lal?lel®-1et®)
T5aZ8 /2B (]| 22181 BR(slalt-slat®lePelnlty oo
- /BB’ B (s51a]%-181% SRR

5 1 Fy e Fe
de todos os F2n ’ juntamente com III.3, produzem homomor
fismos de SO(3) em Aut(g(?P¥l)),

Estes homomorfismos dao as representagoes complexas ir-

redutiveis de S0O(3).

As matrizes representativas de F assim como
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V- Conclusao: Equivaléncia de ITI.6.4.1 e IV.3.1

Vamos mostrar que as duas formas (IITI.6.4.1) e
(IV.3.1), para obtencao das representacgoes irredutiveis
de SU(2), sao equivalentes.

De TI1I.6.4.1 temos:

U (ay = [fwtm) ! (u-n) 1712 R GUTR o
nm (u+n) ! (u-m) T I (m-n+1)
F. (-u-n m—u-m—n+l-—]8/a|2)
271 ’ ' ’ _ ’
onde u >m,n > -u, é
e _ ab a(é+l) b(b+l) _2
JFp(a,bjeix) = 1 4+ —5— x + To(eiD) + ,

para ¢ # 0, -1, -2, ...

<

T (A) estard bem determinada no “tridngulo hachuriado

da matriz que segue
De IV.3.1l obteremos toda a matriz através dos elemen

[,

Veremos entao a equivaléncia para o tridngulo em que

tos do triangulo hachuriado

r,s >0 | -~ |, com r=n-K-% , s=K-% , onde n & o indi
ce do homomorfismo e K,% representam os elementos da
linha e coluna, respectivamente. :

vVamos desenvolver IV.3.1 utilizando

" -
B a
1/2.,n —l/2dn—K—2—K—2 n-K K

2
() R N GRS R
2 b0 h ' &-h

0 ,
_ [ n! 2 (n-2) 112 n-x gk (noK, (K
K

como elemento genérico de SU(2).

n h_

K

| 2

|a|2(ggh%~l85“)

uKQ=( )

+

o B S )(2>|a1”
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2(g9- 2.1 ,n- K 2(8-2 2.2
O B a2 e e D (G 1al 2R - a1 %) 2
i 1/2 2%
_"2t(n-2) - n-K-% —=K-2 [K!|a|™" . N K!
T RK'(n-K) ¢ o 8 | T k-pT Y K oy TR
2(2-1) 2.1 (n-K) (n-K-1» K!
o] (=[8]) 7+ > (=) 1 (K=i=2) ¢
: 1/2
2(9-2 2.2 -~ 9! (n-92) ! —K- 9K~ ¢
IS IR I < ¢ s
2%
K! (n-K) & 2(8-1) 2.1
2 L(K *xemDT o (-181) " +
-K)n-K~-1) 2(g-1 2(2-2) 2.2
+ (n )(r(lK_’Q’_*_)Z)!( ) IOLI (_IB[ ) + ...-I —
[ n- R) K' 1/2 OLn—K—SL-
(n
K-, lalzz _AnmK) g 200D 12, (oK) (eK=1) 0 (e )
B =07 T ®=g+D) T @ B (K=1+2)
1/2
2(9-2 4 : -9) 'K! K= 2-K-2
IO(" ( )|B| _“.J:!ng"K;'Q,'l ‘OLn B
2%
(n-K) % 22, 1=2,..2 . (n=-K) (n-K-1) 2(2-1)
(TK T T (RK-g9+1) ¢ la| " ol 7187 + (R=g+2) '
1/2
20, -4, 4 _ r(n-9)'K!- n-K-9 —K-2%
|0‘| IOL| IBI - "‘] T U(n-g) '¢! 8
L =1
o o {n-X) 2 — {(n-K) (n-K-1) 2(2-1)
K- ¢ T (R=g+1) T > @ [8/a]™ & == (K=2+2) !
’ 1/
- (n-2) '%! -K-9 28— —K-2
e IB/al ] o= “T%:ETTET[ o a’a” BT
1 (n-K) 2 2 (n-K) (n-k-1)2(2~1)
tR=0) Y~ (K=2+D) ! |8/a]” + (K-2+2) !
1/2
4 i (n-2)!K! n-K—2--K-¢
L I =322 ) B R
-K) & 2 (n-K) (n-K+1) 2(2-1) 4
&= - 22—111): l8/a] + 2= g [B/af -

(K-2+2) 1

.

g



_59_

vamos desenvolver II1I1.6%.4.1, identificando

()

u com n/2 : .
n com (n/2)- K ,

m com (n/2)- % , onde u,n,m do lado esquerdo sao vari-
aveis de 1III.6.4.1 , enquanto que n,K,% do lado direito

sao variaveis de IV.3.1l.

Utilizaremos o mesmo elemento genérico de SU(2), ou
seja, -8
[a }. Para adequacao de IV.3.1 a III.6.4.1 e
B o _ _ 8
conveniente usar esta matriz em vez da matriz _ _| usa
-8 Q|
da em V.

(B4Dog) 1 (B-Dygyr 1172
ST CRPRR e e & L
CBx) @) (H5-K) 1 (5-5+0) !
n-K —3 ’B'-/Q,'*'K p)
Q ! . 2Fl(-n+K,—£;-Q+K+l;-|B/a|
r(% -2 % +K+1) .
1/2 n-K —f —=—2+K
_ r(n—-2)'K!: a a” B (-n+K) (=2) _ 2
= oo [l'l( Q+K+1) [8/a]” +

(n-K) ' T(K-2+1) -

o~

(n+K) (-n+K+1) (-2) (-2+1) lg/a¢4+c...]

T 1T (CAFKFL) (—2+K+2) -
- (n-g) 1K1, 1/ 20K gl g 4K
“(n-K) 2! (K-2)!
- {n-K) (2) 2, (n-K) (n-K-1) ¢ (2-1) 4 _
[l 1(RK-2+1) IB/ ! l(K—2+l) (K=2+2) |B/0Ll ...{ =
1/2
_ r{n-2)'K! n-K —g —K-¢ 1 (n-K) (2)
= [(n—K)IQ/!] a o B ['(K—,Q,)! - (K +l)' |B/o¢l
p DKL) (0) (8=1) g 04 - v

(K-2+2) !

Comparando V.l com V.2 verificamos a equivaléncia, con-

forme pretendiamos mostrar.
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Mostraremos o caso das matrizes 3 x 3 , ou seja,

F, : SU(2) - SU(3)
o -8
Seja A = |_ |, A e sU(2).
B o
Aplicando 1III.6.4.1 encontraremos:
[ T T ]
11-- 10 1-1
To1 Tog To-1
T Taao Toia
1/2 2 =0 =0
2! 0!, B L 20 2
Tll(A) - ot 0! T(1 2Fl( 2(70111 ]B/OL' ) = a .
1/2 1 =1 =
_orls 11 B 1 1.1 .o 2, _
TOO(A) [ll 11 T(l) 2Fl( ll llll IB/al ) -
T U e R N P e P
1/2 0. =2 =0
1 _ 0! 2 B e 2. 2
T @ = lgra FIy < 2Fp(0.-2:1:=]8/a]) = o”.
1/2° 1 =0 %1 ‘
1 o2t 1t a” B¢ _ o 2, _ =
TOl(A) - [l! 0! P(Z) 2Fl( 110121 IB/Q’ )_/j (o4 B'
1/2 0 =0 =2
1 20 21 a” o B . L2, =2
T_; ) = [5G (37 2F1(0/0735-[B/a] ™) =B
1/2 0 —1 %1
1 _ ol o2t a’ o B 1 2. e
T210® = (5717 —ty  2F1(0s1i2i-|8/a| ) =/2 0 B.
az * *
Obtlvemos a matriz |v2¢B 1al2—|B|2 ¥ =B
B2 V23 B a°
Como B € SU(3) , BE =E, e detB=1.

3

Mediante alguns calculos determina-se a parte superior



de

B.

Se aplicarmos o teorema
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(IVv.3) determinamos:

- \ o . =V/2 of 82
. a 8 _ 2 2 _
F2(u—BJ)=F2\ _ .= V2 o B laf™=18] -v/2 aB|= B
\LB al, g2 /248 a?
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