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RESUMO

Neste trabalho estudamos as propriedades
de convergéncia das solucoes de equagoes diferenciais per-
turbadas nao lineares, atraves da formula integral de
Alekseev-Shanholt.

0s resultados obtidos sao generalizacgoes
naturais de resultados anteriores para equacoes diferenci-

ais ordinarias.
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RE SU ME

In this work we study, using the integral
formula of Alekseev-Shanholt, the convergence properties of
solutions of perturbed nonlinear functional differential
equations,

The results obtained are natural generali-
zations of previous results for ordinary differential equa-

tions.
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INTRODUCAO

»

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais or

dinarias

y o= Flt,y) + glt,y) (*)
perturbado do sistema nao linear )

X = f(t,x) (**)

~ ~ . + n -
onde f e g sao fungoes continuas de IR° x D em IR° e D € uma

.~ n
regiao do IR

Diversos autores tem usado a formula de variacao
das constantes para estudar estabilidade, equivalencia as

sintotica e convergéncia de solugoes do sistema acima.

Marlin e Struble, ém[ld],estudam relagoes assinto-

ticas entre as solucoes de (*) e (**).

-

Brauer, em [l] , [ 2 ] e [ 3:]’estuda a estabilida
de e o comportamento assintotico entre as solugoes dos siste

mas (*) e (**).

Molfetta, em [l] ], mostrou a estabilidade unifor
me das soTugées do sistema perturbado (*) de um sistema nao

linear (**).

Hallam, em [ Q] estuda a convergencia das solu -
’

coes do sistema (*) perturbado do sistema nao linear (**).

Consideremos o caso de sistemas de equagoes dife -

renciais funcionais com retardamento,



y () = flt,y ) + glt,y,) (***)
perturbado do sistema n3o linear
*%(t) = f(t,xt) (¥x*x*)

onde f,g: R¥x ¢ > R" s3o contfinuas.

Botura, em | 4 ], generaliza os resultados obtidos

por Molfetta | 11 ] para os sistemas (***) e (****)

Monteiro, em |:12 ], generaliza os resultados ob
tidos por Brauer em | 1 1, U2 Je| 3] para os sistemas

(***) e(****).

Herminio, em ]:5 ],genera]iza o de Marlin e Stru
ble, para sistemas de equagoes dife renciais com retardamen-
to perturbado de um sistema de equagoes diferenciais nao 17

near.

0 objetivo de nosso trabalho & generalizar os re
sultados obtidos por Thomas G. Hallam |:8 ] para os sistemas
de equacoes diferenciais funcionais com retardamento (***) e
(****).

Para alcangarmos esse objetivo, utilizamos a formu
la integral de Alekseev-Shanholt, que e uma generalizacao da

formula de variagao das constantes para equacgoes diferen-

ciais funcionais nao lineares retardadas.

No capitulo |, damos alguns resultados basicos da
teoria das equagoes diferenciais funcionais com retardamento,
os quais serao utilizados no desenvolvimento de nosso traba

lho, que estao contidos em |_7 | = | 13 J.



No capitulo 11, generalizamos os resultados obti

dos por Thomas G. Hallam | 6 |, para equacgdes diferenciais

funcionais com retardamento.



CAPTTULO |

EQUACOES DIFERENCIAIS COM RETARDAMENTO

§ 1 - Resultados basicos

Neste capitulo, daremos alguns resultados basicos
da teoria de equagoes diferenciais com retardamento, que se
rao utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

. - . n
Sejam r e p numeros reais com r > o, R o espago

vetorial n - dimensional com norma | .| e C = C(]}r,o],an),

o espago de Banach das fungoes continuas definidas no inter-

. valo l}r,o]‘e tomando valores no R", munido da topologia da
convergéncia uniforme. Denotaremos a norma de um elemento
$ € €, por:

Foll = sup | ¢ (8)]
-r<f<o
Seja a < b, e x uma fungao em C([:a-r,b], R™); entao para

cada t € !},b], denotamos por x, 0 elemento do espago C defi

nido por
xt(e) = x(t + 0), ¥8 , -r<H< o

Seja T = (p, @) x A, onde A é um aberto de C,e f:T+R"

uma dada fungao.

Bma equacao diferencial funcional com retardamen-

to € uma relacao da forma
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X(t) = f(t,xt) (])
onde x(t) indica a derivada a direita da fungao x(u) no pon-

to u=t.

Se r = o, entao (1) representa uma equagao diferen

cial ordinaria.

Pado (ty,¢) el,dizemos que uma fungao x é uma solu
¢ao de (1) passando por (t,, ¢)se esomente se, existe um nd

mero real A, o < A < = tal que:

(i) x € C([to-r,to+A), R™)

(ii) x, ="¢, isto &,%, (8) = ¢(8) para -r < 6 < o.
o o - -

(iii) x(t) satisfaz a equagao (1) para todo t em {:t tot+A) .

0)

Denotemos por x(ty,$) qualquer solugao de (1) pas-
sando por (tg,¢) € T e por xt(to,¢) os correspondentes ele

mentos de C.

Seja f(t,¢) continua em I' ; entao para todo
(tg»9) € ' , existe ao menos uma solugao de (1) passando por

(to,¢)-

Ainda mais, se f(t,¢) € localmente Lipschitziana '
em relagao a ¢ em cada subconjunto compacto de F,ventéo pa
ra todo (ty,4) € T', existe uma Gnica solugao x(tg,0) de (1)
passando por (ty,9) e a solugao x(ty,d)(t) € continua em
(t,to,9) no seu dominio de definigao. Para uma prova de exis

tencia,unicidade e continuidade em relacao aos dados ini



ciais, da solugao, ver por exemplo [ 7 ].

Os fatos basicos da teoria geral de equagoes diferen
ciais com retardamento, acima considerados, podem ser desenvol
vidos com adaptacoes obvias tomando-se condigoes iniciais con-
tinuas por partes e a topologia do sup essencial no espago de
fase.

Consideremos alguns exemplos de equacoes diferenci -
ais funcionais:

(1) A equagao x(t) = g(t,x(t-r)), comr > o fixo, € uma equa-
cao diferencial funcional. De fato, basta tomar f( t, ¥ ) =

g(t, ¥ (- r)) com ¥ e ¢( [-r,0], R" ), e assim temos x(t)=F(t,x,)

(11) A equagado x(t) = A(t) x (t) + D(t) g(t,xt) onde A (t) e

D(t) sao matrizes nXn cujas componentes sao fungdes de t, é
uma equagao diferencial com retardamento. De fato, tomando
t, =0 e f(t,¥ ) = A(t) ¥ (o) + D(t) g(t,¥ ) com ¥ eC((t-r,o]7,

R") obtemos x(t) = f(t, xt)'

(111) A equagdo x(t) = g(t,x(t), x (t—t1) Ceey x(t-tk)) onde
0 < t; < r<o, i =1,2, ...... k, € uma equacao diferencial.

com retardamento. De fato, se tomarmos: .
F(E,9) = g(6,¥ (0), ¥(=t,),......,¥ (-t.)) com ¥ec([-r,o], R")..

obtemos x{t) = f(t,xt).

LEMA 1 - 1 : Seja x e € ([t -r,t +A] , R" ). Entdo

X, € continua em t para todo t e['to , t_+ A]

0
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Prova: Sendo ,x continua sobre K}D-r,t0+AJ, entao x
€ uniformemente continua. Assim, dado € > o, existe um

§=6(e)>0 tal que |t-ol< & implica que
| x(t) - x(o)| < ¢

Dessa maneira, para t,0 € |to,to+Al, com |t-o|<§ ,

resulta que |x(t+8)-x(o+8)| < ¢ para todo 6 ¢ |-r,o0].

Em consequencia X, & continua para teL}o,to+A].

LEMA 1-2: Sejam (to,¢)e I, e f:T » R" continua.En
tao,mostrar que aequagao (1) tem uma solugao passando por(to,d)
é equivalente a mostrar que equa¢ao integral

t .
x(t) = ¢(o) + ( f(s,xg )ds,t>t,
}to

tem uma solugao,

Prova:Usando o Lemal-1, a prova deste Lema & imedia
ta.

Denotamos por E o espago dos operadores lineares
contfnuos de C em R" . Seja A(-):(p ,«®) - E continua. Entao,

resulta que:

(o]

(i) || A(t)]

uma fungao continua de (p, «) em R

A

(i) [ato)el < [I Al [l ofl v(t,e)er.

Em consequéncia segue que, para qualquer (tg,¢)el ,

a equagao diferencial funcional linear

Y1) = A(D)y, (2

[ ]
~—
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tem uma unica solugao ¥ (ty,¢) definida e continua em [}o-r,wL

L7
Também, para todo t>t,, to € (p,®), a aplicagao
. n
Y(toy')(t) : C~> R
é um operador linear continuo, | 7 .

Desta maneira, podemos associar a equagao (2) uma

familia de operadores lineares continuos
T(t,to) @ C>C, t>ty >p, o¢eC

definida por:

T(t7t0)¢ =Y‘t(toy¢) (3)

A familia de operadores T(t,ty) tem as seguintes

propriedades, -| 7 |:

(a) A familia {T(t,to) [t2t,} € um semi-grupo de transforma -

¢oes lineares, isto e,

T(t+s,to) = T(t,to)uT(s,tg), p<tost<® | g >¢

Z%
(b) 0 semi-grupo {T(t,ty,)|t>t,} € fortemente continuo para
Pty ¢t <, isto e,
Tim || T(t,to)d-T(s,t5)d{| = o
s>t

Y t,s >tg, ¥ ¢elC

(¢) T(t,t) =1I, onde I é o operador identidade.

Seja y: |}r,o] > R" uma fungao continua por par
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tes. Entao podemos definir uma solugao da equagao linear (2)

passando através de - (t_,¥)

Em consequéncia, dada a fungao matricial
0 se -r<6<o

Yo:8 + Y () = (4)
I se 8 = o

o operador. . T(t,t,) pode ser definido sobre as colu

nas de Yo.

Consideremos a equagao diferencial funcional
z(t) = "Altdzy + g(t,z¢) (5)

n o - ~
onde g:T - IR & uma fungao continua.

Uma fungao z(t) € solugao da equagao (5) passando
por (to,¢), (ty,9) € T, se e somente se, z(t) satifaz a equa
gao integral

t

(

2=T(t,to)+] T(t,s)Yog(s,z)ds,Ve>t, (6)

to

A equagao (6) & uma equagdo integral no espago R,

e, deve ser interpretada como

rt
2, (8) = [T(t,t5)0](0) + Jt IT(t,s)Y,](8) g(s,zg)ds
o

para t>tgy, -r<6<o 7]

§ 2 - Formula Integral de Alekseev-Shanholt

E possivel mostrar que existe uma relagao entre



as solugoes da equagao nao perturbada

x(t) = f£(t,x¢) (1)
e da equagao pertufbada
v () = f(t,ye) + g(t,y) (7)

Vamos supor que:

(i) f,9: T » R" s3o funcgdes continuas

(ii) f(t,¢) tem derivada de Fréchet em relagcao a ¢, d3f(t,¢d),

¢

continua em T.

Observamos que em geral as solugoes de (7) nao sao
dnicas. Denotamos por Y (ty,,$) qualquer solugao de (7) passan

do por (to,¢) € T.

Sendo 3 f(t,¢)continua em I', entao f(t,d) € local-
mente Lipschitziana em ¢ em cada subconjunto compacto de T
Em consequéncia, as solucoes da equacgao (1), nao somente e

xistem, mas sao unicas e continuas em seus trés argumentos ,
- 71].
Para cada (ty,¢)e T, denotaremos por J=J(ty,0) o

intervalo maximal de existéncia da solugao x(tg,9).

A cada solugao x(t,,$) da equagdo (1)associemos a

seguinte equacgao diferencial funcional linear:

2(t) = |35 (e Ceouon) ] 2, e (s)
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A equagao (3) é denominada equagao Variacional Li

near da equacao (1) em relagao a solugao x(to,¢).

Daqui por diante, denotaremos por T(t,ty:9), t>to,

a familia de operadores lineares associados a equagao (3).

Se 3f(t,¢) € continua em I', entao a familia

¢

' {T(t,tg:9) | t>t,}
satisfaz a seguinte propriedade de continuidade: lpara cada
(tg,9)e T, para cada A > o escolhido de modo que I}o,to+A]CJ,

e para cada €>0, existe um &8 = 6(e,to,¢,A) > o tal que para

todo p ¢ A, |l ¢d-yll < & implica em que

| T(t,to:9) - T(t,to:y)]] < €

uniformemente em t, para t € |tg,to+Al, |13 ]
LEMA 1-3: Seja A um aberto de C e consideremos o

conjunto:

Ap = {¢ € A| ¢ () existe, &€ limitada e continua por partes

em |-r,o0)}
Se ¢ € Ap, entao para todo ty € (p , ©) tem-se que:

. ] . . i,
:\_I)Z." "—h— (xtofh(to’¢)_¢)=:1_|>2+ T(Xto(to—h’q))-(b)



' +
Deste modo para h»o , tem-se que:

” ‘xto_’_h - (to,q))'(b” ’ ”).('to(to-h"b)—‘bn =o (h)
Prova: Para -r < 6 < -~ h < o, temos

¢ +h (to,0)(8) = ¢(6) = ¢(6+h) - ¢ (6)

=x£;(to‘h,¢)(6) - ¢ (9)

0
e o limite para 0 € [}r,o) e imediato. Para 6 = o,
to+h
X t +h(t0’¢)(0‘) - ¢(O)= J f(S,Xs(to,d)))dS
o} to
e
to
X t (to-h,¢)(0)-¢(0)=J f(s,xs(tg-h,d)Mds
o] to"h .
Portanto, da continuidade de f temos o limite dese
jado para 6 = o.
Seja K=max (sup 1¢(8)], |f(t,¢)]);
-r<f<o
entao para h>o - suficientemente pequeno
Il x (ty,0)- , x¢ (to-h,d)-0|l < 2kh.
x| (tondd=all [l e, (toh, ) -0]] <

Donde concluimos a prova do Lema.



_‘0_

TEOREMA 1 =~ 1:

(i) Para qualquer (tg,¢) € ' e para cada t € J, a derivada
de Frechet da funééo xt(to,¢) em relagao a ¢, 3 x¢(ty,0),
o¢
existe e é igual a T(t,ty:4), isto €&,
! 9 X¢l(tg,0) = T(t,to:¢)
3¢
(ii) se ¢ € Ap, entao
Xe(tg,0) = T(t,to:9) € (9)

o
3t,
onde € € a fungao definida por:

-f(ty,9) se B

I
(¢]

e(8) =

-é(e) se -r<6<o

]

Prova: Seja a > o, tal que | |}o,to+a] c J. Para
provarmos que a derivada de Fréchet da fungao x¢(ty,¢) em re
lagao a ¢ e T(t,ty:¢), devemos mostrar que para cada € > o ,

existe um § = 8(e, a, to,¢) > o tal que || || < 8 implica

que || we]l < €l ¢|| para todo t € I, onde

w = x(tg,o + ¥) - x(tg,0) - z(tg,¥) (10)



.-'I'I_
e z(ty,¥) satisfaz (3). Como f(t,¢) € diferenciavel continua
mente em ¢,

Flt,o + ¥) = F(t,0) + £'(t,0)v + g(t,o , w)  (11)

onde g(t, ¢ , ¥ ) & contfnua em (t, ¢ , ¥ ), g(t, ¢ , o )=o,

e

[g(t:¢ » V1 )-g(t’ b, Wz)lfﬂ(t,¢,8)||¢1 -wZ!l para

(t,0) e T, ||wi|l < B, n(t,¢,B) é continua em (t,¢, B) para

(t,9) € TI', B >0 e n(t,s,0) = o.

Seja € > o, e seja

L = max [%up Il £'(t,x¢(tg, o), sup n(t,xt(to,¢),B;]
tel (t,8)elx|_o,1 ]

Sendo n continua, podemos escolher um §; > o de

modo que o < B < §; implica que

-3La
n<t’xt(to’¢)’8)f e e, t e |.

Como A e aberto e as solugoes de (1) dependem con

. e = e . -2
tinuamente da condigao inicial, existe um § > o , §<e La61 ,



tal que {6 +¥ ;|| w|l <6} Ch, e
let(to’¢ + w) - xt(to,¢ )Il < 1, t e 1.
Vamos mostrar agora que
2L (t-to)
I xe(to,d + ¥)-xe(to,0 )l < e Hwll,e ety wll<s (12)

Segue de (1) e (11) que para t > tg,

t
x(to,9 + ¥)-x(to,0)= w(o)+f {f (s,xs(tg,0)) |xs (to,0 +¥)-xs(to;o}}

to

+ Q(S,Xs(to,¢),Xs(to,¢+w)'xs(to,¢))}ds

Assim, para || ¥]] <&, t > tg,
(t
[x(to, ¢+ -x(to, o) [l wll +| [ Il # (s,xs(to,0)) ] +
to

+ n(syxs(to,¢),')].
N xg (Lo, 0#9) - xg(tg,9) ]| ds

t
< IIW’|+2LJ !lXs(to,¢+w)'xs(to,¢)l|d5

to

Pelo fato que xto(to,¢+w)"xto(to,¢)=¢+¢'¢=w
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mostrou-se que

t
I kt(to’¢+¢)'Xt(to»¢)H5”wH+2LI I xs (to,d+¥) -xs(to,4) || ds
_ to
para [l v]] <&, t > to.
Usando-se a desigualdade de Gronwall, concluimos
(12).

De (1), (%), (10) e (11), mostra-se que

t
w= I}ws,XS(to’¢))ws+9(S:Xs(to,¢),Xs(to,¢+¢)'xs(to,¢))]ds
Jto

tel, wg = ©- Desta forma, para || y]] < 8, t > ty, de (12)e

da representagao acima, temos que

t
lo| < J Ul wgll + n(s,xg(to,8),e2 2wl Ve 2wl Tds

to

t
~al
cee vl LJto|rw51tds.

Donde para t ¢ I, || v]l < &,

N well <e e E %@y e 1yl

e portanto, a derivada de Fréchet de x;(tg,4) € T(t,to:9).

Para obtermos a relagao (9), notemos que a unicida
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de das solugoes de (1) implica que, para qualquer nimero po

sitivo h suficientemente pequeno e para todo t g |
xt(to+h{¢)-xt(to,¢)=xt(to+h,¢)-xt(to+h,xtd+h(to,¢))
=T(t,to+h=¢)(:¢‘xtd+h(to,¢)] +o (I} xpgyn(to,d)-oll)
xt(;o'h,¢)"x (to,d)=xt(to,xto(ty-h,9)-x (ty,9))
=T(t,ty:0) l:xto(to-h,¢)-¢]+o(|| xto(to-h,¢)-¢H )
Seque da continuidade forte de T e do Lema 3, que

Tim, 1 (x¢(to+h,¢)-xt(to,d)=lim(x¢(to-h,¢)-x¢(to,9))=
h+o  h h-+o+

=T(t,to:¢)€

Isto completa a prova do teorema 1.

TEOREMAl-2:Seja A um subconjunto convexo de A. Seja (to,¢) um

elemento qualquer de (p,®)x A e J(to,¢)=|}o,w). Se (tgy,01) ,

(to,d2)e(p, ©) x A, entdo:

“ xt(to)(bl)-xt(to’cbz) ” f SUE” T(t’to:C) H H ¢1'¢’2H
zel '
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Prova: Seja ¢(A)a linha reta de ¢; para ¢z dada
por:

z(X) = ¢,+x(¢,-d1), o < A < 1. Como A & convexo ,

-

z(d) € A, o <A< 1. Entao |6, pag. 155]

d_ xe (tg,z(A))=T(t,to:z(X)) _dg = T(t,ty:z(X)) (d2-01)
dA dA
Integrando a equagao acima em relagao a A, de A =0
a A =1, obtemos:

1

?(t(to’(bZ)-Xt(to’d)l): [ T(t,to:C(A))(¢2-¢l)d)\
0

Donde concluimos que

I ¢ (tord2) = % (to,0,) 1| < supll T(T(to:e) |l Il 62701
zel

Vamos agora apresentar uma relacao entre as solu -
goes da equagao nao perturbada (1) e da equagao perturbada
(7), a qual & muito importante para o nosso trabalho. Esta

relagao é denominada '""Formula Integral de Alekseev-Shanholt'.

TEQREMAI-3:Suponhamos que, para qualquer (tg,¢) € (p, *)x Ap

as solugoes xt(t°,¢) e yi(ty,0) das equagdes (1) e (7), res-
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pectivamente, estejam definidas em I}o-r,f), t. < t < ., Su

) u
ponhamos que a solugao xg(s,yg(ty,,9)) de (1) existe em
[to-r,t) para todo s, t < s < t < » . Entdo
- ‘ t
Yeltgsd)= x (ty,0) + J T(t,s:ys(to,9)Ys g(s,ys(ty,0))ds (13)
to

-y -

para ty, <t <t

Prova: Para t em um intervalo no qual yt(t0,¢)exii
te, ¢_¢€ Ap, do teorema I-1 e de Ib, pag. 173], mostra - se

que:

T%T xt(s,ys(to,¢))=T(t;s:ys(to,¢))wS+T(t,s:y5(to,¢)) €

onde
~f(s,yg(ty,0)), se B8=0
P(s+6) =
-y (ty,9) (s+8) , se -r < 6 < o
e(s+8) = y(to,¢)(s+6), se -r < 6 < o
Desta forma, usando as equagoes (4) e (7), temos
que:

_dd___ Xt(S’YS(t()’(b))=T(t’5:yS(to’¢))YQE‘;’(to’Cb)(s)'f(s)YS(to’(b)):l
S
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=T(t,s:yg(tg,8))Yoa(s,yq(to,d))

Integrando a equacao acima em relagao a s, de ty a

t, temos:
t
Xt(t,Yt(to"b))'xt(to’Yto(to"b))=J(T(t,s=ys(to,¢))\g g(s,ys(to 0 ))ds
to
Donde concluimos,
t
Yt(to,q)) = Xt(t0,¢)+ T(t,S:YS(to’dJ))yo Q(S,Ys(to,¢)) ds
to

0 que completa a prova de teorema.

Observacao: A relagao (13) € uma generelizagao da
formula de variagao das constantes (6),

t

zp = T(t,t5)e + [t T(t,s)Y, g(s,zg)ds , t > tg.
(o]

0 proximo teorema garante que a relacao (13) €& va-

lida para todo ¢ ¢ A desde que as solugoes da equagao (7) se

jam anicas.



TEOREMAI-4:Se, para cada (t,,9) e I', J(ty,¢)

t

to

para todo (t;,¢) para o qual yt(t°,¢) é dnica.

A demonstragao deste teorema € dada

_]8..

]}o,w), entao:

Yt(tO,dJ) =X't(to;¢)+[ T(t,Siys(to,CP))Yo g(;»Ys(to,¢)) ds

em [13].
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CAPTTULO i1

Convergencia de solucoes de sistemas de equacoes dife-

renciais funcionais perturbados.

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais fun

cionais nao perturbado

x(t) = f(t , x,) (1)

e o sistema perturbado,

y(t) = f(t,yg) + glt,y,) (7)

onde f,g:lR+ X C - sao continuas, e, f(t,¢) tem derivada de

Fréechet em relagao a ¢, 8f (t,p), continua em RY X c. Além

3¢
disso, vamos supor que as solugoes do sistema perturbado (7)
satisfagam uma condigao de unicidade.

Neste capituloinvestigaremos a convergéncia de solu
goes de sistemas de equagoes diferenciais funcionais nao 1i
neares perturbados, atraves do uso da formula integral de
Alekseev-Shanholt.

Inicialmente daremos algumas definigoes.

DEFINICAO 11-1: A solugao x = o de (1) € uniforme-

mente estavel em variagao se para cada @ > 0, existe uma cons



tante M(a) > o, tal que
HT(t,tp:0) !l < Mla), ¥t > to, || ¢]] < o

Na definicao acima T(t,ty:9): C > C, t > ty, € a
familia de operadores lineares associados a equagao Variacio

nal Linear da equagao (1).

3

DEFINICAO I1-2: 0 sistema (1) & denominado conver-
gente se

lim Xt(to,¢) = A(ty,¢) existe para cada

tr4+o
(to,9) € rRY x C, onde A (t,,4) € um elemento de C=C(|}r,o]JRn).

Observacao 1: Se (1) & convergente entao para cada

(t0,¢) € R+ X € existe uma constante B=B(to,¢) > o tal que

” xt(to’¢)]l < B (to,¢),vt 2 tO'

*
De fato, fixado (to,¢) € R+ X C e dado € > o, existe t > tg,

tal que

[ ¢ (tg, ) ] [ x¢ (tg,0) -2 (ty,0)+x(to,9)) ||

tA

[l xt (to,0)= Altg,d) |l + || A(to,9) ]
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def *
<e+ || Mtg,9) || = Bilty,d) ¥t > t .
Pelo Lema I-1, x4 (t_ ,9) é continua em t, e portan-
. - .
to || x;(to,9)! & continua em t, t € [to,t ]. Ent3o existe o
- *
maximo de || x¢(tg,¢) |l em |to, t ], o qual denotamos por

B2(to,0).

Seja B(tg,9) = max{B,(ty,9),R2(tg,0)}

entao, || x.(ty,9)]] < B(tg,d) VvVt > tg

DEFINICAO 11-3: 0 sistema (1) & denominado equi-con
vergente se ele € convergente, e para cada € > 0, a > 0,ty>0,

existe um numero real V=V(t°,a,s)tal que

H xt(to"b)-)\(to"b)u < e, ¥t > tO+V(to,(},,€), H ¢H < a.

DEFINICAO 1I1-4: 0 sistema (1) é denominado equi-uni

formemente convergente se ele e equi-convergente e o V da de

finicao 11-3 depende somente de o e €

DEFINICAO 11-5: 0 sistema (1) é denominado coales-

cente se ele € convergente e X(o,$) € uma fungdo constante.

DEFINIGCAO 11-6: 0 sistema (1) & denominado exponen

cialmente assintoticamente estavel em variagao se para cada

a > 0, existem constantes positivas a, e c,, tal que,

o
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I T(t,t0:0) [l < ¢ exp l}au(t—to)],Vt >ty > o,

lell < o
DEFINICAO 11-7: 0 sistema (1) € denominado equi -
uniformemente convergente em variagao se para cada € > 0 e
cada o > o, existe um ndmero real V=V(a,e) e um ‘operador
+

L: R X C »+ £(C,C) continuo em RY X C, o qual leva limita-

dos de C em limitados de €(C,C), tal que

|IT(t’t0:¢)—L(to,¢)ll< €, Yt > to + V(G,E),

to e RY, ol < a

TEOREMAl1-1:Consideremos os sistemas de equagéo diferenciais

funcionais (1) e (7), satisfazendo as seguintes hipdteses

(i) 0 sistema (1) & convergente e equi-uniformemente conver-

gente em variagao.

+ +

(ii) Para cada o > o, seja hy(t): R° =+ IR continua em R+,

tal que

lg(t,0)] < h, (t), vt e RY, || ¢!l (14)

tA
R
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Entao para cada §y € C, existe um nimero real

W= W(y) tal que se ty, > W(Y), a solugao yt(to,w) de (7) é

convergente.

— Prova: Cgmo (1) € equi-uniformemente convergente em
variagao, entao para cada € > o e cada o > 0, existe um nime
ro real V = V(a,e) e um operador L=L(tg,$) que € continuo em
R*¥X ¢, e L(o,.) leva limitados de C em limitados de g(C,C),

tal que

H T(t'tO’O:(b)-L( O’d))” < e, VYt ">tb+'V((X,€),

to € R*, || ¢]] < a . Portanto existe uma constante M, (a)> o
tal que || L(o,¢)]|| < Mi(a), Y o]l < a.
+ Segue ~-entao’ que (1) € -uniformemente estavel em

variacao, De fato, devido a unicidade da solugéo x¢ (tg,9) de

(1), temos

‘xt (to,9) = thmd(0,¢), Yt > ty, ¢ € C
Pelo teorema (-1, resulta

T(t,to:¢)=_9 x¢(tg,9)=_3 xt_to(o,q§)=T(t-to,o:¢>)
3¢ d¢d

YVt > ty, ¢ € C. Assim,

I T(t,to:0) Il =} T(t-ty,0:0) 1]



=|] T(t-t5,0:¢)-L(o,¢)+L(0,¢)]|
<l T(t-to,0:¢0L(0,9) || + || L(o,0) |

< e+ M(a), VYt >ty + V(a,e),

to € RY, el < o

-

Tomemos M, (a) = sup|| T(t-t ,0:¢)-L(o,d)]
to<t<to+V(a,e)

Il ol < @
Seja M (a) = Max{e + M (a), M,(a)}
Ent3o, || T(t,to:0)|l < M(a), ¥t > t,, tog e RV, |l ¢]] <a

-

Como (1) é convergente entao para cada '

(té,¢') e RT x C, existe uma cofistante B

'B (td"w )l

(Observagao 1) tal que,
‘!xt(to’W)“ < B, Yt >ty

Seja o = 2B . Vamos escolher w = w(y) suficiente -

mente grande de tal maneira que a desigualdade

hy g (t) dt < MBZB (16)

J



_25_

-seja satisfeita. Esta escolha de w = w(y) sempre é possivel

em vista de (15).

Vamos mostrar que,
Iy (o )il < 28, ¥Vt >ty > w(y)  (17)
t

De fato, suponhamos que a desigualdade (17) nao € verdadeira.

Decorre que existe um primeiro t, , t; > t,, tal que,

Usando a formula integral de Alekseev-Shanholt(1-13),

temos:

t)
Ve, (te®) = x, (to,w)J T(t1,5:v5(te,¥)Yog(s,vs (te,¥))ds
Jt

o}

- Portanto

: t)
vy, Ceos0) I il % (tg,0) | +( 17t s:ys (to, il Lo (s, yste ) ds

to

De (14) e (16), temos que:

t
28 = |l vy, (tou0) [l < 8 + M(ZB)J : hyg(s) ds

t
(o]
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< B + M{2B) h2
Jw ()

B(s) ds

< B + M(28). B
MZZSi

< 28

Dessa maneira, chegamos a um absurdo. Concluimos en
’ g

tao que ||y (to,¥) |l < 28, ¥t > t5 20(y).

Vamos agora estabelecer a convergencia da solucgao

Ve (g ¥).

Primeiramente, mostraremos que:

t
Tim j T(t,s:ys(to,w»Yo g(s,ys(toy)) ds =

tro oty

= J L(S’YS(tOSw)) Yo Q(S,Ys(to,IP)) ds (]S)
to

Quaisquer que sejam t_ e RY , ¢ > tg, || ol <a o,

temos que || T(t,t :¢)!] < M(a) (*)

Da hipotese (i), temos que

[ T(ttg:0)-L(tg,0) [l < &, ¥t > to+V(a,e),to € R,

Il 4] < a. Ent3o, para cada (to,¢)€ R x c,



lim T(t,to:¢) = L(ty,90).

t -»co

Logo, fazendo t tender a + » em (*), temos que,

Il L(te,®) |l < M(a), YVt > to, to e R, || 6]] < a

Consequentemente, a integral do lado direito de

(13) pode ser majorada pela integral

J M(28) hZB(s) ds.
t

(o]

Seja € > o dado. Escolhemos um numero re

al So suficientemente grande tal que,

[ hZB(S) ds < | £ (19)
S

Esta escolha de S, sempre & possivel em vista de
(15).

Como (1) e equi—unifdrmemente convergente em varia
¢ao, entao existe um nimero real S; = S, (a,e), S; > S, » tal

que para t > S; , temos:

H T(t’S:YS(to:w))"L(S)Ys(to)w))Il < € (20)
35K
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onde K = max |g(t,y,)l

| yell < 28

toltsSo

De (19) e (20) n6és obtemos para t > S,
t

roo
1 J T(t,s:ys(to,¥)¥o gls,ys(to,¥))ds- } L(s,ys(to,w))vog(s,Ys(tow»dsH =
t

(e tO

So So
= ]l{ T(t,s:yg(te,¥))Y, Q(S’Ys(to’W))dS‘J T(t,s:yg(ty,¥)) Yo gls,ys(to,P))ds
Jto t

SO
'[ L(S,YS(to’W))YO g(S,YS(to’w))dS—J‘n L(S»Ys(to’w»yo Q(S,Ys(to,w» dS”

(o) SO

SO
=” J [ T(t’S:ys(toyw))'L(S,YS(to’w))]YO g(S’YS(tO’w)) ds -

o0

SO
-J T(t,s:ys(to,¥)) Yo g(s,ys(to,w))ds-J L(s,ys(ty,0)Yo gls,ys(te,¥))ds]|
sO

S0
S[ I T(t,s:ys(to,¥))-L(s,ys(te W) ]| lgls,ys(ty,¥))]ds +

+ J I T(t,s:ys(to, ) | lgls,ys(ty,¥)) | ds
S

o]
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+ | ”L(S’Ys(tO’w)) ” I g(S,ys(to.w) ' ds
JSO
| [~
< € KSo + 2 M(2B) J lg(s,yg(to,v)) | ds
35K S

< > + 2 M(2B) J hZB (s) ds

3 | So
< €+ M(28). € = € (21)

3 3M(2B)

Portanto, mostramos que o limite (18) e valido. Co

mo (1) e convergente, vamos denotar o limite

tim x¢(tg,¥) por A, (ty,¥).

t >

Tomando os limites de ambos os lados na formula in

tegral de Alekseev-Shanholt (1.13), e, usando (18), obtemos

]im Yt(toylP) = kx(tO,l’»})'*'r‘ L(S’ys(.t07w))YO g(s,YS(toyw)) ds
£t

to

Assim lim y, (t,,y) existe, o qual denotamos por
t >

Ay(to,w), e, portanto temos
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Ay(to»w) = }\x(to:w) + L(S,Ys(to,ll’))Yo Q(S,Ys(to: UJ)) dS (22)
to
Isto completa a prova do teorema I1-1.

Seja y € C fixo e wo(w) o infimo de todos os w(y)

para os quais o teorema Il-1 € valido. Seja D o conjunto de

finido por

D = {(t,¥) | vecC, t>u(v}

TEOREMA 11-2:.Consideremos os sistemas de equacoes diferenciais

funcionais (1) e (7), satisfazendo as seguintes hipoOteses:

(i) 0 sistema (1) e equi-convergente e equi-uniformemente ca

vergente em variagao.

(ii) As desigualdades (14) e (15) sao validas.

Entao o sistema (7) e equi-convergente em D.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que se (t.,y)eD,

com || ¥|]| < a, entdo existe um B

i

B(a) de modo que,

I %, (e ) ||

A
@™
<
-t
\%
(ad
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Sendo (1) equi-convergente, temos que é convergen-
te. Portanto se xt(o,0) e a solugao de (1) passando por(o,o0),
segue que x¢(o,0) € limitada, isto &, existe k > o, tal que

|| x¢(0,0)!] < k , para todo t > o.

- -

Seja A ={ype A | ||v]] ¢a ). A & um subconjun-

to convexo de A.

Pelo teorema |-2 resulta
Ilxt_to(o’w)'xt-to(o’o)ll < SUEIIT(t'to»°:¢)|I Il
del

Yt > ty, ¥ € A . Assim, devido a unicidade da solugao x;(tg,9)

de (1), temos:

I]Xt(tosw)ll = IIKt-to(°,¢)|

<l xt-to(°’W)'xt-to(°,°)l| + || X¢-tolo,0) |
< supll T(t,0:0) | I wll + |l xgopg(0,0) ]
deh

Sendo (1) equi-uniformemente convergente em varia-

¢ao, vimos na prova do teorema I|-1 que (1) € uniformemente

estavel em variagao, isto &, dado o > o, existe M(a) tal que,

Tt to:0) ]| < M(a), Yt > t,, ty € RY L1 o]l < a



_32_

Logo :
sup  T(t,o:) || < M(a)
del
Donde <concluimos que,
| xe(to,®) Il < M) o+ k 7 8 (a), veztg, |l vl < a
Da formula integral de Alekseev-Shanholt, (i-13)te
mos que:
t
Ye(to,h) = x (to,p) + | T(t,s:y4(to,¥))Y, gls,yg(ty,¥)) ds (23)
Jto
Usando (22) e (23), obtemos:
t
¥elto:¥) = Ay (t9) = [ﬁt(to,w)+J T(t,s:y5(tg,¥)) Yo gls,ys(to,)) ds] -
to
- [ (toow) + | Lis,ys(t,¥) Yo gls,ys(to,v)) ds )
Jy
)

= X (to, ) = A (tg,0) +

CO

t
+ | T(t,s:yg(tg,¥)) Y, g(s,ys(to,w))ds-I L(s,yg(to,¥)) Y gls,yg(ty,¥))ds

Jeg o

(24)
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Vimos na demonstragao do teorema !l-1 que
t o0
i J T(t,s:yg(t ,¥))Yy g(s,ys(to,w))ds-J L(s,ys(to,¥))Yy g(s,ys(to,v))||
to : to

<ef2 ¥t >S; > S

Sendo (1) equi-convergente, entao (1) é convergen-

te epara cada € > o, a > 0, ty, > o, existe um numero real
= 2

*
V =V (tg,a,e) tal que

*
| % (to, W) =2 (tg, W) || < e, Yt > to+V  (tg,a,€),

Hwll <o

Tomemos t > Q = max {ty+V*(t,,a,e), Si}.

Portanto de (24), obtemos:

Iy (tgs0) = Ay (o) I = [l %g (to,¥) = Axlto,0) [+

(]

t
+]| { T(t,s:ys(ty,¥)) Yo g(s,ys(to,w))ds-J L(s,ys(to,¥)) Yo gls,ys(to,¥))ds]]

to to

< € +
2

=g, Vt20Q, |lv] <o

€
2

Consequentemente, o sistema (7) € equi-convergente em D.
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TEOREMA1I-3: Consideremos o sistema de equagoes diferenciais

fungionais (1) e (7), satisfazendo as seguintes hipoteses:

(i) 0 sistema (1) e equi-uniformemente convergente e equi -~

uniformemente convergente em variagao.

(ii) As desigualdades (14) e (15) sao validas.

Entao o sistema (7) € equi-uniformemente convergen

te em D.

Prova: £ feita de maneira analoga a prova do teore

ma 11-2, sendo que agora o nuimero real V depende somente de

o e€e , isto e, V=V(a,e).

TEOREMA11-4:Consideremos o sistema de equagoes diferenciais

funcionais (1) satisfazendo as seguintes hipoteses:

(i) 0 sistema (1) & coalescente para uma funcao ¥ ¢ C.

(ii) Para cada o > o, seja ha(t):m+-+ RY uma funcao conti -

+
nua em IR , tal que

lg(t,0)| < h (&) , t e R", vo , com || 6]l <a
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(iii) Para cada a > o, seja ny: R* x RY > R uma fungao con

tinua em R* x RY , tal que

I Tt to: @)l < mglt,to), VE > tg 2 0,]l 0]l <o

t
(iiii) 1im { na(t,s)ha(s) ds = o para cada o > o.
t >

Entao, toda solugao convergente de (7) é coalescente para a
funcao VY.

Prova: Tomando os limites de ambos os lados na for
mula integral de Alekseev-Shanholt, |3-l3], resulta que para

qualquer solugao convergente y:(ty,¢) de (7), temos

t
Tim ye(tg,d)=tim x¢ (t ,d)+1im| T(t,s:ys(t,0))Ys gls,ys(ty,d))ds, (25)

t+oo toe t to

Como y¢(t,,d) € convergente, existe uma constante

B = B(ty,9) (observagao 1) tal que

H yt(to’(fb)H < B, vt > tO'

Usando as hipoteses (ii) e (iii), concluimos que

t t
H[ T(t,s:ys(t5,$))Yo g(s,ys(ty,0))ds] 5{ I 7(t,s:y5(tg, o)) |9(s,y_ (1, 9))|ds

to to
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"_ Consideremos a equagao (25) para t, = o

t
Ay(0,¢)= Y+ lim ! T(t,s:yglo,9)) Yo gls,ys(0,9))ds

t~>c

}

Usando a hipotese (iiii), concluimos que Ay(o,¢) e

uma fungao constante.

Logo toda solugao convergente de (7) €& convergente

para uma fungao V.

TEOREMA11-5:Consideremos o sistema de equagoes diferenciais fun

cionais (1), satisfazendo as seguintes hipoteses:

(i) o sistema (1) & convergente

(ii) ;(t) = §i(t,xt(o,¢))]zt, t € IZtO,w) e uniformemente
a¢ J

coalescente para zero, isto e, T(t,o:¢) > o quando t - o«

uni formemente em ¢.

Entao o sistema (1) e coalescente.

Prova: Como (1) & convergente, entao
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lim % (tg,9) = X(to,¢) existe para cada (tg,¢) € rRY x c.

toro

Da hipotese (ii), segue que

T(t,0:4) + o uniformemente em ¢

Logo

'jt Xt(o,¢)} + o uniformemente em ¢
99

Assim temos que,

lim
t >

) xt(o,qﬁ} = o uniformemente em ¢ ,
3¢

Disto resulta que,

Logo

[}
(o]

'-_%2_ x(o,cp)]
2

S

Portanto, A(o,¢) & uma fungao constante. Logo o sistema (1)e

coalescente.

Corolario: Consideremos os sistemas de equagoes di
ferenciais funcionais (1) e (7), satisfazendo as seguintes

hipoteses:
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(i) 0 sistema (1) € exponencialmente assintoticamente esta -
vel em variagao.

t+]

(ii) h_ satisfaz Vim h (s)ds = o, VYo > o
o a
t >0

ii ara cada o > o, seja t): > uma fungao conti
(1ii) P d ja h (t):R" » R* fung i

nua em 1R+ , tal que

lg(t,0)| < h (), t € RY, v¢, com || 4] < o

Entao toda solugao convergente de (7) &€ coalescen-

te

Prova: Como (1) & exponencialmente assintoticamente
estdvel em variagao, entao, para cada o > 0, existem constan

tes positivas au e Cy tais que
I T(t,to:8) || < ey expl-a,(t-ty)], Vtztgo, |l 6] < a.

Portanto, lim T(t,ty:¢) = o uniformemente em ¢.Don
to>x

de concluimos, pelo teorema l1-5 que (1) & coalescente para

uma fungao Y e C.

t

Além disso, 1-12 q expl_-_-aa(t—to)_lhu(,s)ds = o

t+1

Pela hipotese (ii), lim h (s)ds=o0, ¥ a > o
t »oo Q



I1-4.

-39—

Donde concluimos de |9, pag. 113] que

t
lim [ exp |- aa(t-s)] h, (s)ds = o

t > o

0 corolario € agora uma consequéncia do teorema
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