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ABSTRACT

This work presents‘some aspects of the Theory of
G-spaces. They%guarantee the existence of a tube around each
orbit in a G—5pace, when G is a compact Lie group, and some
categorical aspects of G-maps, allowing a comparison criterion

of G-orbit types.
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RESUMO

Este trabalho apresenta alguns aspectos da Teoria de
G-espacos. Eles garantem a existencia de um tubo ao redor de
cada Orbita em um G-espago, quando G é um grupo de Lie compacto,
e alguns aspectos categoricos dévG-aplicag6es, possibilitando

um critério de comparacio de G-tipos de orbita.
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INTRODUCAQ

0 objetivo deste trabalho € apresentar alguns aspec-

tos da teoria geral de G - espagos topologicos, quando G € um

grupo topoldgico compacto. Serao abordados, em especial,‘os se-

guintes topicos:

1.

A classificacao de G - aplicagoes restritas a Orbi

tas, que constituem a base do estudo das G - apli-

cagbes em geral. Serao apresentados critérios cate
goricos de comparagao, que ddo lugar & nogao de
G - tipo orbital. |

O estudo da estrutura ldcal-orbital dos G - espa -
gos, isto €, o Teorema dé Existéncia de Tubos,
quando G € um grupo de Lie compacto. Esse resulta-
do € de fundamental importancia no estudo das G‘—
variedades diferenciaveis ( [1] ), ja que a nogéb
do tubo € o lago entre o estudo de G - espagos to
poldgicos e a nocao de G - vizinhanga tubular de
uma orbita, numa G - variedade diferenciavel. Inde
pendentemente desta aplicagao, o Teorema da Exis -
téncia de Tubos garante a validade do Teorema do
Levantamento, a G - espagos ligadosvpor uma G -
aplicagao F, de uma homotopia de espagos orbitais,
que preserva os tipos de orbita e a G - aplicagéo
F ( [1] ). Com isto, a existéncia de tubos também
intervém na classificacdo de G - espagos de Palais
('[12] ) e no Teorema da imersdao de G - espagos em

espac¢os de representagao de G.



Por suas caracteristicas de detalhe e exemplificagao,
o presente trabalho tem o intuito de contribuir para o desénvol
vimento de uma pesquisa capaz de propiciar a formagao de uma
equipe, na area de Topologia, na Universidade Fedefal de Santa

Catarina.



CAPTTULO I

G-ESPACOS . G-APLICACOES. TIPOS DE ORBITA

1. Operagao de um grupo em um conjunto

Definicao 1.1

Seja X um conjunto e G um grupo. Por uma operacao de
G sobre X (a2 esquerda) entendemos uma aplicagdo © : G x X =+ X,

tal que:
(1) ©(g,o(h,x))= ©(gh,x), para cada g,heG e cada xeX

(i1) Q(e,x) = x, para todo xeX.

Neste caso, dizemos que G opera sobre X (& esquerda)

e que X € um G-conjunto.

Notagao

- Representaremos por g(x), ou gx, a imagem do par

(g,x) pela aplicagao ©, ou seja:

0(g,x) = g(x) = gx, para geG e xeX.

- Também definimos C(A) = { g(x) | geC e xeA }.



Nas condigoes acima, temos que cada geG induz uma

aplicagao © X -+ X, definida por eg(x) = g(x), para todo xeX.

g
Esta aplicagdo satisfaz as seguintes propriedades:

(1) egh = eg.eh, para quaisquer g,heG.

inversivel para cada geG, e (Qg)_l = Qg_i.

(¢

(ii) Gg

¢

Portanto, cada Qg € uma permutagdo em X. Desta forma,
a aplicagao g+ Qg € um homomorfismo de G no grupo das permuta
¢oes de X e, dizemos que G € representado como um grupo de per-

mutagoes.

Definicao 1.2

Definimos o nlicleo de ©, como sendo o niucleo do homo-
morfismo g+ Og; ou seja, Ker (8) = {geG | g(x) = x, ¥ xeX}, e
€ um subgrupo normal de G. |

Definicao 1.3

Sejam X'e Y dois G - conjuntos, e seja £ : X » Y uma

aplicagao. Dizemos que f & uma aplicagdo equivariante de G - con

juntos, ou uma G - aplicacao, se f(gx) = g £(x), para todo geG

e todo xeX.

Definicao 1.4

Seja G um grupo, X um G - conjunto e xeX. Definimos o



"sub-grupo isotrdpico de x, em G, e denotamos por Gx’ o conjunto

,Gx = {geG | g(x) = x}

- Proposicdo 1.1

Seja G um grupo e X um G - conjunto. Sejam X, x'eX e
geG, tais que g(x) = x'. Entao, Gx' =g Gxg_l, ou seja, 0s gru-

pos isotropicos de x e x' sdo conjugados.

Prova:

g'EC =g (x') = X'e==g'(g(x)) = g(x)
== (g'g)(x) = g(x)=>(g g'g) (x) = x

—> g_lg'g € ch::»g'g gGXg”1 . Logo, Gx =

- -1
=g6.g ~

Definicio 1.5

Seja G um grupo, X um G - conjunto e xeX. Definimos

a 0rbita de x sob G como sendo o conjunto G(x) = {g(x) | geG}-

Proposicao 1.2

Seja X um G - conjunto, xeX e G, = H. Entao, . .existe

uma aplicacao bijetora entre G(x) e G/H.



Prova:

Consideremos a aplicagao f : G/H » G(x), defini
da por f(gH) = g(x).

A aplicagéo f ésta bem definida, pois se g, € g, es
tao na mesma classe gH, entao g1 = gzh, com heH., Por-

tanto:

g () = (gh) () = g,(h(x)) = gy(x).

Além disso, f € injetora, pois se f(gH) = f(g'H),

temos que g(x) = g'(x), ou seja, x = g_l

g'(x). Logo,
g lg'eH e, neste caso, g'egH, ou gH = g'H. |

Se y € um elemento qualquer de G(x), entdo y =
g(x) para algum geG. Portanto, f(gH) = g(x) =y, o

que mostra que f € sobrejetora.

2. Acoes de Grupos Topolbgicos

Sabemos que um grupo topologico G & um conjunto que

possui estrutura de grupo e eétrutura de espago topologico de
" . Hausdorff,de tal forma que as OpéraQBes do grupo G sdo conti-
nuas no espago topolégico G ([10]).Na Secgdo i, foram apresenta-
dos alguns conceitos concernentes a grupos. Nesta, e nas demais
secgOes deste Capitulo, vamos apresentar estes e outrbs concei-
tos, vistos, ndo so do ponto de visté puramente‘algébrico, mas
}também do ponto de vista topologico, uma vez que estaremos tra-

balhando com grupos topoldgicos.



Definicao 2.1

Seja G um grupo topoldgico e X um espago de Hausdorff.
Seja © uma operagdo de G sobre X, que € continua. Neste caso,

dizemos que © € uma acdo de G sobre X, ou uma G-acdo sobre X,

e, a-terna (G,X,0) € chamada um grupo topoldgico de transforma -

gdes. O ‘espago X &€ chamado um G-espago.

' Ja vimos que a aplicagao eg : X » X, definida ~ por
Qg(x)'= g(x), € uma bijecgao dé X. Além disso, eg e continua,
para cada geG, uma vez que € uma restrigdo da aplicagao conti -
nua 0, ao conjuhto {g} x X. Portanto, Gg € um homeomorfismo de

X e, consequentemente, a aplicagao g— eg € um homomorfismo de G

no grupo dos homeomorfismos de X.

Notacgao
Se X &€ um G-espago, SC X e K C G, usaremos as seguin-

tes notagoes:

KS = {g(s) | geK e se S}

gS = {g(s) | s« S}. , 8€G

Definicdo 2.2

Se X € um G-espago, dizemos que A C X & invariante

sob G, se G(A) A.



Definicdo 2.3

Uma agao © & dita efetiva, se Ker(©) € trivial, ou se

ja, Ker(®) = f{e}

Definicao 2.4

Uma agao de G em X € dita livre, se G, ¢ trivial para

cada x ¢ X.

- Proposicido 2.1

Seja (G,X,0) um grupo topologico de transformagoes,
com N = Ker(©®). Entdo, © induz uma acao efetiva /N : G/N x X > X,

definida por:

(gN)(x) = g(x), para todo x € X

Prova:

Consideremos o diagrama comutativo:

=)

G x X —> X

T x id »
|

G/Nx X

onde m & a aplicagao canonica (V. Apéndice-Def.II-3).
Como m & uma aplicagao aberta (V. Apéndice -Prop.
II-1) e a agdo © & contInua, segue que ©/N & continua.

Além disso, ©/N € uma agao efetiva, pois:



que G.x A € fechado em G x X, logo G(A) = ©(G x A) &
fechado em X, por (i).
(iii) Sendo G compacto e A compacto em X, temos

que G x A & compacto em G x X, logo G(A) = O(G x A) é

compacto em X, pois © & continua.

Definicao 2.5

Uma aplicacao G - equivariante (ou G - aplicagao) en-

tre G - espagos X e Y, € uma aplicagao equivariante entre 0s

G - conjuntos X e Y, que € continua.

De agora em diante, usaremos o termo aplicagéo, signi

ficando aplicagao continua.

Definicao 2.6

Dizemos que dois G - espagos X e Y sao equivalentes,

quando existe uma aplicagao equivariante f : X » Y, que &€ tam-

bém um homeomorfismo. Neste caso, f & dita uma equivalencia entre

G - espagos.

Proposicao 2.3

(o)

Se f uma equivalencia entre G - espagos X e Y, en-

tio £ 1 também & equivariante.
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Prova:

Seja y e Y e x ¢ X tais que y = f(x). Entao
£l g(y)) = £l g(fe))] = £ [Fe(x))] = g(x) =
= g(£ 1y,

Portanto, £ ' & equivariante.

Definicdo 2.7

Dizemos que dois G - espagos X e Y sao fracamenteequi

valentes se existe um automorfismo a : G » G, continuo, e um
homeomorfismo f : XY, tais que f(g(x)) = a(g)(f(x)), para to

do g e Ge todo x ¢ X.

Exemglos

1) Seja G um grupo topologico e H C G um subgrupo fe-
chado de G. Consideremos a funcdo L:G x G/H » G/H,

definida por
L(g,g'H) = gg'H.

Mostraremos que L & uma acdo de G sobre G/H e de-
terminaremos o niicleo desta acio.

Realmente, temos que

L(g,L(g;.8,H)) = L(g.g;8,H) = g(gy8,)H

(8gq)g,H = L(ggy.g,H) , para cada g,g;,8, ¢ G, ¢

também,
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L(e,gH) = egH = gH , para todo g ¢ G.

A continuidade de L pode ser mostrada considerando

o diagrama |

onde m € a aplicag@o candnica e T € a multiplica-
cao do grupo. Temos que m € uma aplicacao continua
e aberta (V. Apendice - ?rop. II-1) e T &€ continua,
pela definicgao de grupo topoldgico. Além disso, o
diagrama acima € comutativo, ja que (v.T)(g,g') =

n(gg') = gg'H = L{g,g'H) = L(id, x m)(g.g")-

Logo, L € continua ([3], p. 122).

Vamos, agora, mostrar que Ker(L) = grgG gHg_l.v

Se g'e g(gG ghg ', temos que g' ¢ gHg ', para to-

do g £ G.

Y

Neste caso, paré cada g € G, existe h ¢ H, tal que
[ -1 . ' N\ = - -1 -

g' = ghg 7, ou seja, g'(ghH) = (ghg “)gH = gH. Por-
tanto, g' e Ker(L). Logo, g(g G.gHg'lC: Ker(L).

Agora, se g' € Ker(L), temos que g'(gH) = gH, para

todo g ¢ G. Portanto, para qualquer g ¢ G, temos
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gélg'(gH) = H, ou seja, g_l(g'g) e H, ou ainda,

1

1 "1 . Y ‘) : - .
g. e gHg ~. Logo, g'e g(é G gHg ~. Assim,

Ker (L) glg GigHg_l. Temos entao que

Ker(L) = 'gfg G gHg_l

Seja G um grupo topoldgico, HC. G fechado e N(H) o
‘normalizador de H em G. Consideremos a fungao R:
N(H) x G/H » G/H, definida por:

1 _ -1

R(n,gH) = an— = gn H

Mostraremos que R € uma acao de N(H) em G/H, ou se
ja, que N(H) age sobre G/H por translacao a direi-
ta. Determinaremos também o nlicleo desta agao.

Temos, em primeiro lugar, que

R(n,R(m,gH)) = R(n,gm ‘H) = (gn" HHn"'H =
= g(nm) 'H = R(nm, gH) , e
R(e,gH) = ge "H = geH = gH .

Consideremos, agora, o diagrama

o
N(H) x G ——— G

ase ||

TN * 6/ — G
R
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onde m & a aplicagao canonica e a € definida por

gn"!, Sabemos que m & continua e aberta, e

al(n,g)
que o € continua. Além disso, o diagrama € comutati-

vo, pois:
(r.a)(n,g) = w(gn—l) = gn_lH = R(n,gH) =
= [R (id x m)](n,g)

Portanto, R &€ continua ([3], p. 122). Além disso,
temos que Ker(R) = H, pois.se h ¢ H, entao hH = H =Hh,
ou seja h ¢ N(H). Pdrtanto, R(h,gH) = gh—lH = gH, pois,
h™!eH. Logo, h ¢ Ker(R), ou seja, HC. Ker(R). Agora,
se n e Ker(R), temos que n ¢ N(H) e R(n,gH) = gH, pa
ra todo g ¢ G. Déi, gn-lH = gH, portaﬁto, n 'H = H, ou
seja n le H. Logo, n ¢ H e, assim, Ker(R)C H. Entao,

Ker(R) = H. Neste caso, pela Proposigao 2.1, R induz

uma acao efetiva de N(H)/H em G/H, dada por

(nH) (gH) = n(gH) = gn 'H.

3) Se G € um grupo topolégico, entdao G sempre age em si

proprio por conjugagao, cComo segue:

C:GxG » G, definida por g(h) = ghg ‘.
Realmente, C € uma agao, pois:

T C(g,T(h,s)) = Clghsh ) = g(hsh g © = (gh)s(gh)

= C(gh,s), e
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- -1 _
C(L’.g) = efe = g

Além disso, C & continua, pois € a composigao das fun

goes continuas

GxG » G6GxGxG6 » @G

(g.h)— (g.h,g 1) — ghg ?.

O nicleo desta agao € o centro de G, isto &€ Ker(C) =

= Z(G). De fato,

h € Ker(C)«<= h(s) = s, para todo s € G
&= hsh™ = s, para todo s ¢ G
< hs = sh, para todo s € G

& h e Z(G). Logo, Ker(C) = Z(G).

3. Subgrupos isotropicos e orbitas

Se X € um G - espago ‘e X e‘X, temos, conforme as defi
nigdes 1.4 e 1.5, que o subgrupo isotropico de x & G, ={g e G |
g(x) = x} e que a orbita de x sob G € o conjunto G(x) = {g(x)|

g e GT.‘

Proposicao 3.1

Seja (G,X,0) um grupo topologico de transformagdes e



16

x € X. Entao, Gx & fechado em G.

Prova:

Sejaa: G x {x} » X, a restricdo de ©, e
1 ¢+ 6 x {x} » G, a projecao na primeira coordenada.

-y

Consideremos o diagrama

G x {x}—2—X

G B

onde B : G » X &€ definida por B(g) = g(x). Este dia -

grama € comutativo. Temos que B € continua, pois a &

continua e U € aberta. Como {x} & fechado em X, se-

gue que G, = B_l({x}) ¢ fechado em G.

Proposigéo 3.2

Seja (G,X,®) um grupo de transformagdes. Entao,

~Ker(®) = () Gx-.
X eX

Prova

g € Ker(®) = g(x) = x, Vx e X

<=>g€GX,'V'XV€X' <:>'g€)((€]x GX
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Proposicao 3.3

Se (G,X,9) & um grupo topologico de transformagoes, en

tdo Ker(©) e fechado em G.

Prova

E uma consequéncia direta de 3.1 e 3.2, ja que a

interseccao arbitraria de fechados €& fechada.

Proposicao 3.4

Seja ¥ : X * Y uma aplicagao equivariante entre G- es
pagos.

Entao, Gx(: Gw(x)’ para todo x e X.

Prova -

Se h ¢ Gx’ temos que h(x) = x. Mas h¥x)) = ¥(h(x)),
pois ¥ e equivariante. Logo, h(W(x)) = Y(h(x)) = ¥(x).

Portanto, h ¢ GW(x)

Proposicao 3.5

Se X € um G-espacgo, entdo duas orbitas em X ou sao

iguais, ou sao disjuntas.
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Prova

Sejam x,y ¢ X, quaisquer. Vamos supor que
G(x)() G{y) # ¢ ou seja, que existem g,he G tais
que g(x) = h(y). Se z ¢ G(x), entdo z = g'(x) para al

gum g' ¢ G. Isto implica que z = g'(g ‘g)(x) =

(g'g Y)h(y). Portanto, z € G(y). Analogamente, se
e G(y), existe h' ¢ G, tal que z = h'(y). ‘ Logo
= h (W h)(y) = (h'hTHg(x).

Portanto, z e G(x). Entao, G(x) = G(y).

8]

N

Definicao 3.1

Seja X um G-espago e seja X/G = {x* = G(x) | x e X} ,

isto €, o conjunto de todas as Grbitas de X. Seja m : X - X/G ,

definida por m(x) = G(x). Atribuimos a X/G a topologia quocien-

te, isto €, S & aberto em X/G, se, e somente se, ﬂ-l(S) € aber-

to em X. (V. Apendice, Def. II-4). Nestas condigoes, chamamos

X/G de espaco orbital de X, em relacdao a G, e m & chamada apli-

cacao orbital.

de

Definicao 3.2

Seja X um G-espago e S(C X. Chamamos GS de saturagao

Proposicao 3.6

Se X & um G-espaco e SC X, entdo 7 {m(S)} = GS.
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Prova
xen 1 {(m(8)} & m(x) en(S) & n(x) = = (s), pa-
ra algum seS = G(x) = G(s), para aigum seS

<= existe geG, tal que x = g(s), [mna,dlgml seS

—= xeG(S).

Proposigao 3.7

Se X & um G-espago, entao m: X - X/G € continua e aber

ta.
Prova
O fato de que m € continua € imediato (Ver defini-
¢do 3.1.). Mostraremos que m € aberta. Seja U C X,
aberto. G(U) = |J g(U) & aberto, pois, para cada geG,
_gE6 _
g(u) = eg(U) e aberto em X, uma vez que eg e um homeo-
fismo. Assim, _— {m(U)} = G(U) €& aberto em X. Logo,
m(U) & aberto em X/G, (pela definicdo da topologia de
X/G). Portanto, m €& aberta.
4. Acgoes de grupos compactos
As proposigoes que apresentaremos nesta seccgao, nos
dao algumas pfOpriedades importantes, para O caso em que temos

agoes de grupos compactos.



xeX, G(x)
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Proposicao 4.1

Se X & um G-espaco, com G compacto, entdo para todo

€ compacto em X.

Prova

G(x) & a imagem continua do compacto G x {x} pela
restricao da acdo, como segue:
G x {x} » G(x), dada por
(g, x) — g(x).

Portanto, G(x) & compacto em X.

Proposicao 4.2

Se X € um G-espago, com G compacto, entao m: X » X/G &

uma aplicagao fechada.

Prova

Seja A C X, fechado. Pela Proposicao 2.2, temos
que G(A) & fechado em X. Mas G(A) = a1 {m(A)}, confor
me a Proposigao 3.6. Portanto, w(A) & fechado, pela
definicdo da topologia de X/G. Logo, m €& uma aplicacgao

fechada.

Proposicao 4.3

Se X & um G-espago, com G compacto, entao X/G € um esS-
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paco de Hausdorff.

Prova

Consideremos dois elementos de X/G : x* = G(x) e
y* = G(y), com x* # y*. De‘acbrdo'com a Proposicgao 4.1,
G(x) e G(y) sao subconjuntos compactos de X.

Como X é‘um espago de Hausdorff, cxiste uma vizi-
‘nhanca aberta U, de x, tal que U [} G(y) = 0. Logo,
m(y) ¢ m(U), pois se m(y) = G(y) e w(U), existiria ueU,
tal que G(u) = G(y), e, consequentemente, existiriam
g,g'eG, com g(u) = g'(y), ou seja, u = g_lg'y, ou ain-

da, ueG(y), o que & um absurdo, pois U ()G(y) = @. Tam
bém temos que ﬂ(Uj € aberto, pois m & aberta e
G(x) em(U). Além disso, m(U) € fechado, pois m & fecha
da. Logo, V = X/G - w(U) & aberto, e G(y) € X/G - 7 (U).
Alem disto, ﬁ(U)f\ V = §. Portanto, existem abertos

disjuntos, separando x* e Y*, ou seja, X/G & de Haus -

dorff.

Lema 4.4

Seja m: X » Y uma aplicagao fechada, com X e Y espagos
de Hausdorff, satisfazendo @ seguinte propriedade: para qualquer
yeY, ﬂ-l(y) € compacto. Entao, m € uma aplicacgdo propria, 1isto

€, a imagem inversa de um compacto, por m, € gompacto.
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Prova

Seja C (CY, compacto e, seja {Ua | @e A} uma cober
tura aberta de ﬂ—l(C). Para cada yeC, temos que w-l(y)
€ compacto, logo existe um subconjunto finito Ay(: A,

tal que {U ((xeAy} cobre ﬂ—l(y). Sejam:

[t
1}

U {Ua IaeAy}, e

\
<
]

Y - H(X - UY).

Entao:
- Vy € aberto, pois Uy € aberto e m & fe
chada; A
- n_l(V ) C U_, pois se Xﬁ€ﬂ_1(V ), té-
y Y Y
mos m(x) eVy, ou seja m(x) ¢ n(X - Uy),
ou ainda, xeU_;
y
- ery, pois, caso contrario, yew(X-—Uy)
o que implicaria em existir xeX - Uy ,
tal que y = n(x), ou seja, xen—l(y),ou

seja, ery, o que €& absurdo.

L0go,’{Vy | yeC} € uma cobertura aberta de C. Como C &

compacto, existe uma subcobertura finita de C. Seja
\' , V y eee , V esta cobertura. Entao,
cCv,_ U v co.. UV, ou seja,

vy J» yZU U v, ]

-1,y — =1y -1 | ' -1
T (C) C o (Vyl) U (VYZ)L... U (vyn)c

0 UL O 00 = [ aeA | im12. )
C yl.LJ yZU U Y. U a]aeyi i
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Logo, {Ua | aeAy , i=1,2,...,n} € uma cobertura fini-
i
o

ta de m “(C). Portanto, n-l(C) € compacto.

Proposicao 4.5

Se X € um G-espago, com G compacto, entao a aplicagao

X - X/G & uma aplicagdo propria.

Prova

Segue diretamente do Lema 4.4 e das  Proposigoes

4.1, 4.2 e 4.3, ja que 7T 1(x) = G(x), para todo xeX.

Proposicao 4.6

Se X & um G-espago, com G compacto, entao:

(2%

(i) X & compacto se, e somente se, X/G € compacto.

(02}

(1i) X localmente compacto se, e somente se, X/G~ €

localmente compacto.

Prova

‘(i) Segue diretamente do fato de que a aplicagao
orbital € uma aplicagdo continua e propria,

pois ﬂ_I(X/G) = X.

(ii) Seja X localmente compacto, e seja G(x) € X/G.

Como xeX, existe um aberto UCX, tal que_ _xeU_

e U & compacto. Entdo, G(x) = m(x) e T(U).
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Mas, m(U) 7 (U)- = n(U), que.€é compacto, pois m €

continua. Logo, w(U) € compacto e, portahtd VX/G
€ localmente compacto.

N
Vamos supor, agora, que X/G & localmente compacto.
Seja xeX e C uma vizinhanga compacta de mw(x). Co-
mo m € propria, temos que i) & compacto. Além

disto, x en_l(C), pois m(x)e C. Logo, X € local -

mente compacto.

Se X &€ um G-espago, e xeX, consideremos a aplicagao na

tural:

a G/GX + G(x), dada por
a, (g86,) = g(x)

De acordo com a Proposigdo 1.2, o, estd bemdefinida e €

bijetora. Para mostrar a continuidade de oy consideremos o dia-

grama
G
L B
G/Gx-?;—~’G(X)
X
onde w € a aplicagdo canonica, e B € definida por B(g) = g(x). O

diagrama € comutativo, pois para todo geG, temos (ax.n)(g) =
= o (gG,) = g(x) = B(g). Como m € aberta e B & continua (V. pro-
va da Proposigao 3.1), segue que oy € continua. Entretanto, Oy

pode nao ser um homeomorfismo.



25

Contra-exemplo

seja s = {zeC | |z| = 1}, T =5

po aditivo dos reais. Consideremos a acgao:

2 2

© : Rx T" - T® , definida por

r(eZ'rriX eZ'niy) _ (eZTri(X + r)’eZTri(y + kr))

’ ]

onde k & um irracional (fluxo irracional).
Seja BETZ. O subgrupo isotrodpico de‘B €:
Gg = {reR | r(B) = 8=
= {reR | (ezﬂi(x+r),eZKi(y+kr));(GZWix,GZHiy)}z
= {reR | eZHi(x+r)=ezfix’62ﬂi(y+kr)=62ﬂiy}=
- {rER.l G 2TLTY =ve2“ikr -1} =

= {reR | 2nir = 2pwi, 27¢ikr = 2p'ni, p,p'e 2} =

= {reR | Tt = p ekr=p', p,p'e 2} ={0}, pois

k € irracional. Entao Gg = {0} para todo BeT%. A 6rbita de B sob
G é
G(B) = {r(B) eT? | reR} =

- {(eZHi(x+r)’eZHi(y+kr)) ] r€R}‘

G(B) &, portanto, uma reta enrolada no toro. Entretanto G/GB =

R/{0} = R. A fungao ag: G/GB + G(B), definida por

ocB.(r) = r(8) ' N

nio € um homeomorfismo, ja que ag ndo € aberta, pois G(B) €& den-
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so em TZ, salcomplemchtar também € denso em T, mas G(B) # TZ.

5. Secgoes. Extensoes Equivariantes

Definigao 5.1

Seja X um G-espago e T: X > X/G a aplicacgao orbital.
Uma secgao para T € uma aplicacao o: X/G - X, tal que m.0 € a

identidade sobre X/G.

Definigao 5.2

Seja X um G-espago, m: X > X/G a aplicacao otbital e

0eX/G. Dizemos que existe uma secgao local em o, se existe vizi-

nhanga U de a e uma aplicagao o: U =+ X, tal que m.o = id Neste

.U.
" caso, dizemos que 0 € uma secgdo local em a.

Exemplo

Seja G = {1,-1} C 0(2), agindo sobre R® como se-

gue:

(x,y), se g =1
g(,xvY) =

(-x,-y), se g = -1
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Se a = (x,y) # 0, entao sua srbita & G(a) = {g(a)]|geCG}=
= {a,-a} e G(0) = {0} = 7(0).

Neste caso, nao ha secgao local ao redor de w(0).

a A
R? RZ/G
N U/’—b\\
TN TNy
(-p,0)|(p.0) x-p,o)(p,o;’

Suponhamos que exista uma seccao local em 7(0). Entao,
existe uma vizinhanga U de w(0), e existe uma aplicacdo o: U+ R?
tal que m.o = idj. Sendo n—l(U) uma vizinhanga de 0, ela contém
uma bola aberta com centro em 0 .e raio Zp. Considergmos, agora,
a curva continua, r : [0,7] = w_l(U), definida por r(t), =

= (p cost,p sent).

Entdao, s = 7. r € uma curva em RZ/G, tal que

s(0) = s(m) = {(p,0),(-p,0)}

-,

Além disto, s € injetora em (0,m). Seja o a aplicacgao

-a : [o,m] - ([0,m] / 0 = m) = Sl
que € continua, e seja p a aplicagdo
p : ([0,m] /0 =m) > U,
definida de modo que 6 diagrama abaixo seja comutativo ([3], p.

123, Teor. 3.2).
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[0,7] =— v

o e

([o,n] | 0=m)

Portanto, p € continua. Logo, a composta

2

o.p : ([0,7] '} 0 = m) > R® também & continua. Mas lim (0.0) (t)

. t-7

nao existe, pois se t tende a m por valores crescentes, (o.p)(t)
tende a (-p,o0), mas se t tende a 7T por valores decrescentes, en-
tao (c.0)(t) tende a (p,o0).

Logo, ¢.p nao € continua em 7, o que € um absurdo. Por

tanto, nao existe secgao local em w(0).

Proposigao 5.1

!
Seja X um G-espago, com G compacto. Seja CCX, fechado,

tocando cada orbita em, exatamente, um ponto. Entao, a aplicagao
o : X/G » X, definida por
{c(G(x))} = G(x) N C

€ uma secgao. Reciprocamente, a imagem de uma seccao & fechada em

X.

Prova

Seja x* = G(x) € X/G. Entao,

(r.o) (x*) = m(o(x*)) = x*.
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ngo, T.0 = idX/G' Vamos mostrar que o € continua.

Seja AC C, fechado. Entdo o T(A) = m(A), que &
fechado, pois w & fechada (Ver Prop. 4.2). |

Se A'C X é fechado, e A = AN C C C, entao
o_l(A') = o-l(A), que € fechado. Logo, o € continua.
Portanto, ¢ € uma secgao.

Agora, seja.oﬁ X/G » X uma secgao e seja
C = 0(X/G). Consideremos uma rede {xa} em C, que con-

verge para xeX. Entao

lim m(x ) = n(x), pois m € continua.
~ Assim, lim om(x,) = on(x) = o(n(x)) eC. Mas,
lim oﬂ(xa)‘= lim X, = X. Portanto, xeC, o que mostra

que C € fechado em X.

Observacao

Tendo em vista este teorema, muitas vezes chamamos de

secgao o conjunto fechado que € a imagem da seccdo.

Proposigao 5.2

Dados os G-espagos X e Y, com G compacto, seja C C X,
fechado e seja ¥: C ~ Y uma aplicagao tal que, se ceC e g(c)eC
para algum geG, entao ¥(g(c)) = g¥(c). Entdo, ¥ pode ser extendi

da, de maneira Unica, a uma aplicagao equivariante

v @ G(C) » Y
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Prova

Para geG e ceC, definimos

¥ ¢ G(C) » Y, por (g(c)) = g(¥(c))

que € a Unica possibilid?de para uma extensao equiva -
riante, pois, se existisse outra y', equivariante, te-

riamos
p'(g(c)) = glw'(c)) ey' = V¥ em C.

Neste caso, y'(g(c)) = g'(c)) = g(¥(c)), o que impli
caemy' =y em G(C).
Além disto, ¥ esta bem definida, pois se g(c) =

"g'(c'), entao c = g_lgf(é'), donde VY (c) ='(g’1g'ﬁ:ﬁ)=
1

]

g "g' ¥(c'), ou seja, g¥(c) = g'¥(c'), ou ainda,
v(g(c)) = v(g'(c")).

Vanos mostrar que ¢ €.continua. Seja {Xa} uma re-

de em G(C), que converge para xeG(C). Fagamos Xy =
g, (c ). Tomando uma subrede, podemos supor que {gy}
converge para geG, porque G &€ compacto ([3], p. 223,

Teor. 1.3). Entao:

. ‘ . -1 -1 . -
lim Cq = lim g, (xa) = g “(x) = ceC, ja

que C & fechado. Logo:

lim v(g, (c )) = lim g ¥(c ) =

g¥(c) = v(g(c)) = v(x)

lim w(xw)

ou seja, ¢y € continua.
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Corolario 5.1

Dados os G-espagos X € Y, com G compacto, € seja CC X
uma seccdo de m: X » X/G. Se ¥: C » Y & uma aplicacdo tal que

G.C G para todo ceC, entao, existe uma Unica extensao de ¥

Y(c)’
a uma aplicacao equivariante y: X » Y.

Prova
Se ¢ e g(c) sao elementos de C, temos que g(c)=c,

ja qu§ m(g(c)) = m(c). Logo, geG_ C GW(C) e, portanto

fl

¥(g(c)) = ¥(c) = g¥(c)

Aplica-se, entao, a Proposigao 5.2, e temos que
¥ pode ser extendida, de mddo unico, a uma | aplicacgado
equivariante y: G(C) ~ Y; Mas G(C) = X, pois C € uma
secgéo. e toca cada 6rb;ta de X (C = a(X/G)).

Logo,existe y: X - Y, como pedida no enunciado.

Proposigao 5.3 - Teorema de Tietze - Gleason

Seja G um grupo compacto agindo sobre um espago normal
X e A um subespago fechado, invarianté, de X. Seja p:G ~» Gl(n,R)
uma representagao de G e ¥: A ~» R" uma aplicagao equivariante,
isto €&, ¥(ga) = p(g) ?(a), para todo geG e aeA. Entao, existe

uma extensao de ¥ a uma aplicagao equivariante y: X - R™.

Prova

Sendo X um espago normal, e A fechado, pelo Teore
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ma da extensao de Tietze ([3], p. 149) existe uma ex-
tensao continua de ¥, ¥': X ~» R™.
Para obtermos uma extensao equivariante, defini -

mos

v ) = [ o (g™ Dy (gx) dg

onde a integral € a integral normalizada de Haar (V.
Apénd. Def. II1.10). Entao, para todo heG, temos:

,

v (hx) o(g Dy (g(hx)) dg

= | pg™hHy ((gnx) dg

- [ o™ (e dg =

= | pm)p((gh) Hyv ((gh)x) dg =

- )| o My (ex) dg =

p My (x).

Portanto, y & equivariante. Além disso, y € uma

extensao de ¥, pois se aeA, temos

]

v (a) J o(g )y (ga) dg =

J p(gfl)W(ga) dg,
pois ¥ = ¥' sobre A. Mas, p(g 1)¥(ga) - v(g Y(ga)) =
= y(a). Logo,:

v (a) = j,W(a) dg - wca)f dg = ¥(a).

0 fato de que y € continua, segue da Proposigcao  II.2

do Apendice.
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Observacao

O Teorema de Tietze - Gleason pode ser cstendido para
o caso em que X € um espago completamente regular e A € compacto
e invarianté. Isto ocorre, porque € possivel compactificar X pe-
la Compactificagao de Stone - Cech. Seja B(X) uma tal compactifi
cagdo de X. Entdo B(X) & um espago normal ([3], p. 223) e A, sen
do compacto‘em X, €, com certeza,.fechado em R(X). Logo, posso
aplicaf o Teorema da extensao de Tietze e obter uma extensao con
tinua ¥ de Vv, para B(X). A restrigao de ¥ a X sera uma extensao

continua de ¥ a X.

6. Tipos de Orbitas

Definicao 6.1

Uma agdo de G em X € dita transitiva, se, para todo

]

x,yeX, existe geG, tal que y g(x). Neste caso, existe apenas

uma 6rbita, que & o proprio X.
Como exemplo de acao transitivé, consideremos a seguin
te agao:
© : G x G/H~+~ G/H, com HC G, fechado, definida .
por

Qg(g‘H) = gg'H (translacdo a esquerda).

| Definicao 6.2

Se G age sobre X transitivamente, dizemos que X € um
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espago transitivo.

Proposigao 6.1

Se G & compacto, @ G/GX + G(x), definida por

ax(gGX) = g(x) € uma equivalencia de G-espacos transitivos.

Prova

o € um homeomorfismo, pois € uma aplicagao bije-
tora de um espago compacto sobre um espago de Hausdorff
([3], p. 226, Teor. 2.1). Além disto, o é equivarian-
te em relagdo a translagao de G sobre G/G, e a restri-

gao da_agéd de G sobre G(x)T X, pois
o, (gg'G,) = gg' (x) = g(g'(x)) = ga, (g'G,)

Logo, ax_é uma equivaléncia dos G-espagos transitivos

G/Gx e G(x).

Consideremos a classe de todos os G-espagos, com G com
pacto. Esta classe forma uma categoria, cujos morfismos sao as
aplicagoes equivariantes. A subcategoria completa, formada pelos

G-espagos transitivos & chamada de categoria das G-orbitas. (V.

Apendice - Def. I.3). Cada objefo nesta categoria € isomorfo a
um espago G/H onde, o significado de "isomorfo'" na categoria das
G-orbitas € de G-equivalente. Neste caso, precisamos caractéri -
zar os morfismos entre estes espagos. A proposigao que segue,

nos diz sob que condigbes existe uma aplicagao equivariante
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G/H - G/K, e qual a forma desta aplicacao.

Propoéigéo 6.2 : '

Seja G compacto, e H e K subgrupos fechados de G. En-

(i)

(i)

(ii1)

(iv)

Prova

Existe uma aplicagao equivariante v: G/H > G/K
se, e somente se, H € conjugado a um subgrupo de

Se aeG e aHa 1C K, seja Rg’H : G/H - G/X, dada

por RE’H (gH) = ga 1K. Entido, RE’H

€ equivarian-
te,

Sey: G/H ~ G/K & uma aplicagao equivariante, y

tem a forma RE’H para algum aeG, com aHa™ T C K

RE’H = RE’H se, e somente se, ab 1e K.
(i)  Consideremos uma aplicagao qualquer
-1 '

f : G/H » G/K, e seja f(H) = a “K, para al-

gum acG. Se f € equivariante, temos
£(gH) = gf(H) = ga 'K, para todo geG.

Para que f seja definida por esta formula,

devemos ter:

f(ghH) = f(gH), para todo heH, pois
hH = H.
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Portanto, (gh)a-lK = ga—lK, para todo heH,
ou seja, ha 1k = a;lk, para todo heH. Isto
implica em que, para cada heH, temos

1

aha K = K, ou scja, aha Le K, ou ainda,

aHa 'C K. Logo, H & conjugado a um subgru-

~po de K.

(i1)

(iii)

(iv)

A reciproca € verdadeira, pois se H € conju
gado a um subgrupo de K, existe aeG, tal
que aHa 1 C K. Neste caso, a aplicacao

f : G/H » G/K, definida por
_ -1
f(gH) = ga 'K

€ bem definida e € equivariante, ja que

f(gH) = ga—lK = gf(H)

K. H |

Seja acG, aHa ' C K e R G/H ~ G/K, ‘de-

finida por RE’H(gH) = ga_lK. Pela prova da

K,H -
a esta

reciproca do item (i), temos que R
bem definida e & equivariante.

Segue imediatamente dos .itens (i) e (ii).

K,H _ oK,H K,H _ oK,H
Ra Rb Ra (gH) Rb (gH), para
todo geG
-1, _ -1
== ga "K = gb "K, para todo geG
= a'K=b"lk e abtk=x
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Observacoes

-l, entao RE’H

1. Se K = aHa € a translacgdo a direita

g gHa !, pois:

1

RE'H(gH) = ga-lK-= ga_l(aHa—l) = gHa
K,H _ K,aHa ! aHa™l,H _ .
2. Ra' = Ry’ . Ra ', que e a composicgao da
. e . -1 _ -1 -1
translagao a direita gH+- gHa = (ga “)aHa ~, com
a aplicacdo natural f : G/aHa l— G/K, definida

por f(gK') = gK, induzida pela inclusao aHa 1=Kk’ K.
-De fato:

I(,aHa—1 -1

(RY . B2

e -

TP -1
- RIé,al{a (R:Ha, ’”(gH)) -

1

(ga~teana™lyy =

]
—
0Q

jo¥]

1

RE'H(gH) , para todo geG.

Se K' = aHa 1, entdo RE:K (gK') = ge “K = gK.

3. Toda aplicacdo equivariante f : G/H - G/H & uma
translacdo a direita pof um elemento de N(H) e &,
portanto, uma equivalénﬁia de G-espagos. De fatb,
se K = H, temos que aHa_lCZ H, portamto,vaHa_l = H

({1], p. 4, Prop. 1.9). Neste caso, pela observagao
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1, £ € a translacao a direita gHwr gHa-1

1

, com aeN(H),
pois aHaf = H. Assim, f € uma equivaléncia de G-es
pagos.

A aplicagao ar— RZ'H induz um isomorfismo de N(H)/H
sobre o grupo HomeoG(G/H) (sob composicdo) de auto
equivaléncias do G-espago G/H com a topologia com-
pacto aberta. ([3], p. 257). A ag@o translacdo a di
reita N(H) x G/H - G/H, definida por a(gH) = gHa—l,

€ continua. Neste caso, a aplicacgio
N(H) > Homeo®(G/H), dada por

ar— RH’H
a

também &€ continua ([3], p. 261, Teor..3.1). Além

disto, ela & sobrejetora, pela Observagao 3, e € um

H,H _ RH’H,RH’H

homomorfismo, pois Rab = R b Logo, a apli-

cagao induzida
N(H) /H - Homeo® (G/H)

€ continua e bijetora ([1], p. 3, Prop. 1.7). Como
N(H) & fechado ([1], p. 4), temos que & compacto
poié G &€ compacto. Portanto, €& um isomorfismo de
grupos topologicos, e assim, & um homeomorfismo, ja
que N(H)/H € compacto e X & de Hausdorff ([3], p.
226, Teor. 2.1).

. "Se existem aplicacdoes equivariantes f : G/H - G/K e

g : G/XK » G/H, entao, cada uma delas € uma equiva -
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léncia, € H & conjugado a K.

De fato, temos, pela Proposigéo 6.2 (iii), que exis

K,H H,K
a

tem a,beG, tais que f = R b

e g =R com

" aHa"lC K e bxb o H.

Consideremos a composigao:

f g
G/H —— G/K —— G/H

S~ h_/////

Sendo h uma aplicagao equivariante de G/H em  G/H,
entdo, pela Observagao 3, temos que h € uma equiva-

lencia de G-espagos, e, portanto, f e g sao equiva-

lencias.

Além disso, aHa_1CZK e bkb™ 1 H, portanto,
baHa b 1 bkb 1 H

Logo,

(A) (ba)H(ba) 1C bxb™1C H

Sendo G compacto e H C G, fechado, temos que

(B) (ba)H(ba) ! = H ([1], p. 4, Prop.1.9)

De (A) e (B) segue que bkb™ ! = H e, portanto, H e K

sao conjugados.

Consideremos a categoria das G-orbitas cujos morfismos
sao as aplicagoes equivariantes e, vamos estabelecer uma relagao

de equivalencia , como segue: ‘ -
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G/H ~ G/H == existem aplicagoes equian

riantes £ : G/H -+ G/K e g : G/K » G/H.

Obtemos, desta forma, a categoria dos tipos de G-Orbi-

tas, que € a categoria das ciasses de equivaléncia das G-orbitas,
cujos morfismos sdo definidos da seguinte forma: Sejam [A] e [B]
classes de equivaléncia de G-orbitas. Entao, [f]: [A] - [B] €
um morfismo, se [f] & a classe de equivaléencia das aplicagoes
equivariantés’entre elementos de [A] e [B], com a relagao dada co
A, - B sao

e £ A, -~ B

1° 17 M 1 2" N2 2

equivariantes, entao fl " fz, se existem isomorfismos (categOri-

mo segue. Se A;,A, e [A],B;,B, e [B], f

cos) equivariantes g : A; - A, e ’gb: B, » B,, tais que o dia -
grama
£
A > By
Ay > B,
£2

comuta. A composigao de morfismos € feita através da composigao

de representantes das classes, convenientemente escolhidos, de
modo que
£y hy
A ' By G

seja comutativo,
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Definicao 6.3

Se X &€ um G-espago transitivo, definimos tipo (X) como
sendo a classe de equivalencia de X, sob homeomorfismos equiva -

riantes.

_Prbpriedades

1. tipo (X) contém um espago G/H
Prova
Ja vimos que X € homeomorfo a algum espaco G/H.

(Ver p. 34).

2. tipo (G/H) = tipo (G/K) <= H e K sao conjugados

em G.

Prova

tipo (G/K) e existem aplica-

tipo (G/H)
¢oes G/H » G/K e G/K > G/H <= HeK sao

conjugados (pela Obs. 5).

3. Un morfismo tipo (G/H) - tipo (G/K) existe

<=  existe uma aplicacdo equivariante G/H

> G/K +<= H € conjugado a um subgrupo de K.

Prova

Segue imediatamente da definigao de morfismo e
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da Proposigdo 6.2 (i).

Notagao

Se existe um morfismo tipo (X) * tipo (Y), escrevemos
tipo (X) > tipo (Y)

e, com isto, estabelecemos uma ordenagdo parcial na classe dos
tipos de orbita, com tipo (*) = tipo (G/G) sendo um minimo, e ti

po (G) um maximo.

Exemplo

Sejam G = SO(3), X o espago das matrizes reais simétri
cas, 3x3, de trago nulo, e, Y o subespago topologico do R> que

- > > A
consiste das ternas (Al, AZ’ }3), com Al > xz > XS e xl + A, +
+ xs = 0. |

Consideremos a agao © : G x X » X, definida por
eg(x) = gxg L.

Observemos que X e y estdo na mesma 6rbita desta agdo
se, e somente se, 0s autovalores de x e y sao os mesmos, contan-
do multiplicidades.

A aplicagao T XY, QUé leva uma matriz x em seus

autovalores, na ordem decrescente, & tal que
m(x) = "' (x') <= G(x) = G(x") (A)

Além disso, ela tem uma inversa a direita o: Y - X, de

finida por
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r | :
! 9\1 0 0
6 (Ayahgahg) = | 0 A, 0
0 0 A
i 3 ]

Temos que Y € homeomorfo a X/G, com m' correspondendo

a aplicagdo orbital m, e o a secgao. De fato, consideramos o dia

grama !
N
Seja £ : X/G » Y, definida por f(G(x)) = 7'(x).
Entdo, f esta bem definida (por (A) ) e € um homeomor-
fi;mo, pois € continua, f . (mg) = idY e (mo). f ='idX/G

A representagdo geométrica de Y €
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Al 0 0

Consideremos o ponto x = o(Al,AZ,AS) = 0 Ao 0
0 0 AS

com X, > A, > Ag.  Entao:

r . r N : -

1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0

H = Gx = 0 1 0oy ,10 -1 0y , 0 -1 of , 0 1 0

' 0 0 1 0 0 -1 0 0. 1 0 0 -1

_ _ L . _| i

H & isomorfo a 2, ¢ 1, = {((1,1),(1,-1),(-1,-1),(-1.,1)}

Logo, as oOrbitas destes pontos sao G(x) = SO(3)/ 1,0 2,
Para pontos x = o (A;,X5,A35), com Ag = A2'> Az O grupo

isotrdpico € formado pelas matrizes do tipo

[ 0
A = 10
0 0 %1
L L

onde * €0(2), com det* = 1, de tal forma que A e SO(3).

Neste caso, as Oorbitas de tais elementos serao planos

projetivos, pois se H = G_, entao SO(3)/H % PZ. De fato, fixemos
g €S0(3),
811 212 413
g= | 3y 222 2,3 | = (8, 35, ag),
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- ' 3 .
onde a a, sao vetores coluna do R”, e consideremos a clas-

1’ aZl 3

se'gH. Nela existe um elemento

« by;  byy  bys
byy by byg | = by, by, bg)
bz bz, basg

‘tal que b31 = 0, b32.> 0 e b33 > 0. Portanto, b1 fica no plano

hbrizontal do R3

. 1
e lhe associamos o elemento t de S°, correspon-
dente a circunferencia unitdria deste plano. O vetor b, fica no
casquete superior da esfera unitaria do RS. Chamaremos de «a 0

angulo formado por bz e o vetor do plano horizontal que esta a

90° de b1 (conforme figura), com 0 < a < 7/2.

A cada coclasse gH, corresponde pelo menos um par
(t,a) como descrito acima. Observemos que pafa cada teSl, (t,0)
e (-t,0) estdo determinados por uma mesma coclasse gH e que 0s .

pontos (t, %) estao determinados pela mesma cdclasse, para todo

1 1

teS™. Portanto, considerando no espago produto S~ x [O,W/Z] de

pares (t,a), as identificagoes (t,0) ~ (-t,0), para cada teS1 e

(t,m/2) ~ (t',n/2) para quaisquer t,t'eSl, nos dao o plano projg
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‘tivo. Portanto,'SO“(S)/lH se identifica com o plano projetivo PZ.

Para pontos x = o(xl,xz,xs), com A, 5A2‘= Az, O grupo

isotropico € formado pelas matrizes do tipo

onde * ¢0(2), com det * = =1, de tal forma que BeSO(3) e, as oOr-

bitas destes elementos também serdo planos projetivos.

Finalmen;e, para pontos X = o(Al,AZ,AS), com Al = AZ =

Az = 0, o grupo isotrdpico &€ o préprio SO(3) e, portanto, a Or

bita & um ponto.

Temos, assim, para esta agao, tres tipos de orbitas,

que sd@o representadas geométricamente no seguinte desenho

Definicao 6.4

Seja X um G-espago e xeX. Dizemos que x € um ponto fi-

xo0 de G sobre X, quando g{(x) = x, para todo geG. Neste - caso,

G, = Ge G(x) = {x}.
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Notagao
Representaremos o subespago dos pontos fixos de G so-

bre X por:

XG = {xeX / g(x) = x, geG}

“ou também,

i

F(G,X) X
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CAPITULO II

TEOREMA DA EXISTENCIA DE TUBOS

1. PRODUTO TORCIDO

-

Definicao 1.1

Seja G um grupo topologico, X um G-espago a direita e

Y um G-espago a esquerda. Neste caso, G age sobre X x Y, por

1

g(x,y) = (xg ~,gy)

O espago orbital desta acdo & chamado de produto torci

do de X e Y, e & representado por X x. Y

G

Segue imediatamente da definicao, que o produto torci
do X Xq Y € o espago quociente de X x Y, pela relagdo de equiva-

lencia
(xg,y) ~ (x,gy)

A orbita de um ponto (x,y) € a classe de equivaléncia

representada por: [x,y] = G(x,y).

Proposigao 1.1

[x,y] = [x',y'], se, e somente se, existe geG, tal que

xg'tey' = gy.

"
L]
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Prova
[xy] = [x'wy'] &= xy)elx',y'] =

-1

existe geG, tal que x' = xg ey' = gy.
Segue dai, que [xg,y] = [x,gy].
Dados dois G-espagos a esquerda Y e Y', e uma
aplicacdo equivariante f : Y - Y', entao f induz a

R

aplicagao

X f : X x. Y » X «x

G g Y’

g
definida por [x,y]+— {x,f(y)].

Analogamente, se f : X » X' & uma aplicagdo equivarian

te de G-espagos a direita, ‘temos a aplicagao induzida

f Xg Y : X Xgq Y » X' Xgq Y

definida por [x,y]— [f(x),y].

Portanto, a construgdo do produto  torcido € fun

torial.

Proposicao 1.2

Seja X um G-espago a direita, Y, Y' G-espagos a esquer

Y » Y' uma aplicagdo aberta. Entao, a aplicagao induzi-

da X xg f tambem & aberta.



Prova

O diagrama

X x £
Xx Y — X x Y'

€ comutativo, pois

X x f T ,
(x,y) —— (x,f(y)) —— [x,£(y)]

. X x
(x,y) —T [yl —— [x.£(1)]

Como 7m e m' sao aplicagbes abertas e continuas
(Ver Prop. 3.7 - Cap. I), temos que dado um aberto
A(::X x5 Y n_l(A) € aberto, (X «x f)(ﬂ-l(A) ) & aber-
to, pois f € aberta; e 1" ((X x f)(ﬂ_l(A))) e - aberta.

Logo, (X x5 £)(A) € aberto em X xg Y'.

Exemplo

Seja X um G-espago a direita, Y um G-espago a esquerda

Consideremos f : Y - Y', definida por f(y) = *, para

todo yeY. Entdo, Y' € um G-espago a esquerda, pela acdo g(*) = *

y

para todo geG, e f & equivariante, pois:

A

£(g(y)) = * = g(*) = g(£(y))
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Além disto, f & aberta, pois leva qualquer aberto  de
Y em {*} = Y' que € aberto, pois € o espago todo.

A aplicacao induzida X xg Y » X xg {*} g, portanto, a-
Serta. Isto pode ser descrito como uma aplicagao entre espagos.
orbitais induzidos pela projegao equivariante X x Y + X, ja que

X X {*} ¥ X/G.

Analogamente, temos a aplicagao aberta X x

G Y - Y/G.

Podemos definir uma agao sobre um produto torcido, co-
mo segue: Seja X um K-espago a direita com X (_ G, e G-espago a

esquerda, com
(gx)k = g(xk), para qualquer geG, xeX e keK,

e seja Y um K-espago a esquerda. Definimos uma agdo de G em

X xy Y por_
g [x.y] = [ex.y]

Analogamente, se Y € um H-espaco a direita, com H(C G,

~entdo X x, Y também & por [x,y]h = [x,yh].

Proposicao 1.3

Se X € um G-espago a direita, entdo X € equivalente ao

G-espaco a direita X x,. G.

G

Prova

Vamos mostrar que a aplicagdo X x,. G > X, dada

G

por ¥ : [x,g] + xg, € um homeomorfismo equivarian-
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te, com inversa dada por ¥ l(x) = [x,e].

As aplicagdes ¥ e ¥ 1

estao bem definidas, pois
se [x,g] = [x',g'], entdo existe heG, tal que x' = xh7t
e g' = hg, logo x'g' = (xh_l)(hg) = xg, € se x = X',

temos [x,e] = [x',e].
Aléem disto, (W.W-l)(x) = ¥([x,e]) = xe = x, e

) [xg] = ¥ lxg) = [xg.el = [x.ge] = [x.g]-

T

As aplicagdes Ve y~1 530 continuas, pois o diagra

ma
m
(aberta e continua)
X x G ' v » X X5 G
agao
(continua
ehaberta) X

€ comutativo nos- dois sentidos, ja que

(v.m)(x,g) = ¥[x,g] = xg , e

v xg) = [xg.e] = [x,Ag] = m(x,g).
Temos também que ¥ € equivariante, pois
v([x,ylg) = v[x,ygl = x(yg) = (xy)g = (¥[x,y]Dsg.

Logo, ¥ € um homeomorfismo equivariante.

Consideremos a seguinte situagao:
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X um H-espago a direita;
Y um H-espago a esquerda e um K-espaco a direita;

" Z um K-espago a esquerda.

Neste caso, podemos estabelecer um homeomorfismo natu-

ral
¥ ? (X Xy Y) Xy Z A-> X Xy (Y Xy ),
dado por: |
v [Bovlee) = G lyaell.
y esta bem definida, ja que, se [x,[y,z]] = [x',[y'z']], entao

xh 1 e [y'z']l = hly,z] = [hy,z], ou se-

hyk_1 e z' = kz.

existe heH, tal que x'

ja, existe keK, com y'

Logo, [[x'.,y'], z'j = [[Xhal,hyk—l], kz] =
= [[xh™thy] K71, k2] = [[x.y], 2].

Como as aplicagbes orbitais s@o abertas e continuas, e

o diagrama

 homeo .
X xY) x Z —> X x (Y x Z)
o g
- 1
(X Xy Y) Xy Z ~———~;~» X Xy (Y Xy Z)
' v

€ comutativo nos dois sentidos, sendo a: ((x,y),z2)—s[[x,y],2],
B: (x,(y,z)) —— [x,[y,z]] e o homeomorfismo dado por

((x,y),2) oy (x,(y,z)),_segue que ¥ € um homeomorfismo.
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2. FIBRADOS .

Consideremos dois espagos topoldgicos de Hausdorff, X
e B, e um grupo topoldgico K agindo efetivamente a direita sobre

um espago F. .

Definicao 2.1

Um fibrado € uma aplicagao p : X -~ B junto com uma co-
lecao ¢ de homeomorfismos ¥: F x U ~» p—l(U), para U(_ B, aberto,

que satisfazem as seguintes condigoes:

(1) Para qualquer VYed, temos que p.¥(x,y) =y, para to

do xeF e yelU.

(2) Todo ponto beB possui uma vizinhanga VvV, tal que

existe ¥: F x V » p_l(V), com ¥Yed.

(3) Se v: F x U ~ p'l(U) esta em ¢, e V(_ U e aberto,

entdo a restricdo de ¥ a F x V também esta em o.

(4) Sev, v : F x U~ p_l(U) estao em ¢, existe  uma

aplicagéo ® : U~» K, tal que

¥(f ©(u),u), para todo feF e todo

¥ (f,u)

uéU.

(5) A colegdo ¢ € maximal entre todas as familias que

satisfazem as condigoes acima.

Nas condigoes da Definigao 2.1, chamaremos X de espago

i
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‘total, B de espacgo base, F de fibra, K de grupo estrutural do fi

brado, cada y¥: F x U ~» p'l(U), Yed, de carta sobre U e © de fun-

cdo transigao.

que

Definigao 2.2

Uma secgao de um fibrado € uma aplicagdo f : B » X, tal

pf(u) = u , para todo ueB.

Podemos observar, imediatamente, que:

- A fungdo transigdo € determinada, univocamente, por

v lyfu) = v lv(s ou),w) =
= (£ 8(u),u)

Se houvesse outra fungéd ©' : U ~» K, satisfazendo a
condigao de (4), ou séja, y(f,u) = ¥(£0'(u),u), en- -
tao (f e(u);u) = (f ' (u), u), para todo feF e todo
ueU. Logo, £ ©(u) = £ ©'(u), para todo feF, ueU. Co-
mo.a agdo de K sobre F & efetiva, segue que  ©(u) =

= 0'(u), para todo ueU, ou seja, 6 = 6'.

Se xeB e F = p'l(x), entao cada Fy e homeomorfo a F.
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- Exemplos ([s], [13])

1. Fibrado Produto

Sejam B e F espacos de Hausdorff, X = B x Fe p : X »B,
dada por p(x,y) = x. Tomando V¥ = idp, y» temos que

thf,u) = p(f,u) = £ . p & chamado de fibrado produto,

e as, secgoes sao as aplicagoes de B - X. O grupo estru

tural K pode‘ser reduzido apenas a identidade.

2. Faixa de Mobius

Seja B uma circunferéncia obtida de um segmento de re-
ta L, por identificagdo de seus extremos, o espago ba-

se.

Seja a fibra F um segmento de reta e o espago total X
obtido do produto L x F, identificando os extremos com

uma torcao, conforme figura:

1

c : b
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A projecao L x F » L induz a projecao p : X » B. Qual-
quer curva’(biunivoca),,cujos pontos extremos se iden-
tificam, € uma seccdo. Existem dois homeomorfismos na-
turais de F, e F, que diferem por uma aplicagao f: F ~
+ F, obtida pela reflexdo em relagao a seu ponto médio.
0 grupo estrutural K pode ser reduzido ao grupo cicli-

co de ordem 2, gerado por f.

3. Garrafa de Klein

Na construgao anterior, substituimos a fibra F por uma

circunfereéncia.

. C Q
F d<j le d[rv\e
; ./
b ¢
a L a

Os extremos do cilindro L x F sao identificados, como
indicado na figura acima, refletindo no diametro de. O
grupo estrutural pode ser reduzido ao grupo ciclico de

ordem 2, gerado por esta reflexdo.
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Proposicao 2.1

Seja p : X » B um fibrado coh fibia F e grﬁpo estrutu-
ral K, e seja G uﬁ grupo topologico agindo a esquerda sbbre F,
de modo que as agoes sobre F comutam. Entao, existe uma unica
G-agao sobre X, que cobre a agao trivial sobre B, e tal que cada
carta ¥ : F x U ~» p—l(U) e equivariante, com a agao de G sobre

 F x U dada por g(f,u) = (gf,u).

Prova

Em primeiro lugar, temos que se ¥ e y sao cartas

sobre U, entao W"1 g : FxU~>FxUe equivariante,

pois para todo geG, temos que

g(v"y(£,w) = g(f O(u),u) = (g(f O(u)),u) =

((gf) O(u),u) = ¥ 1y (gf,u) =

v 1y (gee,a)).

1

Definiremos, agora, uma agdo sobre p ~(U), partin

do da agdo de G sobre F x U, por g(x) =1w[gw'1(X)], pa



-pela definigdo da G-agdo sobre p
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Vra-xepil(U). Entao, ¥ € equivariante, pois

vl = gl

Ly). Mas vy lx) =

= (f,p(x)), por 2.1(1), logo

gx) =¥ l(g(x)) = v(g¢ T(x) =

y(g(f,p(x))).
Como x = yv(f,p(x)), segue que
g(v(£,p(x))) = v[g(£f,p(x))], o que mos

tra que vy é‘equivariante. A G-agao sobre p_l(U) e indg‘
pendente da escolha da carta ¥ sobre U, pois, se esco-

lhéssemos outra carta y sobre U, para a definigao, te

- riamos

g = plgw 0] = vlgy to],
pois

Lix)

H
li

v ) gy” ) g (£,p(x))

g(v 1) (£,p(x))

gW_l(x).

Portanto, w(gw"l(x)) = w(gw-l(x)). Como X e a

uniao disjunta de fibras F , que sao homeomorfas a .

p_l(u), temos uma acao definida sobre X.
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Vamos mostrar que esta G-agao em X, cobre a acgao
trivial sobre B, g(b) = b. Para isto, devemos mostrar

que o diagrama

ide P P

b v
GXB*“—'~—*—>B
agao
trivial

€ comutativo, ou seja, que p(W[gW—l(xﬂ ) = p(x).

Com efeito, temos queé

p(¥[g¥ 1 (x)1) = p[¥(g(£.p(x)))]

p(X)

= p[¥(gf,p(x))] = (p¥)(gf,p(x))

por 2.1(1).

Definicao 2.3

Um fibrado p : X > B, com grupo estrutural G e fibra F,

& chamado um G-fibrado principal, se F = G, e G opera em si pro-

prio por translagdo a direita.

Todo fibrado tem associado a ele um fibrado prihcipal,
no qual s6 muda a fibra F, que passa a ser o grupb G. Uma Vanfa-

gem de passar ao fibrado principal € que, em geral, sua estrutu-
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ra & mais simples do que a do fibrado original.

Exemplos ([5])

1.

A Faixa de MBbius e a Garrafa de Klein sao fibrados
sobre um circulo, e tem o mesmo fibrado principal,
sendo X um circulo e p : X » B o cobrimento duplo.

Este fibrado nao admite secgao.

T

Sejé Q = {xl + ix, + jx3 + kx4} o espago dos quater
nios e s = {qeQ | lql = 1}. Se quS, a transforma-
¢ao Q » Q, dada por q'——— qq' preserva a norma. As
sim, a cada quS, associamos uma transformagao orto
gonal f(q) em O(4).

Definimos p : 0(4) - S° por p(A) = A(1), onde 1 & o
quaternio unidade. Temos, entao, um fibrado com £i-

bra 0(3) e grupo estrutural também 0(3), portanto,

um fibrado principal. Como

pf(Q) = £()(1) = q1 = q

temos que f € uma secgao.

Corolario 2.1

Seja p : X » B um G-fibrado principal. Entao, existe

uma G-agdo livre (canonica) sobre X, que cobre a identidade so-

bre B, cujo espago orbital &€ homeomorfo a B, através de P
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Prova

Consideremos a acgdo de G em si proprio por trans-
lagdo a direita, ou seja, g(g') = g'g. Esta agao comu-
ta com a translagdo a esquerda, portanto, aplicando a

Proposigdo 2.1, temos que existe uma G-agdao sobre X,

‘que cobre a acdo trivial em B, e tal que cada carta

y : Gx U=~ p—l(U) € equivariante, com a agio de G em
G x U dada por g(g',u) = (gg',u). Esta acgdo & livre,

pois qualquer que seja xeX, temos

Gy = {geG | gx) = =
| = {geG | Wléwnl(x)l = x} =
= (ge6 | g 100 = v =
= {geG | g(g',u) = (g",u)} =

{geG | (gg',u) =(g',u)}

{geG | gg' = g'} = {e}

Além disto, ela cobre a identidade sobre B, ja que
cobre a agao trivial sobre B.
. ny

A aplicagao p : X » B induz um homeomorfismo XKSg B,

dado.por h(G(x)) = p(x), conforme o diagrama

A

X/G -——————>B
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h esta bem definida, pois se x'eG(x) , x' = g(x), para

algum geG, logo temos que

h(G(x')) = p(x") = PKg(X)) = p(x) = h(G(x))

h € injetora, pois se h(G(x)) = h(G(x')),'temos que
p(x) = p(x') e, portanto, x e x' estao na mesma fibra,
logo existe geG tal que x' = g(x), e cOnSequentemente
G(x) = G(x'). |

Para verificar que h & sobrejetora, consideremos

ueB. Entao, u = p(x), para algum xeX e, neste caso,
h(G(x)) = p(x) = u.

A continuidade de h segue do diagrama, uma vez
que p € continua e a projecao m € aberta. |
Finalmente, temos que h- & aberta; pois m € conti-
nua, € p satisfaz a condigao (1) da Definicao 2.1. Por

tanto h € um homeomorfismo.

Prbposigéo 2.2

Se p: X~ B €& um K-fibrado principal, e F € um K-espa

Go a direita, entdo a aplicagao definida por q : F xg X =~ B,

[£,x] — .p(x), € um fibrado, com fibra F, e grupo eétrutg

ral K. Se v : K x U ~» p_l(U) € uma carta do fibrado principal,

sobre U,

entao
_ % n Y
¥ i FxU > (FxeK) xU 3 Fxg (KxU) N
a o B Y
N,
- AV -
> Fop O Y oW
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€ uma carta do fibrado q, onde:

clusdo f : p—1

o @ (f,u) ([f,é],u)
B+ ([£f,k],u) — [f,[k,u]]

y =F xy ¥es € a aplicagdo induzida pela in

Prova

mos.

(a)

(®)

(c)

Mostraremos que estas aplicagoes sao homeomorfis-

O fato de que o € um homeomorfismo, segue direta -
mente de que a aplicagao F » F X, G, definida por
a(f) = [f,e]- & um homeomorfismo, pela Proposi-

cao 1.3.

B € a aplicagdo definida na p. 53, que € um homeo-

morfismo.

Pela Proposigdo 1.2, temos que F x, ¥ & aberta,
ja que vy € aberta. Além disto, F X ¥ possui uma

inversa, que & F x4 v L pois

(Foxe v7h) [£.x] = [£9700] =

| £,(k,u)| :, para feF e

xep 1 (U). Também,
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(F xK v) [, 0,uw] = [£,9(k,u)] =
= [£,x].
Sendo ¥~ ! aberta, temos que F Xy vy 1 também €

aberta, logo y € um homeomorfismo.

(d) Temos que [f,x]s:q_l(U) = q[f,x] = uelU =

p(x) = uelU <= xep-l(U) =

[£.x] e F xy p_l(U).
-1 S .
Portanto, F Xg P (U) = q (U).
Dada a inclusdo i : p—l(U) > X, temos que § € a

aplicacdo induzida F xg it F xy p—l(U) > F xy X, que
& um homeomorfismo sobre sua imagem q-l(U).

Sendo ¥ a composta de homeomorfismos, € também um
. , _

" homeomorfismo, de F x U » q *(U).
O diagrama

v -1

F x U — » 1~ (U)

proj. | /////q

a
- 3
U
€ comutativo, pois: |
(q.¥)(f,u) = q[f,¥(e,u)] =

p(¥(e,u)) = u ,
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pois p € um fibrado.

As condigdes (2) e (3), da definicdo de fibrado,
sdo obviamente satisfeitas.:Se ¥ e § sao cartas sobre
U, do fibrado prihcipal, e se©: U~ KSé a fungdo tran

sicdo para ¥ e y, entdo

v(£.u) = [£p(e.w)] = [£,¥(ed(w),u)] =

[£,¥(0(uw)e,u)]

Mas, pela Proposigdo 2.1, K age sobre X por k(x) =

= W[k?’l(x)}]; Como W(e,u)ep'l(U) (_ X, e ©(u)ek, temos:

6(u) ¥(e,u) = ¥[o ¥ t(¥(e,u))] =
= y[o(u) (e,u)] = \
= y(@(u) e,u)
Entao,
p(£,u) = [f,¥(6()e,u)] = [f,0(u) ¥(e,u)] =

[£0(u),¥(e,u)] = ¥(£fO(u),u).

Portanto, © € a fungdo transigao de ¥ para E .

Definicdo 2.4

Sejam X, Y e Z G-espagos e sejam £ : X > Z, h : Y » Z

aplicagdes equivariantes. O produto fibrado (ou pull-back) X'x, Y,

€ o subespago de X x Y definido por
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Neste caso, temos que X Xy Y € um G-espago, com a G-
agao diagonal definida por g(x,y) = (gx,gy), e as projecoes

fr X X Y >Y, h' : X Xy Y » X sao aplicagoes equivariantes,

pois

£'(glx,y)) = £'(gx,gy) = gy = g(f'(x.y))

il

h'(g(x,y))

h'(gx,gy) = gx = g(h'(x,y)).
0 produto fibrado X x, Y satisfaz a propriedade univer
sal de pull-backs (Ver Apéndice), com a fungdo © : W > X XZ Y da

da por ©(w) = (a{(w), B(w)),e, portanto, o diagrama

€ um diagrama pull-back.

Propriedades do diagrama pull-back

1. Se f e sobrejetora, temos que f' também €. O mesmo

€ valido para h e h'.
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direita e

grama
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Prova

Se f & sobrejetora, temos que para qualquer yeY,
h(y) = zel, e existe xeX, tal que f(x) = z. Logo,
f'(x,y) =y, ou seja, f' &€ sobrejetora. Analogaménte |,

- - - - -
se prova que, se h € sobrejetora, entao h' também e,

2. Se f € aberta, f' também é aberta. Se h é aberta,

e.
Prova.

Seja (x,y) e X Xz Y, isto &, f(x) = h(y), e seja U
uma vizinhanca aberta de x. Entao, f(U) € aberto em

Zey eh_l(f(U)). Seja V(::h_l(f(U)) uma vizinhanca
aberta de y. Entao, (X xZﬁY)(W (U x V) se projeta,
através de f', sobre V, o que mostra que f' € aberta..

Analogamente se prova para h e h'.:

Proposigao 2.3

Seja p : X » B um K-fibrado principal, F um K-espago a

qQ : F xp X > B o F-fibrado associado a p. Entao o dia-

proj.
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€ um diagrama pull-back.

Prova

Consideremos a aplicagdo ©, de F x X no  produto
fibrado de (X,p) e (F xg X,q), induzida pelas aplicagoes

dadas, conforme o diagrama

' proj.
F x X : > X
\\\\ ///4;fﬂ
*p 5
VL/
FXKX > B

onde P = X xp (F x¢ X)‘= {(x,[£.x']) | p(x) =

q [£.,x']} = {(x,[£,x']) | p(x) = p(x")}
e © : (f,x)+r— (x,[£f,x]).

Esta aplicacdo € injetora, sobrejetora e aberta,
pois:

- Se O(f,x) = O(f',x"'), temos que (x,[f,x]) =

= (x',[f',x"]), ouseja, x = x' e existe geK, tal
que x' = ngl , f' = gf. Como a agdo € livre, segue
que g—1 = ¢, portanto f' = f. Entao, (f,x) = (f',x').

Assim 6 € injetora.

- Seja (x,[f,y]) e P. Entdo, p(x) = p(y), ou seja, exis
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-~ te geK, tal que x ='gy. Como [f,y] = [fg-l,gY] =

1

= [fg_l,x], temos que O(fg ~,x) = (x,[f,y]), ou seja

8 € sobrejetora.

- Para mostrar que © € aberta, vamos considerar o dia-
grama localmente em B. Entao, se U( B, aberto, € pe
queno, temos

pProj.
Fx K x U » K x U

o : proj.
F Xy (K'x )Y FxU————>sU.
proj.

uma vez que p_l(U) % K x U, e

p () ——— Kk x U

el

-
P proj.

€ comutativo, pela definicao de fibrado. Além disto,

temos, pela Proposigao 2.2, que
FxK(KxU)QjFxU
e a aplicacdo a € definida por

_ homeo
o : (f,k,u)——[f,(k,u)] —— (fk,u).



esquerda e K-espago a direita pela acdo yk = k_
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Neste caso,vo produto fibrado X Xg (F Xy X) é, local -
" mente, (K x‘U) Xy (F x U), que € homeomorfo a FxK x U,
através de ((k,u),(f,u)) ——— (f ,k,u).

A aplicagao €, portanto, © : (f,k,u)*————*(fk,k,u), a

menos de homeomorfismos. A inversa de © &€ dada por
o1 (f,k,u)*————**(fk_l,k,u) que € continua, logo ©
€ aberta.

Temos, assim, que 6 € um homeomorfismo entre F x X e
X xé (F Xy X). Portanto, o diagrama dado € um diagrama

pull-back.

Proposicao 2.4

Seja p : X » B um K-fibrado principal, Y um K-espaco a

ly. Seja

Y xg X > Bo Y-fibrado associado ao K-fibrado principal. En-

tao, as aplicacgoes equivariantes f, de X em Y, estdo em corres -

pondéncia biunivoca com as secgdes f de q, através da relacao

£ (p(x)) = [£(x),x]

Prova

Dada uma aplicagdo equivariante £ : X » Y, -consi-

deremos a aplicagao h : X » Y xy X, dada por
h(x) = [f(x),x] .

Entio, h induz uma aplicacdo f : B = X/K » Y Xy X,

definida por f (p(x)) = h(x), que esta bem definida,
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uma vez que,dados dois elementos da mesma Orbita, te-

mos que

h (kx) [f(kx) ,kx] = [kf(x),kx] =

ek ! kx] = [£(x),x] = h(x).

A aplicagdo f & uma secgdo para o fibrado asso -
ciado, ji que (q.f)(p(x)) = q [£(x),x] = p(x). O dia-

grama

1 .
X
X > X
\\Q\\ /i
/prOJ.
f.q Y x X P
J a !
Y Xg X > B
q
€ um diagrama pull-back, pela Proposigio 2.3, logo,
existe uma Unica aplicacao 6 : X ~ Y x X, tal que o
diagrama seja comutativo. Entao, proj(O(x)) = x, e,

a(8(x)) = (£.p)(x) = £(p(x)) = [f(x),x], sendo a« a

aplicagao orbital. Logo, 0(x) = tf(x),x); onde f € tal

que f(p(x)) = [f(x),x]. |

Até o final desta seccdo, consideraremos o caso em que
G € um grupo compacto, H um subgrupo fechado de G e A um H-espa-
gos a esquerda;‘ o |

Vamos considerar o produto'torcido G Xy A, com G agin-
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‘do sobre G xy A pela agdo g([g',a]) = [gg'.a]. Definimos a apli-

cacao
i, ©+ A > Gxy A, por i,(a) = [a,aj .
Proposigao 2.5
A aplicagao ie DA G oxy A & um mergulho H-equivarian
te.

Prova |

Consideremos o diagrama .

A » G

Ha
/;:///
[

onde o : ar— (e,a) € uma. aplicacgdo continua e fecha
da, e m € a aplicacao orbital, que também € continua
e feéhada. Assim, ie € continua e fechada. Além disto,
i, € injetora pois, se le,a] = [e,a'], existe heH, tal
que e = ¢h™l e a' = ha, ou seja, h = ¢ e, portanto,
a = a'. Logo, iQ € um homeomorfismo sobre sua imagem,

ou seja, € um mergulho. O fato de que i, € equivarian-

te, segue de que

i,(ha) = [e,ha] = [h,a] =
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= h [e,a] = h(ie(a))

Proposicao 2.6

Sejam K (_H (CG e B um K-espago a esquerda. Entdo, exis

te um homeomorfismo G-equivariante entre G Xy BedgG Xy (H Xy B),

dado por

- £ [g.b] = [g.[e;b]].

Prova

De acordo com a Proposicdo 1.3, G é equivalente a

G x, H, através do homeomorfismo equivariante g~ [g,e].

H
Portanto, a aplicacio f1 1 G xg B > (G xyg H) x¢ B, de-
finida por £,[g.,b] = [[g.e], b], € um homeomorfismo
equivariante. Além disso, ja vimos que (G xy H) xy B é

homeomorfo a G Xgq (H Xy B), através de
£, + [[g.h].b]—>[g, [h,b]] (p. 53)

Sendo f a composta de fz e-fl,»é um homeomorfismo.

Além disso, f € G-equivariante, pois

f(glg',b]) = £ [gg'.b] =

[eg'.[e,b]] =

glg', [e,b]] =

g(£[g',b]).
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Proposigao 2.7

A aplicagdo a: G xy A > G/H, definida por afg,a] = gH

€ G-equivariante e a~1(eH) = ie(A)'

Prova

Temos que:

a(glg',a]) = afgg',a] = gg'H =

g(g'H) = g(alg',a]).

Portanto, o € G-equivariante. Além disto, se

[g,a] e a”1(eH), entdo

a [g,a] = H.
Logo, gH = H e, portanto, geH.

Mas, [g,a] = [e.ga], logo [g.a]ei (A).
Por outro lado, ie(A)(::u—l(eH), pois

o [e,a] = eH, para todo aeA.

Entdo, o L(eH) = i (A).

Proposicao 2.8

Seja X um G-espago. Dada uma aplicagao G-equivariante
f:X -~ G/H,

entao, A = f'l(eH) & invariante sob H e X & equivalente a G Xy A
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Prova

Para qualquer heH, e qualquer acA, temos que

f(ha) = h(f(a)) = h(eH) = eH.

Logo, hacA e, assim, A é’invariante sob H. Considere-
mos a aplicagao ¥ : G xy A > X, definida por

¥[g,a] = ga. A aplicagao esta bem definida, pois se
[g,a] = [g'.,a'], existe heH, tal que g' = gh_1 e
a' = ha. Logo, g'a' = (gh_lj(ha) = ga. A continuidade

da ¥ segue do fato de que o diagrama

restrigao

da agao

€ comutativo, com 7 aberta e a acdo continua. Para mos

trar que ¥ € injetora, seja

v[g.a] = v[g',a']

ou seja, ga = g'a'. Temos Que gH = g(£f(a)), pois, sen-

do A = f—l(eH), f(a) = e¢H, para todo acA. Entao,

gh = g(f(a)) = f(ga) = f(g'a') =

g'(f(a')) = g'H
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Logo, h = g_lg' éH, ou seja, g' = gh. Assim, ga==g'a'=

= gha', donde a = ha'. Portanto,

[g'a'] = [g'h™ ha'] = [g,a].

“Também temos que ¥ € sobrejetora, pois, se xeX, '
com f(x) = gH, entéo'f(g-lx) = gfl(f(x)) = gul(gH)= eH

1

e, assim g "x e A. Entao, W[g,g—lx] = g(g_lx) = X,

T

Vamos mostrar que Y. & fechada. Sendo G compacto,
G/H & de Hausdorff ([1], p. 2, Prop. 1.4), logo  todo
ponto de G/H € fechado, ou seja, A = f_l(eH) € fechado.
Assim, a aplicac@o G x A ~ X do diagrama € uma éplica-
¢ao fechada (Prop. 2.2 - Cap. 1). Sendo a aplicacgao
orbital m continua, temos que ¥ € fechada. Portanto,
¢ & um homeomorfismo. Além disto, ¥ & equivariante,
pois V¥ (g[g',a]) =V [gg',a] = gg'(a) = g(g'a) =

= g¥[g'.a].

Proposicgao 2.9

Existe um homeomorfismo entre A/H e (G Xy A)/G, induzido

pela inclusao ie' !

Prova

Sabemos que toda aplicagao equivariante entre
H-espagos, induz uma aplicagido que leva toda H-Orbita

em uma H-O0rbita. Assim, sendo i

o uma aplicacao Hjequi—

variante, ela induz uma aplicagao o : A/H » (G Xy A) /G
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tal que toda H-G6rbita em A € levada em uma H-orbita
de G xy A, ou, como H(_ G, em uma G-6rbita de G Xy A.
A aplicagdo induzida o € definida, portanto, por
a(H(a)) = G(ie(a)) = Gle,a]. Egta aplicacao € conti-

nua, pois o diagrama

A ¢ » G xy A
- aplic. aplic.
orbital , orbital -
A/H > (G Xy A)/G
a
€ comutativo, i, € continua e a aplicagao orbital €

aberta e continua. Por outro lado, a projecgao

p: Gx A+ A €é H-equivariante, ja que h(p(g,a)) =

= ha = p(gh_l,ha) = p(h(é,a)); logo, ela induz uma
aplicacdo continua (G Xy A)/G + A/H, definida por
[g,a]— Ha, e se fatora como

xH A

(G Xy A)/G ——— A/H
B .

onde a aplicagdo horizontal, definida porB: G[g,a] -
+ Ha, € continua, ja que o diagrama € comutativo, e

€ aberta. Além disso, B € a inversa de o, pois

(a.8)(G[g,a]) = a(H(a)) = G[e,a] = G[g,a]
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pois [g,a] = gle,a].

(B.a)(H(a)) =B (G[e,a]) = H(a).

Portanto, o € um homeomorfismo.

3. Tubos e Fatias

T

Consideremos um G-espago X, com G compacto, e H(_G, fe
chado. Seja P (C_ X uma Srbita do tipo G/H, ou seja, para qualquer

xeP,'GX € conjugado a H.

Definigao 3.1

Seja ¥ : G xH A >~ X um mergulho G-equivariante sobre
uma vizinhanga aberta de P em X, sendo A um H-espaco. Nestas con

digbes, dizemos que ¥ € um tubo ao redor de P.

Sabemos que g—1 [g,a] = [e,a], para todo geG, portanto
toda G-orbita em G x, A passa em um ponto da forma'[e,a]. Entdo,
"se aeA, com x = ¥{e,a] ¢ P, temos que P = G(x). Sendo ¥ um homeo-
morfismo equivariante sobre sua imagem, temos que G, = G[a,a]‘
Mas , G[g,a].= H =H e G € conjugado a H, por hipdtese. Logo,
por ([1], p. 4, Prop. 1.9) vem que G, = Ha = H, Portanto, a € um

ponto fixo sob H.
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Proposicao 3.1

Se ¥ : G xy A~ X € um tubo ao redor de P, entdo a com

posta ¥.i, : A > X € um mergulho H-equivariante.

Prova

O fato de que ¥.i, € um mergulho H-equivariante &
imedjato,‘jé que € a composta de mergulhos H-equivari-

antes.

Tendo em vista a Proposicao 3.1, podemos supor

que A (CX.

Definicao 3.2

Seja X um G-espago, com G compacto, e seja xe$S (X, com

GX(S) = S. Dizemos que S € uma fatia em X, se a-aplicacao

definida por [g,s]——— gs € um tubo ao redor de G(x).

Proposicao 3.2

Seja X um G-espago, com G compacto e xeS (_X. Nestas

condicbes, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Existe um tubo ¥ : G xy A > X, ao redor de  G(x),

tal que Y[e,A] = S,Vsendo G, = H.

(b) S &€ uma fatia em x.



81

(c) G(S) € uma vizinhanga aberta de G(x) e existe uma

retracao equivariante f : G(S) » G(x), tal que
£ l(x) = s.

Prova
Vamos supor que existe um tubo satisfazendo as

condicdes de (a). Neste caso, podemos substituir A por
S, ja que existe um homeomorfismo G-equivariante A -
+ [e,A], dado por i, (a) » [e,a]. Além disso, GX(S) =S,
j& que S & G -equivariante. Logo (a) implica (b). Para

mos trar que (b) implica em (c), seja S uma fatia em X

e, £ : G(S) » G(x) définida de modo que o diagrama

’ b4
G xy S N » G(S)
n
B £
G/H A » G(x)
G'X

seja comutativo, sendo B[g,s] = Hg. A aplicacd@o B esta’
bem definida, ja que H € normal em G, logo Hgh = Hg.
ax'é un homeomorfismo ja que G é compacto (Ver Prop. 6.1
Cap; ). Aséim, temos que f(gs) = gx. Neste.v caso,
f-l(x) = S, pois se seS, f(s) = f(esj = ¢X = X, ou se-
ja sef-l(x), e se aef—l(x), f(a) = x, ou seja, a = gs,
com f(gs) = x. Logo, gx = x, portanto geH, ou seja,
a = gs eS.

Temos também que f & uma retragao H-equivariante,
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ja que f(gx) = gx, e g(f(s)) = glex) = gx = f(gs).
Finalmente,se f satisfaz as condigoes de (c), entao
¥ : G xy S+ X definida por ¥[g,s] = gs € um tubo  ao

redor de G(x), pois

-1 -1

X

-1 = =
(ax . f) “(eH) (f .ax)(eH)
- 71 = s,
a_l . f € equivariante, por ser a composta de aplica-

¢O0es equivariantes. Logo, a Proposicgao 2.8 nos diz que
¥ € um homeomorfismo equivariante sobre sua imagem
G(S). Portanto, ¥ € um mergulho equivariante, GX(S) =

= G(S) = Se v¥[e,S] = S.

Coroliario 3.3

Se S € uma fatia em x, entdo g(S) € uma fatia em gx.

Prova

Se S € uma fatia em x, temoé, pela Proposigao 3.2,
que G(S) € uma vizinhanga aberta de G(x) e existe uma
refragéo equivariante f : G(S) - G(x), tal que f_l(x)=
S. Mas, G(g(S)) = {g'(g(S)) | g €@} = |

{g'gs | g'eG e seS}

G(S) e, analogamente, G(g(x))=

G(x). Logo, G(g(S)) € uma vizinhanca aberta de

G(g(x)). A aplicagao f € uma retragdo equivariante de
-1 .

G(g(S)) em G(g(x)), e £ “(gx) = g(S), pois f(gs) = gx.

Portanto, por 3.2(c), g(S) & uma fatia em gx.
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Proposigao 3.4

Se um grupo compacto G age sobre um espago X, que con-
tém um ponto x, entdo um conjunto S X, com xeS, € uma fatia em

X se, e somente se, satisfaz as seguintes condigdes:

(a) S € fechado em G(S).

(b) G(S) € uma vizinhanga aberta de G(x).
(c) GX(S) = S.}

(d) Se S{) g(S) # @, entdo geG, .

Prova

-

Inicialmente, mostraremos que se S satiéfaz as
condicbes acima, entdo S € uma fatia em x. Vamos apli-
car a Proposigdo 5.2, Capitulo I, para Y = G(x), C = S
e ¥ : S->Y, definida por ¥(s) =>x (cte.). Para 1isto,
precisamos verificar que Y satisfaz is condigoes eﬁigi
das. Realmente, se s e g(s) estao em S, para algum geG,
entao geGX, por (d). Neste caso, ¥(gs) = x = gx =
= g¥(s). Portanto, ¥ pode ser estendida; de modo unico,
a uma aplicacgao equivariante y : G(S) -» G(x), - com
¥/G(x) sendo a identidade em G(x), ja que v (gx) =
= g¥(x) = gx. Logo, ¥ € uma retracao equivariante. Além

disto, w—l(x) = S, pois se x = w(gs),' temos que

x = g(¥(s)) gx, logo gsGX-e, assim, gseS, por (c).
Portanto, S € uma fatia em x, pela Proposicao 3.2,
Cap. iI. | |

Vamos, agora, supor:qﬁé S € uma fatia em x e pro-

var que, neste caso, S satisfaz as condigdes (a); (b),
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(c) e (d). Sendo S uma fatia em x, temos, pela Proposi
.géo 3.2, que G(S) € uma vizinhancga aberta de G(x) e

existe uma retracao equivariante
f . G(S) > G(X)’

tal que f—l(x) = S. Entdo, gseS se, e somente se, X =
= f(gs) = gf(s) = gx, ou seja, geGX. Além disto, sendo

@ G xy A~ G/H, dada por, a[g,a] = gH, continua e

eH fechado, pois G/H € de Hausdorff, vem que le,A]

= a-l(eH) € fechado em G x

(e

y A Mas, S = Y[e,A], e v
um homeomorfismo sobre sua imagem, logo S € fechado em

‘G Xy A.

Proposigao 3.5

Seja G um grupo compacto agindo em um espago X, e

Y : G Xy A » X
um tubo ao redor de G(x). Seja acA ey = ¥[e,a]. Sey: H x B -
+ A & um tubo ao redor de H(a), em A, entdo a composta® : G HCB+

> X, 8 = ¥.(G xy w).fl, sendo f; : G x¢ B ~» (G xy (H xy B) defi-

K
‘nida por fl[g,b]f= [g,[e,b]], € um tubo ao redor de G(y), em X.

Prova

Pela Proposigao 2.6 (II), temos que fl € um homeo
morfismo G-equivariante e G x;; ¢ € um mergulho H-equi-

variante, pois VY € um tubo. Portanto, a composta © de
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mergulhos H-equivariantes, também € um H-mergulho.
Além disto, se gEGW[e a]’ temos que g(¥[e,a]) =¥[e,a],
" ou seja, ¥[g,a] = ¥[e,a]. Sendo ¥ uma equivaléncia,

[g,a]_='[e,a], ou geG[a,a].

Por outro lado, se g EG(

,,a] entdo [g.a] = [e,a].

Logo, gEGW[e,a]' Assim, G[g,a] =‘GW[Q,a] = Gy‘ Como
\G[e,a] = Ha, vem que Gy = Ha‘ Mas Ha € conjugado a K,
por definigdo de tubo ao redor de H(a). Logo, Gy é con
jugado a K, ou seja, G(y) € do tipo G/K. Portanto, © &

um tubQ ao redor de G(y).

Corolario 3.6

Se X é um G-espaco, S & uma fatia em xeX, S' & uma fa-
'~ tia em seS, para o Gx-espago S, entao S' € uma fatia em s, para

o G-espago X.

Prova

Temos que seS'(_ X. Seja K = G, e H=G_. Como S
€ uma fatia em x, para o G-espago X, entao, existe um
tubo ao redor de G(x), ¥ 16 xy S~ X, tal que ¥[e,s]=
= s, Se S' &€ uma fatia em s, para o H-espago S, entao,
existe um tubo ao redor de H(s), ¢ : H Xy B > S, tal
que y[e,B] = S'. Logo, pela Proposigdo 3.5 temos que
8 : G Xy B -~ X € um tubo ao redor de G(s), em X. Por-

tanto; S' € uma fatia em s, para o G-espago X, pela

Proposigao 3.2(i).
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Proposicao 3.7

Se S &€ uma fatia em x, no G-espaco X, entao a aplica -
gao natural S/Gx + X/G € um homeomorfismo sobre sua imagem

G(S)/G.

Prova

., Consideremos a aplicagao composta

‘ Q _ B
£ : S/H » (G xy S$)/G + G(S)/G,

onde H = Gx’ a € o homeqmorfismo da Proposicao 2.9,.dg
finido por H(s)——— G[e,s], B € o homeomorfismo indu-
zido por ¥, sendo ¥ um tubo ad redor de G(x), cuja
existéncia € garantida pela Proposicao 3.2. Logo,

f : H(s) » G(¥[e,s]) = G(s) € um homeomorfismo.

4. Existéncia de Tubos ([9], [11])

Nesta secgao vamos apresentar o teorema fundamental des

te trabalho, que nos diz sob que condigoes podemos garantir a

existéncia de uma fatia em x, ou de um tubo ao redor de - G(x).

Durante esta secgao, vamos considerar que G € um grupo de Lie
Compacto (V. Apendice - Def. III.9). . |
Inicialmente, apresentaremos alguns resultados cuja

utilizagao € necessaria para a prova do Teorema.
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Proposicao 4.1

Seja Rn um G-espago, sob a'agéo ortogonal e veR". Se-

G, VC R™ o espaco normal de G(v), em v. Entdo, existe

uma vizinhanga U de eH, U (C G/H, uma secgao o: UG, e
um numero €>0, tais que a restricao da acao,
o(U) xV > R"
€ v

¢ um homeomorfismo sobre uma vizinhancga aberta de v, em R,

Prova

Sendo G um grupo de Lie, entao existe, em cada
ponto de G/H, uma seccao local, diferenciavel

(V. Apendice - Prop. III.8). Seja o uma secgao cruzada
diferenciavel em eH, com o(eH) = e, e, seja U uma vizl
nhanca de eH em G/H. Sendo G x R"™ » R" uma acio ortogo
nal, ela é diferenciavel.

Entao, a aplicacao 6 : G/H -» G(Vo), definida por
o : ng————»g(vo)‘é um difeomorfismo, pois € diferen -
ciadvel, injetora e com diferencial injetora (V. Apendi
ce - Prop. III.5). Consideremos a composta

| Restrigao
@t oo(U) x (v} —42-8€80  G(v )y G/H, dada por

a (O(U),VO)Ff—fﬁ o(u)v0 v o(uWH e a aplicacao indu--

zida por ela, B : o(U) » G/H, B8(o(u)) = c(u)H. Entéo,
B € a inversa de o, pois € a restricao de m a o(U). Co

mo o € um difeomorfismo (V. Apéndice - Prop. III.8) so
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bre sua imagem, entdo B € um difeomorfismo sobre U. Lo
go, o € um difeomorfismo sobre U e a diferencial de o

em (e,vO) € um isomorfismo sobre o espaco tangente de

G(VO)C: R™, em V- Além disso, a diferencial  de
v : {e}xV + V, definida por y(e,v) = v, € um isomor -
fiémo sobre V. Entao, F : o(U) x V » R™, dada por
F(o(u),v) = o(u)(v) € a aplicagao ax vy, logo dF =
= da x dy e T(Q,VO)(O(U)X V) = Te(o(U))x TVO(V) (V.

Apéndice - Prop. III1.3). Logo, a diferencial de F é
um isomorfismo sobre o espaco tangente de R" em Vo‘ Pe
lo Teorema da fungao inversa (V. Apéndice), F € um di-
feomorfiémo de alguma vizinhanca de (e,vo) sobre algu-

ma vizinhanga de v,

Lema 4.2

s ‘ n .
Seja V_ a e-bola, em R7, com centro em v, € seja

vizinhanga de eH determinada pela Proposigao 4.1. En-

(a) K = G - o(U)H € compaétd
(b) K(Ve)rj v, = 1)

Prova:

Sendo o(U)H aberto, ségue, imediatamente, que K

€ compacto. Agora, se veK(vo), temos que v = k(vo),
para algum keG e k ¢ o(U)H. Logo,‘veRn e v # Voo pois
se v = v, teriamos v, = kvo, ou seja, keH e, portanto,
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k = o(eH)k e 0(U)H, o que € absurdo. Logo,
K(vo)(: R" - {vo}. Temos também que K(vo) ={) K(C), on
de C varia sobre as vizinhaﬁgas compactas de v em

n .
R, pois:
- v, =N C, ja que os C sdao compactos no
n -
R™ e todos contem Vo

- Nk C K(vo), ja que, se v e (}K(C),

entao veK(C), para todo C. Consideremos, entao, uma
réde {x.} em R" ¢ uma réde {kc} em K, com kaC = v, pa
ra todo C e, com X > Vg Logo, kcvo > v e, existe
uma subréde de {kc}, que converge para um certo kekK,

ja que K € compacto. Portanto, k. > k, ou seja, kv =v.

Assim, VEK(VO);

- K(vo) C:(WK(C), pois se veK(vo), temos

que v = kvo, para algum keK. Logo, como VOEC, para to-
do C, temos que veK(C), para todo C, OUW:V'EFWK(C).
Sendo os K(C) todos compactos, qualquer vizinhan-
ca de K(v, ) deve conter um deles, pois K(vo)f){vo}é=¢.
Isto implica que, para C suficientemente pequeno, te-
ﬁos K(CQ)) ¢ = @. Em particular, K(VE)[W V€ = (@, para

€ pequeno.
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Proposicao 4.3

Nas condigoes da Proposicao 4.1, para e>0, suficiente-
mente pequeno, existe um homeomorfismo de G xy v, sobre uma vizi

nhanga aberta G(V.) de G(vo), em R™.

Prova

. Consideremos a aplicagao G xy V - R", dada por
[g,v]— gv e seja ¥ a aplicacgdo G xy Ve » G(Vg) indu-
zida por ela. Vamos mostrar que ¥ € um homeomorfismo e
que G(V.) & aberto em R". Seja gv = g'v', para v,v'eV..

Entido, g_lg'(v') = v, ou seja, g_lg'¢K, pois se perten
cesse, teriamos veK(v'), o que € absurdo, pois |
K(V.)(\ V_ = @, pelo Lema 4.2. Logo, g 'g'eo(UIH, is-
to €, g' = go(u)h, para algum ueU e heH. Entao,
go(u)h(v') = gv, ou seja otu)(hv') = v, Mas, H(Ve) %

= Ve’ logo h(v')aVe. Aplicando a Proposicgao 4.1, temos

que o(u) = ¢ e hv' = v, pois a aplicagdo € injetora.
Assim, [g,v] = [go(w,hv'] = [go(uh,v'] = [g',v'] e,
portanto, ¥ € injetora, para e pequeno. Além disto,

¥ € continua e fechada, pois o diagrama

agéo
G xV » G(V)
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€ comutativo, sendo 7 continua e aberta e a agdo conti
nua e fechada. Por outro lado, G(Ve) € a saturacao do
conjunto aberto O(U)(Ve), pela Proposicgao 4.1, logo

ele & aberto no R™.

Corolario 4.4

Nas condig¢Oes da Proposicao 4.3, a aplicagao

¥

f 1 G(Vy) =+ G(Vo)’_

definida por gv +—— gVy» € uma retracdo equivariante, para €

pequeno.

Prova

Temos que G(VO)(: G(VE), pois VOEVE, e que

, para todo geG.

£/6(v ) = idG(Vo), pois f(gv,) = gv,

Além disto, temos que f(v) = f(ev)

eV = v

o 0> logo,

g(f(v)) = gv, = f(gv). Portanto, f € uma retragdo equi

variante.

Teorema 4.5 - Teorema da existéncia de tubos

Seja G um grupo de Lie compacto e X um G-espago comple
tamente regular. Entado, existe um tubo ao redor de qualquer Orbi

ta de X.
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Prova

Seja x eX e H = Gx-'. Entdo, existe uma represen-
0

tacdo ortogonal p de G, sobre R", e um ponto 'voeRn,

com GV‘ = H ([1], p. 24, Teor. 5.2). Consideremos a
0

aplicacgao

+o2

Yy o G(xo)

- ;

G(v)) C R

definida por ¥(gx)) = gv, . Sendo G(x ) uma orbita, €
compacto e invariante. Além disto, Y € equivariante,
pois

¥(gg'x,) = gg'v, =

¥(glg'x))

glg'vy) = g(¥(g'x,)).

Pelo Teorema de Tietze Gleason, segue que existe
v : X » R", que & uma extensdo equivariante de ¥. Para

e como no Corolario 4.4, seja
I
W=y (G(VE))-.

Entao, G(W) = W € éberto em X. Vamos provar esta afir-
magao.. Se g'xeG(W), entao y(x) = gv, com veV,_, pois
xeW. Neste caso, y(g'x) = g'yv (x) = g'(gv) =

= (g'g)veG(VE). Logo, g'xew-l(G(VE)). Além .disto,
G(VE) € aberto, pois VE € éberto, logo, sendo ¢ conti-
nua, temos que W € aberto em X.

Consideremos a composta



v f g1
ot W > G(V) =~ G(v,) "=

G(xo)
onde f € a aplicacdo do Corolario 4.4, Entdo o € equi-

variante, pois € a composta de aplicagOes equivarian -

tes. Além disto,

o 9 |
algxy) =¥ “(£(vlgx))) =
_ w1/,
=¥ “(f(¥(egx ))) ,
pois ¢y € uma extensao de Y. Mas, ¥(gx ) = gv, que € um

elemento de G(vo) e f € uma retragdo, logo f(W(gxo))

= f(gvo) = gv,. Logo,

= y-1 -
a(gxo) =¥ “(gvy) = gx, -

Portanto, o € uma retracgao equivariante. Facamos S

= ¢_1(V€)- Entao, W = G(S), pois
- -1 _ -1
G(S) = Gy "(V_)) = v "(G(Ve)) = W.

Entdo, G(S) € uma vizinhanca aberta de G(xo), pois

xoeS e W € aberto. Além disto, existe uma retracao e-

quivariante a : G(S) ~» G(xé), com a-l(xo) =S, ja que

x) = v IE LT T )] -

= w-l[f'l(vo)] =

vl = s.

- Logo, pela Proposigéo 3.2, existe um tubo
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£ : G Xy A » X,

ao redor de G(xo), tal que £[e,A] = S.

Exemglo

Seja H o anel de divisao dos quatérnios e, considere -
mos a éplicagéo p : S(H™ x H™) » D(R x H), da esfera unitdria do
espaco vetorial quaternidnico H" x H™, no disco unitirio de R xH,

definida por
12
o(u,v) = Cllull® - vl %, 2 <u,v>)

para u,veH", com Hull2 + HVH2 = 1, sendo <u,v»> = I ﬁivi, on-

de soma, produto e conjugacdo sao entendidos no sentido quater -
P 2 _

nionico e |jul| ® = <u,u> .

Esta aplicacdo esta bem definida, ja que

o (uv) || 2 = ¢ uun? v B2 e 4 <uus B o=
=lull® vt - 2 ull 22 s s <uw S«
< llull S vl - 2l 2R e gl 2 el
S TR RSN I
= Cllull 2 + vl B2 = 1.
Além disso, ||p(u,v)]| = 1 se, e somente se, |<u,v>| =
= Jlull IVl . ou seja u = Av, AcH.

Consideremos também, a agdao diagonal do grupo simpléti

co Sp(n) ([15], p. 20) sobre H™ x H". Esta agdo & definida como
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‘segue: se (u,v) eH™ x H" e geSp(n), g(u,v) = (gu,gv), onde u e v
sdo vetores coluna e gu e gv sao produtos de matrizes. Podemos
também representar g(u,v) como o produto da matriz g, n X n, pe-
la matriz n x 2, cujas colunas 550 ds componentes de u e v, res-
pectivamente,

o Mas S(H™ x H™) € invariante por esta acdo, ja que
Sp(n) preserva a norma, ou seja, g(u,v) também € unitiario. Por -
tanto, S(H™ x H") & um G-subespaco de H" x H™ sob a dada acdo de
G. |
| Vamos agora mostrar que a aplicacdo p € sobrejetora.
Seja (r,&) e D(R x H). Se (r, &) # (-1,0) (respectivamente (1,0)),

determinaremos elementos de S(H™ x HM),

b “‘ a t ]
(u,v) = |0 0 (respectivamente (u',v') = | 0 0 1)
0 0 0 0

. de modo que p (u,v) = (r, &) (respec. p(u',v') = (r, &) ).

Assim, deveremos ter

o(u,v) = C(llull®- Ivll?, 2 <uvs) = (@, £)

: 2 2 2
Como |lull <= Jla]l “, |Iv]l“

bl 2+ Jlell 2 e <uvs =3 b,

temos

]
-

lall Z = g 2= el ? e b=t/ .
Mas “a]]z + ||bl|2 + I|c||2 =1, enféo

2 laf|2=1+r
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‘ou seja,

1 + 1
all = -

Tomemos a = b = ¢
2 2
. - -1/2
implica em b = ( 1 ; T ) . & . 2 :
2 \|2(1+r)

O valor de c fica determinado por

" 2
el 2= 1= fall 2= gipl) 2= 1 - (A2Ey - LB
2(1 + 1)
2
_(lox, il
2 2(1 + 1)
Logo, Ilc]| - \‘ a-r - g e - J_l- R
| 2a+1 RETORNS

Observemos que ¢ = 0 se, e somente se, |[r||2 + Hg“z = 1.
Definimos, entao, s_: D(R x H)'— {(el,O)}+S(H?x HY,

por

@+ 1) &

2 \|2(1 + 1)

J EE
2(1 + 1)

s_(r, &)

L]
D
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Analogamente, pode-se ver que, para (r, &) # (1,0),
a' = 3 ' , b' = \‘ £l—:—£l_ e
J 2(1 - 1) 2

. : 2 2
c' = \j 1 - r° - el . Notemos que c' = 0 se, e somente
2(1 - 1) \

basta tomar

se, llellZ + lIrll % =1

Definimos s,: D(R x H) - {(1,0} - S(H"™ x H"),  por

g 1 -1

\ 201 - 1) | 2

!
i

Y |
oo | [
: ' 2(1 - 1)
0 | 0
0 0
Observagoes

1. p(u,v) = p(gu,gv), pois

2 2 .
p (gu,gv) = (llgull “ - Jlgvll °, 2<gu,gv>) =

i

2 2 '
Cllall = = fIvIl %y 2<uvs) =p (u,v),

ja que geSp(n).

Isto implica que a imagem inversa, através de p, de
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um ponto em D(R x H), contém oOrbitas inteiras, ou
seja, se (u,v) ép’i(r,g), entao g(u,v).ep-l(r,g).De

fato, p(g(u,v)) =p(gu,gv) =p (u,v) = (r,8).

Em cada 6rbita existe um ponto do tipo s,(r, £€) ou

s_(r, £), como descritos anteriormente. Vamos pro-

var esta afirmagéb.

Seja G(u,v) uma &rbita em S(H™ x H™), com u e v com

qomponentes u; e vy, respectivamente. Entao, deve-

mos determinar geSp(n) de modo que g. s+ﬁr,£) = (u,v),
com (r,g) = p(u,v), para (r,g) # (£1,0). Em primei

ro lugar, vamos encontrar geSp(n), g = (gl,gz..”gnL
tal que g.s (r,g) = (u,v), com (r,g) # (1,0).

Neste caso, temos

} al1 a1y, Apz cenes aj, a b uy vy

a21 as, a23 ..... 350 C 0 i u, V2

0 0 usz Vs

4h1 2n2 %3 ..... %nn 0 04 “n Vn

ou seja
a;qa + alzc = uy , allb = vy
a21av+ aZZC = u, 321b = v,
a @ + anzc =u, anlb = v,
-1

Como b # 0, segue imediatamente que ail'= v.b ,
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i = 1,2,.'0."1‘1.

Consideremos as seguintes situagoes:

(1) (r,&) e S(R x H), isto €, c = 0.

Para a = 0; temos que (r,£) = (-1,0) e, neste
' caso g,, g3, ..., 8, podem ser quaisquer veto-
‘res para os quais' geSp(n).

Para a # 0, temps ajq = uia_l, para i =1,2,...,n,

ou seja, u = ab—lv, € g5, 835 ++- &, SEO quéis_

quer vetores, para os quais geSp(n).-
(2) (r,g) e iht {D(R x Hj}, isto € ¢ # 0.

Para a = 0, temos a;, = uic , para i =1,2,...,n,

€ gzs ggr +--» & tais que geSp(n).

Para a # 0, temos aiz = (u; - viab—l)c—l, para
i=1,2, ..., ne B3 84s +ves &y tais que
geSp (n) .

Logo, em qualquer 6rbita G(u,v), em S(Hn X Hn),
com p(u,v) # (1,0), existe um Unico elemento da
. forma s+(r,g). |

Analogamente, determinamos g = (gl’gZ""’ gn)e
Sp(n), tal que g.satf,g) = (u,v), com (r,£&) #
# (-1,0). Neste caso, como -a # 0,.segue que
ajq = uiafl,vpara i'=1,2,...,0.

Agora, para as demais colunas de g, ocorrem as
seguintes situagoes:

v (1) (r,&) e S(R x H), isto &, c = 0.

Neste caso, g,, 8z, .+ 8, sao quais-

quer vetores tais que geSp(n).

(2) (r,E)eint {D(R x H)}, isto & c # 0.
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Para b = 0, temos a;, = vic_l, para i = 1,2,...,n.
€ 82,845 +-+r 8y sao tais que geSp(n).

| _ _ -1, -1
Para b # 0, temos a,, = (vi uiba Jc ~, para
i=1,2, cees N, € 2y 8ps o eees 8y tais. que

geSp(n).

Logo, em qualquer 6rbita G(u,v), em S(H™ x H™), com
o(u,v) # (-1,0), existe um Unico elemento da forma

s_(r,8).

._D(R x H) & homeomorfo a S(H" «x Hn) / Sp(n).

Consideremos as seguintes aplicacgoOes:

v @ D(R x H) - {(21,0)} ~ s(H"™ x HY / Sp(n),

definidas de modo que os diagramas abaixo sejam co-

mutativos

Yy

D(R x H) - {(£1,0)} ~ SH™ x H") / Sp(n)
o4

s aplicacgao

%

n orbital
s(H"™ x HM

[l

Entdo, ¥ (r,g) = n(s,(r,€)), para (r,g) # (1,0) e
y_(r,g) = m(s_(r,£)), para (r,£) # (-1,0). Pelas ob
servagoes 1 e 2, temos que VY (r,g) = ¥_(r,£), para
(r &) # (1,0) e (r,£) # (-1,0). Além disto, ¥ (1,0)#

# ¥, (-1,0). Definimos

Y : D(R x H) - S(Hn X Hn) / Sp(n) por
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¥(r,g) = ¥, (r,) = ¥_(r,8), para (r,£) # (1,0) e
(r,£) # (-1,0), ¥(1,0) = ¥_(1,0) e ¥(-1,0) = ¥,(-1,0),

Sendo m, s, e s_ continuas, temos que Y, e ¥_ sdo
continuas e, portanto ¥ € continua ([3], p. 83, Teor.
9.4). Também temos que Y € sobrejetora, ja que dado
um elementoAB € S(Hn x HY) / Sp(n), existe
(r,g) e D(R x H), com ¥(r,g) = B, pela observagao 2.
Além disto, ¥ € injetora, pois se ¥(r,g)=¥(r'.g") ,
vébm (r,g) e (r'; £') diferente de (1,0) e : (-1,0),
entao n(s;(r,g)) =‘n(54(r',g')), logo s+(r,£) e
s,(r',g') estdo em uma mesma orbita, portanto, pela
observagao 2, (r,£) = (r',£'). Assim, V & um homeo-
morfismo ([3], p. 226t Teor. 2.1).

Temos, entdo, que D(R'x:H) se identifica, atraves
de ¥, com S(Hn X Hn) / Sp(n) e p se identifica com

e

4. As aplicagoes s, e s_ sao seccgOes para p.

Vamos determinar os grupos isotropicos dos elementos de

S(H® x Hn).IS¢ja x =s_(r,£)

r bﬂ
X = s‘(r,g)b= 0 0
0 0

Para c # 0, o grupo isotrdpico de x € o conjunto A

constituido dos elementos de Sp(n), da forma
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onde * Sp(n - 2).

- Para ¢ = 0, o grupo isotropico de x € o conjunto B dos

elementos de Sp(h), da forma

onde * e Sp(n - 1).

Analogamente, Os grupos isotrdpicos de y = s, (r,E),

[a )
C

y = |0
0 0
L .

sdao os conjuntos A e B, para c # 0 e ¢ = 0, respectivamente. As-
sim temos qué as Orbitas destes elementos sao, Tespectivamente,
do tipo Sp(n) / A e Sp(n) /.B. Afirmamos a existencia de dois
tubos ao redor das Grbitas dos pontos x = s, (r,£) e x = s_(r,£),

_respectivamente;"com'(r,g) e S(R x H). Com efeito, consideremos:
¥, + Sp(n) x5z B [s, ( D(R x H) - {(:1,0)} Y]~

- SH™ x ) - o7t (1,00} , definidas  por

Wi [g,hsi(r,g)] =g hsi(r,g) (produto de matrizes).
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Mostraremos que € um homeomorfismo. Analogamente,
se poderia mostrar que y_ também &€ um homeomorfismo. De fato,

temos que y, estd bem definida, pois

v, [ef, f'lhs+(r;§)]

fl

(gf) (£ lhs (r.£)) =

ghs (r,8) =

v, [g, hs (r,8)]. Ago?a, se
v, (g.hs, (r,8)] = v, [g",h's (x',E")]
entao ghs, (r,8) = g’ h?s+(r’,g'), ou seja,
s,(r,8) = (gh) 1(g'h") s, (r',€").

Portanto, s _(r,g) e s (r',£") estao em uma mesma Orbi-
ta em S(H" x H™), logo, (r,%) = (r',é'). Entao, s _(r,8)= s, (r',8")
e, consequentemente,.k = (gh)_l(g'h') pertence ao grupo isotropi
co de s+(r,g). | |

Neste caso,

.[g',h"s‘*(r',g')] [g'h',s+(r",g")]

]
1]

[(gh)k,s, (r,8)]

[gh.k s, (r,8)]

[gh,s, (r,€)]= [g.,hs, (r,£)]

[}

e, portanto y_ € injetora. Por outro lado, se (u,v) eS(Hn X Hn)-

- p'l{(l,O)}, entao existe geSp(n), definido na Observagao 2,
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tal que
v, (g.(id) s, (r.6)] = g.s,(r,8) = (u,v),  onde

(r,£) = p(u,v)

Portanto, y_ € sobrejetora. Consideremos, agora, o dia-

grama

aplicagdo
sp(n) x B[s,( DR x H) - {(1,00}]] L%l spm) xy Bs,( DR x H) -{(1,001]

[0
b,
sH™ x HY - ¢1{(1,0)}
onde a, definida por a(g,hs+(r,g)) = gh s _(r,£) é contiﬁua, pois

as operagdes envolvidas em sua definigdo sdo continuas. Como a
aplicag@o orbital & aberta, segue que ¥, € continua. Tendo em
vista que a aplicagdo a & a restrigdo de uma agdo de Sp(n) no es
pago das’matrizes_quaterniBnicas n x 2, segue que a € fechada

(Prop. 2.2 - Cap. 1) e, portanto, Yy, € um homeomorfismo.
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APENDICES

I. Nogoes elementares de Categorias e Funtores

Referencias: [1], [6], [14]

Definicao I.1
Uma categoria a, consiste de:

- (1) uma colecgdao de objetos, Ob( a);

(ii) para dois objeios A,BeOb( a), ~um conjunto
Mora(A,B), chémédo conjunto dos morfismos de A
em B; | | | |

(iii) Para trés objetos A,B,CeOb( a), uma lei de com-

posigao

Mora (B,C) x Mora (A,B) -~ Mora (A,C)

satisfazendo aos seguintes axiomas:

1. Dois conjuntos Mor, (A,B) e Mor, (A',B') ou sdo dis

juntos, ou sao iguais e, neste caso A = A' e B = B'.
2. Para cada objeto A, existe um morfismo idN:MdEJAJU
que.atué como identidade a esquerda e a direita pa-
ra 0s elementos de Mora (A,B)»e Mora (B,A), respec-
tivamente, para todo BeOb( a).

3. A lei de composigdo € associativa.

- Observagao

Quando ndo houver necessidade de especificacdao, usare-
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mos Mor (A,B) em lugar de Mora(A,B).

Definigao I.2

Sejam a e B categorias. Um funtor covariante F, de a

em B, € uma lei que a cada objeto A em a, associa um objeto F(A),
em B, e a cada morfismo f : A > B, associa um morfismo F(f) : F(A)~»

+ F(B), tal que:

1. Para todo AeOb( a), temos
F(idA) ='1dF(A)

2.Se f: A>Beg: B+ C sao morfismos de a, entao

F(g.f) F(g) .F(f)

_ No caso em que F satisfaz a condigao 1. acima, mas na
condigao 2, vale F(g.f) = F(f).F(g); dizemos que F € um funtor

contravariante.

Definigao I.3

Dada uma categoria a, uma subcategoria B de a  diz-se
completa se, dados dois objetos B,B' e Ob(B), entao Mora(B,B') =

= MorB(B,B').

Definicao I.4

Dizemos que A € um pull-back do diagrama
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o .
W > X
fe) /
10j .
B A f
Y > Z
h

quando A C X x Y, A = {{(x,y) | £f(x) = h(y)}; fo = hB, e existe
uma unica aplicacdo 6 : W » A, tal que o diagrama € comutativo

Neste caso, dizemos que

proj.
r X
proj. ’ f
| _ —z

€ um diagrama pull-back.
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II. Nogoes elementares de Topologia e Grupos Topologi-

COS

Referencias: [1], [3], [10]

Definicao II.1

Dados dois espacos topolodogicos X e Y, dizemos que uma
aplicagdao f : X » Y € um mergulho, quando f € um homeomorfismo

sobre sua imagem.

Definicdo II.2

Seja AC B e f : B> A, Dizenos que f & uma retragao,

quando f/A = idA. . i

Definigao II.3

Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo de G. Por
aplicagao canonica, ou aplicagao quociente, de G em G/H, entende
mos a aplicacao m : G » G/H, definida por = (g) = gH, para todo

geG.

Proposicao II.1

A aplicacdo canonica € continua e aberta.
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Definicao II.4

Seja G um grupo topoldogico e H um subgrupo fechado de
G. A topologia quociente € a topologia, atribuida a G/H, que tor-
na a aplicagdo canonica continua, isto &, A € um aberto em 'G/H,

quando ﬂ-l(A) for aberto em G.

Definicao II.5

Um espago de Hausdorff X € dito regular, se cada xeX
e cada conjunto fechado A(_ X, x ¢ A, possuem vizinhangas disjun

tas em X.

Definicao II.6

Um espaco de Hausdorff X € dito normal, se cada par de
subconjuntos fechados de X, disjuntos, possuem vizinhangas dis -

juntas em X.

Definicao II.7

Um espaco de Hausdorff X & dito completamente regular,
se para cada'ponto xeX e cada conjunto fechado A (C X, x g A,
existe uma funcgdo continua f : X » I, tal que f(x) = 1 e f(a) =0,

para todo acA.

Definicao I1.8

Se G € um grupo topoldgico, entdo uma representacgao

real (complexa) de G, € um homomorfismo continuo p: G » Gi(n,R),
(G1(n,C)).
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Definicao II.9

Dizemos que G age ortogonalmente sobre Rn, se existe
um homomorfismo p : G » O(n), e G age sobre R por g(x) = p(g)x,
atraves do produto de matrizes. Neste caso, dizemos que p € uma

representagao ortogonal de G.

Definicao II.10

Seja G um grupo compacto e F = {f : G » R}. Para heG,

1

sejam Ry f e L f definidas por R, f(g) - f(gh) e L f(g) = f(h™ "g).

Definimos a integral de Haar como sendo a fungao I : F > R que

vsétisfaz as seguintes condigoes:
(a) I(£ + £,) = I(£y) + I(£,)
(b) I(cf) = c I(f) , ceR
(<) Se.f(g) > O, para todo geG, entao I(f) > 0
(dj I(lj =1
(e) I(Rhf) = I(th) = I(f), para todo heG.

Notagéo: Usamos a notagao wff dg = I(f).

Proposicao II.2

Seja £ : G x A > R continua, onde A & um espago topold
gico e G € um grupo compacto. Entdo, a fungao F : A » R, defini-

da por F(a) = f'f(g,a) dg € continua.
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III. Nogcoes elementares de Gfupos de Lie

Referéncias: [1], [2],.[4], [7], [8]

- Definicao III.1

Seja U C:Rp, aberto, e f uma aplicagao de U em R™, Dize

mos que f & diferenciavel, se tem derivadas parciais continuas,

de todas as ordens.

Definicao III.2

Seja X um sobconjunto qualquer do R", e f uma aplicacao
de X em R™. Dizemos que f é diferencidvel, se pode ser localmente
estendida a uma aplicagao diferenciivel sobre conjuntos abertos,
ou seja,vse para todo xeX, existe aberto U_C:X, com xeU, e uma

‘aplicagéo F: U-R" tal que F = £ sobre U[) X.

Definicao III.3

Seja XCR" e Y C R®. Dizemos que uma aplicagao f : X »
> Y & um difeomorfismo, quando f & uma bijegdo diferenciavel, cu-

ja inversa também & diferenciavel.

Definicao III.4

Seja X(C R™ e Y(C R™. Dizemos que £ : X » Y é um difeo-
morfismo local, se cada xeX possui uma vizinhanga aplicada difeo-

morficamente, por f, em uma vizinhanga de f(x).
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Proposicao III.1

Se £f : U+ YV € um difeomorfismo, entao dfX S R® > RN &

um isomorfismo, para todo xeU.

Proposicao III.2

Um difeomorfismo local é um difeomorfismo global sobre

sua imagem, se, e somente se, for injetor.

Definicdo III.5

Seja X (C R™. Dizemos que X & uma variedade diferencia-
vel, k-dimensional, quando X & localmente difeomorfo a um aberto
do Rk, ou seja, cada xeX possui uma vizinhanga V, em X, que é di-

feomorfa a um aberto U do Rk.

Definicao III.6

Nas condigoes da Definigao ITI.5, um difeomorfismo
@ : U+ V & chamado uma piarametrizagdo de V e o difeomorfismo in-

VEerso ¢—1 : V> U©é€dito um sistema de coordenadas sobre V.

Definicdo III.7

Seja X_C:Rn e ® : U > X uma parametrizacao local em x,

sendo U C:Rk, aberto, com QO = §(0) = x. Definimos o espago tan-

gente de X, em x, como sendo a imagem da aplicagao d¢o : Rk - RM,

e representamos por TX(X).
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Definigao III.8

O espago normal de X, em x, representado por NX(X), e

o complemento ortogonal de TX(X) em R",

- Proposigao III.3

Para quaisquer variedades X e Y, temos

Ty X x ) = T (X)) x T (Y)

Proposicao III.4

Sejam f : X » X', g : Y > Y' aplicagdes diferenciaveis
eseja fxg: XxY->X" xY' definida por (x,y)—(f(x),g(y)).

Entao,

d(f x g) = dfx x dg

(x,y) y.

Proposicdo III.5 - Teorema da funcdo inversa

Seja £ : X » Y uma aplicagao diferenciavel, cuja deriva
da dfx’ em um ponto xeX, € um isomorfismo. Entdo, f & um difeomor

fismo local em x.

Definigao III.9

Um grupo de Lie € uma variedade diferencidvel G, com

uma estrutura de grupo, de modo que as aplicagoes

(X,y)—— Xy € xX—x 1
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sao diferenciaveis.

Proposigao III.6

A imagem de um homomorfismo continuo ¥ : H + G, entre

grupos de Lie, € um grupo de Lie.

Proposigdao III.7

Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie & um grupo de

Lie.

Proposigao III.8

Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, e

m : G ~» G/H a aplicagao candnina. Entao:

(i) = é diferenciavel
(ii) Para todo gHe G/H, existe uma vizinhanga U(gH) e
uma aplica¢ao diferenciavel o : U » G, tal que

T.O = 1dU.

Dizemos que ¢ € uma secg¢ao.local de .
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