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RESUMO

Esta dissertagao estabelece que se a
palavravAanAj e FPrt-universal, entao também o é a
palavra.AijAn. Além disso mostra condigoes necessari
as para que as fungoes f e g satisfagcam a  equagao

~ M _ncj
rk fgf-.



ABSTRACT

This dissertation establishes that
if the word AanAj is FPrt-universal, them so is
the word AijAn, and also exhibits necessary con-
ditions for functions f and g to satisfy the equa
tion r

_ M n_j
K fgf’.
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INTRODUGAO

Eis um estudo sobre alguns aspectos de palavras
FPrt-universais.

O capitulo I apresenta as definigoes, proprieda
des e notacgbes basicas que sao usadas no transcorrer de to
do o trabalho.

O capitulo II inicia com uma perspectiva histo-
rica e apresenta, depois, dois teoremas que sugerem uma a-
rea de utilidade, em algebra, de nossas descobertas, apre-
sentadas posteriormente.

O primeiro teorema, usando o Axioma da Escolha,

afirma que se a equagao y = W (x ...,xn) tem solucgao

}.’
<X1""'Xn> em um semigrupo de fungoes, para cada funcgao
y finita, injetiva, e bigraficamente conexa, entao esta e-

quagdo também tem solugao para cada y ¢ A, onde A & o con

junto das fun¢oes f tais que para todo x e Dom(f), x & e-

lemento de um ciclo f ou x ¢ {fi(b) : i ¢ w} para algum
b ¢ Rng(f), e que | £l (x): x € w} & finito.

O segundo teorema do capitulo II afirma que se
y =W (xl,...,xn) tem solugao para toda fungao y finita ,
injetiva e conexa, entao a equacgao também tem solucao para
cada funcdo finita. Como & esperado, no caso finito a de-
monstracdo & conseguida sem o uso do Axioma da Escolha.

O objeto central da tese aparece no capitulo

III, onde & mostrado que, se uma palavra W(A , B), da for

n.m,k . . -
ma A BA representa, no sentido mencionado nos paragra



fos anteriores, toda funcao finita, entdo a palavra Ak
B"A"  também tem esta propriefade. Este resultado esten
de um resultado analogo, mas ja conhecido, para pala -
vras da forma A"B™ .

No capitulo ITI investigamos, tambem, as
condicBdes para y = x0 xT xX ter solugdo <x,,x3 para
cada y da forma

0O = 1 +=— ... &> k- 1.



CAPITULO T. Generalidades.

Preliminares. Constarao deste capitulo

notagoes e convengoes que aparecem no transcorrer do tra
balho. Também definicoes e propriedades especificas cor-

relacionadas com O nosso estudo.

Conjuntos e nimeros. A letra % represen

té o conjunto dos nimeros inteiros e w, © conjunto de to
dos os inteiros nao negativos. O nimero 0 denota tanto o
inteiro zero, como o conjunto vazio. Para k ew\l, o sim-
bolo k denota o conjunto {0,1,...,k-1}. Para {m,n} ¢ w

com n € m, & claro que m\n = {n,n+1,...,m-1}. Assim, por

exemplo, 0 ¢; 3 = {0,1,2}; e 3\1 = {x: x €6 3 aAax¢g1}=
= {1,2} .

Sejam 0 # n ¢ Z em ¢ Z. A expressao njm
significa que n & divisor de m, isto &, que existe ge Z,
tal que m = ng. Quando tivermosbque n nao & divisor de m
entao poderemos escrever' ntn . Para i € w, quando nilm,
mas ni+1hn , entao dizemos que ni divide exatamente m e
anota-se ni||m.

Para um inteiro x»>1, a expressao S(x) de-
nota o minimo fator primo de x, e M(x) designa o minimo
mﬁltiplo comum dos inteiros 2,...,X.

Para um conjunto arbitrario X, o cardinal

de X sera expresso por |X| . Segue que |k| = k e que

lw] = 2.



Relacoes e funcgoes. Quando f & uma rela

cdo bindria gualquer, isto &, um subconjunto de X x X pa

ra algum conjunto X, entdo f !

denota {<y,x> ;<x,y>e f};
Dom(f) denota {x: Jy<x,y> € f}; Rng(f) denota pom (£~ ') ,
também chamado de amplitude de f;$(f) denota bom(f) y
Rng (f) . Temos f A designando (A x Rngf) N f e indica -
mos por idfx ao conjunto {<x,x> : x € X}. O conjunto
{y: <x,y> e f . x € A} onde A & o Dom(f), & denotado por
£{al.

O grafo direto, também chamado mais breve
mente de "digrafo" representa uma relacdo binaria £ em
um diagrama, onde uma seta x —> y € seta de tal digra-
fo, se e somente se <x,y> ¢ f.

A composigao das relagoes binarias £ e g

sera simplesmente expressa por fg. Assim fg denota a re-

lagdo {<x,y> : dz <x,2> € g . <z,y> ¢ f}.

Chamamos uma relacao binaria f de fungao,

se e somente se {<X,y> , <x',¥>} ¢ f implicar em x =x'
para x,y e x' elementos quaisquer. Para f uma funcao, e
para x € Dom(f), o {(nico elemento do conjunto f|[{x}] é
chamad., de imagem de x sob f, Representamos essa imagem
de x sob f por uma das expressoes f(x),fX e xf.

Quando u e v sao relagoes binarias, escre
vemos u < v para significar que existe uma fungao h tal
que u = {<h(x), h(y)> : <x,y>e v} e escrevemos u = v pa
ra exprimir que existe uma injegao p tal que u = {<p(Xx),
ply)> : <x,y> ¢ v} .

Quando n e w\2, entdo r,  significa a fun-

gao {<i,i+l> : i € n-1} e C, significa r U {<n-1, 0>}.



Chamamos r ~de ramo candnico. Se f = ro entao chamamos
f de ramo de comprimento n -1 . Chamamos Cn de permu-
tagdo candnica ciclica do conjunto n. Se f = C_~ entdo

diremos que f & um ciclo de comprimento n.

Quando I{ X, o ien+ 1} | n > 0, en-

tdo é claro que a fungao {< x. , Xip,> +ien € um
1

ramo de comprimento n; escrevemos esta fungcao na forma

(Xg ¢+ Y3v oy X ]. Um ramo de comprimento um & chama-

do de ramo trivial. E Obvio que (x,, X, , ...,xn]z r -
0 ciclo (Xg, X, 4 +«., xn] Vo< x 0 x>}
de comprimento n+l , escrevemos na forma (xo,,.., xn).

Quando g & uma fungdo qualquer, escreve -
mos f: x > y para indicar que y = f(x). Uma expressao
do tipo f: y, — y, > y, indica que f: y, vy, en
quanto que f: y, —> y, . Assim temos que f?(y,) = y,
ou que f?: vy, —> vy,

Quando g & uma relagao binaria, entao os
elementos em Dom(yg) \ Rng(g) sao chamados de brotos de
g.

Seja f uma fungao nao vazia. Escrevemos
que £ ¢ A se, e somente se para todo X E'Dom(f) tiver-
mos {fl (k): iewl}l finitoeoud iew tal que
£1 (x) = x ou ;] broto bde f ey 3 ¢ w tal que £1 (by=x.

E claro que C, € A para todo k € w \1 .

k
Tambem r, € A para todo k e w\2.
Seja X um conjunto arbitrario+ Temos Prt
(X) para denotar o conjunto {f: £ & funcao e $(f) g X}.

X . ~
Chamamos de X ao conjunto das fungoes f € Prt (X)

tais que X = Dom(f) . Sym(X) & o conjunto de todas as



permul.o ocs de X.

Termos universais. Seja §* o momdide 1i

vre gerado pelo alfabeto finito : = { A, B,...} . Seja
a € L*¥ . Seja S um semigrupo e x ¢ S. Escrevemos que
(@ ¥+ x)S para expressar gue existe um homomorfimo

t* —> S tal que o > x (Ver fig. 1 e 2 no apéndi-
ce). Quando (a + x)S dizemos que « representa x em S.

Dizemos que o & universal para S, ou es-
crevemos o++S se, e soOmente se, para qualquer Y € S
tivermos gue (a + y)S.

Quando £5 & uma familia de semigrupos,di
zemos que uma palavra @ & F<& -universal se, e sd se
a++S para cada elemento finito S €#¥ ; dizemos que o e
I & ~-universal se, e sOmente se o++S para cada elemen-
to infinito S ¢ Z& ; e dizemos que a & &= -universal se,
e sémente se o for ambos F == -universal e Iéé—universa;

Interessamo-nos principalmente pelas se-

guintes familias de mondides: Prt = { Prt(X): X & con -

(D\

junto}; Myc = {XX : X @ conjunto}; Sym = { Sym(X): X
conjunto} .

Em nosso trabalho, Rep(a, £, X) designa
a familia de todos os homomorfismos 5n* —> Prt(X) tais
que o > f.

Quando escrevemos Rep(a , £, X) # ¢, di=~
zemos O mesmo que (a + f)Prt(X). Apenas a primeira for
ma tem precedéncia historica.

O simbolo o denotara a ordem parcial



na familia de todos os homomorfismos de §n* em Prt(X) co
mo segue: ® % Kse, e 55 se, ® (B) ¢ Ko (B) para  todo
B el*

Quando {a,B} c I* entdo oB significa a
palavra formada pela concatenagao de a e B . Por exem -
plo, se o = AB e B = BAA entao gf = ABBAA enguanto que
Ra = AABBA.

Para o er* a expressao |a| denota o com-
primento de o. Por exemplo, quando o = ABBAB, entao la,
= 5. E claro quelgyl=Ipghyl para {B,y} ¢ £* . A palavra
vazia & escrita ¢. Certamente R¢p=f =¢f para g e r* elﬂ
= (0 se, e sO se, Yy = ¢. Para n ¢ w e B €i* temos que

|I8™] = n |B

Chamamos Bde segmento de o€ Z*, se e so-
mente se, o = ARS para algum {X,8} ¢ I*. Diremos que
B & segmento a4 direita (esquerda) de a , se e sO se, a=
AB (a = BX). respectivamente, para algum X € I*. Se B &
segmento de a tal que 0 <|B|<|a| , dizemos que B & seg
mento proprio de &,

Dizemos que B & bordo de o, se e somente
se, B é; simultaneamente, sgmento proprio a direita e a
esquerda de o, Dizemos que uma palavra & bordada se ti-
ver bordo. Por exemplo, se a = A’B*CBA’B entio A2B &
bordo de @ e a & bordada. Uma palavra B8 # ¢ & dita bor
do curto de a € L* se, e somente se, o= BYyBR para algum
Y € £Z*, Por exemplo, se a = ABABABA ent3o ABA e A  sio

bordos curtos.

A complexidade de uma palavra o & igual

ao namero de blocos de ocorréncia continua de uma letra



uma ou mais vezes. Os exemplos no paragrafo abaixo dao
bem esta idéia, no entanto, quem desejar mais formalida-
de podera reportar-se a Milton Luiz Valente, em sua Tese
de Mestrado [11] .

Quando o = AAABBAAAAB, isto €, quando a =
A’B?A"B, entdo o tem complexidade quatro; A"B" tem com-
plexidade dois; AmBnAj tem complexidade trés. As pala-
vras de complexidade trés, no alfabeto {A,B} , sdo obje
to principal de estudo em nosso trabalho.

Quando @ € L* e L € I, entao o numero de
ocorréncias da letra L na soletracao de a chama-se mul-
tiplicidade de L em a. A expressgo gdc(a) denota o mai-
or divisor comum das multiplicidades das letras em a. Se
gcd(a) = 1, entao o & chamada de relativamente prima.Por
exemplo, se o = A°B’A"B entdo gcd(a) & o maior fator co-
mum de 6 e 4, isto &, gcd(a) = 2, neste caso.

Soletragao inversa de o & denotada por T
e significa a palavra o escrita em sentido contrario. Te
mos, por exemplo, que se a = A’B’A, entdo @ = AB’A? e,
se B = AB*C®A, entdo B = AC’B?A.

Sejam {a,R} ¢ I*. Chamamos de conjugado
ciclico de o e escrevemos ou8 se, e somente se existir
{u,A} ¢ * tal que g = u) enquanto B = Au} Por exemplo,
A?B3AVAB®A’vB*A3vB?A’BvBA’B?p%B?. Por [l0, Proposigao

1.18] temos que v & uma relacdo de equivaléncia em I*,



CAPITULO II. Termos unhiversais.

Uma perspectiva historica. As primeiras

nogcoes de "Termo Universal" surgiram com Jan Mycielski
por volta de 1964.

Em 1960 J. R. Isbell [3] publica o pri-
meiro trabalho sobre o assunto. Ele chama uma palavra o
de bordada, se e somente se existe palavras B#¢ e T tal

que o = BTB,

Primeiro Teorema de Isbell: Se o nao e

bordada, entao ¢« & IMyc-universal.

Seque que B'A™ & IMyc-universal para to-
do {n,m} ¢ w\l.
Uma permutagao h de X & chamada de involu

¢do de X se, e somente se h? = id[X.

Segundo Teorema de Isbell: Seja n = pk pa

ra p primo e k & w. Seja X finito. Seja g ¢ XX_ Entao

existe f € X e uma involugao h de X tais que g =f% h.

Facilmente segue do Segundo Teorema de

Isbell que N S N AP R RS -t NCE -7 FMyc-universais

para todo {i,j} ¢ w quando n = pk com p primo e Kew. Vi
mos também que BUaY & Myc-universal sempre que u e v fo-
rem, um Impar e outro inteiro da forma pk, com p primo.

Respondendo ds perguntas de Mycielski,



Isbell observou, pelo Primeiro Teorema dele, que B”A? &
IMyc-universal, mas ndo & FMyc-universal, pois B*A*?
nao representa c, em 22. Ele observou pelo seu Segundo
Teorema que A?B2A e FMyc-universal. Ele também obser-
vou que A?B?2A ndo & IMyc-universal, pois A’B’A ndo re-
presenta s, em Yy, onde s, denota {<x,x+1> : x€w}.

Isbell mostra que BA?BA e BAB’A sao FMyc

-universais, e pergunta se sao Myc-universais.

Em 1972, na tese de doutorado, G. F. Mc-
Nulty [5] faz uma generalizagao do Primeiro Teorema de

Isbell que enunciamos abaixo:

Seja X infinito. Seja J ¢ Z*\{¢}tal gue
cada elemento de J & nao bordado, € tal que para {ao,8}
c J, com q#B , acontece que nem o €& segmento de B nem
existe u#¥¢ tal que v &, ao mesmo tempo, segmento a di-
reita de a e segmenfo a esquerda de 8. Seja'ﬁiz J — %x

fungao arbitraria. Entdao existe um homomorfismo KK

£* > XX tal que ¥ |7 =R .

Em 1973, D. M. Silberger, [8] e [9], ge-
neraliza o Segundo Teorema de Isbell na outra direcgao,

com O seguinte teorema:

Seja o uma palavra que ndao possa ser es-

crita o = Bp = B para ¢# B# a . Entao o € IPrt-univer

sal.



Em 1974, Silberger e McNulty provam o te
orema:

Sejam X infinito e J ¢ Z*\{¢} , J nao
contendo palavras bordadas e tal que para {«,B8} c J ,
com « #B , acontece que, nem o € segmento de B , nem
existe u #¢ tal que ¢ e; ao mesmo tempo, segmento a
direita de o e segmento a esquerda de B.Seja’ﬁ;J —— Prt
(X) funcao arbitraria. Entao existe um homomorfismo K:

I* —— Prt (X) tal que K[J = %%,

Varios autores concordam, entre eles ’
Sierpinski e R. A. McKenzie, que na caracterizagao das
palavras IMyc-universais, basta estudar o alfabeto 1 =

{a, B} de duas letras. Silberger [8] demonstra que o

mesmo vale para palavras IPrt-universais.
Silberger, no teorema principal de [9}

da uma contribuicao de importancia central em nossa te-

se:

Teorema: Seja o € L*. Entdo a & Prt-uni
versal se, e somente se, a representa f em Prt ($f) pa

ra cada f injetiva e conexa.

Entre as conseqﬂéncias deste teorema, en
contram-se em |9] as que listamos abaixo.

Em [9], s denota {<n,n+1> : n ¢ Z}; s,
denota slw; p  denota s;l; s denota o ciclo (0 1

+



... n-1) para cada inteiro n>1 e Py denota pJ‘k para
cada inteiro k > 2. B denota {s,;s,,p,tuls s n>1lu {p,

n>2}. Entdo B ¢ ¥, e cada elemento em ¥ & isomorfo
como um digrafo a exatamente um elemento em 8 , onde f

denota o conjunto das fungoes injetivas conexas.

Os resultados comprometidos sao:

» .
1) Seja 1 <m_g?¥. Seja Rep (o,f,$f) #¢ pa
ra cada f el com ]fiSm. Entao o € Prt(k)-universal para

cada k < m.

. - .
2) Seja l<m_5;%. Seja Rep(a, pn,$pn) # ¢
sempre que 2<n<m. Seja k<m. Seja g e Prt(k) tendo a pro

priecdade de que cada componente do digrafo tem um vér-
tice que nao é elemento da amplitude de g. Entao Rep

(a,g,k) # ¢ .

3) Seja Rep(a,p ,$p ) # ¢ # Rep(a,p ,» ).

Seja g qualquer funcao cujos digrafos componentes tém

um vértice que nao esta na aplitude de g. Entao Rep

(a, g, $9) # ¢ .

4) o & FPrt-universal se, e sO se a & uni

versal para <Point X,0> para cada conjunto X. Aqui, a
- _ , ' XU {X}

expressao Point(X) denota o conjunto de todas fe€

(X U {X} tais que f£f(X) = X. (Note que X £ X, e que es-

tas fungoes f sao justamente as transformacoes de X U{X}

que fixam o ponto X.)



5 -1

5) Seja 1 £ n <y e seja (n, gcd(w)) =

Entao Repl(a,s,,n) # ¢

6) Se gcd(o) = 1 entao Repl(a, sn,n) £ ¢

para cada n 2 1 e além disso Repl(a, s, Z) # .

7) Seja gcd(a) um inteiro par. Entao Rep

(o, Son’ 2n) = ¢ para cada inteiro positivo n > 1.

8) Seja X qualquer conjunto, e seja a re

presentando £ em Sym X. Entao @ representa f em Sym X.

9) Seja R qualquer conjugado ciclico de «
Para cada n > 1 de Repl(a, s, n) # ¢ , entao Rep(B,s,,n)#
# ¢ e, se a representa s em Sym Z, entdao B também repre

senta s em Sym (Z).

10) Seja Rep (ByB,s, Z)# ¢.Entdo (vB?,sZ)

# ¢ # Rep(B%?y,s, Z).

11) Seja o bordada. Entao a = BvR para al-

gum ¢ e para algum B nao bordada e nao vazia.

Dy

12) (AB)nA Prt~universal para cada ne w.

13) B(BA) = & Prt-universal para cada ke w.

14) (BA)"A & Prt-universal para cada kew.
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15) B3A? & Prt-universal.
16) B2A® & Prt-universal.

17) B*AY & FPrt-universal sempre que x e

y sao inteiros positivos impares.

18) Seja n > 1. Entdo B"aB™"'A & pPrt-uni-
versal.
. ~ + - .
19) Seja n > 1. Entao BA" lBAn e Prt-uni-

versal.

Em 18) e 19) encontra-se a resposta forte
mente afirmativa a pergunta de Isbell com respeito as pa
lavras BA’BA e BAB’A, pois claramente Prt(¥) -universal
implicara em XX—universal para todo conjunto X e, por-

tanto, Prt-universal implica Myc-universal.

20) Seja k € w\2. Seja Py = f?2.g%2. £ on-
de {f, g} ¢ Prtk. Entao f € Sym k, £3(0) = k-1 e g ¢

sym(k\{£(0)} ).

Seja 1 a palavra A’B’A. Entao:
21) Rep(t, p;,3) = ¢

Rep(T, P+: w) = ¢

Rep(?, Py » 3) = ¢

re
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22) seja k 2 1. seja p, = f.g?.£? onde
{f, 9} ¢ prtk. Entdo £ € Sym k, £°(0) = k-1, e g € Sym

(xk\{£20) ).

Entre os resultados acima transcritos, os
nimeros 20, 21 e 22 sao especialmente importantes em nos
so trabalho. De fato, o nosso teorema 3,1 & uma generali
zagao das afirmagoes 20 e 22.

Observemos que A’B’A e AB?A?s3o FMyc-uni-
versais, mas nao sao Prt(3)-universais, conforme a afir-

magao 21 acima.

Em 1977 A. Ehrenfeucht e D. M. Silberger
[l] estabelecem o teorema seguinte, estendendo o método

de Isbell a fim de melhorar seu Segundo Teorema.

Seja n inteiro positivo, tendo um  menor
fator primo impar p. Seja k © maior inteiro tal que n|2k
seja um inteiro. Entao as duas seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

I) 2k+1 <p

II) Para cada X finito e para cada f ¢ XX

existe g € %X e uma involugdo h de X tal que £ = g'h.

Os mesmos autores em [2]| destacam o teore

ma € o corolario que seguem:

a) Seja {n, m} ¢ w\2. Entdo as trés afir-



magoes sao equivalentes:
D Msm) tn e Msm) T n;
11) B"A™ & Myc-universal;

111) B"A™ & FSym-universal.

b) Seja s > 1. Sejam L,, L,,... LS letras

distintas. Seja n{(j) > 1 para todo j. Seja o a palavra

de comprimento Z*i_l

Lg(S) Entao as afirmagdes seguintes sdo equivalentes:
I) Existe inteiros i e j tais que 1 < 1 < ue
J < s e tais que M(S(n(i) Tn e M(s(n(j Tn

II) o & Myc-universal;

III) o & FSym-universal.

Transcreveremos, agora, a generalizagéo do
teorema imediatamente anterior. Isto €, o teorema princi

pal de um dos mais recentes trabalhos de Silberger [7]:

Seja {n, m} ¢ w\2 . As afirmagdes seguin

tes sado equivalentes:
I) M(S(n)) Tm e M( Tn,

11) B"A™ & Prt-universal;

111) B"A™ & Myc-universal;

1v) B"a™

[p])

Sym-universal.

£ de especial interesse mencionar aqui o
trabalho de Margaret Weems Harriss [12] , Que em sua te-

se de mestrado, em 1977, chegou ao resultado:



Para todas as palavras de complexidade

dois, se uma palavra & FPrt-universal, entao sua sole-

tracdo inversa também o é.

Resultado semelhante acabamos de conse -
guir no teorema principal, o Gltimo deste trabalho,para

palavras de complexidade trés.

Os lemas, definigoes e proposic¢oes ime-
diatamente a seguir, isto &, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5,
com as respectivas demonstragoes sao tradugoes da auto-
ra.

Eles serao utilizados na demonstracao

.
dos teoremas que seguem, neste mesmo capitulo.

LEMA 2.1 [9, Lemma 2.1] . Seja f ePrt
(X), seja {fj: j € J} a familia de todas as componen-

tes conexas do digrafo f, e para cada j € J seja ?%.Inn

elemento em Rep(q, fj’ $fj). Para cada L t I seja ® (L)

denotando u{'?sj(L) : 3 ¢ J} . Entdo {® (L): Ler} ¢ Prt
(%), o homomorfismo ﬁgﬁ I* —» Prt(X), unicamente gera-
do por {& (L): L ¢ £}, & um elemento em Rep(a,f, X), e
ﬁéj a para todo j ¢ J. Entao o axioma da Escolha im
plica que, se Rep(a, fj, $fj) # ¢ para todo j e J, en-

tao Rep(a, £, X) # ¢
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Demonstracao. Como a familia {$fj: jed}
& disjunta aos pares temos que {6 (L) : L ¢ 1) c Prt(X)
conforme afirmado, e entao que o homomorfismo 3@ esta
realmente em Prt(X). Claramente ﬁ@j(s) g_%@(s) para to-
do B € L*, e entao ﬁ%& g_éZ>como afirmado, para todo
j e J.

Seja x ¢ X. Se x ¢ Domf, entao existe um
Gnico i ¢ J tal que X ¢ Domf, , e dai que f(x) = £, (x)=

é@i(a)(x) = aj%(x). Assim vemos que f c aﬁé.
2

Por outro lado, se x & Doma®?, entao x ¢

Doma (d)’ Domu{z#@j(a(d)) : § e J} = U{Doms’@j(a(d)):
j e J}, e entao x ¢ Domj%t(a(d)) [} $ft para um unico t

e J. Segue que X ¢ Dom:%&(a), e dai que ag@(x)=é%t (a) (

x) = f (x) = £(x). Por esta razio o7 c f e entao
aﬂ£’= f. Concluimos gque g£>e Rep(a, £, X).
a

, O lema que segde & uma generalizacao do

processo no qual "costuramos é@c e Q%D". (Ver figuras

nuimeros 3 e 4 no apéndice).

LEMA 2.2. |9, Lemma 2.3

. Sejam C e D

conjuntos e seja f uma fung¢ao tal que Cr\(DLJf}DI) = ¢

e tal gque exista exatamente um x ¢ C para o qual f(x) ¢

D£f[D]. Seja z ¢ D tal que f(z) = £(x). Seja # eRepl(a,

£[(Cc\{x}), C), e seja K ¢ Rep(a, £[D, D £[D]). Entdo

existe U ¢ Rep(a, £[(C D), CuDLE[D]) tal que %gv/
e tal que fQ»g i?l
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Demonstragdao. Existe um inteiro positi-

vo q < 4 -tal que a(q+1)é@o...o a(d)ég(x) € C\Dom a(q)ﬁ%

v
Para cada L ¢ I definimos L e Prt(CUDUE[D]) como se-

) B - ¥ 2
gue. Se L # o {(q) entao L sera L U L , mas o (gq) se-

3 ' : 8
ra a (qf%k) o (q)&lJ{<a(q+l)§50... %

{

o o(g+tl) o ...o0 a(d)b(z)>} . Entao seja’b : L* > Prt

(CLJDLJf[D]) o Gnico homomorfismo gerado pela familia

Y
{ LY : L e Z}.

Para cada t # x com t €(CyuD) NDomf, nods
( .

obviamente temos que o  (t) f(t). Além disso, a (x) =

% o . |
o (l)L Qeoeg O (q—l)ﬁg ) (q)bo o (g+l} ...oa(df%(x) =
> - A i , A
o (1Y o ..o alg=D%0 o (@0 algtl) T 0.0 a(@)®(z) =
aK(z) = f(z) = £(x). Entao, como Dom o = (CuD) Domf =

DomfF(ijD), temos que a? = ff(CuD), e entdo que‘{9/ €
. A
Rep(a, £[(CyD) CuDuUE[D]). E, pela definigdo de { temos

.- O‘ ,
que % o e que ¥ g iy .

NOs evitamos a demonstracao facil do se-

guinte:

LEMA 2.3.]9, Lemma 2.4 ]. Séjam F e G du
as quaisquer familias de relagoes. Entao (UF)o(UG) =

JU{foh: £f ¢ F e h € G}.

DEFINICAO 2.4. [9, Definition 2.5] . Se
ja h uma relacao qualquer. Seja H denotando $h. Um con-
junto C & dito preenchido por h se e somente se ambas as

inclusées Cc\h[C] ¢ H\h[H] e C\h—l[C] < H\h™' [H] sao
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satisfeitas. A expressao ¢ (h) designa a familia de to-

dos os conjuntos que sao preenchidos por h.

LEMA 2.5. [9, Lemma 2.6 |. Seja h uma
relagao qualquer. Seja F € ¢ (h). Seja 3 c ¢ (h). Entao
Fch[Fluh?[F] ¢ $h. Além disso, U ¥ ¢ ¢(h). Final-

mente, se h & uma funcdo,entdo h [F| ¢ F.

Demonstragao. Seja H designando $h. Como
F\(h [F] u b7 [F])= (F\h [F] )N (F\b ' [F]) ¢ (#\h [H] )
A (E\nT' [H]) = B\ (h [Hluh™'[H])= H\H = ¢ , temos que
F ¢ h[F]yh ™' [F] ¢ H, conforme afirmado.

E facil ver que Lfﬁhl[u’f1= Lfﬁ\k){h[E]:
Eef} c U {E \h (E] : E e?} c #\h [H] . Analogamente
podemos ver que U g\h“l [Ufﬁg H\h"l[H}.Entéo, U "4 e ®(h).

Agora suponha que h € uma fungao. Assuma
que o conjunto h [F] \F contém um elemento x..

Segue que x = h(y) para algum y ¢ F. Mas,
se y e h'[F], entdo x € h [h"'[F]] ¢ F. Assim devemos
inferir que y € F\h"'[F] ¢ u\n™' [H], e alcancamos o ab-
surdo y ¢ h"'[H] = Dom h. Entdo concluimos que h [F]\F=

¢ e dail que h [F] ¢ F.
A

COROLARIO 2.6. Seja g uma fungao. Seja

{M, N} ¢ @ (g). Entdo M = N se, e sd se g[M = g|N.
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Demonstragao. £ claro que se M = N  en-
tdo gl/M = g[N. Suponhamos agora que g[M = g[N. Segue que
glM] = g[N] e também gue MF\g-l[G}= Nf\g-l[G}.Pelo Le
ma 2.5 temos que g[M] ¢ M e dai que g|M] = g|[M|ng[G] ¢
MNg[G]. E, para qualquer elemento x € MNg[G|, temosque
X ¢ G\g]GIQ M\g[M] , e entdo que x ¢ g[M] .Assim MN g[G]
¢ g[M]. Inferimos que g [M] = MNg[G]. De forma andloga
vemos que g[N] = NN g[G] . Pelo Lema 2.5 temos que M¢ $g
= G. E, colecionando fatos temos que M = MNG = MN (g[G]
ug™ [6) = mNglchu mng™ [g])= g[Mlu mMngT [6]) =
gln] (NngTP[el= (NNg [G)u (NNg ' [G]) = NN (g]G] U
g '[c] = NNG = N.

g
Os seguintes lemas, isto &, 2.7 e 2.8 ,

com as respectivas demonstrag¢les sdo parecidos com [10 ,

theorem 1 ] .

LEMA 2.7. Sejam f e g relagoes binarias

Entao £ v g se e somente se existe bijegdao h: $f = $g

tal que g = hfh™

Demonstragao. Seja £ v g. Entao existe

uma bijecdo v: $f — $g tal que g = {<v(x), v(y)>: <x,y>
e £ }. Vamos mostrar que g = viv .
Seja <p, @ € g. Entao <p, @@ = <v(p') ,

v(g')> para algum <p',q'> € f. Desde que <q',v(g')> € v

temos agora que <p', P = <p', v(q')> evf. Mas <p:p>

€ v. Portanto, <p, p'> ¢ v'!' e <p', g> ¢ VE. Logo <p,q>

1

e viv ', Entdo g ¢ vfv~-!.



!. Sejam i' =

Agora seja <i, j> ¢ viv~
v 1(i) e §'= v ' (j). Entdo, desde que <i', i> ¢ V e
<i, 3> ¢ vfv ', inferimos que <i', j> e vivTly = vE .
Portanto, desde que <j, j'> ¢ v~ !, segue que «<i', j'>
e v ivf = f. Portanto <i, j> = <v(i'), v(j")>sz g. Con-
cluimos que viv™! ¢ g e portanto, finalmente que g =

viv ! .

Para demonstrar o reciproco, vamos agora

supor que g = hfh™' para alguma bijegao h:$f —> $g. Se

ja H = {<h(x), h(y)>: <x, y> ¢ £} . Basta mostrar que
g = H.

Seja <r, s> g g. Sejam r' = hYr) e s'=
h™'(s). Assim temos que <r', r> ¢ h e «<r, s>¢g hfh™'.

Inferimos que <r', s>¢ hfh™'h hf. Desde que <s, s'> ¢

h~! seqgue que <r', s'>e h~!'hf f. Portanto <r, s> = <h
(r'), h(s')> ¢ g, e entao <r, s> ¢ { <h(x) ,h(y)>: <x,y>
e £ } = H. Assim g ¢ H.

Seja <a, b> qualquer elemento de H. As-
sim <a, b> = <h(a'"), h(b')> para algum <a', b'>e f.
Desde que <b', h(b')> ¢ h temos agora que <a', b> =
<a', h(b'")> ¢ hf. Mas <a', a> ¢ h. Portanto <a, a'> ¢
h™' e <a', b> ¢ hf. Logo <a, b> ¢ hfh™' = g. Assim te

mos que H ¢ g. Concluimos que g = h, e portanto que

g:f.
a
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LEMA 2.8, Sejam f e g fungoes, com f=g.

Seja @ € I* com (¢ ¥ f)Prt($f). Entdao (% ¥ g)Prt( $g ).

Demonstracao: Entao existe um homomorfis
mo ?Z: I*¥ —>» Prt(sf) tal que‘mg(a) = f. Pelo Lema 2.7,
existe uma bijecdo t: $f —-— $g tal cue tft! = g.

Definimos uma funcao h com Dom(h) = I*

da seguinte forma: para todo ¢ € I* seja h(o)=t9’g(o)’€1

Afirmo que Rng(h) c Prt($g). Seja o el *,
£ claro que h(s) & uma funcdo, porque t, % (¢) e t! sio
funcdes. Seja x € Dom h(c). Ent3o x ¢ Dom(t!)=$(g). Se-
gue que t1 (x) € $f. Se nao fosse o caso cue t1 (%) €
Dom¥G (o), entdo h(o) (x) = tF(o) (1 (x)) = t(») = = e te
riamos uma contradicao da escolha de x ¢ Dom h{(og). ‘Se-
gue cue €l (x) € Dom&b(c), e entdo que ¥ (o) (£ (x)) e $f

e que h(o) (x) = t(F (o)t (x)) ¢ $g. Portanto h(c) ePrt(

$g). A afirmacao esta provada.

para {o,t} c * temos que h(o,1) = t F4(
ot)tl = tFb(0) 88 (1) t! = tFHB(o) (id$E)FB (1)t} = tFHB(o) ¢!
t H(x)€! = h(o)h(r), e portanto que h: L* —> Prt(sqg )

& um homomorfismo. 218m disso h(a) = tF(a)t' = tftl=qg.

a
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TEOREMA 2.9. Seja que (o + Ck)Sym(k) e
que (e ¥ r,)Prt(k) para todo k ¢ w\2. Entdo para cada £

e A temos que (a + f)Prt($f).

Demonstragao: Seja g e A e $g = G. Olhe-
mos a funcdao g como um digrafo, cujo conjunto de vérti-
ces & G. (Como g & uma fungao, neste digrafo, de cada
vértice parte apenas uma seta).

Em vista do Lema 2.1 podemos supor que o
digrafo g & conexo. Também podemos supor que g # ¢.

| Seja Rep denotando {Rep(a, g[M, M) : M ¢

v(g)}. Seja [E denotando URep.
| Pelo Corolario 2.6 temos que M = N se, e
sdmente se g{M = g[N sempre que {M, N} c ¢(g). Seque
que a familia Rep & disjunta aos pares. Assim vemos que

para cada & ¢ [E existe exatamente um elemento Sé;g ¢ (g)

para o qual £, ¢ Rep(a, g[%g, %5).

Afirmagao. Existe Mooe ¢ (g) tal que
Rep (a, ngQ’ MO) # ¢. Para estabelecer esta afirmacgao

consideremos dois casos:

I. Existem x ¢ $g e i ¢ u tal que X =
gi+l(x}. Entao, seja Moo= {gi(x) : 1 ¢ w}. Desde que g
e A temos que M_ & finito e de fato que ngo = C, para
algum k ¢ w\l. Segue, pela hipotese junto com o Lema

2.8, gue Repla, g[Mo, M) # ¢. Também desde que g[Mo] =

. 230 : -~
M, ¢ ¢ [Mb]segue pela definicao 2.4 que M e o (g).



funcao tal que Dom(?/3 = 1* e tal que Rng(?/; c Prt(G).

Além disso, quando {o, t} Cc I£*, entao pelo Lema 2.3 te-
o

mos que (o1)” = L){(OT)@%I:(JK e C} = (L}{O%E :%z>eC})
o(k){rj& : FE e €)) = OW/;T%/. Segue que(%/ié um homo -

mor fismo.

Agora afirmamos que QD/; EO. A fim de
estabelecer a afirmagéo, seja V denotando L}{%V : 96 ¢
to

C} . Entao como {SH_Ci : % e @) c ¢(g), temos pelo Lema

Y

2.5 que V ¢ ¢(g). Entao, como é% g_%/j fica sOmente pa-
ra mostrar que f//e Rep(a, gtv, V).

Seja g um elemento qualquer em f*. Seja

8/ off,

<x, y> um elemento arbitrario em g . Entao <x, y> e B

) - F6
para algum ‘#> ¢ €. Entdao como B [*] %%,X Sgg cV xV,
a/

e como € um homomorfismo de r* em Prt(G), segue que

e .
(¢ & um homomorfismo de r* em Prt(V).

Agora seja <x, y> um elemento arbitrario

s

em o . Entao <x, y> ¢ X = grsuv c g[V para algum U e
C. Seque que av/g glv.

Por outro lado, se tomarmos <x, y> ¢ grvz
ent3o x ¢ V e entdo x ¢ S, para algum Jf5 ¢ @, e conse-

L
e 2/

quentemente <x, y> ¢ QTQQ = o ¢ o . Inferimos que
glv ¢ a@f' e dai que = glv. Entdo segue que QJ/e
Rep (a, ng, V) ¢ [E. Finalmente, comO¢é; gfi/: estabele-

cemos que ?//e EO.

> oY
como 5 EZ// para cada <ﬁg€ ¢ vemos que

7/f e um limite superior de C. Segue pelo Lema de Zorn *

(*) Por [4, Theorem 25] isto & equivalente ao Axioma da

Temnlhna
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gue a familia [E contém um elemento nj que & maximal
. o}

sob a ordem parcial o .

Afirmagao: S¢ =Ge entdio Se Repla ,
g, G).

Lembremos que S:_,_] c G, pelo Lema 2.5. As
suma que 83 # G. Entao o conjunto G\S:& contém um ele
mento z. Como Sw e ¢(g), segue pelo Lema 2.5 que g[Sﬂ

¢ S, . Portanto, supondo para j e w arbitrario que

3
J I+l I 7

g7[s 4] ¢ 54, seque que g?7 s ] = g[g?[s 1] c g[s;]

[o] S.é , € portanto pela indugao, temos que gl [S }] [o] S'&

para cada i ¢ w. Entao, como g € um digrafo conexo e co

mo ¢ ¥ MO # S, temos que gm(z) e S para algum menor in-

3

teiro m. Seja X denotando o elemento gm-l(z) no conjun
to G\ S:& . Como. g(xo) € S} , entao, se g(xo) ¢ g[S_J]

poderia acontecer que g(x ) ¢ S}"\ g[53] c G\g[_‘G%] . E

dai o absurdo g(x ) ¢ g[G]. Assim vemos que g(xo)eg[_Sal,

Existe um broto x_ ¢ G\g[G] de g tal
que gn(xn) = x_ para algum n ¢ w. Seja T designando
{gi(xn) : 1 ¢ n+tlj. Como ou g[(T\ {xo}) = ¢ ou g[(
T '\{xo}) = r Ccomn e w\ 2 temos pela hipdtese e pelo

Lema 2.8 que Rep(a, gF(T\{xO}), T) # ¢. Pelo Lema 2.5
segue que T M ( S« U 9[55_1) =7 N Sy = ¢.

Observe que (T ; Sy)\ g[T US}] = (T\
glT S]] U S5\ g[T y s, D ¢ (TNG[T] (55N
gls5] = (x 3y (85N g[sy 1) c 6\g[6] , pois x e G\
g[:G] e 83 € ‘I’(g). Dai temos que (T Y S )\gI’T\) Ssql

c GNg[G]. Observe também que (T S YNG[T | SZ’]E
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(1N g [Tlus ) usgN g lssl) = oy s, Gl sl ) ¢
g\ gl [G]. Assim vemos que TySy e ¢(g).

Lembremos que F e Rep( a, glsy + 84).
Ent3o como gls 3] ¢ S temos que Rep(a, gfsj_, Ss U

g[:S:;])

"Rep (a, glsy, S5) # ¢ # Rep(a,g[(T\{x_}),T).

Além disso, como T gl l‘-,S»ar wgls 3]] =T

li

g' (s 5 ]
2.2 que existe w e Rep (a, gr(TL;Sj Yo TSy \Jg[ﬁ;;] c

{x } e como g(x) e g[S:)], segue pelo Lema

E, e também que égo o oF g))P, e portanto que W e E
Entao hj’# éfg-h?‘, e contradizemos a maximalidade de
£¢ em EO. Entao concluimos que Sg; = G.
f
O nosso proximo teorema indica que, com
as hipoteses do Teorema 2.9, & possivel demonstrar 3

conclusao maxima nos casos finitos.
LEMA 2.10. Seja f uma fungao e g = f
{<x,y>} onde x & um broto e y = f(z) para algum zeDomf.

Seja (a + f£)Prt($f). Entao (o + g)Prt($g).

Demonstragao. Existe homomorfismo H :

I* -~+ Prt($f) tal que g@(a) = f. Podemos escrever a =

L;L, ... Lp onde p = |al e {L;, Ly, ..., Lp} C I. As

sim acontece que £ = H(a) = ol = L?oLg'o...oLg .
Definimos K : &* --+ Prt($g) assim

LK = LHLJ{< x,LH(z)>}; e MK=MH para toda letra M ¢



Seja K : L* —» Prt($g) o homomorfismo gerado por
{ LK :.L e ¢}.

| A fim de concluir que (g ¢ g)Prt ($£f),
basta mostrar que qK = g.

Seja t ¢ Dom(f). Entao g(t) = f(t) =

aH(t) = aK(t), pois claramente BH c BK para todo g ¢

v* . Também g(x) = f(z) = aH(z) = L? o...OLH_ LH

_ _H .H H K _ K _K K _ K _
= LioLjo... Lp—loLp(X) = LloLzo---oLp(X) = o (xX). As
g

(v) = aK(v) para todo v ¢ Dom(qg) e,

sim vimos que
N K
consequentemente que g C g
Se v £ Dom(g), entao Vv # x e v £

Dom(f) . Portanto, v £ Dom(aH), e existe qgq com 1 < g«

< p tal que Lg+lo...oLg<v> e ($£)\ Dom(Lg) c ($£)\
Dom(Lg). Mas Lg+lo...oLg(v) = Lg+lo...oLg(v) para v g
Dom (o) e portanto Lg+1°"'°L§(V) e ($5)\ Dom(Lg) pa
ra tal v. Segue que aK(v) = LFOLFO"'OLE—IOLEO(L§+1 o

.oLg(V))= L?o...oLg_l(w) = o. Assim vimos que g = uK

desde que certamente oX & uma fungao.

1

LEMA 2.11. Seja f qualquer funcgao. Se-
ja b um broto de f, e j o menor inteiro tal que
i

| £ [{fj(bﬂ 1] > 1. seja T = {f (b) : i e 3§} . Seja

S = ($£) \ T. Entac $(f[s) =s  f[s ].

Demonstracdo. Seja x ¢ $(fls). Se x ¢
Dom(f[S), entdo x ¢ S ¢ S U f[s]. Por outro lado, se

X ¢ Rng(f[s), entao existe t ¢ S M Dom(f) tal que

x = f(t) e £[S] ¢ S (, £[S]. Segue-se que $(f[S) ¢ S
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v £[s].

Seja x e S (, f[s] . Entao x ¢ S ou
x ¢ £[s] .

Se x ¢ £[S] , existe g ¢ Dom(f[S) tal
que f(y) = x, e entao x ¢ Rng(f[S) ¢ $(f[S). Portan=

to podemos supor que x £ S. Entao x ¢ ($£f)\ T; isto

&, x ¢ (Dom(f) , Rnf(f)\ T. Aqui temos dois casos

1) x ¢ Dom(£f)\N T ¢ Dom(f) e x ¢ S. En

tdo x ¢ Dom(f[S) c $(f]S).

2) x e Rng(f)\N T e x ¢ S. Afirmanos

que existe 2z € SMDom(f) tal que x = f(z). Desde que

x € Rng(f), temos que x nao & um broto de f . Portanto
£f1[{x}] # ¢. Entdo x e {x} = £[£1{{x}]] .
Admitamos que SO f'[{x}] = ¢. Entao

£1[{x}] ¢ T. portanto x € f£[T]. Mas x ¢ S. Assim te-
mos que x ¢ £[T] M s = {fj(bk)} . Mas Trwfd[{fj(bk)
3] = (£ (b, ) ). Por escolha de j temos |£[{£7(b)}]|

> 1. Portanto existe u ¢ f*[{fj(bkﬁ \ (97w, e

k

entao u € (Dom(f))\N T c ($£)\N T = S. Assim temos que
u € Dom(f[S). Portanto x = f(u) € Rng(f[S) ¢ $(£[9S).
g

TEOREMA 2.12. Seja que (o ¥ ck)Sym(k )

e que (a Vv r

) Prt(k+l) para cada k e w\l. Entao a &

FPrt-universal.

Demonstragao. Como no Teorema 2.9, bas

ta considerar fungoes conexas. Para cada j € w, seja

Zirn



r(j) a seguinte afirmagao: Para qualqguer funcao f fini
ta e conexa que tem exatamente 3 brotos, acontece que
(o + £) Prt($f).

Se f nao tem broto algum, entao  .existe
ke wnl tal que £ = Ck' Segue pelo Lema 2.8, juntamen-
te com nossas hipoteses, que (o + f) Prt($f), neste ca-
so. Portanto r(o).

Escolhamos k ¢ w e suponhamos que T (k).
Basta mostrar que I'(k+1l), para concluir por indugao

o teorema.

Seja f uma funcao finita com exatamen-
te k+1 brotos distintos: bo’ by, ..., bk' Escrevemos
D, = £71[ {fl(bk)}l para cada i € w. Examinaremos

dois casos.

1o caso: Para todo 1ie w acontece que

ID,| ¢ 1. sejam T ={fi(bk): iewl}l e S = ($H\T.

E claroque f [[T €& um ramo, pois f & finito.
Entdo existe i e w\2 tal que f[ T =

r;. Assim, pelo Lema 2.8 segue que (a + f [ T)Prt

N

T) e, portanto, que existe homomorfismo

$(f

h": * — Prt $(£ [ T), tal que h"( o ) = £ [ T.
Visto que f [ S & uma fungao finita ,
tendo exatamente k brotos distintos bo,b ey bk— ’
0" " 1

pela hipotese indutiva, temos que (o + f [S) Prt$(£[s).

Isto &, existe homomorfismo h’; I* — Prt $(f | s) tal

que h'( a ) = £ [ s.
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Desde que SN T = ¢, e que £ = (f[ S) v

(£ T), pois f T & uma componente de f, podemos de-

finir h: * — Prt($f) da seguinte maneira: h(g ) =
h’"{( g ) v h"( g ) para todo B £ r*, Naturalmente
h( o) =h’(a) vh"(a)=(£S) v (E[]T =E¢.

29 caso: Existe um menor j ¢ w tal que
D. > 1. Desde que D = @ temos que Jj > O. Seja
3 0 d

T = { 1

£7(b): 1 e j} e seja S = ($f) \ T. Como  no
primeiro caso, pela hipdtese indutiva, existe homomor -

fismo h': $* _—» Prt$(f [S) tal que h’( « )= £ [ S.

Subcaso: Jj = 1. A fungdo f[ T=(b, f(bkﬂ
& um ramo trivial, e também £ = (£ [ S) VU (f [ T) =
(f [ 8) v {< bk’ f(bk)>} . Portanto, pelo Lema 2.10 te-
mos que (o ¢ f) Prt($f).

Subcaso: j > 1. Seja W = T‘\{fj—l(ka
Observe que $(f [ W) = T. E claro que f [ W & um ra-
mo de comprimento Jj-1. Portanto segue-se pelo Lema 2.8
que (a ¢+ £ |7 W) Prt T. Isto &, existe homomor fismo
h": $* — Prt T tal que h"(a ) = £ W.

Assim temos que Repl(a ,f rﬂ?\{fj~l(bk)}),T)
= Rep (o , £ W, T) # @&.

Pelo lema 2.11 e pela hipotese indutiva
temos que Rep( o, £ [ S, Sv £[S] ) = Rep(aq,f] S,$(£] 9))
# 3.
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. e . -1 — j‘l
Afirmagdo 1 : TN f-1[s] { £ (by)}.
E claro que fj—l(bk) e TN £ 5] .
Seja a e Tn £71[s]. Entao existe i ¢ j
tal que a = fl(bk), pois T ={ ft(bk): t €. j} , e ae T.

Segue também que a £ S, pois SN T = @. Por outro lado,

desde que fl+l(bk) = f(a) ¢ S, temos que fl+l(bk)¢T,e

portanto que i+l > j-1. Desde que 1 g j-1, inferinos que

i-1

i =3j-1. Isto &, a = f° “(b Segue que {a} ¢ TNf "1[s]

).
k
c {fj-l(bk)} . Portanto temos que {fjfl(bk)}='rnfiﬁﬂ.

Afirmacao 2 : Existe z ¢ S tal que f(z)
- j-1
=f (f (b)) .
Se ft(bk) e T N Dj para t ew , entao
t+1 _ t _ J -
f (by) = £(£ (b)) ¢ £( Dj] (£°(b, )} c S, e portan
to ft(bk) e TN Ef-1[s] = {fjal(bk)} . Assim vemos que
fjal(bk) € o Unico elemento de Dj gue também & elemento
de T. Mas lembremos que Dj contém pelo menos dois ele -
mentos distintos. Portanto existe zZ ¢ Dﬁ\T C($E£)N\NT =

S. Pesde que 1z ¢ Dj’ temos que f(z) = fj(bk). A afirma

cao 2 segue.

Afirmagdo 3: (S UV f[s]) n T = 4.

Seja ft(bk) um elemento qualquer em T .

Entao t ¢ j. Mostraremos agora que ft(bk) ¢ £l s ].
Admita que ft(bk) e £[S] . Entdo existe

ue S tal que f(u) = ft(bk). Entao u e D Mas

to

< 1, pois t < j. Desde que D = @ podemos su-

lDt, N



-3
' ~ t-1
por que t > 0. Entao f (bk) e T N Dt' Seqgue que u
ft-l(bk). Mas u ¢ T. Desta contradigcdo concluimos
ft(bk) ¢ £f[ s ]. A afirmagdo 3 segue, pois, TN S =

Concluimos pelo Lema 2.2 que existe h
Rep( o , £ [(SVU T, TvsvVv £f[ s ]) = Rep( a, £, $£).

Concluimos T (k+1l). O teorema segue por indugao.

f

€
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CAPITULO 1III. Sobre ramos representados por A"l

Preliminares. O primeiro resultado deste

capitulo generaliza [B, Lemmas 6.21 e 6.25 ]. Continua-
mos demonstrando que se AmBnAj € FPrt-universal entao
AjBnAm também o €. E, concluimos com um resumo das per-
guntas abertas imediatamente ligadas com os nossos resul .

tados.

TEOREMA 3,1. Seja r, = fngmfj para
{ £, g} ¢ Prt(k), para { m, kX } ¢ w\2 e para {n, 3} ¢
w \ 1. Entao:

1. £ ¢ Ssym (k)

2. g e Sym (k\ {£3(k-1)} ).

n+7j

3. £ (k-1) = 0

Demonstrac¢ao. Obviamente k-1 = Dom r, =
Dom fngmfj ¢ Dom f. Como ry € injetiva em k-1 temos
que f & Pnjetiva em k-1. Além disso k\1l = r. [ k-1]
= £0%"e k-1 ] = £[ " NI k-1]) ¢ f£[ x T.

Admita que k-1 ¢ Dom f. Entao temos
que f[ k-1 ]= £] k] 2 k\ 1. Mas, também,|f[k=1]]|<|k-1 |
= k-1 = |k\1 |. Portanto f [k - 1) & bijegao de k-1
sobre k\ 1. Admitindo ainda que k-1 ¢ Dom f vemos que
k\1 =z [ k-1] = £P[g"e9[ k-1]] c €°[ k] = £'[ k-1]=
27 kN1 = f7M(k\1) - 1] e dal que k-1 =| k\1]
= 271 k\D) - 1] < |(k-1)-1|= k-2, o que & impossi-

vel. Segue que k=1 ¢ Dom f.
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Agora, se supusermos que f(k-1) = f(j) para
K’ entao desde que r, = fngmfJ nos

concluimos que k-1 € Dom I, s O que € falso. Assim inferi-

algum Jj € k-1 = Dom r

mos que f & injetiva em k. Portanto como k & finito, f
€ sobrejetiva em k.

Obtemos assim a primeira conclusao desejada:
1. £ ¢ Sym (k)

Como £ e Sym(k) temos que £ [k-IJ= f[k\{k-l}l

= £]k] \{f(k-1) } = k\{ £(k~1) }, e dai que fj[k—l] =

7k N e k-] = T RN (8T k-1 = kAL £ (k-1 )

Assim vemos que  k \ { £ (k-1) } = fj[ k-1] ¢ Dpom g c k.
Desde que Dom r, = k-1 ¢ k e gque Dom f = k, & claro que
Dom g # k. Portanto Dom g = k\ { fj(k—l)} ‘

Suponha que g[k N\ fj(k-l)}] # k \{fj(k-i)}.

Entao como temos |g[ k\{ fj(k—l)}]\ = k-1, segue que
g [k \ {fj(k—l)}] = k\{z} para algum z ¢ K\{£3 (k-1}},

Entao como fj(k—l) £ Dom (g) temos que k\1 = rk[k-1] =
9™ [k \ (83 (k-1))] = £ 1 [k\{ 2,83 (k-1))] e dail

que k-1 < |k \{ z,fj(k—l)}l = k-2, absurdo.

Assim podemos concluir que
2. g e Sym (k\{ £ (x-1)}).
Finalmente, desde que k\1 = rk[k—l 1 =

9"k \{ £3k-11] = £2(k\{ £3(k-1)}], e como fe Sym(k)

inferimos que

3. £ (k-1) = 0.
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TEOREMA 3.2. Se A"B™A7 & FPrt-universal,

entao AJBmAn também & FPrt-universal.

Demonstracdo. Suponhamos que A"B™aJ
FPrt-universal. Entao temos, para todo k € w\ 2 que

(a"g"a) c,)Prt(k) e que (a"B"A7 ¢ r )Prt(k). Desde que

k
(a"B A] ¥ ck)Prt(k), temos por |6, Lema 1.2} que (a"s™al

¥y c )Sym(k), e portanto por [10, Corolario 3.lQJ que
(AJB A v ¢ )Sym(k) o que implica que (AJBmAn¢ck)Pruk).

Assim vemos que basta mostrar que (AJB A’y rk)Prt(k).

Tendo ja que (AanAJ ¥ rk)Prt(k), podemos

escolher {f, g} c Prt(k) tal que r, = fngmf]. Pelo Teo-

remoa 3.1 temos f ¢ Sym(k). Entao segue que jg £1 =

gl NI =dgn g (3mm)gnomeJ = (3-n) f(J‘“)rkf'(J"“)

=Ty pelo Lema 2.7. Portanto, desde que (AJBmAn¢fngfn)

Prt (k) temos pelo Lema 2.8 que (A]BmAn ¥ rk)Prt(k).

Conclusao e problemas abertos

Ainda nao sabemos para quais 4-uplas < k,

pl

n, m, j> acontece gque (AmBnAj v rk)Prt(k). Em LS, Coro-
llaries 6.24 e 6.26] temos que para o = A2B2A, (o ¥ r3)
Prt(3) e } r JPrt(3). Mas, em [12, Table 31 temos que
(o ¥ rk)Prt(k) sempre que 3 # k € w\ 2. Nosso Gltimo Teo

rema 3.2 mostra que (a ¥ rk)Prt(k) sempre, se 3#Kew\2.

PROBLEMA 3.3. (a™"al r, )Prt(k)  para

todo k ¢ w\ 2 se e sb se k # m+j ?



PROBLEMA 3.4.

<k,m,n,j,q > teremos que (BmAnBJAq A o

PROBLEMA 3.5,

Para quais

»

Para o

remos que {( a ¢ rk)Prt(k) implica em (
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5-uplas

Prt(k)?

= B"AM™RIpY te-

a4 r, JPrt(k)?
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Apéndice

As figuras 1 e 2 sao adaptacoes de desenhos

semelhantes em [ll]. -

o / gt L o] M

Figura 2

Observe que (o + x)Mopor 4%0-%#; €& repre-
sentado por linhas continuas. Veja que (a + x)Mjpor j%o
nao vale, pois é@o[} f] £ M1 Mas ( o v X)M poriﬁﬁ e
presentado por linhas tracejadas. M; & subsemigrupo de

)
MO e esta representado por linhas tracejadas bem comog?,



11

> 3, Y S S - SOy I, | )

c=7
D= 12\ 7 " >0

2 - .
Seja a palavra B“A3, isto €, BBAAA: Este

digrafo representa f r(C v D) onde C u D c $f para algu-~

ma transformacao parcial f

Observe a figura 4.

e ‘\\
- e I
e ~ X
—— P —~ - \\ v )
P ~ ~ f
> Ve ~ ~ ’,
- ~ ~
y Pd ~ ~ 11
s ™~ ~N
’ 7/ ~ N
s / \\ AN
I / \ \
, — \Y
~ . J—’ - U/—‘
/W& 1o
\ ’/ /

9
Figura 4 ~—7

(Cf@D v ‘dféc) a e (Y %GO@IC) (B)
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