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RESUMO

Apresentamos no Capltulo 1, | "o conceito de um sistema de comunlcac;ao e -
definimos a Entropia de Shannon, bem como a Entropia de Renyi, a Entropla de
Darbczy e a Entropia Gama Generalizada.

Es_ta Gltima entropié , tem um g‘rahde nimero de interessantes prc_:priedades
algébricas e analiticas _simila:resAés. da entropia de Shannon, aqui discutidas, no
Capitulo 2.

| A capac:Ldade—gama de’ um canal discreto sem membria & deflnlda por meio
;’i entropla—gama , no Capitulo 3. O teorema de maxmlzac;ao e provado- e, para canais
simétricos calcqlamos a capacidade-gama. Exemplos sao dados para a computagao da
capacidade-gama, de onde a capacidade dé Shannon pode ‘ser derivada fazendo o limite

’ y—>i .



INDICE °

. CAPTTULO 1: INTRODUGKO:

§ 1.-
§ 2.-
§ 3.-
§ 4
§ 5.-
§ 6.~
§ 7.-
§ 8.-

Sistemas de Comunicagao

Entropia de Shannon

Informagao Comunicada pelo Canal

‘Canais Discretos sem MemOria

Entropia de Renyi

.EntrOpia de Dardczy

Entropia-Gama Generalizada

Relacao entre a entropia-gama e a entropia

de ordem o

CAPITULO 2. PROPRIEDADES DA ENTROPIA-GAMA GENERALIZADA

3

CAPITULO 3. CAPACIDADE-y GENERALIZADA DE UM CANAL DISCRETO

' SEM MEMORIA

REFERENCIAS.-. _

10

11

13

27

43

vii



V1

ABSTRACT

In this'wdrk, we study the algebraic and ahalytic proper-
ties of generalized gammma—eﬁtropy, which is similar to
Shannon's entrop&. As over central theorem, we present ﬁecesséry and
éuficiént conditions for an imput probability -wvector té achieve |
gamma-capacity on a DMC, FQr'symmetfic DMC, we calculate the gamma-
-capacity, from wﬁich the Shannon's capacity can be derived as the

limiting case as y-l.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

§ 1.- Sistemas de Comunicacao

A teoria da Comunicagao trata originalmente com sistemas
~para transmitir informagdo ou dados de um ponto para outro. Um dia-
grama para visualizar o comportamento de tais sistemas & dado na fi-

gura abaixo

Fonte . . ]

de —->| Codificadori—3| Canali—> Decodificador—> Receptor

Mensagens

£ g Ruido

.~ A fonte de mensagens & uma componente do sistéma capaz

de reproduzir mensagens. Podera representar uma pessoa ou maquina.

‘0 codificador & o responsével pela mudarnga da forma das mensagens,
isto e, transforma a linguagem da fonte para a linguagem do .canal,
mantendo inalterado o geu'conteﬁdd. O canal & o meio através do qual
a mensagem €& propagada. Poderd representar, por exemplo¢‘uma linha
telefdnica, um raddio transmisor de alta frequéncia. O;canal esta

usualinemte. sujeito a vérios tipos de perturbagodes ruidosas, as quais

em uma linha teleflnica, por exemplo, podera ser na forma de cruzamen-

to de outras linhas, ruido termal. O decodificador funciona de modo

contrario ao do codificador, pois, apds receber a mensagem que foi

transmitida pelo canal, deve ser capaz de decifra-la, de modo que a

ma
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mesmpa seja inteligivel pelo receétor. E, receptor & o pohto de desti-
no da mensagem. |

C. E. Shanndn kl948),Qesénvolveu“uma’teoriawmatemétiqa,
chamada teoria da informagao tratando com Qs.aspéctos fundamentais
dos sistemaswde»qomunicagao.'As caracteristicas.eminentés‘desta feo—
ria sao: primeifa, uma grénde énfase sobre a teoria“de probabilidade-
e) seganda,- um interéése_especial com o codificador e o decodifica-
dor, ambos em tefmos de seus papéis funcionais e em termos da exis-
téncia (ou nao existéncia) de codificadores e decodificadores que
'étingem um nivel de desempenho dado. Passados 32 anos, a teoria da
informgao teﬁ.sido feita méis precisa, extendida, e condﬁzida ao pon-
to‘onde é aplicada nos sistemas praticos de comunicagao.

.Como em Qualquer teoria‘matamética, a teoria da.informa—
gao frata somente com-modelqs_mateméticbs_g nao com fontes'fisicgs e
éanais fisicps. ?ode-se pensar, portapto, qué-o caminho apropriado
para cbmegar‘o desenvolvimento da teodria seria com uma discuésao de
»como coﬁstrﬁir ﬁodelos matematicos apropriados para fontés e canais

fisicos. Isto, contudo, ndo & o caminho que as teorias sao construi-

das, primeiramente porgue a realidade fisica & raramente capaz de ser

" precisamente modelada por-modelos trativeis matemdticamente.

§ 2.- Entropia de Shannon

Seja.X = {1,2;...,m} uma VariéVel'aleatoria discreta
com distribuigdo de probabilidade P = (pl}pz,...,pmfh on'dé_pi =‘p(i),

i=l"2, LI ,m-
O conjunto de todos os vetores probabilidades m-dimen-

sional & denotado por 4r isto e,



p; = 1}

o3

Am = {P = (pl,pz,.,.,pm); pi 2 0,

i=1

A entropia de Shannon & definida por

, . 'mA
H(X) = H(plrpzl°-~rpm) = -pzlpilngpi ’

' onde X = (pl,pz,,..,pm) e b . |
Corréspondentemente; para uma varidvel aleatdria bidi-
mensional (X,Y) com distribuigdo de probabilidade conjunta p(i,J),
i=1,2,...,m; j=1,2,...,n, podemos definir a entropia conjunta por
m n . ’ ’ . -
H(X,Y) = - L L p(iij)logzp(ilj) ' -
- i=1 3=1 -

DEFINICOES :

1.1.- A probabilidade do evehto X =1i no primeiro.expe—

rimento indiferente ao segundo experimento & definido por

LN

) n
- p(i) = I p(ilj).l‘ i=1,2,...,m

l1.2.- A probabilidade do evento Y = j no segundo experi-

mento indiferente ao primeiro experimento & definido por

q(j) =

. p(ilj) r 'j=l,2,--.,n

I3
H

\ ' , 1.3.- Probabilidade condicional. A probabilidade de oco-

rrer o evento X = i do primeiro experimento.dado que o evento Y = j

do segundo experimento ocorrer & definida por

.

. p(irj) :
r(i/j) .= » i=1,2,...,m; j=1,2,...,n
- q(3)



1.4.- Probabilidade condicional. A probabilidade de oco-

rrer o evento Y = j do segundo experimento dado que o evento X = i do

primeiro experimento ocorrer & definido por

| Cpli,3) . .
r(j/i) =-.-—‘——-— ’ i=l,2,o,oo,m; jzllz!.o'.,noA
p (i)

" Observacao.—- Se X e Y sdo independentes, entdo

: : p(i,3) _
.p(i), o que implica que p(i) =.———— isto &,
' ‘ qa(3) '

r(i/3)

p(i,3) = p(i).q(3).

"A incerteza condicional de Y dado que X = i & dada por

~ 3

H(Y/X=%) = - & r(j/i)logzr(j/i), i=1,2,...,m.
L j=1 . : »

i

.Logo, a incerteza condicional de Y dado X & dada como a incerteza

' \média de H(Y/X=1i) com pesos p(i), i=1,2,...,m, isto &,

p(iVH(Y/x=1)

i=1

R

p(i)
l .

1
{
{
8

i

m
= .z
i=1

PL)H(Y/X=1) =

: m - n ' ’ ) ’ .
= -3 I p()r(j/i)log,r(j/i) =
i=1 j=1 .

m . n . ' .
= -1 pX p(i,j)logzr(j/i).
. i=l j=1

. Similarmente, temos que -



m.'n‘ R
H(X/Y) = =% L pli,j)log,r(i/j)
_ i=1 j=1 °

_ Através das definigoes acima, podemos obter os seguintes
resultados:
i) H(X,Y) = H(X) + H(Y/X) = H(Y) + H(X/Y)
ii) H(X,Y) ¢ H(X) + H(Y)

iii) H(Y/X) < H(Y),

A

com a igualdade em (ii) e (iii) se, e somente se, X e Y sao indepen=-

-dentes.

§ 3 .- Informacdo Comunicada Pelo Canal

3 ' - 3
A “"informagao comunicada pelo canal sobre X a partir de Y!

. & definida por

|

I(X/Y) =-H(X) - H(X/Y) =

. m : ’ m n
.= =I p(i)log,p(i) + I I p(i,j)log,r(i/j)
i=1 : i=1 j=1 :

m n . 7 m n . :
==z I p(i,Jllog,p(i) + I T p(i,jllog,r(i/j) =,
(i=1 j=1 . i=1 j=1 -

m n - r(j/i)
= I X p(i,j)logz—w——- =
i=1l j=1 p(i)



o n . j r(j/i)
= I I p(i)r(j/i)log,
i=1l j=1 ; a(3)

‘Esta medida de informagdo & tambéﬁ chamada de‘Informégéo
Mitua e satisfaz as seguintes -propriedades:
i) N3o negativa: I(X/Y) 3 0.
ii) Simétrica: I(X/Y) = I(Y/X);

iii) Concavidade: 1(X/Y) es uma fungdo cdncava sobre AL

§ 4.- Canais Discretos Sem Memdria

co.

Definicao 1.5.- ﬁm canal discreto sem memOria doﬁ alfabe-

. 'to de entrada. X = {1,2,...;m} e alfabeto de saida Y = {1,2,...,n},

.EOﬁ‘distribuigéd dé entrada (p(l),p(2),...,p(m))‘e diétribuigéo de
saida (gq(1),9(2),...,9(n)) @ caracterizado péla matriz mxn,

Y

(/1) r(2/1) ... /)] ¢

o : r(l/2) r(2/2) oo r(n/2)k
i) - o L

. . .

r(l}m5 : r(2}m) . --f(n}m)

—

’

onde-r(j/i), i=1,2,...,m; j=l,2,...,ﬁ representa a probabilidade con-

dicional da palavra cédigo'recebida Y = j enquanto X = i & transmiti-

_aa, com
' J

3

r(j/i) = 1, para i=1;2,.5.,ﬁ; A matriz [%(j/iﬂ & chamada
1 ' N -

matriz-canal.

Definicdo 1.6.- A capacidade C de.um canal discreto sem

‘memoria-é definido como o valor miximo de I (X/Y), onde a maximizacgao

€ tomada sobre todos os PsAﬁ. | ’

Desde que I(X/Y) & uma fungdo cdncava sobre A aplican~



do o teorema de Kuhn-Fucker, pode-se demonstrar o seguinte teorema,

Gallager (1968) |6

Teorema 1l.l.- CondigOes necessarias e suficientes para

um vetor probabilidade de entrada P =,(pl,p2;,..,pm)vatingir a capa-
cidade C de um canal discreto .sem memdria sio que

_ r(j/i)
r(j/i)log2 ————— = C, para todo i com Py > 0

m
Z p, (3/k)
k=1 K

N~

1

< C, para toddo i com'pi = 0.

'§ 5.- Entropia de Rényi

Eﬁ 1961, Rényi |9]| propds uma generalizaééo-da entropia
.de Shannon. Prbpriedades conhecidas da entrbpia de Rényi e sua caracte
‘rizagéo\tem sido estudadas recentemente por Ben-Bassat e Raviv (1978),
A entropia de ordem a (ou entropia de Rényi)_é,definida

por -

l m
B0 = thoos (7

T pZ), @« >0, o F 1.
oty i A

1

Quando a-1, 0LH torna-se a entropia de Shannon, a menos de uma constan-:

fe.uAAentropia de ordem o pode ser reescrita na forma

d m
lvav e,i=

1/a

i

A a
o (XD lpi)

' @ > 0, w,% lf



A entropia condicional de ordem o de X dado Y é entao de-

finida como

a , n m_' o 1/0
, log, = qi( z xr(i/3)")
1 -a g=17 i=1

it

H(X/Y)
a

a n mo . 1/a
‘log, I (: p;r(3/1)7) '
1 - a j=1 i=1

.onde o > 0, a + 1. Logo, a iﬁformaééo comunicada pelo canal de ordem’

o sobre X a partir de Y & dada por

CI(X/Y) = H(X) - H(X/Y) =
o o o
. » .. n. . m ; o 1/a
L o o 2 (2 pir(3/4)7)
‘ ‘ -a j=1 i=1
= logg m 1/% ’
\ l-o (= pz) .
i=1

ondefa > 0, o % l. E a capacidade de ordem o, de um canal discreto

sem memdria & definida como sendo o maximd de oI (X/¥), tomado sobre

todas as distribuicBes de probabilidade de entrada P = (py,Pys-+sp_)-

§ 6.~ Entropia de Daréczy 

‘Dardeczy (1970) [5]| introduziu o conceito de fungdes in-
formagdo de grau B, e por meio dessas'fung6es definiu as entropias

de -grau .8 por



.  1-p -1 m . |
H” (X) = (2 -1 (zZp;-1),8>0,8 + 1.
v i=l1 - ‘ :

A | _ m . ' _
A entropia de. Shannon H(X) = - % p;log,p, € o limite da
. : C i=1 7 ,

fungao HB(X), guando B - 1.

Esta entropia tem um grande nimero de interessantes propiic

dades  algébricas e analiticas similares &s da entropia de Shannon.

'Ver Darbczy (1970), |5].

A entropia condicional de grau‘B de X dado Y & . dada par

. o 1-8 -1
CHp(X/Y) = (2 - 1) .

1

e 3

B
P (
i=1 1

n 8 .
: r(3/i)" - 1),
=1 . )

‘onde B > 0, B + 1. E, entdo, a informaééo comunicada pelo Canal de

[y

- grau B sobre X a partir de Y & definida por

P = mB ) - Py,

Finalmente, definimos a capacidade de grau B8 de um canal
discreto sem memdOria caracterizado pela matriz R:=;£r(j/i)],'

i=1,2,...,m; j=1,2,...,n, como sendo

c. = max 1P(X/Y).
"8 T T
eAm

Ademais, estas entropias de ordem a e de grau B satisfa-

0

'zem muitas outras propriedades. Ver Taneja (1979), Illi.

A generalizacao do teorema 1.l para as entropias de or-
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dem o e de grau s foi feita por Guerra (1980), |7].

§ 7.= Entropia—Gama Generalizada

A entropia-y para uma.distribuiggo de probabiiidade

(pl,pz,...(pm) e definida por

o ‘ 1/v. Y | '
H.,Y(plrpz'rgtflpm) = ———— (E pi/Y) - 1}, Y > 0, 'Y,.+ 1.

No caso limite y » 1, a entropia-y feduz—se d entropia
de Shannon, a menos de uma constante. .

Estas entropias possuém interessantes4propriédédesﬁaygébtf
cas e‘anéliticés éimilares ds da entropia de Shannon, as quais serdo
estudadas no Cépitulo 2. Também, no Capitulo 2, a éntropia—§ condicio-
nal é‘defiﬁida e suas proprié¢dddes analizadas | “

Agora veremos-uma-maneira diférente_de definir entropias-
A gamas generalizédas. Ver também |1] ou ]9[: |

Definicdo 1.7.- Seja f(x) uma fungdo escalar com valores

reais, definida e nao-negativa em (O,l], com derivadas continuas em
(0,1] e tal que £(1) = 0. Definimos fungdes entropia generalizadas

como

[

Hf(pl,pz,}..,pm) = inf

i=1

onde a operagdo inf & tomada sobre todas as distribuicdes de probabi-

lidade B = (B),B,,...,B )b .
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Consideremos as seguintes fungles escalares

1 - xt7Y S
£ (x) = Y £.1, vy > 0,
1 - v - ‘
) = = lim £Y .
X) = —logex = lim £'(x). : .
. 'Y+l .

Entao, segue de .um cilculo simples que

'HX(P) =i

1 -max p, , para y = 0
i -

s
A

mo 1/y v , -
Z pi ) . e e L e e s

1 - . : :
~—, paray¥ley>0

S i=1

=<
1 -y

M =8
(-

-p;log.p;. para y =1

1
.

§ 8.- Relacadao Entre a Enfropia—Gama e a.Entropié<

de ordem:q.
A entropia-gama Hy(P) relaciona-se com a entropia de

Rényi (ou de ordem o), definida no § 5 como

¢

. Lo . .- . . R A . . ju o mmms e e
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1 m
H(P) = log ( &
a . 1 -a e

Ay

Tomando y = anl e observando a deéigualdade logex < x - 1, temos. as

- N
seguintes relacgoes:

HY(P) < 0LH(;P). s H(P), para 0 ¢ y = o1 2 1,
HY('P)_ = H(P) = H(P), para y = a = 1,
H (P) » H(P) » H(P), para vy = ot s 1,
.m
onde H(P) = I -p.log p..
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carITULO 2

Propriedades da'Entropia—Gama Generalizada

A entropiééy , introduzida no § 7, Cap. 1, & uma fungao

- real definida sobre Aﬁ (m=2,3,... ), isto &,

HY oA > R, n=2,3,... , s

onde R & o conjunto dos niimeros reais. Nos teoremasrseguihtes resufni-

mos as propriedades da entropia-y.

'Teorema 2.1.- As entropias H.Y : Am~—-—€> R, m=2,3,...;

vy > 0, vy ¥ 1, satisfazem as seguintes propriedades:

1)

1

)’Nad-Negativa:-HY(pl1p2,;..,pml > 0;

o

- 2%) gimétrica: HY(pl,pz,...,pm)'é uma'funéao simétrica de .

‘suas variaveis; .

I

39) Dedisiva:.HY(O;l) = HY(l,O) éuo}

\

i

4

) Expansivel: HY(pl,pz,...,pm) = Hy(pl,pz,...,pm,O);

o

5%) Continua: Hy(pl’p2’°"’Pm) & uma funcado continua.

Estas propriedades sao c¢onsequéncias imediatas da defini-

¢ao de entropia-y.

Teorema'2.2.—'Se P = (pl,pz,..;,pm)_é uma distribuicgdo de

’probabilidadg, entao



(1)

(1)

" Prova:

(i) lim H_(P)
y>1 V.

lim H (P)
y+1 Y i

llim H_(Pi
x>l Y

i
i
SR

It
e
!
=
o3
e
e

-lim =

y>1 y - 1

iim : =
y+1

m .
lim { I p, )
y+1 i=

(ii) Seja P, > Py i=1,2,...,m, € suponhamos que-p; coincida

com pg para q valores de i. Logo,
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( m l/v>v - " m (pi)l/v L

I p. ) - Cop,( (= ) - _

S L1 Py S
lim - : = 1lim e : = - . =
y+0 y -1 >0 vy -1 -1

=1-p, =1 -max p..
¢ lgigm ©

Teorema 2.3.~ Para todo lpl,pz,...,pm)eAm (m=2,3,... i,

_temos que

: : . - 1 :
| X <u (2,1 L N, L A
0 S HY (pl’pZ"...'pm)’SH’Y‘(m'm'.'.’m)" - Y -l (m ~. l)_,

~

isto &, a entropia-y & midxima quando todas as probabilidades so

. iguais.

¢ . s !
! - \ N -

Prova: Desde que ‘'a fungao w(x) = x 4+ X 3 0, & codnca*

va se y > 1, temos que

m .
1 A
isto &,
m m
1 ,
R. 2o Lp/ sz Fppltva (1)
i=1. i=1 T m
- m y .
‘ja que I p; = l. Portanto, temos que

i=1
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- ‘
5 pi/v < m(-% y /v
i=1
donde temos que
( ? pl/Y)Y < [m( 1 )l/YJx oYL
i=1 1 m ' s
iogo,
ul
(zp/MY -1 ¢nL -,
i=1 * <
o que implica que
1 o "1 .
— .[(Epi/Y)Y-l]s- '™t - 1y,
y -1 i=l Y-','_l )
y ou seja,
1
LI S (O PR 2% B
HY(plrpzroo-lpm) < Hy,(m'm""’m) = ., _ l-(m - 1).

o Analogamente, se 0 < y < 1, temos o resultado, desde
1/y 3 . 1 o .
que w(x) = X .+ X » 0, & convexa e < 0, provando o teorema.

g ' vy -1

" Observacdo l.- E interessante observar que a funcio

4

¢Y(m1 = HY

Hi

-gﬂd

-1
I"'lﬁ)l

. = e o s
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& monotdnica crescente, isto &, ¢Y(m) < ¢Y(m+l). Isto & uma conse-

quéncia dos teorema 2.1 e :2.3:

. 11 1
‘ ¢Y(m) - H‘Y(m'l—ﬁ’....'m) -
1l 1l
= HY(I%‘IIT.II‘O'IEIIO) g .
1 1 1 _
SH GET &1 oo mD) <

'Observagéo 2,-.Se 0 <y <1, entdo, pela monotonicidade -

de ¢Y; temosAque§ Para todq (pl'pZ";"pm)EAm-(m=273"'f ),

Hﬂ"l"’zﬁ"“%’ <6, m

/A
o
e
3

.=
tf=
-

=3

No caso y > 1, esta afirmacao nao & verdadeira, pois lim¢_(m) = +e,

|' m->co -

~Teore@a 2.4.- A funcio HY(pl,pz,...,pﬁ), Yy >0, v 1,

€ coOncava.

m
T N ~ . l -
‘Prova: A fung¢ao F(P) = F(pl,pz,.;.,pm) = (;zlpi/Y)Y e
. - : ) . 1=

cOncava para YA> 1 e convexa para 0 <'y,< 1, De fato, se 0 ¢ » ¥ 1 e,
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P = (pl,pz,.,.,pm) e Q = (ql,qz,;..,qm) sdo duas distribuigdes de

probabilidade, entdo

WV

m :
[: (xpi+(l—2)qi);/Y]Y 2

F (AP+(1-2)Q)

WV

m - m , /
[z (Api)l/yJY + [z (l_l)l/Yqi/Y]Y
i=1 o Ti=l

) m : m ;
- =AM s gMY -

i=1

1

AF(p) + (l—A)F(Q),

se vy > 1, ondé'a'desigualdade acima & obtida usando a desigualdade

de Minkowski |6

Se 0 < y < 1, a desigualdade & contrdria, provando assim

03

. a afirmacao. ¢ R .

Consequentemente, a fungdo. .. . ..,..

py/ MY - 1] ,

o B

- _ ) 1
H (Py/PyreeesPp) =,;:1[(.

i=1

& cbncava, para y > 0, y ¥ 1,
Seja X = {1,2,...,m} uma variavel aleatdria discreta.
Podemos escrever a entropia-y para a varifvel aleatdria X como

i
i
i

HY(X) f HY(pllpzT""pm)l

onde p; = p(i), i=1,2,...,m.

.
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Correspondentemente, para uma varidvel aleatdria discre-

ta bidemensional (X,¥), temos a entropia-y conjunta

r

| o -
H (X% = ==[(: 1 p@,HYMY -1

onde p(i,j), i=1,2,...,m; j=1,2,...,n, sao as distribuicdes de proba-
bilidade conjunta. |

A entropia-y condicional de uma variadvel aleatdria X com

_respeito a Y = j, & definida por

e =

H (X/Y=3) =-?%1E< r(i/nYNY - 1], 3=1,2,...,n,

i=1

6nde r(i/j),wi=l,2,2..,m; j=l,2,...,ntsgo as'probabilidades condicio-~

nais. E, correspondentemente, a entropia-y condicional de uma varii-

vel aleatdria X com respeito a Y & dada por

H (X/Y) =
I . 1

Tl B

Q) H (X/¥v=3),. -
3 Y i

onde gq(j) & a probabilidade quando Y = 3, j=l,2,w..,h. Assim,

R ety
HO(X/Y) = =3t 2 q@®) [z r@i/5H~"MY - 1] =
Y. : Y j=1 i=1 S T
n m : n _
= "%I{ z g(3)(.z r(i/j)l/Y)Y - £ q(j)} =
: it = t

J i=1 3



20

..n
¥ j 1 i=1

l/Yr(J/l)l/Y)Y - »}

dévido ao fato de r(i/j)g(j) = r(j/i)p(i) = p(i,]).

Teorema 2.5.- Se X e Y sao variaveis aleatdrias discre-

tas independentes, entio

’HY(X'Y) = HY(X) + Hy(Y) + (Y-l)HY(X)-HY(Y).

- Prova: Desde que X e Y sdo variaveis aleatdrias discre-

Y

tas independentes, éent3o temos que

m n.
z

1 . o L/Yy Yy .
H (X/Y) = =—==|( £ p(i,]) )t -1 =
LA y-1l i=1 j=1 , ],
1 -0 /Y /Yy
= —=[(: z p<l) g(3)~’NHT - 1] =.

m n '
=l j= . :

= -l~[{( Z p( l)l/Y)Y -1} Z q(J)l/Y)Y l}+( 2 p(l)l/Y)Y+( z q(J)l/Y)Y
1
: i=1 =1 i=1 j=1
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) m
= 5z p) EAMEESH: q(;)l/Y>Y - 1)+
i=1 j=1 .

. n ) . )
bl r p(l)l/Y)Y Sy 4 giMY - 1] =
i=l> . o o j=1 S :

= H (%) + H (¥) + (v"DH (OH (¥),

O que prova o teorema.
No caso limite y+*1, temos a conhecida propriedade de adi-

tividade da entropia de Shannon.

" Teorema 2.6.— Se X e Y sdo varidveis aleatdrias discretas

©  independentes, entao

H (X/Y) = H (X
‘ Y( /Y) = Y} ),
. v Prova: : B : ‘ - o .

‘m PR C
Sl camtMmy -y =

H >='. =
\Y‘(x/Y 3) -1tz
R N /v,y _
Pl p@ T -a] -
= H (x).
!‘ Y
Portanto,
n n o | S
H (X/Y) = I q(J)H (X/Y Y = I g(3)H_(X) = H_(X).
Y J: =1 - Y Y

1 , j=1
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Lema 2.1l.- Se Xyr Xo yl,vy2 sao nimeros reais tais que

0 < x; < ys, i=1,2, éntao

)Y

(vp +y) " = (v # ¥ 2 (xg + x,)7 = (x] + x}),

sey > 1, e

(v + v)7 = (] +¥3) s (x) + x)7 = ] + x)),

se 0 <y < 1.

 -Prova: Suponhamos y > 1. Seja

f£(x) = (x + y2)Y - xY , para x 2 0.

- Entdo,

A

fl(x) =y (X + Yz)Y"l - YxY"'l Y[(X_-{- yz')'Y"l - x’Y-lJ >"0’ «

_ O0.que implica que f & crescenté. Assim, f(yl) Z‘f(xl), isto. &,

(y{ + Y2)Y - &I % (#l + QZ)Y - XI, o qge implica que
(yl + y2)Y —.(yI + y;) > (xq #+ yz)Y - (xI + yg) | (1)
Similarmente,‘éeja
g(x) = (Xl + x)Y - xf,Apara x % 0;
Entao,

g'(x) = Y[(Xl )T - ¥Y_i]-> 0,

o que implica que g e crescente. Assim, g(yz) >.g(x2), ou sejé
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)Y Y oo Y Y

‘(xl-+'y2 - Y, = (xl + x2) ~ X5, O que implica que
(x) + y) " = (x] + ) 2 (xp + x,)7 - (x] + x}). (@)

-Das desigualdadés (1) e (2fn Obtemos que

Y oY a oY Y o~ Y 4 Y
(y; +vy5) (yp +.v5) ‘>, (xl + x5) (x3 + x3).
Se 0 <y <1, a demqnstfagéo € analoga, com as desigual-
dades contrarias. Isso prova o lema.
- Usando o método da ihduggo matemitica, obtemos. as segﬁin~

tes duas desigualdades:

_°n v n y n Oy n y
Sz oy =yl 2 (2 x) - 2 ox!,
j=1 J- Loog=1 J L g=1 J j=1 J
"se vy >.1, e
. - n v y n y - no
A (zy)' - zylg (2 x)" - ¢ xl, N
e J g =1 3 §=1 13

=1

- se Q < X <‘yj,'j$l,21t.f,n.

-

Teorema 2.7.~ Se X e Y sao varidveis aleatdrias discretas

entao
H (X,Y) » H (Y) + H (X/Y) , -.
Y(.') Y( ) Y( /Y) ,
se vy > 1, e

HY(X'Y) S HY(Y) + HY(X/Y),

se 0.< y < 1,



Prova: Caso I: y > l. Temos que

m
(ErG/ipEn

i=1

r(j/i) /Yp(l) 1/v

IIMBI
}..:
\\4

o .
= (zpli, Y =
i=1 .

q(i Y,

para j=1,2,...,n. Usando o lema 2.1, obtemos que

-

n m n m »

(% E.r(j/i)l/Yp(i))Y‘- IV Al T RIS
j=1 i=1 A j=1 i=1

: ) n

. (2 q(;)l/Y)Y - Ia a

=1 o J

donde temos que‘

A}

n m ’
D (x r(J/l) /Yp<1)1/Y>Y 1 (T g0 1”)Y <
- J=1 i=1 , ‘ =1
n mw
< (T zpW,ntMmy,
j=1 i=1
loéo
n m ) : n ' -
D (e YMY -1+ (3 gy o
j=1 i=1 | j=1
.. n m ’
< (x TpwntMmy-a,
3=1 i=1 '

e, portantoA

N
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1 0 vy 1 Y Ay oy
I (fr ]/1)p(1) y' - 1] + —:w[( :g(ih) /Nt - 17 <
.Y"IEJ =1 i=1 _. ] y-1 j=1 R

n - m
z T p(i,3)
j=1 i=1

/vy o 1] ;'

N

__]___i[(

isto &,
'fHY(X/Y) + HYkabs H(X,Y).

Caso IT : 0 <y < 1. Neste Easo, temos que

m F m .
Gt e ¢ (rrGapantY =
AL e ST

AN

= (2 p(1,3)) L/x

i

IIMB

l

3

a7,

‘ \

!

para j=l,2;;..,n.‘Novamente, usando o lema 2.1, obtemos qué

n n_
(2 aHMY - ¥ g <
J=l j=1
n m . , m -
< (3 rrGAYTOYNY o} (F ri/ /Yp(lll/Y)Y’ |
j=1 i=1 | j=1 i=1 |
donde témoslque
n n m -
(2 q(3)¥MY -1+ 3 (= r(j/i) /Yp(l)l/Y)Y <
j:

l j 1 i=1
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n m -
< (z 1pi. M
) j:l i=1 .

’

Iogo,’

' ‘n m : 4
NN =14z (zrG/YMY -1

o3

( .
3

n m:- .
< (2 3p@,HtMY -2
j=1 i=1 . ’

donde, ja que Yil < 1, segue que

| Hy(Y) + HY(X/Y) > HY(X,Y),

O gue prova O ‘teorema.
Como’vimos no § 2, Cap. 1, temos a igualdade para a entro-

"~ pia de Shannon._ : . T Eh
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carPIiTUuLO 3

Capacidade-y Generalizada de um Caﬁal

Discreto sem Memdria.

_Neste capituio, definimos a capacidade-y (y > 1) de um
canal discreto sem memdria por méip da entropia-y. Introduzimos
»tambéﬁ, O conceito de fungSes pseudocSncavas e, verificamos que estas
fungdes sao facilmente maximizadas em uma regido convexa. Ent3o, pro-
.varemos o teorema que da condlgoes necessarias e suf1c1en£es para um
canal dlscreto sem memdria atlnglr a capac1daae -Y. Para os canals dis-
cretos sem memdria s1metr1cos, calculamos a capacidade-vy. Flnalmente,
'exemplos sao dados para a computagao da capac1dade Yo Devemos observa:
‘tambem que, sob condlgoes mais fracas provamos o teorema 4.41 de |6].

Um canal discreto sem memdria ch alfabeto de entrada

'

X = {1,2,...,m} e alfabeto de saida Y =.{l,2,...,n} & caracterizado
N . . : \ . .

_pela matriz mxn R = [r(j/i)]}, 3=1,2,...,n; i=1,2,...,m, com

- » .. . . . n . ‘ \. .
r(j/i) >0 e f r(j/i) =1, i=1,2,...,m. Aqui, r(j/i) representa a
probabilidade condiciénal do jéésimo.simbolo de saida, se o i-&simo

s1mbolo de entrada foi transmitido.

Consideramos uma distribuicao de probabllldade de entrada
arbitraria (pl,pz,...,pm)eA sobre o alfabeto de entrada, que 1nduz

a‘distfibuigéo (ql,qz,...,qn)aAn sobre 0 alfabeto de saida dada por

. m
N _ . g. = ¥ p.r(j/i)
! LT

A velocidade de transmigao ov informacd@o comunicada pelo canal & defi- -

‘nida por .
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CIK/Y) = H (X)) - HO(X/Y), v o> 0,y L.

Definimos entdo, a capacidade-y de um canal discreto sem memdria ‘ca-

racterizado por a matriz R, como a guantidade

c. = max L0 - B (x0T,
.(pl'pZ'"..'pm)eAm Y Y .

onde y > 0, y ¥ 1, e as distribﬁigSes de probabilidade de X e Y sdo
_ ' - . .oom . |
dadas por (pl,pz,...,pm) e»(ql,qz,..,,qn), qj = iilpir(j/i),

j=1,2,...,n, respectivamente. E, entao IY(X/Y) pode ser escrita como

P

. n m o L
A M AT VI AT I
1 = ’

. I T(X/Y) = -—_—-[( P
R y-1 i j=1 i=1

1

‘"MS

. |
( £ p. Y Yr(5/1)1/7)

Y-l i=1 i :):l . m .]_/ ' .
(z Py Y).Y_ o
i=] -
1/y :
I m n m P- _
1 1 S
) = —=7( I p, /Y)Y[l - I (z . r(j/l)l/Y)Y].
TThi=1 j=1 i=1 m 2/ . :
L py Y
i=1
Séja
p_l/Y
pi = = I izllzl‘oc;mo
n !
/v
3 p.
i=1 1



j=1 i=1

& convexa em A Para y > 1.

. m . : Y ' Pi
Entao, = p = 1, Agora, como p;
=1 ‘ /vy v
( z P, )
i=}1 )
m y 1
Ip! m—— .,
i=1 * m l/
i=1 *
1ogo,
i -1 -n m
I (X/Y) = =) Q- = (= p; r(j/i)
Y m -Y - J=1 i=1
(zp!h
=1t -
1/v
L P;
‘ondey>0,vy+1le p; = ——— , i=1,2,...,m."
m
1
Ep, /Y
i= ._
" - Lema 3.1.- A fungao
: n m
F(rp') = I (I p} r(/i) Y

, entao temos que

17v ]

Prova: Sejam P' e Q' em A, e0sasl. Entao,

F(y,AP'+(1-1)Q")

n m /
I (Z Opi+I-0a))r(3/i) Y)Y
J=1 i=1

n

z [a Z p! r(j/l)l/Y + (1=1),
j«l i=1 _

. -

E
i=1

ar /YT

29
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n m m ‘
< [»( £ pg r(:l/l)l/Y)Y + (1~ A)( L q] r(]/l) /Y)Y! =
3=1 i=1 i=1
n m m ' |
= x.z (z P ‘r{j/i) /Y)Y +. (1-20)( ¢ aj r(]/l) /Y)Y =
' j =1l i=1 - _ i=1 .

AF(Y,P') + (1-\)F(y,Q'),
v

onde.- a desigualdade & obtida do fato da fungao w{x) = xl/Y, xv;.O, se:

convexa com respeito a x, para y > 1.

Lema 3.2.—'A funcgdo
n m
j=1 i=1

E(y,P').= 1 - p! r(J/l

-& nao-negativa e cGncava em A , para y > 1.

Prova: .Da de81gualdade de Minkowski (ver Gallager, 1968

|6]), para vy > l temos que

e

-n m
DX z

P
[ e

/ m
(zplrG/)" MY ¢« [zp

5L : rG/OYY = (3 pDY =1, -
§=1 i=1 © i = _

=1 - , i=1

o donde

nm
) T

(2 plr(j/i) /Y>Y = E(y,P"),

j=1 1 1
.isto &, E(y,P') & n3o-negativa.
A concavidade & uma consequencia imediata-do lema 3.1.
Isto prova o lema.

Definicao 3.1.- Uma funcdo real -f definida sobre um conju

to convexo AC R" & pseudocOncava sobre A se para todo xeA, todo 'yeA

*

Vf(x)(y—x) < 0 implicar f(y) € £(x).
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'Concav.idade implica pseudoconcavidade,_ }mas existem’ fungOes pseudo-—
clncavas que nao sdo cdncavas.

. E facil ver (|8]|) que se g & uma funcao real definida sobre.um corjun-
to coh_vexo AC ], g positiva e cOncava sobre A, e se h & uma funcdo real definida
também sobre A, h rﬁo—negétiva- e obncava sobre A, entao a funcdo g.h & pseudocdn-
~cava sobre A. |

‘Teorema 3.l.- A informagdo comunicada

n m - p/Y

T /vy |
(zp Mil- = (2
Iy(X/Y) _Yll_l E j=1i=1 1/
. zp
Ci=l

/Y ],

onde v > 1, & uma fungdo pseudocdneava, ndo-negativa sobre L

Prova: A flmgao ( ): P; /Y)Y
1—-1 b

e concava e p051t1va para y > 1 (teorema 2,

n m

Cap. 2). Do lema 3;2,"a funcao E(y,P') =1 -5 oz p; r(j/l) /Y)Y L s 1, & nao-
. L =1 1= o
n M p.l/Y :
negatlva e cbncava sobre Am Logo, a fungao 1- 2 (5 ——m r(j/i) l/Y)Y, vy>7T
- 4 . =1 i=1 m 1/v ‘ :
- . - L p;
: R i=1

€ nao-negativa e cdncava sobre & - Assim, como‘c.:ons'equéncia da observagao acima,
a fungao IY (X/Y) & pseudocOncava, n3o-negativa sobre Age _

'x O teorema sequitite se encontré demnsﬁr'ado em Gallager (1968), |6|, 68),
sob a condigdo mais forte de concavidade da fungao f sobre B N .

Teorema 3.2.~ Seja £(P) uma funcdo pseudocdncava de P=(Py/PyreeerP)

L  AE(P)
no conjunto A . Supomhamos que as derivadas parciais sao definidas e conti-
N '

O () .
nuas sobre A com . a pouswel excecao que lim pode .ser +w». Entao,
p +O P,

1
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s£®) .. , .

= A, para todo i tal que p; > 0, o ‘ (1)
5p; .
3£ (P) ‘
. < A, para todo i tal que p; = 0, s (2)
3p; . _ i o ,

para algim nimero A, s3o condicOes necessirias e suficientes sobre um vetor proba- .

bilidade P maximizar f sobre A

Prova: - (Suficiéncia) .= Suponhamos que as condigbes

of (P) A T
= A, para todo i tal que p; >. 0,
) Bpi . '
9f (P) - - :
< A paratodoitalquepi=0~
) o j
i

s3o satisfeitas, para alglm nimero A e alglm: vetor de probabilidade P. Mostraremos
4 que para qualqder outro vetor probabilidade'Q, £(Q) - £(P) < O, esfabe}ecendo Que,

P maximiza f.

Temos que

. mf(P)
i=1 op; :
3£ (P) . n
As hipdteses (1) e (2) excetuam o caso = +», Observe que se P; > 0, entao
| : - p,
i

of (P)

oy - | !

.

(qi‘_"pi) = Alg; - p;). Também, se p; =0 temos que q; ~p; > 0 e entdo
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of (P)

(@; - py) € A(g; - p;). Portanto, segue-se que

op,

m 3f(P) . m 7 m m _
L q; = p;) 2% (g, = py) =A(Lg, - I p,)=0..°
Ji=loep, ¢ T i=l R F i=1 i=

Assim, VE(P)(Q - P) < 0, o que implica Que f(Q) < £(P), ja que £ &
.pseudocdncava..

(Necessidade) : Suponhamos que P maximiza f. Entdo, temos que

£(6Q + (1-8)P) - £(P) < O,

.-

para qualquer vetor probabiiidade Q e qualgquer 0 < & < 1. Dividindo

‘esta desigualdade por 6 e tomando o limite quando 6-+0, temos que

3f (6Q + (1-0)P) |

. <0,
00 6=0
. y
ou seija; . ‘
m 3f (P) . . .
~— L (q; - p:) < O. | (3)
i=1 9p, - Y T - ‘

Pelo menos uma componenfe de P & estritamente positiva, e suponhamos,A
por s1mp11c1dade de notagao, que pqy > O Seja I um vetor unitario cor
l na i-ésima componente e 0 nas demals, e escolhemos Q= P+eI —sIl
Desde que Py > 0, Q & um vetor probabilidade para 0 < € < Py Substi-
tuindo este Q em (35, temos que | | | |

f (P) 2f(P)

€— - g— < 0. - Co. ;
-Bpi » Bpl-
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isto & ’

PE(P)  3E(P) .

i %P

9P

Se p; > 0, € pode ser também escolhido negativo, e entao a desigualdade (4) fica

invertida, dando

. 3f(P) of (P) (5)

= — / p‘i >0
Py |
(P
- Finalmente, escolhendo A = ——, (4) e (5) tornan-se equivalente a
: ' apl _
3£ (P) .
! . ap. = )\, se pi > O,
! 1 v .
A (P) o
: £ A, se p; = 0.

.....

- : of (P)
Para completar a prova, consideremos um P tal que

= +o para al-

api

gim i e mostremos que um tal P 1_150 pode maximizar f£. Supohhamos, por simplicidade
de notégéo; que p; > 0"Temos que - '

£(P + eI, - eI)) - f(P) B f£(p _+ el; = ely) = £(P + eI,) f(P+e?Ii) - £(P)

+
€ o € €

"Quando e+0, o primeiro térmo do lado direito da igualdade acima fi_ca limitado pe-

.



35

of .
la continuidade de — . 0 segundo té&rmo tende ao infinito, de modo que
op ' ' -
1

o lado esquerdo & positivo, para ¢ suficientemente pequeno. Logo,
£(p + in - sIl) > £(pP),

‘para e suficientemente-pequeno. isto mostré-que,P nao maﬁiﬁiza £, com-
pletando a prova do .teorema.

Apresentambs agora, O teorema centrai do nosso trabalho,
que dé.condigSes necessarias e suficientes para um vetor probabilidade
"atingir a capacidaaeéy de um canai discreto sem memdria.

Teorema 3.3.- As condig¢Oes necessdrias e suficientes sobre

um vetor probabilidade Pé(pi,pz,...,pm) atingir a capacidade-y (y > 1)
de um canal discreto sem memdria com matriz R = [r(j/i)],

j=1,2,¢..,n;i=1,2,...,m, sd3o que para algim nﬁmerO»Cy,

: =-1 n m : == .

1 n o 1/yyy-l_ ¥ /v s /v v-1_ v c o L/Y
==tz p ") P, - (zp r(j/i) ) joFF r(j/i) =C_ (6)
para todo i tal que p, > 0, e

‘ m o ’l—l n - m i :

- R | - PRI § ) '
__];..[( ¥ pkl/Y)Y~lplY - (x pkl/Yr(J/l) /Y)Y lpl'Y r(J/l) /Yj|<c (7)
k=1 : | . . Y

y-1 j=1 k=1
para todo i tal que Py = 0. Além disso, o nimero C, & a capacidade-Y d:
canal.

Prova:Desejamos maximizar a fungio
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. 1- A . 1 :

3L (X/Y) m ==1 n m ==1 .

: 1 .1 - 1 . - .
e =LA A AR NS rICY SR At A IO VR I

3 T k= =1 k=1 © *

1] ]

Podemos aplicar o teorema 3.2'de‘max:imiza<;50', desde que IY X/Y), vy > 1, & pseudo-
cdncava em PeAm, e suas derivadas parciais satisfazem as cond.iQSesv de continuidade
apropriadas. Ent80, condig¢Ces necessdrias e suficientes sobre P para maximizar
I &/Y) sdo :

BT (X/Y)
--—-Y-————-—-—=>\, sepi>0,

Bpi

. I (X/Y)
: -—Y—-—-——<A, se_pi=0.

5p;

Usando '(8) e tomando € = A, temos que

o ' : ‘ 5 . 1 ] Y
1 DA VOO R N S W VRIS IR R DRI
==z )T, -z (z r(3/x 0" Tp ' r(3/1) ] f
Y .,k=1pk~f o j=1 k=1pk N 9

Agora, multiplicéﬁdo ambos os lados de (6) por Pir € semando sobre g i tais que
p; > 0, temos o valor maximo de IY (X/Y) do lado ésquerdo e a constante CY do lado

direito, estabelecendo que CY e, de fato, a capacidade do canal.

Definicao-3.2.~ Um canal discreto sem ,menhxéria'l com inat;iz R é dito simé-
ﬁrico se as colunas podem’ ser divididas em subconj’ﬁntos.tal que- cadé' llnha dentro
de um subconjunto & uma permutacao de cada outra linha dentro do mesmo subconjunto
e cada coluna (se mis que umé) dentro de um subconjunto & uma permutacao de cada

outra coluna dentro do mesmo subconjunto. Por exemplo, se R @ a matriz

+
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____________ |y Im T T e e e ey

10.7 - 0.1 0.2 |

| S -

0.1 0.7 - i0.21}" ou {10.2 0.1 0.7
‘ ’ ]

__________ o —d

10,1 0.7 0.2

- | .

entdo o canal & simétrico, desde que cada submatriz satisfaz as propri

dades de permutagio.

Teorema 3.4.- Para um canal discreto sem memdria simétrico

com matriz R, a capacidade CY € atingida para um vetor probabilidade &
entrada P, cujos elementos sdo

1 . :
pj_' = E\_" l=l,2,.¢.’m.

Prova: Sejam as colunas de R divididas em 2 subconjuntos
com n, colunas, i=1,2,...,%, 1o i-&simo subconjunto. Além disso, deno-
: . ’ . - . ) -~ . 1l
ta-se por a; a soma dos elementos de cada coluna com poténcia ™ do .
" i-8simo subconjunto, e por bi a soma dos elementos de cada linha com
“ .1 P R o~ .
poten01a-; do i-ésimo subconjunto. Entao, precisamos provar que

L m(dy L7yl

1 %-l S BN V2PN B2V | i %—l
(ﬁ) -z T (ﬁ). r(J/#)' ? (ﬁ)

L r(j/i)l./y} = c
J:, L= )

Y

A

para i=1,2,...,m. Mas, o membro esuerdo da eguacdo acima & igual a

1 1 Y= 1 -1 n 1,1/y @ 1/vy.y=11 -1 1/
y=1 .1y v Lyy "_ L 1/y sy /=l by Tl Wy L
Y'l[% (m) (m) jil{(m) _.kilr(?/ ) ?- (m) A r(j(l) 'J
R NN 25 W B ey /vy y=1 1y y /Y| 2
= i im - L (=) (2 r(3/k) ) (=) r(3/1) =
-Y‘l[- j=1 ™ k=1 m | ]

Il . n m ' | .
- --LEnYT"l- F( oz r(j/k)l-/ﬂ*”lr(j/i)l”]
| j=1 k=1 ‘ -
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Escrevendo,
n gl =) ' n
I o= I 4+ I 4+ eet L ,
‘_j=l =1 n,+1 n.+n.+...+n_ _+1

1 ) p-1
é facilmente visto'qﬁe (9) & igual a

Ll g
y-1

y-l

bk]

Portanto,

2 .
R N o
C'y o Y—lEn ' k__z__:lak Lkﬁ(] !

que independe do Indice i. Assim, (6) & satisfeita e a capacidade-y & atingida.
Exemplo.- Consideremos o canal discreto sem memdria com a seguinte ma-

. priz canal.(n+l)k(n+l) s

.a a .
l"'a - seas 2 - i
n . n
a . a
- l_a eve -
n . n
_ ‘R = ' ’
a a eee  1l-a
n n

onde 0 s a ¢ 1. Entfo, R & sinétrica e o teorema 3.4 di a capacidade-vy: -
I IO B N
c = Zplm) a, " "p.]

= Ll - (a-a Y+ @Y - YT e n@ Y "’}} =

= e (n+l)Y—l - {(l—a) + n(-= )l/Yﬂ
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Este resultado € uma generalizac@o de um resultado conhecido para.a

capacidade de Shannnon.

lim -J:-I[(ml) SRS FE N2 RTINS 4 n(g)l/Y}y] =
Y->l h

= lim g- )T - (=) Y & n® l/Y}Y] - =
y+1 <Y no '

lim (n+1)Y™ l10g (n+1) - lim —-—{ (1-a) Y + n @My -
'Y'*l ] 'Y—>1 n

]

1}

_ onde,

Poz:tanto,. - ' - - \

mgy-ﬂw{uﬂﬂ”+n 1”}
dond.e: temos que - .
1dy _ S VR P
y%—}m&ﬂa).+n%) I+
) Y p - ) . A. . : y
+ () l:(l—a) Y Miogy (1-a) + n@'Viog, 2 ] :

{(1-a) 1Y 4 n(a vy oy

Portarito, -
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S dy " : ~
lim —= lin{ (1-a) /Y + n(3) /7)Y 1oge[(1—a)l/Y + n(3H/M -
y>1 dy y-l n -

[(l-a)l/Yloge(l—a)'+ n(g)l/quge_g]

L=

Cla-a) Y n )1/

= =(l—a)loge(l-a) -_a.loge g'.

Portanto, temos que

C =1lim C
el Y

S
il

loge(n+1) + (1—a)loge(l-a) + a.loge»

it

loge(n+l).+.(l—a)loge(lf§) + a.log,a - a.log_n.

- Para um canal binario simétrico, temos com n=1, que

R . o 2vl ‘
c = -la{?Y'l S ra-a) Y 4 al/Y}Y] . - H_(a,1-a), (10"
Yy y-l - Yoo :

y -1

de o6nde segue qﬁe

C = 1lim C
vyl

log_2 + (l-a)log_(l-a) + a.log a =
e _ e 4 e

log,2 - H(a,l=-a).

Teorema 3.5.- Para um canal discreto sem memOria com matri

canal 2xn temos que

: n ’ )
c, =1 - G/ G2
SR T, |

Py, A . - 3 [T S e —— o
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Prova: Tomanos (pl,pz) = (x,1-x) €d,, xe(0,1). Entdo,

n .. .
= 206/ 0502 52 M2 -

= (% (1m0 1421
| | - =

st (1) 4250+ 2 (1x) 172

it
i

n o ' :
- [xr(j/l)+(l—x)r(j/2)+2xl/2 (1-x) l/2r(j/1)’l-/2r(j/z).1/2:l

U

| ] -
1262002 3 2 (5/)- 1) 3 r(J/2)-2x 121402 3 £ (303272 r(3/2)l/2 z
=1 J—l 3=1

1/2

102572 (1) Y2 (1) 22 (1) M2 3 r(3/1) 2 02172 <

j=1

il

2201020 - 3 ri3m) 2 r(j_/2)l/ ) =T,

j=1
-Agora, .
| " n ' 1' ) 1
T (x) = 2[1 - Ir 3/1) /r(J/Z)I/ZH 12?200 X l/zJ .
;»\ J“'l . ' .
‘. n l - -]:
- [1-- z 3/ Y% 5/2)Y 2}[ 1 -0V - (1) 2 Y/ 2]
j=1
10 1/2_ .0 1/2 ST
Assim, T'(x) =.0, quando X = 5 com % r(j/l) r(3j/2) $1e0<x <1, Isto
j=1 '

implica que a funcao T(x) (que & pseudoconcava) tem um Gnico valor Maximo no ponto

X =

NI

. Portanto, obtemos que



c, = max  [H,(X) - Hy(x/¥)] =
(pyrpp) el

max T((x) =
xe (0,1)

n |
1 - .zlr(j/l)l/ /22 .
J: F—

'Assim, o teorema esta provado.,

Para o canal simétrico binario (r(l/1) = r(2/2) =1-a e
r(1/2) = r(2/1) = a), temos que_'.

~

2

Q
I
'_!. .
|

,=1- srG/m7 a2l -
31 ‘~
=1-ranY%a2)Y? - rmY 22 <
PRV V- R V- IR V- 2

o
]
I

=1 - 2a"%(1-a) 2 =
=2- [al/z + ,(1—a)1/2]2 =
=1 - 5[+ a3 -

=1 - Hz(a,l—a),

que coincide con (10) no caso y = 2..
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