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RESUMO

Neste trabalho apresentamos os teoremas da  Capacidade
de Ordem o e de Grau B de um Canal Discreto Sem Memdria, usando
Entropias Generalizadas (Entropia de Rényi e Entropia de Daréczy)

"através da Entropia de Shannon.
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ABSTRACT

In this work, we present two theorems on Capacity of
order a and Capacity of degree B of a discrete memoryless channel,
using generalized entropies i.e., Rényi entrop& of order « and
Dardczy entropy of degree 8. These entropies are generalization

of Shanhon éntropy.
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INTROBUCAQ

No presente trabalho temos o objetivo de calcular a Ca-
pacidade do Canal Discreto Sem Memdria usando Entropias Generali-
zadas através da Entropia de Shannon.

No Capitulo 1, apresentamos inicialmente o conceito de
um ‘Sistema de Comunicagéb e definimos a Entropia de Shannon. Defi
nimos tambeém a Informagao Comunicada pelo Canal sobre X a partir
de Y, bem como a Capacidade do Canal. Apresentamos o conceito de
Canal Discreto Sem Memdria e a seguir apresentamos as  Entropias
de Rényi [1961] e de Dardczy [1970].

No Capitulo 2, apresentamos 0 nosso trabalho, sobre a
Entropia de Rényi e Dordczy para a Capacidade do Canal de Ordem o )
(Entropia de Rényi) e pafa a Capacidade do Canal de Grau g (Entro

pia de Dardczy).



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Teoria de Informagao € um ramo da Teoria de Probabilida
de, com grande aplicégéo nos sistemas de comunicagoes, na qual te
ve uma origem fisica. Ela foi iniciada por cientistas da comunica
¢ao que estudavam a estrutura estatistica de equipamentos elétri-

cos de comunicagdes. Ela foi iniciada por Shannon em 1948.

1.1 - Sistema de Comunicagio

Um "sistema classico de comunicagao'" tem a forma repre-

sentada na Fig. 1.1 abaixo

Fonte

de J « o I S o o
Informacso Codificador -4  Canal __qDecodlflcador,_q Receptor

Ruido

Fig. 1.1



onde

Fonte de Informacdo: E o componente do sistema que & capaz de pro

duzir mensagens. A fonte pode ser uma pessoa ou maquina,
Por exemplo, no computador & uma midquina, no telefone €

-

uma pessoa, na televisao € uma maquina ou pessoa. Geral
mente a fonte de Informagdo & representada por uma va-

riavel aleatoria discreta ou continua X.

Codificador: Transforma a linguagem da fonte para a linguagem do

canal, mantendo inalterado o seu conteudo, sendo portan

to responsivel‘pela mudanca da forma de linguagen.
.Canal: E o meio através do qual a mensagem € propagada.

Decodificador: Apds receber a mensagem que foi transmitida pelo

canal sua finalidade &€ .de decifra-la de modo que a mes-

ma seja inteligivel pelo receptor.

Receptor: E o ponto de destino da mensagem e representado pela

variavel aleatdria discreta ou continua Y.

A Teoria de Informagdo tenta construir um modelo matemi
tico para cada um dos blocos da Fig. 1.1 acima. Uma apiicagéo de
um modelo de Sistema de Comunicagao, como na Fig. 1.1. acima, foi
. feito por Wiener e Shannon em suas discussdes sobre a natureza es
tatistica da comunicagdo de mensagens.vEm tais modelos de comuni-
cagao, a fonte de informagiq, o codificador, o canal, o decodifi-
cador e o receptor devem estar estatisticamente definidos..

. Os sistemas de comunichgio, aqui citados, sao de nature
za estatistica; isto €, o comportamento dos sistemas nunca podem
ser descritos de uma forma déterministica, ele &€ sempre dado em

termos estatisticos. Por exemplo, uma fonte de informagdo €  um



aparato que seleciona e transmite sequénéiés de sfmﬁolos ao acaA-.
so, embora esta selegao possavser baseada em algumé estatistica.

Em Teoria de Informagao temos o conhecido TEOREMA FUNDA
MENTAL DA INFORMACAO e enunciado da maneira como segue:

"E possivel transmitir informacado" pelo Canal Ruidoso,

em qualquer velocicade menor do que a capacidade do canal com uma

pequena e arbitraria probabilidade de erro, isto &, se

R - € a velocidade de transmissao da informagdo e

C - a capacidade do canal |
entao
se R < C, pode-se transmitir a informagao com pequena probabilida
de de erro, em qualquer canal ruidoso.

Este teorema foi provado a primeira vez por Shannon em

1948, usando uma medida de incerteza (ou entropia de Shannon).

1.2 - Entropia de Shannon

Seja X = (Xy,.00,X) uma variivel aleatdria discreta
com distribuigao de probabilidades (p(xl),...,p(xn)) © tal que
n

p(xi) >0 ,1=1,2,...,n e 'Zl p(xi) = 1.
1=

A Entropia de Shannon & definida por

H(X) = H(p(xy),.ovoup(x D)= - p(x;) log, p(xy)

(1.1)

[ e M
-

i

Suponhamos que X e Y sao duas variaveis aleatorias dis-
cretas associadas com o mesmo experimento. X e Y tém probabilida-

de conjunta



. p(xiv YJ) =P {X = X5 s Y = Yj } ) (1.2)
para i = 1,2,...,n e
j=1,2,e..,m

O resultado {X =.x; ; Y = yj } tem probabilidade con-

junta p(x;, yj).AEntio a entropia conjunta & definida por

n m '
H(X,Y) = - iil Jﬁl P(xiv YJ) 1082 P(Xia yJ) A (1.3)
Nota: - Salvo indicagdo em contrario, o logaritmo sera sempre con

siderado com base 2.

Definicao 1.2.1 - (Probabilidade Individual)

A prdbabilidade do evento X = x, no primeiro experimen-

to indiferente a do segundo & definida por

n}ﬂE

P(Xi) = P(Xio Yj) . para i =_1'2’-~-’n (1.4)

j=1

Definicao 1.2.2 - (Probabilidade Individual) -

A probabilidade do evento Y = Y; no seguhdo experimento

indiferente a do primeiro € dado por

p()’j) =

[
— .

. p(xi’ yj) para j = 1,2,-'..,111 (1.5)
1 .

Definicdo 1.2.3 - (Probabilidade Condicional)

A probabilidade condicional de ocorrer o evento x; do

[\



experimento X dado que o evento Y3 do experimento Y ocorrer € de-

~finida por

p(x., ¥:) . ‘
p(x;/y;) = ——=—m - (1.6)

p(Yj)

Definicao 1.2.4 - (Probabi}idade Condicional)

A probabilidade condicional de ocorrer o evento yj do
experimento Y dado que o evento X5 do experimento X ocorrer é de-

finida por

p(x;, ¥s) | 1.7)

P(xi)

P(Yj/xi)

Quando X e Y sao independentes temos

p(xi)'p(Yj)

p(x;/y:) = = p(x;) (1.8)
v P(Yj) 1 ’
e
o op(x:)ep(y;) ‘
P(yj/x;) = —= = plyy) (1.9)
P(xi) .
Definimos a incerteza éondicional de Y dado que X = X;o
por .

HOY/X = x3) = - 5 ply;/x;) log plys/x;) (1.10)

1 J 1

para i = 1,2,.,.,n

‘Logo, definimos a incerteza condicional Y dado X  como
a incerteza média da H(Y/X = xi) com pesos p(xi) s 1 = 1,2,0ee,0,

por



n .
HOUX) = 2 p(xg) HOUX = %) | (1.11)
i= :
n m ; ‘ )
-k jzl p(x;) ply;/%;) }og ply;/%4) - (1.12)
n m ‘
= - izl le p(xiv YJ) log P()’j/xi) (1.13)

Similarmente, podemos definir

n m _

H(X/Y) = - = £ p(x;,¥;) log plx;/yy) (1.14)
i=1 j=1 J J | .

Através das definicoes de incerteza obtemos os seguin -

tes resultados:

H(X,Y) = H(X) + H(Y/X) = H(Y) + H(X/Y) (1.15)
H(X,Y)  H(X) + H(Y) , (1.16)
H(Y/X) ¢ H(Y) - | . (1.17)

Com a igualdade em (1.16) e (1.17) se e somente se X e

Y sao independentes.

1.2.1 - Informacao Comunicada pelo Canal sobre X a par-

tir de Y

Definimos a '"informagao comunicada pelo canal sobre X a

partir de Y" como

I(X/Y) = H(X) - H(X/Y) - (1.18)



l'b(xi) ‘log p(x;)

it
!
o1

i

n m . :
., ys) 1 Jys)
I 521 p(x; YJ) og p(x;/y5)

+

n m

- I : p(x., y.) 1log p(x.)
i=1 j=1 % °J *

n m

+ .y Y 1 /Y.
2 551 P(x;, ¥5) log p(x;/yy)

n m. P(Xi)
- I p(xi, yj) log ———— (1.19)
i=1 j=1 p(xi/yj)

Esta medida de informagdo € as vezes chamada INFORMACAO

MOTUA e satisfaz as seguintes propriedades:
I(X/Y) > 0 (nao negativa) (1.20)

I(X/Y) = I(Y/X) (simetria) - - (1.21)
isto €,
a informagdo comunicada sobre Y por X & a mesma informagao sobre

X por Y.

Definicao 1.2.5 - (Capacidade do Canal)

'A mdxima informagdo comunicada pelo canal & chamada Ca-
pacidade do Canal. A maximizagdo € tomada sobre o conjunto de to-
das as dis;ribuigées de probabilidades de entrada'{p(xi)} ,

i=1,2,0..,mn , isto &,



C = max I(X/Y) (1.22)
p(xi)

i=1,2,...,n

1.3 - Canal Discreto Sem Memoria-

Nesta secgao comegaremos a analise de canais de comuni-
cacao da qual as entradas‘estio sujeitas a pertubagOes na trans-
missao. Na situagao usual de,comuniéagao um objeto, de élguma ma-
neira (por exemplo, uma letra de um alfabeto).é selecionado de§de
uma classe especifica de entradas; 0 canal & um esquema que atﬁa
na entrada para produzir uma saida pertencente a outra claése es-
pecifica. A classe variavel de um cdnal, pode em muitos casos ser
descrita dando uma distribuigao de probabilidade sobre um conjun
to das possiveis saidas. A distribuig@o dependerd, em geral, de
uma particular entrada escolhidg para transmissdao e também do es-
tado interno do canal pafa o tempo quando a entrada € aplicada. O
estédo interno do canal enquanto a entrada & aplicada afetara a
transmissao de informagao, ‘

Interessaremos para a situagdo na qual a informagao a
ser transmitida consiste de uma seqiiéncia de simbolos, cada simbo

lo pertencente a um alfabeto finito.

.Definigdo 1.3.1.

Um Canal Discreto Sem Memoria com alfabeto de entrada
X = (xl,...,xn) e alfébeto de saida Y = (yl,...,ym).ondé}x € uma

varidvel aleatdria discreta com distribuigdo de probabilidades



‘p(xl),.a.,p(xn) e. Y & uma variavel aleatoria discreta com distri
buigdo de probabilidades (y{),s++.,p(y..) € definido pela matriz
Py P

n x m abaixo

4 A

p(y,/x;) p(y,/x4) vor plyy/%q)
P(-yl/xz) . . p()’z/xz) T ees p(ym/XZ)
p(y;/x3) P(y,/%5) vor plyp/xs) (1.23)
p(y,/x,) Py, /x)) e Plyg/x)
ou

{p(yj/x;) com i =1,2,...,n e j=1,2,....m}

onde

P(Yj/xi) representa probabilidades condicionais de palavras codi-

gos recebidas Y3 € Y enquanto x; € X € transmitida, com

m o ,
£ ply:/x;) =1 para i = 1,2,..,,n.
j=1 -7 1

A matriz em (1,23) € chamada Matriz Canal.

Resumiremos agora o Teorema da Capacidade do Canal Dis-

creto Sem Memoria, (Ref., Gallager [1968]).

3

Teorema 1.1..

Um conjunto de condigdes necessarias e suficientes sob

um vetor de probabilidade P = (p(xl),;..,p(xn)) para atingir a ca
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pacidade de um canal discreto sem memdria, com entrada X e saida
Y e matriz canal [p(yj/xi)] é

~

= C se p(xij > 0
I(X = xi/Y) é (1.24)
K C’ se p(xi) =0
k )
para todo i=1,2,...,n
onde
IX = xi/Y) € a Informagao Comunicada pelo canal para a entrada

x; a partir da saida Y, dada por

IX = x;/Y) = £ ply;/x;) log PO/ (1.25)
j=1 731 n |
2 p(x) Py /%)
para todo i = 1,2,...,N0
Sejam
xN - 6 cohjunto de todas'as seqliéncias de entrada de
comprimento N que pode ser tran'mitida, isto é;
'XN = {xh= (x7X,Xg...X\) tal que X, € X para t = 1,2,...,N’}
© .
YN . conjunto de todas as geqﬁéncias de saida de  com-

primento N que pode ser recebida, isto €,
) A

YN = {y ?_(y1y2Y33"yN) tal que Ve € Y para t = 1.2....,N }

N N

Assumiremos que X- e Y sao ambos finitos.
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Definicdo 1.3.2 - (Probabilidade de Erro)

A probabilidade de erro de codificag@o para um certo cg
digoég , com M palavras codigos de coﬁprimento N, denotada  por
' Pe(é? ) € definida da forma convencional

. | | .
PB)= = L p | (1.26)
e N M em
Cox, € X |
onde
P € a probabilidade de erro de codificagao quando a seqliéncia

em
Xp € transmitida.

Quando X = (X;X; «.s xy) € xN & transmitida, a probabi-
lidade de Teceber a seqUéncia y = (y1y, ... Yy) € YN & determina-
do por | |

N .
p(y/x) = II; Py /%) | (1.27)

Em 1965..Gallager conseguiu uma elegante prova do teore
ma de codifica;io de Shannon'e obteve uma nova limitagdo para a
probabilidade de erro. O seu contrario foi recentemente apresenta
do porIArimoto [1973]. ‘ -

Resumiremos agora o teorema de codificagao de Gallager

e seu contrario da seguinte forma.

Teofema 1.2:

Seja \
_ _l_ 1+0
( ) m n / 1+0
E (p,P) = - log z L p(x;) ply:/x:)
° - j=1 Ji=1 1 3t

(1.28)
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onde
P = (p(x),....p(x,)) € uma distribuicdo de probabilidade arbitra
ria através do alfabeto de entrada X, p € uma constante fixada e

fazendo

R = 108 M
N
1) - (Gallager [1965]) = Existe pelo menos um bloco de
codigo de comprimento N tal que a probabilidade de erro de codifi

cacao & limitada superiormente por

Pe(@ ) £ exp -N ‘{- p R + max Eo(p. P)} (1.29)
P

para 0 < p g1

2} - (Arimoto (1973]) - Para algum bloco de cédigo de
éomprimento N a probabilidade de erro de codificagdo € 1limitada

inferiormente por

Pe(G 1] 31 - exp ?N {- pR + min Eo(p. P)} (,1.30)

P

para -1 g p < 0

1.4 - Entropia de Ordem a

A Entropia de Ordem a obtida por Rényi [1961], para uma
distribuigao de probabilidéde (p(xl),...,p(xn)) de uma variavel

aleatdria discreta X = (XgaeesaXp) é definida pbr‘

[ =]
-

-1 - ’ - ‘
H, (X) = — .1°g {i Pa(xi) .. ca#1, a>0 (1.31)

OCc(

g0
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Muitos pesquisadores realizam trabalhos sobre esta en -
tropiz de Rényi, especialmente o problema da construgéo axiomati-

ca desta entropia, (Ref. Aczel e Dar6ézy, [1975]).

A entropia de ordem a pode ser reescrita na forma

1
n ] =
HG(X) = 2. 1log z pa(xi) @ a#1l,a>0
l-a i=1 . : (1.32)

A entropia condicional de ordem o, de uma varidvel alea
toria discreta X = (x;,...,x;) € definida como
o | m n 1/a
Ha(x/Y) = —— log z P(Yj) D Cxi/Yj) ’
l-a j=1" i=1

a#1,a0a>0 (1.33)

(1.6) e (1.7) , (1.33) pode ser reescrita na for

Usando
ma
. m n 1/a
H (X/Y) = == log | 1 {:x p%(x;) p*(y5/x3)7
1-a j=1 li=1 J

~

a1l ,a>0 (1.34)

Similarmente, podemos definir

H (Y/X) = =~ log
1-a 1

II.M =3
—

m o 1/e
.Z pa(Yj) P (xi/yj)
o F1 .a>0 (1.35)

Podemos verificar simplesmente que

lim HG(X/Y) = H(X/Y) (1.36)
a+1
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lim H (X) = HX) : ) (1.37)
a>1 o :

onde
H(X) e H(X/Y) representam, respectivamente, as entropiaé defini-
das em (1.1) e (1.14).

Geralmente
H (X/Y) g H (X) - (1.38)

com a igualdade se e somente se X e Y s3o independentes,

De (1.38) ségue que

H (X) - H (X/Y) 3 o. : (1.39)

1.4.1 - Informacao Comunicada Pelo Canal de Ordem a

Definimos a informagdo comunicada pelo canal de ordem o

sobre X a partir de Y por.
I (X/Y) = H (X) - H (X/Y) S (1.40)

a qual & ndo negativa por (1.39).

Logo,

I,G/Y) = H (X) - Hy(X/Y)

| n 1/a
- log { 1z p*(x;)
1-a i=1 :

; ‘m : n . 1/a
- —— log | I p(y;) {,X p“(xi/yj) '
j=1 1

=

1}

o #1;,a>0
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n 1/a
= =%~ log { I p*(x;)
i=1

l-a
m. n o " _ 1 1/a
- =% log |z {z_ pPY(xp) PY(y;/%;)
1-a j=1 (i=1 J
ﬁ n o 1l/a
B r p(x3) p (yi/x;)
~a j=1 G=1 " - :
= - log . ,a #1l,a>0

1-a n o 1/0 ‘ :
: {121 prixg)y (1.41)

Definicao: Capacidéde de Ordem o, de um Canal Discreto

Sem Memoria. -

A capacidade de ordem o, de um canal discreto sem memo-
ria, denotada por Ca’ € definida como sendo o maximo de Ia(X/Y).
A maximizagdo & tomada sobre o conjunto de todas as distribuigoes

de probabilidades de entrada {p(xi)}, i =~1}2....,n , isto €,

c,6 =max I (X/Y) (1.42)
p(x;) ‘

i=1,2,...,n

1.5 - Entropia de Grau B

Dardczy [1970], introduziu o conceito de uma fungdo in-
formagao de grau B e definiu a entropia de grau B para uma distri
buigdao de probabilidade (p(x{),s-¢.,p(x,)) de uma varidvel aleatd-

ria discreta X = (xl,...,xn) por
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8 1-8 -1 n 8 '
HP(X) = (2 -1) t pPxy) -1/ .,8#1,8>0
i=1

(1.43)

Quandq g ~1, temos

8 n
lim HP(X) = HX) = - T p(xi) log p(xi)
8-+1 » i=1
na qual € a Entropia de Shannon.
Se X e Y sao duas variaveis aleatorias discretas com

distribuicao de probabilidade conjunta p(x;, yj) para i =1,2,...,0

e j= 1,2,..{;m , definimos é Entropia Conjunta de Grau 8 por

8 1-8 -1 | n m 8
H (X'Y) = (2 -1) z z p (xis Yj) -1 ’ B-T‘ 1, B> 0
i=1 j=1

(1.44)

- Definimos a Entropia Condicional de grau B de X dado

que Y = y.

j o j=1,2,...,m , por

8 1-8 -1
Hex/Y =y = 2 -1

L =1

1

I opPogryp - 1| 81, 820
1 T

(1.45)

Entdo definimos a Entropia Condicional de X dado Y como

sendo

’ m
HE/m = 3 opfyp BPovY = yy)
. j=1 :
1-8 -1 m " n g
= (2 -1 ety §1 prOxi/yy) -4

j=1 i

B#1 ,8 >0 (1.46)
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Similarmente, podemos definir a Entrdpia Condicional de

Y dado X pof

18 (y/ - 7t 8 mog
H°(Y/X) = (2 -1) 1 P ('xi) 'Xl P (yj/xi) - 1. Ty

e~

i
B#1,8>0 (1.47)

Estas entropias, tem as seguintes propriedades; (Ref.:

Sharma e Autar, [1973]):
i) HB(X,Y) = HB(Y/X) + HE (x)

. HB(X/Yj + HB (M)

1- -1
ii) HB(X,Y) = HB(X) + HB(Y) + (2 ‘ -1)  HBQO.HE(M)

1..
iii) HB(Y/X) = HB(Y) + (2 ° -1) . BB .HB(Y)
iv) HB(x/Y) ¢ HE(X)

com a igualdade em iv) se e somente se X e Y sao independentes.
Além disso, estas entropias de grau B satisfazem muitas

outras propriedades, (Ref. Aczel e Daroczy, [1975] e Taneja[l&ﬁﬂ)

1.5.1 - Informacdo Comunicada Pelo Canal de Grau B8

Definimos a informagao comunicada pelo canal de grau B8

sobre X a partir de Y por

1Bx/v) = H800 - HBQX/Y) (1.48)

na qual satisfaz as seguintes propriedades

S
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IBQX/Y) > 0 (n3o negativa) (1.49)
18(x/Y) = 18(v/Q) (simetria), ©(1.50)

isto €, a informagao com nicada pelo canal de grau B sobre Y pecr

X € a mesma informagdo scbie X por Y.

Definicdo: Capaci 'de de Grau B De Um Canal ' Discretc

Sem Mem: ~ia.

A capacidade de gra. B, de um canal discreto sem memd -
ria, denotada por CB, 8 defini a como sendo a maxima informagdo co
municada pelo canal de grau B, . maximizag8o € tomada sobre o coxn.
junto de todas as distribuigoes le probabilidades de entradas, is

-

to e,

c® = max 1P(x/M) | : (1.51)
p(xi) ' '

i=1,2,...,n
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CAPTTULO 2

ENTROPIAS GENERALIZADAS E CAPACIDADE DO

CANAL DISCRETO SEM MEMORIA

-Neste capitulo apresentamos o teorema da capacidade do
canal de ordem o e de grau 8, objeti@o de nosso trabalho; Para o
teorema da capacidade.do canal de qrdem «, precisamos a convexida
de da fungao Ia(X/Y}, sua maximizacdo e sua continuidade, que ci-
tamos na sec¢do 2.1,. Na secgao 2.2. apresentamos o teorema da ca

pacidade do canal de grau 8.

2.1 - Capacidade do Canal dé Ordem 0O

A capacidade do canal de ordem «, de um canal discreto
sem memoria, denotada por C,, jé foi definida no Cépitulo 1, como
sendo a maxima informagdo de ordém‘uﬂcpmunicada pelo canal, A ma-
ximizagﬁo € tomada sobre o coﬁjunto de tddas as distribpigaes de
probabilidades de entradés (p(xl),...,p(x#)), isto é,

C, = max Ia(X/Y)

Cp(x;)

i=1,2,...,n

o En o, o 1/a
1.2 P (x3) p (yy) x3) _
- log J=i i=1 ,

1-a

= max
1l/a

=

ngi) i1 Pm(xi)

i=1,2,...,n
a#1l, a>0 (z.1)
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Seja a fungao Eo(p, P), como no teorema 1.2, definimos

agora

n . 1/14p | 140
R P(xj_) P(Yj/xi) . (2.2)
i=1 , .

F(p, P) =

ne B
P

Logo
“E,(p, PYi= - log [E(e, P)] @3

Definicao 2.1.1 - (Convexidade de uma Funcéo)

Uma fungao (continua)'f: [a.b] + R & dita convexa pa-

ra baixo quando

n

n
f(E Ax.) & T X% f(x:), (2.4)
i=1 1717 T4 1T
quaisquer que sejam xl.xz.....xnlgi [h.b] e quaisquer nimeros
: SR '
reais nao negativos 11.12,...,An tais que I li = 1., Para conve-
' Ci=1

xa para cima temos "3" em (2.4).

Teorema 2.1:-

_ : 1/140 1+p
A fungao F(p, P) =

8
(o)

n.
'21 p(x;) ply;/%;)

j i=

€ convexa para baixo de P sobre a regido
A" = {P : P = (p(Xy),eee,p(x)), P(x3) >0, i =1,2,.00,m,

n
.Xi p(x;) = 1} na qual P & um vetor de probabilidade e p 3 0.
ji= .

Prova:

A funcgao F(o, P).‘pode ser reescrita como
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i |
F(p, P) = © t, ‘ (2.5)

onde
' n 1/1+p ' :

Sejam P e Q elementos de A%, P = (p(xl),...;p(xn)) e

Q = (q(xl),....q(xn)) tal que

1/1+p
p(xi) p(yj/xi) e

ct
i
nems
[

j 1

1/1+f
Q(xi) p(Yj/xi) ' .

x‘

i}
ll' Mg
-

i
Para algum A g (0,1), temos

F(p, AP + (1 - A)Q) =

m n : : 1+p
= I [I Oplxy) ¢ @ - N alxp).plys/xp /P
j=1 j1=1 ' -
(2.7)
m n (L/1ee 0 L 1/140| 140
= jﬁl Aiil p(x;) p(yj./xi) , +(1-2) iglq}(,xil) p(yj/xi v
m 14P
= 5 (A t:+ (1-2) k)
j:l J J

Como os tj e kj' para j=1,2,...,m , sdo ndo negativos
1+p |

e como a fungdo W(x) = x , para x » 0 é p > 0 & convexa para

baixo, temos que

1+P

(A t. + (1 -2) kj)

F(P, AP + (1 - 1) Q = ;

o~
ey

J
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1+p
Aty O+
1 ) j=1

1+

IA
([ I~
n~Mg

J
(Ref.: Gallager, [1968], pdg: 523)

m 1+p
= Az t. + (1 - 2)
=1 J j

1+p
k. , P >0
1 J i

o B

AF(, P) + (1 - 1) F(p, Q

Logo ,
F(p, AP+ (1 -2) Qg AF(p, P) + (1 -1) F(r, Q
| | (2.8)
Portanto, F(p, P) € uma fungio convexa para baixo “de
P para p 3 0. A
Para calcular a cépacidade de ordem o, de um canal dis-

creto sem memoria, precisamos dos lemas seguintes.

Lema 2.1: (Convexidade: de I (X/Y))

A informagdo comunicada pelo canal de ordem o & uma fun
gao convexa para baixo das probabilidades de entradas, ‘ ~ para
%mé a < 1.

Prova:

Sabemos que

IL(X/Y) = Hy(X) = Hy(X/Y)

n | 1/a
. z Pa(xi)}

i=1

= ia 10g {
1- o
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o m n o 1/a
- log = {1 p*(x;) p*(ys/x;) ,oa#l
1-a j=1 [i=1 J
a>0
m n 1/a
k {_z P x;) p“(yj/xi)}
- -a log j=1 li=1
1 -o0 n o 1/a
Iop{xpdy .
i=1
-0 m o 1/a
= log | 2 :op'(xy) ply;/x;)
l-a J=1 i= J
onde
p*(x;)
p'(x.) = . , com i=1,2,...,n (2.9)
i n .
I op(xy)
k=1 k
Portanto,
-0 .
I (X/Y) = — E (a, P') (2.10)
onde
m n 1/a
E (e, P') = - log | I I p'(x;) p“(y./xi) (2.11)
j=1 (i=1 J
com P' = (p'(xl),...,p'(xn)) um vetor de probabilidade de entra -

da, a# 1, a > 0.

A funcao E (o, P') € a fungao E, (P, P) como no teorema

1.2, com a convengao

Logo,
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_ 1
IQ(X/Y) = Eo(p, P) , p > 0 (2.12)

Por (2.3), temos que

= -1 3

I,(X/Y) = — log (Fe, P)] , o >0 (2.13}

Como F(p, P) € uma fungao convexa para baixo (convexa

para cima) parap 3 0 (p < 0). Logo, Eo(p, P) = ~-log [F(O, P)] é

uma fungao convexa para cima (convexa para baixo) para p 3 0P < 0),

portanto,
I,(X/Y) = i% log [F(p, P)] & convexa para cima (conve-
xa para baixo) parap > 0 (p < 0) onde o = 1 . Isto implica
1 +0p

que Ia(X/Y) € uma fungéo'convexa para cima para o 3 1 e convexa
para baixo para a < 1. Logo, Ia(X/Y) € uma fungdo convexa para

baixo para %.5 a < 1.

Lema 2.2: (Lema da Maximizacgao)

(Ref.: Gallager, [1968], pag. 87)

Seja f(P) uma fungao convexa para baixo de

P = (p(xl),...,p(xn)) na regiao

A" = {p :'pP = (p(xl),...,p(xn)),p(xi) >0,1i=1,2,...,n ,

n
R p(xi) =11}
i=1
Suponha que as derivadas parciais éﬁ%gly sao definidas
op (xy

- . o~ n. - ~ )
e continuas na regiao A, com a possivel excessao que



3f(P)

lim = +o
p(xk) > 0 Bp(xk)
Entao as condigoes

= A
9f (P) {
apixk)

LA

\
para &
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se p(xP) > U
{(2.14)
se p(xk) = 0

1,2,...,n

sdo necessarias e suficientes sob o vetor de probabilidade P para

maximizar f na regido AP.

Proposicao 2.1

I,(X/Y) € uma fungao continuamente diferenciavel nas

variaveis p(xl),...,p(xn), para a > 0. (Ref. Arimoto, [1975]).

Teorema 2.2:

Um conjunto de condigdes necessarias e suficientes so-

bre um vetor P = (p(xl),...,p(xn)) que minimiza a funcao convexa

para baixo continuamente diferenciivel

(e maximiza Eo(p, P)

na regido A" = {p:p = (p(xl),...,p(xn)), p(xi) >

(¢

"F(p, P) =
J

te~mg

111

it

p(xi) = 1}

n .
§1 p(x;) ply;/x;) , P

1/1+p | 1+p

A\
(o)

-log [F(p, P)])

>0
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(
m 1+
= I t, se p(x.) >0
4 j=1 j i
m 1/1+p 1+p
. p(yy/%;) t. 4 (2.15)
j:l J J
m 1+p
t. se x.) = 0
2 jil 3 p(x;)
~
para i = 1,2,...,n
onde
n 1/1+p

A prova deste teorema &€ dada em Jelinek, 119681, p. 199.

Apresentaremos agora, o primeiro teorema de nosso traba
lho que nos fornece a capacidade de ordem a de um canal discreto

sem memoria.

Teorema 2.3: (Capacidade de Ordem o)

Um conjunto de condigoes necessarias e suficientes sob
um vetor de probabilidade P = (p(xl),...,p(xn)) para alcangar a
capacidade Cy de um canal discreto sem memoria com entrada X e

saida Y e matriz canal [p(yj/xi)] , 1 =1,2,...,nej=1,2,...,m

é
”
= C, se p(xi) >0

ol
-0 1 m [0 3 n o 4 ¢
0 ) /X, . 'y 2.16

. e I (y3/%4) i.%, P(x;) Po(y /%3] ¢ ( )

§Ca se p(xi) =0

para 1/2 ga<1 )
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Prova:

A fungdo que nds queremos maximizar € da forma

Ia(X/Y) = Ha(X) - Ha(X/Y)

‘n 1/a
= Q log T pa(xl)
1 - «a i=1
o m n o o 1/a
- log T I p (xi) P (y./xi) ,
1 - a J=l i= J
o #1 ,0>0
m no o 1/a
_Z I p (Xi) P (yJ/xl)
= -a log j=1 Li=1
1 -a n 1/a
L p%(xy)
i=1
' - m n 1/a
= log | = L p'(xy) PO(yi/x)} (2.17)
1-oa j=1 [i=1 J
onde
Pa(xi)
p'(x;) = para i = 1,2,...,n .
n
z Pa(xk)
k=1

Portanto, como anterior, podemos escrever

= __0 '
I .(X/Y) = - E (a, P')
onde

n 1/a
E,(as P') = -log {.2 P'(x;) p*(y;/x;)

i=1

" s
bt

J

e P' = (p'(xl),...,p'(xn)).
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A funcido E (a, P') € da mesma forma que Eo(p, P) como

no teorema 1.2 com a convengao , _ _ 1 1 <o < to.
1+p0 2
Entao
' |
I,(&X/Y) = 5 E (p, P)
-1 m n 1/1+p( 1+p
=-—=1log| £ { I p(x) ply;/x;)
P j=1 [i=1 J
. -1
= == log [F(e, P)]
onde
m n 1/1+p| 140
Fpo P) = x| 2 p(x;) ply;/x;)
j=1 |i=1
Logo
- G \
1,(X/Y) = T . E (a, P')
=21 log [Flo, P)] =2 E (o, P) . p >0 .

A expressao (2.17) € definida para os valores reais nao
negativos das variaveis p(x;}) , i=1,2,...,n. Com efeit§ a ex-
pressdo (2.17) & a informagdo comunicada de ordem o por um Gnico
canal somente para 0 g p(xi) <1 ,1=1,2,...,n , iglp(xi) =1 e
I,(X/Y) € uma funciao continuamente diferencidvel e convexa para
baixo, para % < o < 1 nas variaveis P(xq),...,p(x,), quando
p(xl),...,p(xn) sao maiores que zero. Observe que as quantidades
p(yj/xi) sao fixadas para um dado canal. '

Pelo teorema 2.2, temos



onde

ou

f
m 1+p
_ = I tj
1/1+p p J=1
m 1+p
> L t.
j=1
~
n 1/1+p
t. = L p(x;) ply:/x.)
Joi=1 Y ;o
7’
= %% log
m 1/1+p 0
I p(yi/x;) @ ¢
j=1 J J
-1
< Y log
N\
para i =

29

se p(xi) > 0
se p(xi) = 0.
para i =1,2,...,n
m 1+p
I t. se p(x;) > 0
j=1 ’
(2.18)
m 1+p
I t. se p(x.;) =0
j:l J 1
1,2,...,n.

A expressao (2.18) pode ser escrita como.



. =1 1=(
0 = mﬂxvg os ﬁﬂx\mmvm ﬁﬂxvm ¢ J
d+1 O+1/1 u

.w x/f0d (od T
d |0+1/1 uj o+1/1

1=t 1=(
0 < (d es x/f0d Bod 7 x
ﬁ E

8ot 2.
O+T  O+T/T -
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ou

0 = ('x)d

0 < (Fx)d

oS

9S

d
(4@ 9% 3

o_ d
‘d —_ =
(g *9)d 7

> |,

d9+1/1

Cx/f0d (Fod

1

L
u

T

d0+1/1

(x/f0d

T

g

(

gor —
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Como P = (p(xl),...,p(xn)) € um vetor que maximiza

E (o, P) , logo

= - 1 '
Ca = max Ia(X/Y) =5 Eo(p, P) , onde

p(x;)
i=1,2,...,n
o = 1 ’ temos
1 +0p r
= Ca se p(xi) >0
ol
% jog z p%(y./x) 4T opox) piyi/xat®
og pr(y./x. p(x.) p (y./x,
1 - a =1 j } i=1 i i’ <
< Ca se p(xi) =0
~
6nde

Ca € a capacidade de ordem o do canal,.

Teorema de Codificacao:

0 teorema de codificacd@o e seu contrario, para um canal
discreto sem memoria, podem ser expressos em termos de capacidade

de ordem a, isto €, do teorema 1.2, capitulo 1, temos

P.(B) g exp [-N {-pR + mgx_ E,(p, P)}] ., 0<pg 1

Portanto,

N {-pR + max E_(p, P)}
P 0

-N {-pR + p max lg (p, P)}
p P ©

-N {-pR + p c,} =-N {p (Ca - R)}

N (-1 —2 (Cq - R} =N (&= L ey - R}

car
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Logo l . |
N (PR ¢ mix By, P} = N (AT (G - R} (2.19)

Entao

P.(B) sexp [N(EL(C -RI) ,35a<l (2.20)
Similarmente temos

P(@) 21 -exp [N{E2(C -RY ,l<acte
' (2.21)

Caso Particular:

lim Ca = C A ‘ (2.22)
o>l

a qual € a capacidade do canal, conforme definida na secgao 1.2,

definigio 1.2.5.

2.2 - Capacidade do Canai de Grau B

Nesta secgao provamos o segundo teorema de nosso traba~
lho que da a capac1dade de grau 8 de um canal dlscreto sem memo-

ria.

Lema 2.3 - jConvexidade de IB(X/Y))

A fungao 18(X/Y) & convexa para baixo das probabilida-

des de entrada, para g8 3 1, isto &, se 31,854 00008, sao numeros
. r * . -
nao negativos tal que I a = 1 e definimos uma distribuigao
k=1 - :
de probabilidade de entrada dada por
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Po(x) = I ap py(x) (X = XyueesoXp)

o
ires
b

e também definimos uma distribuicdo de probabilidade de saida da-

da por
T
P (y) = k§1 ap Py (Y) B CARD SRRERRY MK
Entao a informagao Ig(X/Y) correspondente a po(x) e
P, (y) satisfaz a '
Bx/Y) 3z oa IBG/Y) B 31 ' (2.23)
o - k "k 1 P2 . o

onde

IB(X/Y)'é a informagdo de grau B quando a distribuigao de probabi

lidade de entrada €

P {X=x}= pk(x) para k =1,2,c0e,T e

X = Xyye0ey Xp

‘e a distribuigdo de probabilidade de saida é

P{Y =y} =p(y) para  k=1.2,...,1
y = yl'ooo, ym .
Prova:

“Seja ‘
. ) .
a18 = Ig(X/Y) - I 3 Iﬁ(X/Y) - (2.24)
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(2

e

1

8 -1[m ] 1-8 -1 n g
-1) jzl Po(ry)-1]-(2 -1) z po(xl) i

35

.
B B
Hy (X) - Hk(X/Y)]

8 )
HO(X) - HO(X/Y) -

w
e
Pt
[
)

B B
Ho(Y) - Hy (Y/X) -

rH]B((Y) - Hk(Y/X)]

3

xl
[ I S
[y

]
W

(por (1.50))

zlp9(y3/x )- 1]

k(x )

llM:j

- 1-B -1 1-8 )-1
2 -1) Z (ys) - 1| -(2 -1
ax ( J—l Pk Y | 4

N

B 4

. [jﬁl pk(yj/xi) -1

m
- 8 -
DR Lﬁl Poys) - Z

8 mo g
Py (x;) j§1 Po(y5/%3) = 1

o=
')
w

nes B
=]

R w®
7
<
-

[ WS

~on 8 mog
ay 15_1 pk(-xi)» (jﬁl P (y;/%5) - 1)

Como o canal tem as probabilidades condicionais pﬁg/xfh

.,n e j=1,2,...,m fixadas, temos
) \

. r _
po(Yj/xi) = REI ax pk(yj/xi)

al pl(Yj/xi) + az pz(y:_j/xi) + .0 + ar pr(yj/xi)
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= a]_ p(yj/xll) + az P(}’J/Xl) + .. ¢ ar p(yJ/xl)

Pbrtanto

Ro(yj/xi) = P(Yj/xi) = pk(yj/xi) , para k ='1,2,...,r

Logo

(2 g T T8
-1z (x;) - & a zp(x.)]
i=1 PotXy =1 k i=1 ki
4 m B |
Iop(yy/x5) - 11 (2.26)
77
Sabemos que
B ) ‘ .
Pry;/x;) ¢ plys/xy) » 821, 3= 1,2,.c.,m (2.27)
m B ‘ m
jil p (yj/.Xi) < j§1 p(yj/xi.)
Portanto,
m 8
,21 P (y;/x;) - 150 , 831 ' (2.28)
J=
Cémo
TV S B .
I polys) 2.2 a, I pi(ys) o 821 .29

j=1

(Ref. Gallager, [1968]. pag. 523)
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e como / t

2 p (x ) 2

n )
; B

a T opo(x:) , 8321 (2.30)
i=1 k k ki ”

1 i=1

neae

(Ref. Gallager, [1968], pag. 523)

(2.28) com (2.29) e (2.30) da 418 3 0 , isto &,

B/ 3

ot
St
ot

a, IEQ/Y) , B3yl

Logo, IB(X/Y) € uma fungao convexa para baixo de P = Qﬂxl),“.,pﬁgg),

para 8 > 1.

Proposicao 2.2:

IB(X/Y) € uma fungdo continuamente diferenciavel nas

variaveis P(xy),e.0up(x,).  (Ref. Daroczy, [1970]).

Apresentaremos agora o segundo teorema de nosso ‘traba-
lho que nos fornece a capacidade.de grau B de um canal discreto

sem memoria.

Teorema 2.4 -~ (Capacidade de Grau B)

Um conJunto de condigOes necessarias e suficientes sob
o vetor de probab111dade P = (p(xl),...,p(x )) para alcangar a

capacidade CB,

de um canal dlscreto sem memoria com entrada X e
sé{da Y e matriz canal [p(yj/xi)], i.= 1,2,.¢e,n e j =1,2,00.,m

€
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(1¢°2) T <9

AH....:N..H"H

0 = ('x)d s 5 >

L Cx/f0d o

0 N mﬂxvm oS mu =

exed

1-9

1
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w

£
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Mx\nhvmg (*x)

1-9

d

T
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Prova:
A fungdo que vamos maximizar € da forma

Bx/y) = #Bx) - HR (/)

' 1-8 -1 n B '
=@ -1 |z pPrxp) - 1f - g (y ) BBy =y,
i=1 i=l 73

B#1,8>0
(2.32)

= { B(x)-lJ-Ep(y)[zpe(x/)')-l}
. j=1 =1

n

& F

n | m
B(X)-l-z Z§W)£@NJ+ZIPW)
i=1 j=1 j=1

= 2 -1)

Usando (1;6) e (1.7) temos que

8 -8 -1 | n m
T =@ -0 4z pPax;) - 1- 1 3 pPlxy) pPlys/x,) + zp“(y)
i=1 i=1 j=1 . J j=1 J

8#1,8>0  (2.33)

A expressdo (2.33) € definida para todos os valores
reais nao negativos das variaveis p(xl),...,p(x ). A exXpressao
(2.33) € a informag¢do comunicada de grau g, por um tinico canal,
somente para 0 p(x Jgl,i=12,...,n, z p(x ) = e
IB(X/Y) € uma fungdo continuamente d1ferenc1a;;% nas variaveis

(xl),...,p(x ). As quantldades p(y /x. ) sao fixadas para um dado
canal. Vamos tentar maximizar (2. 33) sujeito a condlgao z;ﬂx ) =1.

i=1
Usando o método dos mu1t1p11cadores de Lagrange, queremos  maxi-
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mizar
n
PX/Y) + 2 2 p(x;) tal que
_ i=1 :
T (51 WP | =
p(x;) 0 (2.34)
3 plx;) i=1
Portanto
8 1-8 -1 B-1 g-1 "
IN(X/Y) = (2 -1) -Bp (x;) - ZBp(X)p(yJ/X)
E p(x ) | j=1 |
m n . g-1 ‘
+ 351 B [121 P(?‘i) P(\Yj/.xi)] . P/(Yj/xi) (2.35)
Entao
1-g -1} 8-1 m B-1 8 g-1
B(z2 -1) P ;) - zlp (X)p (y/X) + zp (y)p(yJ/x)
. J" J"‘
s x =0 (2.36)
ngo
o1 -1f el om gl mogl
A=-82 -1 (p () - L P (x)p(y/x1)+ ZP (Y)P(YJ/X)
j= j=1

para i = 1,2,...,n

Pelo Lema 2.2, como IB(X/Y) é uma fungao convexa para
baixo de P = (p(xl),...,p(x )), para B 2 1 e as derivadas par-
ciais de IB(X/Y) sao continuas, entao as condigbes necessarias e

suficientes en P = (p(xl),...,p(xn)) para maximizar IB(X/Y) szo
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= A se p(xi) >0

9 18 (X/Y) ﬁ (2.37)
3 p(x;) | _

< A se 'p(xi) =

para i = 1,2,...,n

Escolhendo agora

8 1-8 -1
c®P =8 - (2 -1) .

temos - .
F B se p(xi) >0
1-8 g-1 m g-1 -~ m B-1 _ 4
(2 -1) [p (x;)-1- Ip (x;) pB(y /%) + T p (5 ) Pl /%)) (2.38)
j=1 j j=1 J
RS CB se p(xi) =0

para i ='1,2,...,N
B> 1
Vamos mostrar, agora, que cBéa capacidade do canal.

Multiplicando ambos os lados de (2.38) por p(xi) e to-

mando a soma sob todos i em que p(xi)-> 0, temos

1-8 -1{ n 8 m 8 8
z -1 . p(xy) - T p(x;) - % : P (x;) P (yy/x;)
« i=1 i=1 j=1 i=1

m Bg-1
+ z plx;) p (y ) p(yJ/x )]

“ B
pX p(xi) C
i=1 j=1 i=1

Isto implica que !

18(X/Y) = cB , isto & ,
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mix  I18(x/Y) = cB . | (2.39)
p(xi) » A '

i=1,2,...,0

Portanto, cB s a capacidade do canal de grau g8, B8 > 1,

maximizando IB(X/Y) sobre o vetor probabilidade (p(xl),...,p(xn)),

Observacao: Se definimos

18/ = g p(x;) 1B(x = x;/Y) (2.4b)
i=1

no teorema 2.4, a expressao (2.31), pode ser escrita por
F='CB se p(x;) > 0

B = x,/7) ( | (2.41)

< c®  se p(x;) = 0

“

‘parai=1,2,...,n,8>1
onde

IB(X = x;/Y) € a informagdo comunicada pelo canal de grau g, para

entrada x; a partir da saida Y, & dada por

8 1-g -1 -1 : B-1 8
. ' J= '

m B-1
+ jﬁl,p-(yj) : P(Yj/§i) (2.42)

para i = 1;2,...,n » B >1



43

Caso Particular:

1im cP = ¢ (2.43)
8-+1

a qual € a capacidade do canal, conforme definida na secgao 1.2,

definicao 1.2.5.
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