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RESUMO

Trabalhamos com solugdes derais e continuas das equa-
¢bes funcionais ligadas & Teoria da [Informagdo. Estas equagdes ca
racterizam a Entropia de Shannor, a Entropia de Grau @,, a Entro-
pia de Grau (d,p) e a Entropia de Seno. Estas equacées funcionais
também foram generalizadas para duas|variaveis, que caracterizam
em particular as Medidas de Kullbach|e Kerridge e suas generaliza

goes.



ABSTRACT

vi

We work with general and dontinuons solutions of the

functional equations in information theory. These equations cha.-

racterize Shannon's entropy, entropy

degree ( , ) and sine entropy. These

of degree , entropy of
functional equations . are
which give, it particular

also generalized for two variables e

measures of Kullback and Kerridge and their generalizations.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho |€ estudarmos algumas Equacgoes

Funcionais em Teoria da Informagao.

No Capitulo I, daremos alguns conceitos e resultados ba

sicos nesta area, os quais serdo utillizados no desenvolvimento des

te estudo.

No Capitulo II apresentaremos inicialmente um Lema, de-

monstrado por P. Nath [1979] que auxjilia a demonstragdo de dois

teoremas. Nestes teoremas encontraremos as solugoes gerais e con-

tinuas de duas equagdes funcionais. Q primeiro teorema da caracte

rizagoes da Entropia de Shannpn e da |Entropia de grau B. No segun

do teorema, encontraremos as solugoes da equagao funcional atra-

vés de trés generalizagoes da Entropila de Shannon que sao a

a-log-entropia, entropia de grau (o,B) e a entropia de seno.

No Capitulo 111, o objetivo
ciadas com um par de distribuigoes de
creta. Faremos uma generalizagao do L
duas variaveis utilizando esta genera
dois teoremas, encontraremos as solugd
duas equagoes funcionais. No primeiro

duas medidas, a logaritmica e a outra

segundo encontramos as solugdes de umg

de caracterizagoes das medidas de Kerr

ralizagoes.

ema de P. Nath, agora

é estudarmos medidas asso -

uma variavel aleatdria dis

para

lizagao na demonstragao- de

- - bl

bes reais e continuas de
deles iremos caracterizar
de forma de poténcia. No

equagao funcional, através

idge'e Kullback e suas gene




CAPITULO 1

A Teoria da Informagao teve

origem em 1948, com Claude

Shannon, que com seus estudos criou resultados fundamentais nesta

area.

Este novo ramo de estudos tem muita importancia e apli-

cacoes variadas. Ele vem criando profundas aplicagdes em muitas

areas como: Ciéncias Fisicas e Biologicas, Psicologicas, LingUis-

tica, Economia, Quimica, Ciéncia de Computacao, Ecologia, etc.

E muito importante uma re-examinacao e reformulacao de

idéias basicas para buscar novos significados e generalizagoes.

1.1. Caracterizacao da Entropia de Shannon

Seja Ay = {p = (Pys Pyseess
) ko= l‘lzlt“tl-’m "71:»._._.11

D

P)s p; > 0,

L =1

o conjunto de distribuigdes de probabilidades discretas.

1

Seja Hm AL R, m=1,2
goes tal que
_ m
H (pys Posseey P.) = = I
m 1 2 m i=1

Esta medida Hm (pl, Ppreees

de Shannon da distribuigao de probabil

uma seqliencia de fun-

\p; log, py (1.1)

P,) € chamada de Entropia

idade (py, Pyvee-» Pp) € 8




Observacao: -

Para todo este trabalho usaremos logaritmos de base dois.

Faga f : [0,1] » R definido como

-p logp , p | (0,1]
£(p) =" | (1.2)
0 ,» P =0

f € continua em [0,1]

Tambeéem

Hy (pl, Poseses pm) pode ser escrita da forma

m ‘
Hy (Pys Pyeeees Pp) = I £f(py) ’ (1.3)

onde f € uma f..gao continua em [0,1]

A propriedade (1.3) € chamada propriedade da soma da

entropia H(p).

Diversas propriedades algébjricas e analiticas da Entro-
pia de Shannen sao conhecidas e, uma discussgo detalhada das mesmas péde ser
encontrada nés livros de J.Aczel e Zl?aroézy [}975] e Mathai e Rathie<[i975].

Uma das propriedades algébricas da Entropia de Shannon

[1:3Y

Hon (P11 P1gee-+v P1dp 31PpG1s Ppdgeeees Poldp o
PRy pmqn) = Hm (pi.pz ""pm),+ Hn (ql’qZ""‘qn)
m'n = le)"' . (1'4)

que € a aditividade sobre independéncila estatistica de duas va-

’

riaveis aleatdrias com distribuigdes das.probeilidades P= (pi,pz,...,pn)

Q = (qi‘QZ”f"qn) a quél com auxiliol de (1.3) da origem a equa-




¢ao funcional

m n m n
ror flpyay) = = flpyP + I £(q;) (1.5)
i=1 j=1 rJ i=1 1 j=1 J
onde
m n
r p; = g, =1, 9p.2|0,q; 2 0
i=1 Y j=1 3 t ]
i=1,2, | . j =1,2,...,n
A equacdo funcional (1.5) foi estudada pela primeira

vez por T.W. Chaundy e J.B. MCLeod [1

goes continuas para todos os numeros

A solugao continua mais ger

McLeod :[1960] & dada por

=

h(p) = Aplog

onde A € uma constante arbitraria,

Impondo a condigado adiciona
Isto nos leva para uma cara
Shannon (1.1) sob a propriedade da so
Existem outras caracterizég
(refer. J. Aczel e Z. Daroczy [1975])

digoes de regularidade.

960] que encontraram as solu
positivos m e n.

al obtida por Chaundy

g

1 que h(%) = % , temos A= -1.
cterizagao da entropia de
ma (1.3).

Ges da Entropia de  Shannon

feitas com outras con




1.2. Equacoes funcionais para medidas nao aditlvas sob

a propriedade da soma

Uma generalizacao da Entropia de Shannon que ira nos
interessar €
- 1-8 -1 m
Ho (pysPps-eenpy) = (2 - 1D [151 p; - i} (1.6)
B#L , B>0

que foi introduzido por J. Havrda e F. Charvat [1967] e por Z.

Daroczy [1970]. .

Definindo

£, + [0,1] » R por

1-8 -1

£, =2 -1 6 -p

entao (1.6) também admite uma representagao da forma

HE (py.eenp) = £, (p;) (1.7)

no~ =

i=1

A entropia Hi (pl,pz,...,pm) definida por (1.6) ©possue

a seguinte propriedade nao aditiva

B .0
Hmn (plql’ pqu"~-s plqn s qul, pzqza'o', quz ’
) = H ( )
Ppdy: Pplze+ - Ppedp m (P1:P22+e Py
g 1-p 8 . . .8
+ Hn (ql""fqn) + (2 - 1) Hm (pl,...,pm) Hm (ql,.“,qn)

0(1'8)




m n
para todos p. 20 , q;. >0 e Z pt = % q. =1
1 1 i:l ,L le' J
i=1,2, , m
J = 1'2’ ’ n

Consideremos fungoes F, G, |H e K tendo a propriedade da

soma, satisfazendo a relagao
H (P19y5 Pqps+c+» P19, 3 Hp97» Pplyscees Ppdp
Ppdyreees Ppdp) = F (Pyaeehipy) 6 (ag,eeenqy) +
K oyaeeenpy) (1.9)

Esta & uma generalizagao de| (1.8) tendo no lugar de H
quatro diferentes fungoes, que com auxilio de (1.3) pode ser ex-
pressada por

m n m n

¥ hi(p;.q;) = & ¥ f£f(p;) glq;) +
i=1 j=1 ' ) =1 j=1 |7 )

™3
—

; k(p;)
(1.10)

onde m e n sao inteiros positivos e

Esta equacao (1.10) da uma daracterizacdo conjunta da
Entropia de Shannon e Entropia de grau B estudada por Taneja [1976]

Consideremos ainda funcoes H e G com a propriedade da

soma, satisfazendo a relagao:

H (pyAgsevvr . PyAy 3 Pplyseesl Ppdy Seevd Pplyses«sPay)=

= G (a0 adp) H (Ppaeeesp) [+ G (b)oeeesBy) H (ag,-+000y)

(1.11)



E evidente que quando G(P)

G(Q) 1 (1.11) reduz-se

para (1.5) a qual € uma caracterizag?o da Entropia de Shannon.

A relagao (1.11) surgiu da
basica (1.4) que € a aditividade, de
Shannon [1948], Rény [1961], Ac zel-I

Tendo em vista, que as fung

priedade da soma, a relagao (1.11) ob

m n
T hx
i=1 j=1

m n

Tz
i=1 j=1

i

hp;a;) g

m n
5z
i=1 j=1

"+

g

onde m e n sdao nameros inteiros posit

Esta equagao foi estudada pq

.da as seguintes medidas

o o-1
H

1 (P) = - 2

e s

p; log g

i=1

Hp(a,B) (P) - (21~a_ 21'8)-1

(o, 8) IS N
H (P) = L p. se
S sen i=1 1

medidas estudadas

oes H e G satisfazem a

(p;) hiay)

(qj) h(pi)

generalizacao da propriedade

por

oroczy [1975].

pro-

edece a seguinte equagao

+

(1.12)

ivos e

r Sharma e Taneja [1977] e

;v a>0 (:.13)
izl (Pi - pi) (1.14)
, B>0

n (g log p;) (1.15)




para P = (I)l,])z,... ,I)m) €A

mo

sendo (1.13) denominado a a -~ log en

grau (a,B) ¢ (1.15) a cntropia dec scTo.

1.3. Medidas de Kullback e

Lropia,

(1.14) entropia de

de Kerridge e suas generali-

~

go€s

A Entropia de Shannon assod

com uma Unica distribuigao de probabi

ia uma medida de

irformagao

lidade. Veremos agora medi -

das que sao associadas com um par de distribuicdes de uma varia-
vel aleatdria.
Consideremos as medidas
H(P,U) = 3 log, (o4) (1.13)
] = p 3 Og S .
i=1 + T2 Cuy
m
H(P/U) = - izl P; log, u; - (1.14)

Estas medidas foram propostas, a primeira por Kullback-

r

Leibler [1951] e a segunda por Kerridg
Estas medidas sao generalizdg
para duas distribuicoes de probabilidg
que a Entropia de Shannon, inclusive G
ca e Economia.
Se P,U € Am » Q, V¢ Am enﬁ

medidas de Kullback's e Kerridge's sao

=

TP «Q, U+ V) =I(PU) + 1

e [1961], respectivamente.
¢coes da Entropia de Shannon

des. Elas sao mais

gerais

om aplicagces em Estatisti-

ao podemos verificar que as

ambas aditivas, isto &

(Q.V) (1.15)




Outra propriedade adicional chamada |propriedade da soma € dada
por
m
I(P,U) = h(pi, ui) (1.16)
i=1
onde

h(p,u)

Isto foi considerado idéia

(1972] para caracterizagdo das medida

fundamental de

= p 1og2 (%) ou h{p,u) = -p 10g2 u

Kannapan's

s de Kullback e Kerridge a-
través da equagao funcional
m n n
)3 r h(p;q., u.v.) = £ h(p:, u.) +
i=1 j=1 o i=1 ot
n
+ L h(ql, v.) (1.17)
j:l J J
onde
m 1 m n .
£ p; = ¥ q;, =1, I u, |1, Z v.,g1,
i=1 Y 3=1 J i=1 * j=1 J
ui‘jvj?o: P17QJ>/O
com convenientes condigoes de regularildade.

Em correspondéncia com as di

deremos as medidas

m
I(P,U) = A & p; log p; + B
i=1
(a,B) -1 m
I (P,U)y =C (2 pju
. ' i=1

stribuicoes P,U € A consi-

tmg

pi'log uy (1.18)

i=1

- 1) (1.£§)




~onde A, B e C (#0) sao constantes az
tros.

As medidas (1.18) e (1.19)

10

g

bitrarias e o € B sao parame-

sob as condigoes

C L1y 11,11,
I (150-; 292) 1 € I (2527 2’2) O (1‘20)
se reduzem, respectivamente para
m Py
11 (PU) = 1 p; log (=) (1.21)
i=1 1
e
m l-q
a-1 -1 - _
e = @ -, G Pyt D e D) (1.22)
1=1
Quando o -+ 1, (1.22) se reduz para (1.21) que € a medida de

Kullback caracterizada por varios ¢

Novamente, as medidas (1.18

' 11 1 1
I 50; YA = » PR
(4 2 2) ! ! (2 2
se reduzem respectivamente para
m
2I (P,U) = =~ _E p; log uy
1=1 :
e.
B - —1 m
)I7 (U = (2 - 1) (1
1=1

Quando g » 0, (1.25) reduz-:
da de Kerridge caracterizada por varid
A medida (1.19) satisfaz a 3

guinte forma

esquisadores.

) e (1.19) sob as condicgoes

. l -.]... =
: E,Z) 1 (1.23)
(1.24)
B
P, u; = 1), B#0  (1.25)

5e para (1.24) que € a medi-

s pesquisadores.
relagao nao aditiva na  se-
e
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(@.8) o, 8)
I (P » Q; U » V) =1 (P,U) +

(a,B) (a,B) (a,B)
1 (Q,V) + CI (P,U) I (Q,V) (1.26)

4

A propriedade (1.15) esta contida em (1.26) para C = 0.
Consideremos quatro fungoels F, G, I e K todos tendo a

propriedade da soma e satisfazendo uma relacao dada por:
I (P »Q UxV) =F(P;U)G (Q, V) + X (P,U) (1.27)

A propriedade da soma usada em (1,27) ocasiona a seguin

te equagao funcional

m n m|{ n
r ¢ h(p;q.,, u,v.) = | z f(p;, u,) g(q., v,) +
i=1 j=1 1] 1] i=1 j=1 1 1 J J
m
i=1
m n
onde = =1, > 0, . 0
P T N Y Py 9
mn n #
r u., <1, 1 v. g1, u, > , V. > 0 -
i=1 * j=1 1 J

Esta equacao (1.28) foi estydada por Taneja [ 1974] e
da as medidas de Kullback e Kerridge € suas generalizacoes (1.22)

e (1.25) respectivamente.

Vamos considerar a nao aditiyvidade na forma seguinte:

I(P « Q; U« V) = I(P;U) G(Q;V) + I(Q:V) G(P;V) (1.29)

A relagao (1.29) pode ser vista como uma generalizagao

nao aditiva das medidas de Kerridge e de Kullback.
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Supondo que I (P;U) satisfaga a propriedade da soma
(1.16) e G (P,U) possue a propriedade da soﬁé escrita por
m
G (P3U) = Z g(p;, uy) (1.30)

. i
1=1

As propriedades (1.16) e (|1

origem a equacao funcional

m n m n
z I f(p.q.; u.v.) = T z
i=1 j=1 o i=1 j=1
m n
+ X X
i=1 j=1
onde p,, 30 Ujs V; € (0,1]

Esta equagao funcional foi

[1976] e correspondendo para suas sol

.30) utilizadas em (1.29) dao

£lpys uy) glay, vy) +

J

u.)

; (1.31)

£ay. Yj) glpy»

estudada por Sharma e Gupta

ucoes reais e continuas  as
tres medidas de Kullback que satisfazem a generalizacao (1.29)
podem ser apenas de uma das tres seguintes formas :
. B n .
Hl (P;Q: a,8) = 2 = p? q? log, -~ , o >0, B 30 (1.32)
i=1 i
a-B Y-B8,~-1 n o B-a B-Y
HP (P5Q: a8.M = (2 -2 ) & (P} a; - pYa; )
irl (1.33)
B >0 20, Bx2Y>0,a#Y;
B8 n P;
HS (P;Q: a,R,Y) = 2 X p? ‘? sen (Y 1og2 ,l) . (1.34)
sen Y i=1 1 i
(1>0a B,>/01‘Y#0
onde o, B € Y =70 constantes reais arblitrarias.




Ainda, correspondendo par
(1.31), as tres medidas de Kerridge

tres seguintes formas

P g n
H® (= : a,8) == 2 I p
Q i=1
-8B -Y A
WP : a8, = (2 - 2)
a >0, B>
B n
H® (g D a,B,Y) = - 2 z p?
Q sen Y j=1
a >0, B>
onde «a,

13

a as solucdes continuas de
podem ser apenas de uma das
i qB lo a>0, B>0
1 43 "8z 94 o » B2
(1.35)
L' n o g v
Lop; (a3 - q; ), (1.36)
i=1 :
0, Y20, 8#Y,
B
q; sen (Y log, q;) (1.37)
oL v # 0.

B e Y sao constantes reais arbitrarias.




CAPITULO 1]

SOLUCOES DAS EQUACOES FUNCION

14

AIS DE UMA VARIAVEL

Neste capitulo encontaremog
nuas das equagoes funcionais (1.10)
necessariament. todos os valores pos
Isto &, encontraremos as s

nais

s as solugoes reais e conti-
e (1.12) se i e j nao tomarem
itivos de um em diante.

olugoes das equagoes funcio -

-+
1

Ese =1
oo

i

e sendo moen numeros inteiros dete

Inicialmente provaremos um

te capitulo.

+

£(p;) glaj)

2

1 k(p;)
—mo

(2.1)

g(p;) h(a;)

glap hipy)  (2.2)

rminados.

lema que iremos utilizar nes
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Lema 2.1: (refer.: P. Nath [1979])

A condigao necessaria e suficiente para que uma fungao

G: IxI - R, I=[0,1] continua em cada variavel satisfaca a

equacao:

Glp;» a5) = 0 (2.1)

i = mo, mo+l,...,m 7 3 = nl, no+1,..., n

para todos os numeros inteiros positives m > my, M7 on, m,oe ng

sendo numeros inteiros positivos, arblitrarios e para todas as dis

tribuigoes de probabilidades (pmo, pmo+1,..,,pm) € dm_mo+1 e
(@, » A 472+++29) € S ., 47 € que G seja da forma
) ) )
Gx,y) =0 , xe€I, ye¢|l (2.2)
Demonstragao:

Demonstraremos a parte relativa "a necessaria" proceden

do da seguinte maneira:

Escolha arbitrariamente o nilmero inteiro positivo m >my

e fixe-o.
Escolha a distribuigao de prpbabilidade
(pmo, pm0+1,...,pm)(; Gm—mo+1 arbitrpriamente e fixe-a.

Defina uma funcao

G: I » R como g(y) =

B
P

(pys Y) (2.3)

1=m




"Entao, (2.1) reduz-se para

n

I glay) =0 . q5 >0

i=n J

o}

n

j=n07n+1a voy 1 H 2
jgn

A equacao (2.4) € valida pa

vos n > n_.
o

Vamos' escrever u-r+l para n

sao numeros inteiros positivos maiore
da r e u de tal modo que r - n0+1 e u

ros positivos, sem fatores comuns.

16

(2.4)

ra todos os numeros positi -

*n0+1 em que r < u e T € u

s que n_. Vamos escolher ain

(o)

- n_+1 sejam numeros intei-

T - n_+1
Entao 0 € um numero positivo, racional em (0,1).
u - n +1
o)
Isto entretanto nao significa que % seja uma fracao irredutivel
pois r e u podem ter um fator comum.
Vamos agora escolher
P = = =q, = —
Mo u-n_+1 n,*l no+2 oy - n o+l
) 0
Entao, de (2.4) resulta
T - no+1 1
g—) + (u - 1) gl—F—) =0 (2.6)
u - n0+1 u -

De (2.5) e (2.6) obtemos

T - n_+
It

g 0 ,. desta forJ

na g(y) = 0 para todos

) =

u

+
nO 1

raciefiais em (0,1), pois cada racional

¥ - n_+1
na forma .

- n_+1

u 0

n +1
o)

oS

em (0,1) pode ser expresso




Uma vez que G € uma fungao

por (2.3) uma funcao continua de y ¢

e a soma de funcbes continuas € uma

Entao, pela continuidade d

17

continua de y, g & também,

I, pois g(y)

e s

G(p;» ¥)
n
)

1

fungao continua.

e g, g(y) = 0 para todos 0s
y € I, de modo que (2.3) da
m ~
z G(py» ¥) 70 (2.7
i=m
o
m
pi ZO », 1 = mO’ m0+19ool, m ’ ,§ pi = 10
i=m
0
Uma vez que m e (pm . pm0+1,...,pm) foram escolhidos ar
bitrariamente, [2.7) €& valido para tpdos os numeros positivos
m > m, € para todos
(pm » Py a0 pm) 2 5m~n +1°
o 0 o)
Se escrevermos m = v - s + 1 , s < v| sendo s e v numeros intei -

TOoS positivos maiores que m, €, procg

(2.2). Isto completa a prova do Lema
ria.
/

A demonstracgao relativa a s

rificagao.

dendo como acima resulta

1, relativa a parte necessa-

uficiencia € uma simples ve-

Solucoes das Equacoes Funcipnais Generalizadas de uma
variavel
A equacgao que estudaremos a|seguir ¢ uma generalizagao

da equacao funcional de Chaundy e McL

eod [1960] utilizando carac-

terizacoes da entropia de Shannon e d

Havrda-Charvat-Dargczy

entropia de grau de

R



Teorema 2.1:

Vamos supor f: I + R, ]

g:

tro fungbes continuas que satisfazen

m
Z

1-—mo

m

z
1=m

£(p;ay) g(p

o
s

n

o n

j j=ng
para todos os inteiros positivos m >
numeros inteiros positivos arbitrari

As solugdes continuas de (
coes de probabilidades

(P

o 4%9 € Gm-m

) s e en
m0+1

(Cln ) qn +1,°"’qn) € 6
0 0 ‘

-n
n 0]
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- R, h: T+ Rek: I+ R qua

a equagao funcional

i)‘ h(‘lj) + § k(pi) (2.8)
i=m
0
moen>n. ;mg € ng sendo
os

2.8) para todas as distribui-

+]1

+1

sao dadas pelos dois conjuntos abaiXﬁ
1° Conjunto de Solucoes
h(p) = Bp + Ap log p (2.9)
f(p) = Cp (2.10)
g(p) = Dp + % p log p (2.11)
k(p) = (B - CD)p + Ap log p (2.12)
2?9 Conjunto de Solucoes
B
h(p) = 3p + A(P® - p) (2.13)
£(p) = Co° (2.14)
g(p) = p + 2 (° - p) (2.15)
k(p) = (B - A)p + (A - CD) pP (2.16)




onde A, B,
rametro. Além disto, atraves destes

mos também as solugocs triviais

C e D sao constantes arbijtr

CO

~h(p) = Bp, f(p) arbitrario|,
g(p) = Ip e k(p) = Bp - Dp| £
Demonstracao:

Aplicando

Usando (2.

Por hipotese as funcoes f, g, h'e k s3

nua.

19

drias e B(# 1, > 0) & o pa-

njuntoé‘de solugoes, obte -

(p)

Vamos definir M da seguinte maneira

M(p.q)

= f(p,a) - g(p) h(qa) - q k(p)

p &1l e qC I (2.17)
a propriedade da soma, temds
m n m n
Z Z M - ] : C= Z Z f . - -
In i (p;i.q5) In i (p; ;)

o o) 0 o

m n n m
-t oglpy) h(gj) =LAy Z k(p) (2.17.a)

i=m g j=ng J=n, 1=1

i .
= 1 -

8), (2.17.a) reduz-se para (2.1), isto €
m n
I M(pi,qj) =0
i=mgy j=ng

Entao, pelo Lema 2.1

"M (p.q) = 0

o continuas, logo M é conti




Portanto

f(p,a) g(p) h(q) + q k(p

dividindo ambos os lados de (2.18) p

£(pq) _ g(p) h(q) , k(p)

20

—

(2.18)

or pq, (p # 0, q # 0) temos:

Pq P q q
Agora, colocando
fla) _ gla) _
a fl(a) ’ a gl
h(a) _ k{a) _
o= = hy(a) 3 ky

em (2.19), obtemos

f1(pa) = g,(p) hy(q) + ky(

Fazendo p = 1 e, em seguid

£10a) = g;(1) hy(q) + k(2
e

fl(l) = gl(l) hl(l)»+ kl(l

Se g(1) = 0 , (2.22) e

£1(a) = kp(1) = £(1)

£(a) = £(1)a =Bq

A funcao f torna-se neste

nea. Agora, se g(1) # 0, (2.22) que

£1(@) - k(1)
hy(q) = S—rrl
Cog (D)

(2.19)
(a) ,
(a) (2.20)
) (2.21)

)

daq=1em (2.21) obtemos

) (2.22)
) (2.23)
(R.23) resultam

CTSO uma funcao linear homoge

escrevemos




‘em (2.21) resulta em
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ky (1)

fl(Q) -
£ypa) = g, (p) ( )+ kq(p)
' , g1(1)
ou
g, (p) £,(a) g, (p) k(1)
£, = sl ) - (2.24)
' g 1 (1) g, (1)
Colocando
g, (t) g, (t) - kq (1)
= g,(t) e k(1) - = k,(t) (2.25)
g, (1) g1 (1
em (2.24) obtemos
fy(pa) = g,(p) £;(q) + k,(1) (2.26)

As solugoes continuas, mais

(2.26) (refer.: J. Aczcl [1966], pag.

hy(P) =hy(P) + o g, (P) =
k,(p) =nh (p)
e
hy(p) = ¥ o™ L g, (
h, (

kz(p) = g (1 - e
Com a solugao trivial adicional

hl(P) = 0,

gz(p)

kz(p) o (l

gerais da equagao funcional

148-151) sao dados por

arbitrario ,

1
(2.27)
h (p)
p) = ¢
D)
) (2.28)
- £,(p)) (2.29)




onde Y # 0 e a sao constantes arbit

bitraria da equagao funcional de Cat

h(x,y) h(x) + h(y)

A solugao continua mais ge

[1966]) €

h,(p) = A log p

onde A € uma constante arbitraria.
Deste modo as solugoes (2.

te com (2.31), (2.25), (2.23), (2.22

de solugoes pedidas no teorema.

Aqui (2.9) e (2.13) com 1}

q

[

priedade de soma da a

B.

entropia de

Estudaremos agora a equagao
de tres generalizagoes da Entropia de

tropia, entropia de grau (a,B) € a en

Teorema 2.2:

Sejam f: I - R e ¢:

fazem a equagao funcional

]

m
z f£(p; a;)
i=m . {

()

shannon e a

22

‘rarias e h, € uma solucao ar-

ichy:

(2.30)

ral de (2.30) (refer. J. Aczel

(2.30:)

27), (2.28) e (2.29) juntamen

e (2,20) dao os conjuntos

1

e 1

h(1) e pro-

entropia de grau

funcional seguinte, atraveés

Shann n que sao a ¥-log en-

tropia de seno.

I » R fungoes continuas que satis-

+

¢o(p;) flay)

o(a;) £(p;) (2.31)

n
O
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para todos os numcros intciros positfivos m > mo ¢ ono>on, arbitra
rios e para todas as distribuigocs dp probabilidades
(pm > Py +1""’pm)(; Sm-m| +1
o 0 , D
e

(qno, qno+1,---,qn) € 6n_n(+1

As solugoes reais e continyas de (2.31) sao dadas por

f(p) = A8 logp , ¢ =p% a > 0 (2.32)

il

£(p) By

5 0= L e 2 0+ pB) (2.33)

Q
£(p) = & sen (8 log p) , ¢l(p) = p” cos(s log p) (2.34)

onde A, B e C sao constantes arbitrarfias reais nao nulas e o e 8

sao parametros reais.

Prova:
Defina g como sendo

g(p,q) = £(pq) - ¢(p) £(a) 1 ¢(q) [(p) para

pec I, q¢ 1

Aplicando a propriedade da soma

m n m n
rorooglpyeag) = r 3 f(pyoay) -
1=m0 J=Ilo 1=m0 _’]=1’lo
m n m n
-2 .Z (b(pi) r(qj) - 'Z .X (b(({_]) lf(Pi) . (2.35)
1=m . j=ng . 1=m g h=ng .




Usando (2.31), (2.35) reduz-se para

g(p;y» q3) = 0

Sendo f e ¢ continuas, ent3o g também & continua e

tao, pelo Lema 2.1

glp, q) 0

Logo

f{pq) o(p) £(q) + ¢(q) £(

para pe I , qC I

No lema seguinte mostraremo

¢ao funcional (2.31).

Lema 2.2: (refer. Aczel [19

24

(2.1), isto €,

en-

p) (2.36)

s uma solucao geral da equa-

66], pag. 205)

As solugoes complexas mais gerais da equagao funcional
(2.31) sao dadas por:

f(p) = 0 , ¢(p) arbitrario (2.37)

f(p) = e (p) a(p) . ¢(p) § e, (p) (2.38)

e
£(p) = == (e;(p) - e,(P)) . [6(P) = & (e, (p) *+ e,(p))
P - (e (p 2(P)) v je(p) = = (eq(p 5 (P
(2.39)

onde k # 0 € uma constante complexa arbitraria sendo que, ou e
real ou imaginario puro ¢ a(p) e et(p) (t = 0,1,2) sao fungoe€s
arbitrarias satisfazendo

a(pq) = a(p) +-a(q) (2.40)




e(pq) = e, (p) e,(q)

(t = 0,1

i

respectivamentc.

Solucoes Reais
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(2.41)

2)

Agora, 1iremos procuraf soly

vemos para 1sto, nos preocupar com sd
¢ de (2.31) definidas em [0,1].
As solucoes continuas de (2

das por

a(p) A log p

que & real exceto quando a constante

As solucoes complexas conti

at

k4

e (ps =p p € [0,1],

onde a constante oy (t = 0,1,2) com R

sumir valores complexos.

Entao as solugoes (2.38) e
por

o
(0]
Ap

f(p) log p , ¢(p)

coes reais e continuas. De-

lugoes reais e continuas f ‘e

.40) onde p € (0,1] sao da-

(2.42)

A & complexa.

nuas de (2.41) sao dadas por

(t =0,1,2) (2

.43)

TY

ap > 0 , pode em geral as

(2,39) podem ser escritas

(2.44)
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a oy aq a,
fp) = (@ " -p ) e =50 *+p7) (2.45)
Re 0y >‘0 , ‘Re a > 0
onde A, Oys Qs Oy sao constantes reais ou complexas é k # 0 é
uma constante ou real ou complexa (uma das duas).

Agora, € evidente que ¢(p) |em (2.44) € real e continua
em [0,1] se o, & real e, consequentgmente f(p) em (2.44) sera
real se ambos A e o, sdo reais.

Desse modo, um conjunto de |solugoes reais e continuas
de (2.36) e dado por

%o %o

ffp) = Ap " logp ., ¢(p) 0P (2.46)
onde A e ay sao constantes reais tal |que ay > 0.

Em seguida, por (2.45), ¢(p) sera real:

oy o .
- se, e somente se p ~ + p e real
a a _ B

- se, e somente se ambos p e p sao reais ou, um €
complexo conjugado do outro.

Agora, desde que p é real g|(p) serd real se, e somente
se:

(1) ambos a; € a, sao reals, ou

(11) o€ ooy sao pares complexos conjugados.

Desde que f(p) e ¢(p) sao reéais, examinaremos a sSitua-
g¢ao para formas reais de f(p) para 0s quais ¢(p) € real.

Quando a; € a, sao reais, f(p) €& tambem real se k €
real e entao, outro conjunto de solugdes reais e continuas sao da
das por
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1, % %2 1 * %2
PP =5 0 - D e =3 ey (24D
a1>0,a2 0
A seguir se 52 =a; =a *+ 18
1 a + 1B a-iB o el Blogep n ;1 Blogep
¢(p) = = (p *p ) =p ( ) =
2 2
ok
= p cos (B 1ogep)
de tal forma que f(p) sera agora um real se k € imaginario puro,

da forma k = i ¢ onde ¢ € real.
Portanto o terceiro conjunt

nuas é dado por

pOL
f(p) C sen (B 1ogep)

pOt

¢ (p) cos (B log,p) , a

onde o, B € C # 0 sao constantes reai
de g, a base dos logaritmos € tomada
Finalmente, os trés conjunt

reais da equacao funcional (2.36) sao

f(p) = A'Vil?} log p ,» o(p) =
£p) = 5 0 - 8, o)
a, g > 0

o de solugoes reais e conti-

(2.50)
> 0
s (por conveniente escolha
2).
bs de solugdes continuas e
escritos por
p* . 0> 0 (2.32)
1
15 0%+ b (2.33)




pOL
f(p) = —& sen (8 log p) , ¢(p) =

onde A, B e C sao constantes arbitrarias nao nulas e, a e B

parametros reais.

Em (2.32), (2.33) e (2.34)
de f, e aplicando a propriedade da sg

entropia (1.13), (1.14) e (1.15) resp

ectivamente.

pa cos (B log p) (2.

28

34)

sao
1, _

com f(f) = 1 para solucoes

ma temos as trés medidas de



CAPITULO III

SOLUCOES DAS EQUACOES FUNC]
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ONAIS GENERALI-

ZADAS DE DUAS VARI]

1
X

AVEIS

Neste capitulo estudaremos
par de distribuicoes de uma variavel
Iremos encontrar as solugoe
goes funcionais (1.28) e (1.31) quand
mente todos os valores positivos de
Vamos encontrar as solugoes

coes funcionais

medidas associadas com um
aleatoria discreta.

s reais e continuas das equa
o i e j nao tomam necessaria

m em diante.

reais e continuas das equa-

m n m n
z T h(p.q., u.v.) = ¢ r f(p.,u. L, Vs) *
i:m j:n (pqu 1 J) i::m j:n (pl 1) g(qJ J)
0 o] 0 0
m
v I k(p;,u;) |
l"mo - o,
e /)YP
m n m n
z Z L(PiC{-s V.) = % pX f(p;,u.) g(q:,v.) +
. . j 1] - - 171 373
i=m, j=n i=mgy j=n, -
i n
+ _im _En f(qj,vj) g(p;,u;)
1=y I R,
m n m n
onde r p; = L q; =1, I u 1 e T v, <1
i=mo j=no J i:mo j:no J
sendo m, e no numeros inteiros arbitrariamente determinados.

Inicialmente demonstraremos

zar em demonstragoes posteriores.

um teorema que iremos utili




Tcorcma 3.1:

A condigao necessaria e sul

G: 1- x IZ

+ R, TI= [0,1]

satisfacga a equacgao

m n
Loz Glpgla5) =0, py
1=mg j=ng
m m
Pi = (Pyj» Pp3)s L Pyy =1, %
1=m 1=m
0
n n
q; = (495, 9,5, & 95 ¢ 1, %
J 137 72 j=n, 13~ j=n|

para todos os numcros inteiros positll

buigoes de probabilidades

(p- , 3 seee T p.)
im * Pim_+1 plmb €
(Ajm > Qi +12700 * Qin) €
o o
e que G seja da forma
_ 2
G (x,y) =0 , x€I°,y
Demonstracgao:

Inicialmente provaremos a c
- Escolha o numero inteiro

colha a distribuigcao de probabilidade

(pimo’ pimo+1""’ pinJ €

1,2
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icicnte para que uma funcgao

continua em cada variavel,

> 0 , qJ > 0 (3.1)
Py = 1, 1 = L ., M

(6]

QJ \< 1’ J = no’ ’n

vos e para todas as distri -

6m—m +1
(0]
i=1,2
<Sm—mo+1
i=1,2 i
€ 1° (3.2)

bndigao nccessaria

nositivo m > m, e fixe-o. Es

m-m_+1
o]




N ) M
31
arbitrariamentc e f{ixc-a.
Defina uma funcao
G: IZ X IZ -+ R como
m
glx) = = G(p;» ¥) (3.3)
1=m
0
sendo
Pi = (Pyj»> Ppi). I =my,efeum
X = (Y, ¥y)
Entao (3.1) reduz-se para
n
r g(g.) =0 (3.4)
- J
J=ng
gj > 0, sendo gj = (qu, qzj)
n n
j = ng, no+1,...,n , ‘E qu <1, ’g qzj <1
J=ng J=ng
entao
L oglagy, q,:) =0
j=n_ J J
Escolhendo
1 n-n_+1 2] 5-S _+1
0 o)
sendo n-ng > s-s (3.4) dara
(n - ngr1)g( —— , — 1) = o
n-n_+1 s~s +1
o} 0
isto &
e, i
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1 : 1
g ( ; ) (3.5)
n-n_+1 s-s_+1 )
) 0
para todos os inteiros positivos da forma n - n o+l es - s +1 que

satisfazem as condigoes colocadas acima.
Vamos escrever u - r+l para n - no+1 e j - x+1 para
s - so+1 em que T < u e X < y sao numeros inteiros positivos maio
res que n
0
Escolha r e u, x e y de tal modo que r - n0+1 e u - n0+1,

X - no+l ey - n0+1 sejam numeros pqQsitivos sem fatores comuns

r - no+1 X - n0+1
Entao ————— € ————— sao numeros positivos, Ta
u - n_+1 y - n_+1
o 0
cionais em (0,1).
-~ . . T X . ~ . - .
Isto nao implica que = e = | sejam fragoes irredutiveis,
u y

pois elas podem ter um fator comum.

(u = r)(y - n,+1)

Seja Z >
y - X
Agora escolha
T - n_+1 1 )
q - il ,q =...=q T er————
1no r - n_+1 1 no+1 1n u - n0+1
X - n_+1 1
q = ,q =.'.:q = -
Zng y - n +1 2 n +1 Zn Z
Entao, de (3.4) resulta
T + n_+1 X - n_+1
e} 1 1
g( , — )+ w-p) gl —— 29 =0
u - n0+1 y f n0+1 u - no+1




De (3.5) ¢ (3.6) obtemos

T - n0+1 X - n0+1
g ( , )k

u - n0+1 y - n0+1

Entao

0
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g(y) =0 para todos os vetofres com componentes racionais

emy em (0,1)x(0,1). Podemos concluir isto pois cada racional em (0,1) - pode

T - no+1 X - N
ser escrito nas formas ————— €
u - no+1 y-n

+]1
0

+1 )
[¢]

Sendo G uma fungao continua de y, entao g também & uma

funcao continua de y € 12,

Portanto, pela continuidade

os y € IZ, de modo que

Sendo m e (plm ,
o)

lhidos arbitrariamente (3.7) € valido

ros m > m, e para todos

de g, g(y) =
(P1i» Ppy)
m

1

p 7"‘,p |p L
1m0+1 Im ZmO

para todos os

(pim v Pim #1000 piﬂJ C sm-m +1
o) o) 0

1=1,2

Simultaneamente, escrevendo
k < v , sendo k e v numeros inteiros j

procedendo de maneira analoga resulta

m=v -k + 1

(3.2). Assim,

0 para todos

(3.7)

., pZm) ésco-

numeros intei

positivos maiores que mooe,

demonstranos



‘a condigao necessaria.

A prova da condigao suficie

Solucoes das Equacoes Funci

34

nte € uma simples verifica -

onais Generalizadas de duas

variaveis

Partindo com uma propriedad
de duas variaveis aleatorias estatist
mos de diferentes fungoes com a propr
terizar duas medidas associadas com d
riavel aleatoria discreta.

Uma destas medidas € a loga

em forma de poténcias.

Teorema 3.2:

Sejam £, g, h e k :'[0,1] X

nuas que satisfazem a equagao funciond

m n _ m
R A N LI
o 17, 1=mg, J
m
+ I k
i=m g
m n m
izm Pi ~ 'En qj - ’.izm N
o) J=n, o)

As solugoes continuas de (3

dois conjuntos seguintes de solugoes:

'a
L

aditiva para distribuigoes
icamente independente em ter

iedade da soma, iremos carac

Qlas distribuicoes de uma va-

Titmica, enquanto a outra &
(0,1] ~ R fungoes conti-
1

n

3 £(py.uy) glqy.vy) +

0
(Pl, u;) - (3.8)
n
1|, .§ Vj <1
}=ng
.8) sao dadas atraveés dos
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1? Conjunto dc Solugoes

h(p,u) = Lp + Ap logp + Bp logu (3.9)

f(p,u) = M}; ‘ (3.10)
= A B

g(p,u) = Np + (Hp logp + (M)p logu (3.11)

k(p,u) = (L - MN)p + Ap logp + Bp logu (3.12)

2° Conjunto de Solucoes

h(p,u) = Lo + u(p® uf - p) (3.13)

f(p,u) = Mp2 uf (3.14)

g(p,u) = Np + (%) (p2 uf - p) ' (3.15)
= - z2 B - a B -

k(p,u) = (L - MN)p™ u® + (y - L)(p~ v p) (3.16)

onde L, M, N, A, Be pu(# 0) sao consltantes arbitrarias e o € B

sao parametros

(a#l,B#O, (X,B>0)

Observacao:

Existem outras solugoes de |(3.8) que nao aparecem no
enunciado do teorema em virtude de sug trivialidade.

Sao elas

(i) h(p,u) = Lp,-f(p,u) = 0|, g(p,u) arbitrario

e k(p,u) = Lp

(ii) h(p,u) = Lp, f(p,u) apbitrario ,




g(p,u) 0 k(p,u) Lp

Demonstracao:

Vamos definir M como sendo

36

M(pq, uv) = h(pq, uv) - £(plu) gl(q,v) -
- qk(p’u) (3.17)
comp, q € [0,1] eu, v (0,1].
Aplicando a propriedade da soma, temos
m n
T r M(p.q., u.v.) =
1=mo j:no 1 J 1 J
m n m n
= 7 h(p.g., u.v.) - |3z v f(p.,u. ,V.) -
=, jin (Pi45. vy i) I (pj-u;) glay.vy)
o) o) 0 o)
n m
- I QqQ: £ M (p:q., u.v.)|=0
j=no J i=mO ) tJ

Temos, por hipotese que as f
tinuas, entdo M também é continua e, p

que

M (pq, uv) 0

Entao

h(pq, uv) = £(p,u) g(q,v) +

para todos os nameros reais

p.q £ [0,1] e u,v € (0,

Colocando p u 1l em (3.19

uncoes h, f, g e k sao con-

elo teorema 3.1, conclui-se

qk(p,U) (3.19)

1]

obtemos




h(q,v) = £(1,1) g(q,v) + qK(1,1)

Colocando ainda q = v = 1,

(3.19), obtemos

h(p,u)

h(1,1)

€ a segulr p =

f(p,u) g(1,1) + k(p,u)

£f(1,1) g(1,1) + k(,1)

Ainda, com f(1,1) = 0 (3.2R) e (3.20) da

h(g,v)

qh(1,1)
ou

h(s,r) = ph(1,1)

Entao, para este caso, g arbitrario e h = k
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(3.20)

u =1 em

(3.21)

(3.22)

¢ uma solu

Simultaneamente, por simetria a outra solugao € mencio-

nada na observacgao.
Assim, h(p,u) vem a ser.uma
Quando £(1,1) # 0  (3.19)
(3.22) da

h(py, uv) = flpsu) [ h (q,v)
£(1,1)

+ qh (p.u)

isto €

hy(pq, uv) = 22U g (q,v)
f(1,1)

onde

hy(p,u) = h(p,u) - ph(1,1)

fungao linear h

juntamente com

- qh (1,1) ] +

+ qhy (p,u)

omogenea.

(3.20) -

(3.24)



isto

isto

onde

Pois

Agora, em virtude da simetria temos

hy(pq, uv) = h,(qp, vu)

Colocando

f1(p,u) = f(p,u) - pf(1l,1)
da

£,(p.u) hy(q,v) = £;(q,v) hj(p,u)
€

£,(pou) = Ahy(p,u)
A € uma constante arbitraria.

Agora, irao seguir trés cas¢s:

1° Caso:

Quando A = 0 (3.26) da (3.10).

£(p,u) = 0 > f(p,u) =

Neste caso (3.24) vem a sex

pf(1,1) =

hy(pa, uv) = qhy(p,u) + phy(q,v)

| £(p,u)
POLS P = ¢£(1,1)

ainda, dividindo (3.27) por pq e, escrlevendo

temos

hl(p,U)

5 = ¢(p,u)
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(3.25)

(3.26)

(3.27)



A solucao continua mais geral, de (3.

onde A e B sao constantes arbitrarias|

(3.24) e (3.20) - (3.22).

Portanto

ou

De (3.20)

Temos por

De (3.20)

hy(pa, uwv)  qhy(p,u) phy (q,v)

+

i,

Pq Pq

¢(pg, uv) = ¢(p,u) + ¢(q,v)

¢(p,u) = A logp + B logu

28) € (refer.:

Pa

O primeiro conjunto de solugoes & dado pelas

De (3.29) consegue-se a solucao (3.9):

o(p,u) = A logp + B logu

hy (p,u)

mas, ¢(p,u) =
: p

e (3.29)

e hl(p,u) = h(p,u) - ph(1,1).

h(PvU) ~ Ph(lsl)
p

= A logp H

h(p,u) = Mp + Ap logp + Bp

(3.22) consegue-se (3.11)
(3.9) que

Lp + Ap“logp + Bp

[H]

h(p,u)

temos

[H]

hiq,v) = £(1,1) g(q,v) + qk(

B logu

log u
que € (3.9).

e'(3.12).

log u

1,1)
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(3.28)

Aczel [1966])

(3.29)

equacoes



entao

Llg + Aq logq + Bg log v- qk(1,

1) = £(1,1) g(q.v)

(3.14) juntamente

-1
+ U hl(p,u) hl(q,v)
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com

(3.30)

Lq - Ag logq+ Bg logy - qk(1,1)
glq,v) =
£(1,1)
ou
L A B
gla,v) = 5 a+ (gla loga + (F)q logv
ainda
B -
g(a,v) = N + ()a logq+ ($q logv que & (3.11).
De maneira analoga, consegue-se (3.12).
2° Caso:
Quando x # 0 , hl(p,u) + 0
(3.36) da
h,(pq, uv) = ph,(q,v) + qhy(p,u)
onde po= ﬂi%;ll (# 0)
Pois "
(3.24) & hy(pq, uv) = fp,u) hl(q,V) + qh; (p,u)
£(1,1)
Colocando
f,(pou) = £(p,u) - pf(1,1)

e tendo ainda que

fl(p,u)'= A hy(p,u)

(3.26)
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Logo

f(p,u) = Xrh,(p,u) + pf(1,1

>\ hl(pvu) + (pf(l’l)
h, (pa, uv) = hy(aq,v) + qh;(p,u)
£(1,1)
. A hl(p,u)
h, (pg, uv) = hy(apv) + phy(a,v) + gh (p,u)
£(1,1) - ’
.,

hy(pa, uv) = phy(q,v) + qh;(p,u) + u hy(p,u) hy(q,v)

que & (3.30) onde y = f(1.1) (# 0)

A

Agora, escrevendo

P+ wu hy(p,u) = E(p,u)
em (3.30), obtemos

E(p.u) E(q,v) (3.31)

E(pq, uv) =
Pois
hy(p,u) = E(p’“)l" P em (3.30)
L

E(pq, uv) - pq ='p(E(q,V) 1y . q(E(p,U) - Py,
-1 ! -1

U




E(pq, uv) - pq = p E(q,v) -

4

E(p,u) E(q

qQ E(q,v) +
Logo

E(pa; uv) = E(p,u) E(q,v}

A solugao mais geral de (3.

E(p,u) = p%uB e E(p,u)

onde o e B sao parametros arbitrarios)

Agora a solugao E(p,u) = p®

1
Sendo E(p,u) = p + u h(p,u

hy(p,u) = h(p,u) - ph

temos

1
p+u [h(p,u) - ph(1,1)] =

ou

h(p,u) = ph(1,1).+ u (p®ub ¢

(2

isto

pa + q E(p,u) - pq +
V) - q E(p,u) -

Pq

que € (3.31)

31) € dada por

18 em (3.31) da (3.13)

1,1)

pu

p)
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h(p,u) = Lp + p(p“uB - p)

que & (3.13).

Temos ainda que (3.31) juntamente com (3.20) -

(3.26) da (3.14) e (3.16)

3¢ Caso

Quandq h,(p,u) = 0, isto é,
so, temos uma fungao linear homogenea|
particular de solugoes ja obtidas.

As solugoes (3.9} e (3.13)
com condicao de limite das medidas de
generalizagoes respectivamente (ref. s

Encontraremos a seguir, as §
equacgao funcional abaixo através de ca

Kullback e Kerridge.

Teorema 3.3:

Sejam f,g: [0,1] x [0,1] >

que satisfazem a equacao funcional

u.
1

v.)

f(Piq j

j ?

E(pi-uy) glay,vy) +

43

(3.22) e

h(p,u)

convertendo-se num

h(l,1)p, neste ca-
caso
om propriedade de soma e
Kullback e Kerridge e suas
ec. 1.3).

olucoes reais e continuas da

racterizagao das medidas de

R duas fungdes  continuas

=]
([ o Rt}

. £laj.vy) glpy.u;)

m o

(3.31)




para todos os numcros m > mo ¢ on o>
my € n . sao numeros inteiros positive
dos.
m n m
r py = & qj =1le I U
i= - j=n i=m_
i=m j=ng m

As solugoes reais e continug

tos de solugoes.

1° Conjunto de Solucoes

a

f(p,q) = p qB (C1 log p+ s
g(p,q) = p%q®
onde ¢ > 0, g > 0 e Cysr Co sao cong

2° Conjunto de Solucoes

1
f(p.a) = (50 (%® - pYq’
1
glp.a) = 5 (p%q® + pYq%)
onde'a, B, Y e & todos nao negativos
bitraria.

3° Conjunto de Solucoes

B

%q

P

ek ol

f(p.q) sen (Y logp

B

g(p,q) = p%

onde o > 0, >

e

g 0, ¥, § ¢ R sao todas

cos (Y logp +
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s arbitrariamente determina

s sao dadas por trés conjun

log q) (3.32)

tantes reais arbitrarias.

f—

(3.33)

e k € uma constante real ar

+ § logq) (3.34)

§ logaq)

constantes reais.




onde

Demonstraguao:

Vamos definir M como sendo
M(pq, uv) = f(pq, uv) - f(p,

p. q, u, v € [0,1].

q) g(u,v) - g(p,q) .f(u,v)

Aplicando a propriedade da sjoma, temos
m n
z £ M(p:qQ., u;v.) =
1= 1= 1] 1]
i=m_ j=ng
m n , m n
z r f(p:q., u.v.) - I r f(p..q. u.v.) -
I 5 (Piqy. u;vy) T (pi-a5) glu;vy)
o 0 0 0
m n
1£m Jin f(pl ’qJ) q(ul ,VJ)
) o

M(p;ay
n

II.M s}

uivj) =0

Por hipotese temos que as fu

entao M também € continua.

Portanto

para todos 0S numeros

Entao, pelo teorema (3.1), t

n
o

M(pq, uv)

f(pg, uv) = £(p,q) g(u,v) +

reais p, q, u, v

As solugoes de.(3.36) sao da

(3.34) [refer: BDSharma e H.C. Gl pta

se para (3.1) e entao

ncoes f e g sao continuas,

Cmos

g(p,q) £(u,v) (3.35)
€ [o0,1].
das por (3.32), (3.33) e

[1976]].
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As solucoes (3.32), (3.33) ¢ (3.34) com propriedade da
soma e com condicao de limites dao medidas géneralizadas de

Kerridge e Kullback [sec. 1.3].
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