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ABSTRACT

By establishing differentiable structures in general
sets we get a treatment of differentiable manifolds and with
this we get back the under lying topological properties.

This way we develop differential equations of the [/
first and second order in manifolds, especially sprays énd /

the exponential map.
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RESUMO

Estabelecendo estruturas diferenciaveis em conjuntos
- gerails conseguimos um tratamento das variedades diferenciaveis,
com o qual recuperamos as propriedades topoldogicas subjacentes.
‘ Assim conseguimos tratar equagoes diferenciais de pri
meira e segunda ordem em variedades, em especial sprays e = a

aplicacgao exponencial.
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INTRODUCAO

Na analise classica tratamos de fungdes com valores
reais definidas em IR™. Para definir uma fung¢ao continua entre
conjuntos mais gerais € necessario dar a estes conjuntos uma
estrutura topoldgica. Neste trabalho essa id€ia vai mais além,
seguindo o roteiro estabelecido por F. Brickell e S. Clark /
(7)) . De fato, para definir uma fungdo diferencidvel entre
dois conjuntos gerais, damos a estes conjuntos uma '"estrutura
diferenciavel" com a qual eles se tornam variedades diferen -
cidveis. Isto & o comego para algumas extensoes de longo alcan
ce da matematica cldssica, tanto em Andlise como em Geometria.

Neste trabalho pretendemos atingir alguns desses ob-
jetivos. Em particular, o estudo das propriedades topolégicas
de variedades e aplicagbes diferenciaveis, com alguns exemplos
relévantes, entre eles exemplos de estruturas diferentes em um
mesmovconjunto; campos de vetores, operadores diferenciaveis ,
fibrados tangen tes, variedades paralelizaveis, orientabilida-
de e conexoes lineares. Como aplicagdo deste desenvolvimento ,
trataremos no capitulo IV equagaes'diferenciais de primeira e
segunda ordem sobre variedades, terminando com a aplicagao ex-

.ponencial do fibrado tangente de uma variedade nessa mesma va-

riedade.



CAPITULO O

Notagao e Terminologia

0 tratamento da teoria das variedades diferenciaveis veis
simplifica-se grandemente, usando a seguinte modificagao na

definigdo de fungao.

Definicao 1

Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f: A—B e
uma correspondencia que a cada elemento a de um subconjunto
de A (denotado dom (f)) corresponde um unico elemento fa de B.
| fa & o valor da f em a. A expressdo ''f em a" escreve

remos £
a

Definicao 2
Se o dominio da f: A—sB & A, diremos que f & uma fun

gao em A e a chamaremos de fungao global.

Portanto a notacgdo f:A—»B nao é necessariamente glo-
bal. '

Definigao 3

Dada uma fungdo f:A— B e um subconjunto VE&B, deno.

tarcmos por g1 Vo conjunto-

f'lbv = {aEA, fal que fa € V}»



f € uma injecdo quando fa = fa, somente se a=a,

‘Definicao 4
Uma injegdo f:A—B cujo dominio € A e cuja imagem € B,

€ chamada uma bijecgao.

Definicdo 5
Dado um subconjunto V de A que intercepta o dominio U
da f,‘definimos uma nova fungao

. flVv : A —> B com dominio UNV pela mesma
lei a +— fa S -
‘ f|V € chamada a restricao da f.

Definicao éb
Se a imagem de f:A —> B € B, diremos que f tem valores

em B e € uma fungao sobrejetiva.

Definigao 7
Sejam f:A — B e g:B —» C
Seja A o conjunto de elementos . a de A tal que-fé esta
definida e pertence ao dominio da g
Se A, € ndo-vazio, definimos a fungdo
gof : A —3 C com dominio A

tal que:
a+r—— g(fa)



Para existir gof precisamos que a imagem-da f inter

secdo com o dominio da g ndo seja vazio.

Definicao 8

Uma fungao f: R"™ —s R é de classe C® em um ponto
z de seu dominio se cada derivada parcial da f existe e & con
tinua em alguma vizinhanga de z

Sejam as fungoes projecoes P, ° RQ —> R

L £ . ;
Uma fungao f: IR" —» lR e de classe C° em z se as
- fungoes de valores reais

£2 = pof (=1,...,0) sao de classe C° em
Z. & ' '
f sera chamada uma funcao C~ se ela & de classe

¢’ em cada ponto de seu dominio. O dominio de tais funcgdes sdo

subconjuntos abertos de IR,

Definicao 9

Um difeomorfismo f: R" —> R" & uma injecdo tal que
fe f_1 sd3o funcgdes c” . Seus dominios nio precisam ser todo o
n . _
R™

Definicao 10

Uma fungio C f: R" —> R™ & localmente um difeomor
fismo se cada ponto z de seu dominio admite uma vizinhangca V ,
‘tal que f|V € um difeomorfismo.



Definigao 11

Uma func¢ao diferenciavel f:M —> M' €& uma imersdo se o
posto da f & igual a dimensao de M em cada pontb do scu dominio.
A fungdo derivada em cada espago tangente € portanto /

uma injecgao. ' '
| Se ovdoﬁinio da f & todo M, £ & chamada uma imersdo de

) ] ~ .
M em M', onde M e M s3o variedades diferenciaveis.

Definigao 12

Uma variedade diferenciavel M € uma subvariedade de
uma variedade diferenciavel M' se M € um subconjunto de M' e se

a injecao natural j:M —>M' & uma imersao.



CAPITULO I

1. Variedades diferenciaveis

Definicao 1.1

Seja M um conjunto QUalquer e UCM
Uma injecdo x : M —»3 IR" , com dominio U, cuja ima
gem & um subconjunto aberto de |Rn ¢ chamada uma carta n - di-

mensional.

Definicao 1.2

Sejam p; .’ IR —> IR as fungoes projegoes.

.

Uma carta n - dimensional x define em seu dominio U

um conjunto de funcoes coordenadas

X" = p; 0 X (i=1,2,...,n)

0 conjunto'das-cdordenadas de um ponto m€ U, & deno-

tado na carta x por

1

xm = (xX'm, ..., xnm)

" Em geral, nao € possivel construir uma carta adequa-
da para um conjunto M cujo dominio € todo M. O melhor que pode
mos usualmente fazer € definir uma colecdo A de cartas n - di-

mensional para M, cujos dominios cobrem M.

Definicao 1.3

Seja A uma colecao de cartas n - dimensional cujos

dominios cobrem M,
Sejam x e y duas cartas quaisquer de A cujos dominios

Uc V sc interceptam |

deno



A colegdo A & chamada um atlas C” de M em R" se a

mudanca de coordenadas

1, IR® — JR"™ & um difeomorfismo (Cap.0-Def.9)

y o X

Exemplo 1.1

S* o conjunto dos pontos do circulo unitario em R%
1

Seja U = {(sen 2ms,cos27ws) ,0<s<1} umvsubconjunto de S

A funcgao

X

sl 3 IR definida em U por
(sen 2ms, cos 2ns ) —>3s & uma injecdo sobre
0 subconjunto aberto (0,1) de IR |

Portanto x € uma carta para Sl,

Ela esta representada como segue
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Seja U' = {(sen 2rms, cos 2ms)}, - 1< s< 1  outro sub-
-2 2 conjunto

de S1 .

A fungao

t

x S1 — IR definida em U' por .

(sen 2ns, cos 2ns) +———>s & outra carta de S1

como segue

1
> T—
i .
0,1
Q‘L.) ’’’’’’ ,-‘__-:_~ —"—"’1 1
— T ~ : —_—
— X ~ 4
P ~
- > o
. L4 T 0
(—1,0) ) (lle)
N .
N2 4.1
. e - - -
~ {\ —_— e — 7 <z
L1
2

U e U' cobrem S1 e U e U' se interceptam como segue

4

3

4

/

Assim:

x' =X , 0 <x <1
2

x'' =x -1, <x <1

0o I



As mudancas de coordenadas x' o x-l R —— R sao:
s, SE (0,3 )
(x' o x 1) s =
. S-la SE(% ’ 1)
Portanto x' o x % : IR —» IR & um difeomorfismo e as-

1

00
sim as cartas x e¢ x' formam um atlas C de S em IR.

n

IR . Se

Definicdo 1.4

o0

Um conjunto M pode admitir mais que um atlas C em

a uniao de duas colegoes de cartas de dois atlas c”

- 00« -~ -~ - .
‘e um atlas C , entao eles sao ditos equivalentes .

nao esta

um Atlas

Definicao 1.5

Um Atlas C de um conjunto M & dito completo se ele
contido em nenhum outro Atlas C° de M.

Préposigéo 1.1

Cada Atlas C® de M em |R™ estd contido em exatamente

c” completd

Prova

Seja A um atlas C° de M em R",

Seja U o dominio de uma carta Xg€A

Consideremos o conjunto A+ de todas as cartas

y:M — mn tal que se U intercepta o dominio V da carta y ,

o~ -1 - . P
entao y o Xq~ € um difeomorfismo,

s]



Vejamos que:
A+ & um atlas C® de M em [R".

De fato

Escolhamos duas cartas y, y'€ A+ cujos dominios V e V'
se interceptam. '

Se z € um ponto de y (VNV') existe uma carta Xxg€ A
cujo dominio contém y_lz.

Por hipotise y o x1e X»é_y'—l sao difeomorfismos

- o ]
e entao
-1
(y o X Lo (X o y' ) . .
€ um dlfeomorflsmo cujo domlnlo € uma Vlzlnhanga de z (o domlnlo
€ uma restricdo de y o y"l). | '

Portanto
Y o y"1 € localmente um difeomorfismo.

-1 - L~ . - L .
_ Mas y o y' € uma injecao e, assim, € um difeomorfis
mo. Portanto A+ & um atlas C” . '

- Vejamos que
A+ € um atlas completo.

\ .
Qualquer atlas A , tal que ACA' deve estar contido em
A+, isto €:

AC A" C A+

Portanto A+ € um atlas completo e € Unico.

Definicao 1.6

Seja M um conjunto. |
Se M possui um atlas C* completo de M em IR", dize-
mos que M possui uma estrutura C° de dimensao n.



o
A proposigao 1.1 mostra que uma estrutura C ¢ deter

minada em M por qualquer atlas C de M. Portanto nao precisa-

mos especificar um atlas completo de M para determinar tal es-

trutura.

Atlas C” equivalentes pertencem ao mesmo atlas comple

(o]
to e assim determinam a mesma estrutura C = em M.

De fato

A equivalente a A' implica que AVA' & um atlas C”
segue pela proposigao 1.1 que

(AU A") CA+

Portanto

AC A+ e A'C A+

. ® »
Atlas C = nao-equivalentes pertencem a atlas completos diferen

. . e} .
tes e assim determinam estruturas C diferentes.

Ilustraremos com um exemplo.

Exemplo 1.2

> IR definida em R por s +——) s &

- =] - -
uma carta que determina uma estrutura C em IR a qual e diferen

A fungao y: IR

te de sua estrutura C® padrao (definida abaixo).

Vejamos que y determina uma estrutura-C~  em |R.

De fato

- 0 dominio da carta y € todo IR e assim fornece’um atlas
c® de IR em IR.
Pela proposigéo 1.1 este atlas determina uma estrutura
C*® de dimensao 1 em IR. | |



Do mesmo modo a fungao x:|JR —> |R definida por s— s,

. fo%) . o ~
determina uma estrutura C em IR, chamada estrutura C padrao .

Vejamos que
Os atlas A e A', determinadospelas cartas y e x, respc

ctivamente nao sao equivalentes.

Temos que

y : IR —» IR e x: IR—> IR

s —> 53 S k) s
representadas por
'R vy 1~ IR X IR ,
Desde que :
(x oy s = x(y7's) = x V5= =¥, entio
X oy ' ndo & C° em s=0 , portanto ndo & um difeomor

fismo.

.

Segue que AUA' ndo € um atlas C° em IR, portanto

A e A' nao sao equivalentes.

Atlas C° ndo-equivalentes estdo contidos em Atlas c”
completos diferentes, portanto A e A'_determinam estruturas C

diferentes em iR,

Definicao 1.7

-

. [oe] . -~
Um conjunto M com uma estrutura C de dimensao n € cha

mada uma variedade diferenciavel ( ou variedade ) de dimensio n.




Uma carta do atlas completo que determina esta estru-

tura € chamada uma carta da variedade diferenciavel M e seu do

minio € chamado dominio coordenado da variedade diferenciavel
M.

Uma carta em um ponto m€ M, significa dizer uma carta

da variedade M cujo dominio U contém m. U & chamada vizinhanca

coordenada de m.

2. Funcoes diferenciaveis entre duas variedades

Definicao 2.1

Sejam M e M' variedades diferenciéveis de dimensao n e

n

, Tespectivamente.
Seja £ : M —3 M' e m um ponto no dominio da f.
Consideremos duas cartas x e x'" emm e¢ fm, reSpectivg
mente.

A funcgao

F=x'"0o fo x

presentante coordenado da f.
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£ : M —)M' & diferencidvel em m se F : |R" — R"

- ’ fee]
e de classe C em Xm.

-Vejamos que

Esta definigcdo € independente da escolha do represen-

tante coordenado.

De fato
Suponhamos que G = y' o £ o y'! seja outro represen-

tante coordenado da f.

Entdo a restricdo da G a um subconjunto aberto B do
dominio A de G, com A(AB # #§ € da forma '

Glg = ¥y' o x* VP ox'ofox?toxo y‘l e & de clas
se C '

desde que

‘(Y' o X'_l) ox' of ox 1o (x o y_l) =

=(y o x ) oF o ( x o y—l) & de classe C"

De fato

o X e X o y"1 sdo difeomorfismos (portaﬁto de

oo - ©
classe C ) e F e de classe C em xm, segue que

G=y' of o y‘l & de classe C* em ym .

Uma fungdo f : M —)M' & diferenciavel se & dife
‘renciavel em cada ponto de seu dominio. ' "



As estruturas diferenciaveis em muitas variedades sao

mencionadas para construir funcdes diferenciaveis.

Exemplo 2.1 ([10])

Seja o prodﬁto Ml x M2 de duas variedades diferencia-

veis M, de dimensoes n; , n,, respectivamente.

e Sejam as proje'gées’ﬂi PMyox Mz-——éb%.definidas por

Vamos definir uma estrutura C* em Mi x M, a qual tor

na cada nidiferenciével.

Se Xy € X, sao. duas cartas de M., M2 com dominios

U; e U, respectivamente, a fungao

x x, 1 M} x M, —> IR™ x R?%2 = |R™" N2, dada

X1 2 )
por X; .x XZ(pl , pz) =_(x1p1 ,'xzpz) € uma injecdo cuja imagem
(xlUl) x (xZUz) € aberto em |Rnr * N, | portanto & uma carta pa

ra M1 x M2 com dominio Up x U2
Se y; x ¥y, € ‘uma outra carta cujo dominio vy bez in
tercepta U1 x Uy , a mudanga de coordenadas

-1 -1

. : i —1
(Yl.x Y;) 0 (xl X}XZ) = (yl X YZ) 0 (xl x XZ ):
= -1 -1, - . . _
= (yl o Xy ) x (y2 o X, ) € um difeomorfismo desde
que produto de difeomorfismo € um difeomorfismo. Portanto o con
junto de todas tais cartas € um atlas C° e assim define uma es

trutura C de dlmensao.n1 * n, em M1 x M2 .

Vejamos que

T sao diferenciaveis e temos o diagrama comutativo



, -1
F=x. o 7 of{x,xx,)
n,, n, i 172

; n,
R _ . PR 1

Onde
X3 x X, (py » Pp) = (x3p; » X,p,), isto e,

1% .xz = (xlo TP » X, 0 'nz)

Fi = x50 mio0 (x; x XZ)_I : IR IR 1 sio os

i T1 i
‘representantes coordenados de T
Segue que

Fy sao fungoes projecOes que sao de classe ¢ .

Portanto cada m; & diferenciavel.

Exemplo 2.2

Seja M(n x n, IR) o conjunto de todas as matrizes qua
dradas reais n X n.

Vamos definir uma estrutura diferenciiavel em M(n x n
a qual torna a fungao determinante
det: M (n x n, IR) —> |R uma fungdo diferenciavel..

nn

Seja a injegao x: M(n X n, R) — IR definida por

[aij ]!———) (311,‘ alz, ...,aln, 321, .--,azn’_ o0y Zlnn

nn

Esta funcdo & sobre R~ que & aberto e portanto & u

16

JIR)
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carta cujo dominio & todo o conjunto M (n x n,|R). Tal carta
x define entao um atlas C de M(n % n,|R) em R™ o qual de

- [o0]
termina uma estrutura C em M (n w n, IR)

Usando as cartas x e identidade para M (n = n, IR) elR,
respectivamente, temos:
-1

|IRPP X YM (n x n, B) 25R 25
F = id o det o x-1 :IR™™ —— 3R & uma funcao polinomi-

al a qual € o representante coordenado da fungiao determinante.

(o)
Como F e de classe C entao a fungao determinante e di
ferenciavel.

Definicao 2.2

Um difeomorfismo f: M —> M' & uma injecgdo tal que f e
f—l sdo ambas fungdes diferenciaveis.

Definicao 2.3

Uma funcao f: M —) M' & localmente um difeomorfismo,

se cada ponto m de seu dominio tem uma vizinhanga Vm tal que

SV € um difeomorfismo.

Duas variedades diferenciaveis M,M' sao difeomdrficas
se existe um-difeomorfismo global de M em M'.

- Exemplo 2.3

O conjunto E de todos os pontos em |R2 da forma (sen 2s,
sen s), s € IR &€ chamado a Figura OITO representada abaixo.

A injecao x : E ——> IR definida por

x(sen 2s, sen s) = s , se 0< s< 27

€ sobre o intervalo aberto (0, 2m) de {R e assim x & uma carta



cujo dominio € todo E e portanto X o x-1 & a identidade em
0,2 . | |

Segue que x. fornece um atlas C” de E em|R e fica
definida uma estrutura C* em E.

Ly
X
_— _ L
s € /
( | 0 2w
Seja y:E —> |JR definida por
y(sen 2s, sens) =s , se -T < s < 7

y- € uma injegdo sobre o intervalo aberto (-m,m) de JR e seu do-
minio & todo E. Portanto fornece um outro atlas C® -de E em|R

e consequentemente uma estrutura C*° em E.
4

}7

“ls

Vejamos que

A uniao destes dois Atlas C® ndo € um Atlas C* ,

desde que, y. o x~1 : R

YR nao € um difeomorfismo.

De fato

s , 0<s<nl
y o x_l)s = Y(x'ls) = y(sen 2s, sen s)=¢0 , s =7

S=217,T<S<27



-1 - - o . -
Y o X ":IR —>IR nao & continua em s = m portanto ndo
- . . - _1 -~ - - -
e diferenciavel. Segue que y o X nao e um difeomorfismo e os
dois Atlas nao sao equivalentes.

Assim as cartas x e y determinam estruturas diferencia
veis diferentes sobre a Figura OITO. Segue que temos duas varie
dades E,E'. '

Vejamos que
E e E' sao variedades difeomorficas.

Para mostrar a afirmagio devemos exibir um difeomorfis
mo global f: E ——>E"

A fungao f: E — > E' definida por
. | (sen 2s, sen s) F——~—>[sen 2(s-m), sen (s—nﬂ'

€ um difeomorfismo desde que o seu repreSentante coordenado F em -
termos das cartas x e y de E,E' respectivamente € a translacio
S ———3s -7 sobre o intervalo aberto ( 0, 2w) de |[R.

' £
E » 1w

x L
~T

F=y o £ 0 xL v
(0, ™) : ¢( ,TT),

5 ————p s-7
Fs = (y o f 6 x 1) s =y £ (x"!s) = yg (sen2s , sen s)=

= y|sen 2(s-7), sen(s-ni]= s-m



.= 20

Assim as injegoes F e F-lsﬁo fung6es_Coo sobre (0, 2mw)

e (-m,m) respectivamente e portanto sao diferenciaveis.

‘Segue que f € um difeomorfismo'global de E em E' e as

sim E e E' sao variedades diferenciaveis difeomdorficas.

3. A:topologia de uma variedade

‘Proposicao 3.1

A colegao dos dominios coordenados de uma variedade M,

formam uma base para uma topologia no conjunto M.

Prova

E suficiente mostrar que a intersegao nao-vazia de
qualquer par de dominios coordenados da variedade M € também um
dominio coordenado ([3]).

Sejam x e y cartas de M, cujos dominios U e V se -in-

terceptam . Entao

a) ¥y o x"1 & um difeomorfismo cujo dominio x(UNV) &
aberto emIRn.
~b) (Unv) C U.

Vamos mostrar que xlUf\V € uma carta da variedade M.
» Como X € uma carta da variedade M, x € uma injecgao de
M emIR? com dominio U e cuja imagem & um aberto de IR™. Segue que
x| UV € uma carta do conjunto M.

Como (x}y;y) © y"1 & uma restricdo do dominio do di-
feomorfismo x o y 1,

(x|junv) o y_1 também & um difeomorfismo.



Seguevque X]UnV & uma carta do atlas completo que-

define a estrutura C%do conjunto M, com dominio UNV , Por-

tanto UNV & um dominio coordenado da variedade diferenci-
avel M. Consequentemente temos que uma estrutura C%em um /

conjunto M induz uma topologia sobre M.

Definicdo 3.1

A topologia induzida no conjunto M por sua estru-

tura C”é chamada topologia da variedade M.

Com a topologia induzida no conjuntb M, por sua
estrutﬁra c®, um subconjunto U ndo vazio de M & aberto se
e sO se cada'poﬁto de U tem uma vizinhanga coordenada con-
tida em U.vConsequentemente a topologia da variedade R &
a topologia padrdo de RRP.

A proposicdo 3.1 mostra que cada variedade dife -

renciavel tem uma estrutura topoldgica induzida.

Proposicdo 3.2

vSuponhamos’queia um conjunto M & dado yma estrutu-
ra topoldgica e uma estrutura ¢°. A topologia induzida em M
coincide com a topologia dada se e sO se as carfas de um

atlas de M sao homeomorfismos relativoa a topologia dada.

Prova

A condigao & necessaria.

Para ver isto, devemos mostrar que qualquer carta x
de M & continua e abefta. Suponhamos que U e V sejam os do-
minio e imagem, respéctivamente,'da carta'k.

. L. o, -1
a) Seja V, um subconjunto aberto de R e seja W=x "V
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Desde que xW = V,NV entao x|y € uma carta de M com do
minio UNW = W. Segue que W & aberto em M. Portanto x & continua.

U o

b) Seja U'C U aberto basico. Entdo U' & o dominio de

uma carta y de M.

| Y o x-1 é um difeomorfismo em |R" e seu dominio /
x(UOU'") = x U' e aberterman.'Qualquer subconjunto aberto de
M & a unido de conjuntos abertos basicos e assim sua imagem sob
x & aberto em|R"™. Segue que xU & aberto em|R™ e portanto x é a-
berta. '

Vejamos agora que
A condigao & suficiente.

Seja%lva colegao de conjuntos abertos na topologia da-
da e M4 colegdo de conjuntos abertos na topologia induzida.

Vamos mostrar queru‘c /e "1/(:(1/\, .

a) Seja‘VGév/e x uma carta de um atlas cujo dominio W io
intercepta V. Entdo VAW €& aberto relativo .a topologia induzida.

Como x ¢ um homeomorfismo relativo a topologia induzida
entdo x. (VAW) & aberto em(R".

de



Mas por hipdtise x € um homeomorfismo relativo a topo
- logia dada e assim VAW € um aberto de% Segue que V € a uniao

de elementos de q,Le assim Vé'c\,L
s 6% V(:ZQL entao VC- (u ’

b) SejavUéfu»e x uma carta de um atlas cujo dominio ~ninio
‘W intercepta U.

WE Ventao W G%pou vimos que ”!/C(U\

Segue que UQW ECUL e assim x (UNW) €& um aberto em R
pois x € um homeomorfismo na topologia dada.

n

Wév, X € uma carta de um atlas portanto x € um homeo

morfismo relativo a topologia induzida.

Como x(UNW) & aberto emIR" segue que UNW & aberto re

latlvo a topologla induzida e assim U € a unlao de elementos de

v.

Portanto U € W

. Como UE(\Le Uﬁ.%nta"o(\kc 7/
‘ Por a)eb)(\k=7/1/’

‘Definicdo 3.2

Uma variedade M & conexa se, com.sua topologia induzi

da, ela & um espaco topoldgico conexo.

Definicao 3.3

A topologia de uma variedade diferenciavel satisfaz os
axiomas T1 e o Primeiro axioma da enumerabilidade (cald).

Uma variedade cuja topologia satisfaz o axioma T2 (c4al)

€ chamada uma variedade de Hausdorff.




Proposicao 3.3

Se M € uma variedade de Hausdorff e m € um ponto no do
minio de uma fungao diferenciavel g:M —IR, existe uma fungao
global G: M ——)|R que coincide com a g em alguma vizinhanga de

mQ

Prova

Seja x uma carta de M, cujo dominio U contem m e m es
ta no dominio da g .
. Sejam B e}B1 bolas abertas com centro em xm AEan, tal

que :
BCB C BlcE‘lC xU

a) Como qualquer carta x da variedade diferenciavel M &

um homeomorfismo, x &€ continua e aberta (fechada) e portanto se

V=x1B e v, = x'B

1 9
7T=x1 e V.= xIF
1 1
. b) Comd a Variedadean € normal, existe uma fungao dife

rencidvel FiR" — 3R, tal que F =1 em B e F =0 em IR" - B1

(L41) - Teorema de P. Urysohn).

c) A fungao diferenciavel (Fox)g : M —IR com dominio U

e a fungao zero no conjunto aberto M-Vl concordam na intersegao

U-Vl
ciavel G

de seus dominios e assim fica definida uma fungao diferen -
: M —IR, a qual coincide com a g em uma vizinhanga de
m.

‘nio



4. Diferenciacdo em uma variedade

A derivada de uma funcdo diferenciavel f:iR"—|R
em um ponto z de seu dominio & definida como sendo uma funcio
linear (Df)Z :IRn —3IR . Usando base natural a matriz desta

funcdo e a matriz Jacobiana Jezo

Estenderemos esta idéia para funcoes diferenciaveis
#:M —>M', Com este objetivo introduziremos a nogido de espago
vetorial tangente em cada ponto de uma variedade e entao, defi-

niremos uma fungao linear derivada entre espagos tangentes.

Definicao 4.1

Seja x uma carta com dominio U, de uma variedade dife-

renciavel M.

Uma funcdo diferenciavel f: M —>|R com dominio V, tem

um representante coordenado F tal que em relacao as cartas x e

identidade em R,

f =F o X , em uNn v.

Assim F:R"—3 R & uma funcao diferenciavel e portanto

possui derivados parciais que denotaremos por F,i ,(i=1l,...,n).

Definimos fungoes diferenciaveis com dominio UNV por:

n

Quando M =|R° e x € a carta identidade tais fungdes sao

as derivadas parciais.
Se M e uma variedade diferenciavel de dimensao n, o con-

junto de fungGes diferenciaveis f: M —)|R, cujos dominios inclu-
em m€M, sera denotado por +(m). Uma fungao IR- lincar em\J(m) se-
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ra chamada operador linéar emiﬁ(m).

Definicao 4.2

Uma derivacao emiﬁkm) € um operador lincar AJS&HQ———MR
tal que:
' A(fg) = (fm) (Ag) + (Af) (gm).

Proposicao 4.1

Se f, g sao funcoes diferenciaveis de valores reais em

M e se a, g € IR, entao:

(1)__2_3__ (a £+ 8g) = o &i_ + g 98 _

Al 9 x ax?t
1 _ 1 1
9 X _ 33X X
Prova.

(i) Usando uma carta x com dominio U e a carta identida
de em R, temos os seguintes diagramas comutativos.

of + Ry
» R M M P R
X

g
» R
x . i b 4 : idl
. R R

Fh

id

n F n G n oF + BG

a
L

f e g sao funcgdes diferenciaveis em M com dominios V

o

V' respectivamente e assim possuem representantes coordenados F
e G tal que: '

f
g

Fox emUNV
Go x emUNAV'

(¢2Y

Entao o dominio de af + gg & (UNV)N(UNV') e como



uma fungao diferenciavel em M, possui um representante coordena
do a F + BG. '

Usando a definigio 4.1, temos em (UNVIA(UNV'")

9 (af + Bg)
1 .

(aF + BG),i 0 x

X

(aFi""%Gi)oX
a(F,i o x) + Rg(G,1i OX)

= afl * g g
axX ax?t

onde (o F + 8G),i e (oF,i + gG,1i) sdo os representan

tes coordenados para ~E_ (af + gg) e a_3f +p_9dg , respectivamen-
' i PR SR :
‘te. X - 9X 9X

- (ii) De modo analogo temos FG como representante coor

denado para fg e

1]

3 (fg) (FG),i o x
1 . .
ox (FG,i + GF,1i) o x

(FG,i) o x + (GF,1) o x

(Fox) (G,i o x) + (G o x) (F,i 0 x)

fl

fl

= f 93g + g _3f
ax?t ax?t

Como consequéncia desta proposigdo temos que se X €

uma carta de M cujo dominio inclui um ponto m, a funcgao

( —EI) :Sg(m) —> R definida por:
ax_ m f — (éii")m € uma derlvagao em :f(m)
X :

Definicao 4.3

0 conjunto de todas as derivagoes mnSﬁmﬂ € um espago
.vetorial real o qual chamaremos espagp tangente Tm M em m.




Cada derivacdo enlsﬁhn) € um elemento deste espago e a

chamaremos um vetor tangente em m.

Definicao 4.4

Se x € uma carta de M cujo dominio inclui um ponto m,

0s vetores (—z?-—i-)m , (1 =1,...,n), formam uma base para Tm M,

chamada base’X

canonica para Tm M associada com a carta x. Por

‘tanto Tm M tem dimensao n.

Cada derivacido A»emzf(m) pode ser escrita na forma:

A =Z(axh) (gif)m

Portanto se y € uma outra carta de M cu30 dominio in-
c1u1 m, uma base para T oM € dada por:

" Definicdo 4.5

Seja § : M —> M'" uma funcdo diferenciavel, m um pon-

+to no dominio da # e m' = @m

se teFmy, £opeFm).

A funcao deéfinida por f —>vu (f o #) € uma derivagao
mnffhn'), onde v & um vetor de T M, desde que:

(af + bg) of = a(f of) + b(g o ¢). a, b,EIR
(£) o = (£09) (g o

Esta derivagao & portanto um vetor de TmM' e represen-
tamos por Q*mu . '



A fungao

g*m : TmM _—)vaM

definida deste modo € chamada funcao linear derivada em TmM.

Vamos mostrar que ela satisfaz a definigao 4.2.

(P.0) fg = v((£2)o M) = v(£f o M) (g o #)

(f o PIm.ug o #) + (£ o0 @) . (g o @) m

It

£(fn). 0. g8 + 0. f£.g(fm) =

fm' . ¢*mg + ¢*mf.gm'

Definicao 4.6

Sejam x,y cartas de M e M' em m e ¥m, respectivamente.

_ Como cada derivagéo»Aemffkm) € da forma A=Eﬁx1 ( iLT) ,
entao o vetor w = ¢*mu de Tm.M'ké representado por: C

woe g, = wy® aia)f’m

onde por definigao:

wy® = (F.0) Y= v(r%o B)

Consequentemente a'fungéo linear ¢*m : TmM
aplicada aos vetores da base para TmM fica definida por:

TgmM'

(—2 ) ) E AT By (3,
axl m ax?! m 3y gm
Yy

o

Com esta base a matriz da fungao linear ﬂ*m e:
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3(zao¢ ) 1 = J(xm)
¢

X m

onde J, € a matriz Jacobiana do representante coordena

do p =y o o Xx ~1 da funcao §.

Exemplo 4.1

Se €15 €5, +e. € € uma base para um espaco vetor1a1
‘real A, o isomorfismo A————}ﬂl definido por:Ea e —) (a, e ool

€ uma carta que define a estrutura padrao c” para o espago veto

n

rial real A.

Dado qualquer vetor a € A definimos um isomorfismo ca-

DT A por e, +—) ( éai)
X

nonico J- : A
a . a

Suponhamos agora que A e B s3ao espagos vetoriais reais

com sua estrutura diferenciavel padrdo e que g: A —>B & uma
funcdo diferenciavel.

Se a € um ponto no dominio de @, temos definida uma /'
funcdo linear '

Pia TaAv_ >¢ﬂaB

Isto da origem a uma funcdo linear chamada derivada da

# no ponto_a, representada por (Dg) e definida por:
a - .

(Dg) ;= Jog O Pay ©J A —DB

ﬂa ' a
Entao se {ei}e {Ea} sao bases para A e B respectivamen -
te e se X,y sdo as correspondentes cartas padroes, temos:
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: - -1
Ja ﬂ*a 'Jga
A —> TaA———) TgaB —> B
e, b ( ) (3% )y () L (3 ly%p)
i axi a bt +—' a —— ga — ) E,
X 3y axi
Assim -
og et =3 (g (@)
a ga *a 5 ia
X
=gt (z (A% @) (o ,'
fa \ R oy ga
: X dy
. :
= I( 3 o) ) E
axi a
Temos o diagrama comutativo
- g |
tyle € A * B 33p%
1 o
b4 Y
v ® =y of o x1 | v
(vr..,vMe r™ _ » &Y 3rt...,8h
onde x(Z(v'e;) = (Foeeer ) e y(zgOE )= st ...8YH
Portanto a matriz da transformagao linear (Dg)_, cor |

respondente a escolha das bases {e }, {E le J a , onde

<I>-yo.goxl
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Exemplo 4.2 -

Sejam A e B espagos vetoriais reais de dimensao finita
e § : A —>B uma fungdo linear. '

Entao para todo VE A

Bo () = Jg, (B0) e (DB), =0

onde Jaé o isomorfismo definido no exemplo anterior.

Vamos mostrar que §, (Jau) = Jga(ﬂu) e no decorrer da
demonstragao ficara explicito que (Dﬂ)a=¢.

Sejam x e y as cartas padroes para A e B respectivamen -

te., .
Seja U=Z ule’i é A. Entao Ja (v) =Z vl (—————)
_ : ' 3x a
. ' . a
g, (Jv) = @, vl =2 vt @le By (B
& a > ax* al Z ( ax’ a ay® fa

@ & uma funcgao entre dois espagos vetoriais de dimensao
finita. Entao

0.

= ¢Zuiei=z g ( uiei) =Zv (0 ej) = Z v

Como E vt E, e um vetor de B, em relagdo as cartas Xx e

- e a
y ele e da forma § ol 3 (y olﬂ)JaEa
. . X

Poftanto:

| | . 3 .‘t . a .
Tga(PV)= Ig, (2 VB =T, (\ZUI(Q( ac;lg))a B

| - i 3ay% {a) R
D (Tl % ga
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E assim:
¢*(Jau) = Jga(ﬂu)

E portanto

(D#) v = Pu

Proposicdo 4.2

Sef : M —>M' ey : M —3M'' sio fungdes diferen
ciaveis e se m pertence ao dominio de y o #, entado

(v oﬂ)*m = %9 o . P

*n

Prova

Evimediata usando a definigéo 4.5 da funcdao linear de-

rivada.

Proposicao 4.3

Sejam as prqjegSes:
‘.p M x M —2M
:p': Mx M —3M

A funcgao

DR T(a,a'y) (MxM) —3T M@ T, M

definida por w+l—— (pP«>P'+) w € um isomorfismo.



Prova

Construiremos uma fungao inversa para A, definindo as
fungdes diferenciaveis p, : M —2 M x M' e p_,: M —> M x M’
- por :

m' +— (a,m') e m+—>) (m,a")

Consideremos a fungao global

x: T,M@ T,M —3 T, a,)'(M x M)
deflnlda por (u,u )}——~—>pa;p +pa¥:.;
Como p © P , p'© Oa_ sdo fungoes identidade e p o p_ |

P'o g sao fungGes constantes, segue pela proposigao 4.2 que
x (u,u') projeta-se sob P+, P'x+ a u, u' respectivamente. Portan
to A o x € a fungdo identidade em Taplﬂ}Ta,M .

‘Como A e yx sao fungOes lineares entre espagos vetoria

is de mesma dimensdao, A ey sao funcdes inversas uma da outra.

Definicao 4.7

0 posto de uma fungéo‘diferenciével g : M—>M' em
um ponto m de seu dominio € o posto da fungéd linear derivada
Bupy * T M —-——)'TgmM', isto €, € a dimensao da imagem da fungao
linear ﬂ*m'

Definicao 4.8

Uma fungao diferenciavel § : M ——) M' € uma submersao
posto § = dim M' em cada ponto de seu dominio. Segue
‘que a fungao derivada em cada espago téngente € sobjetiva.



Se o dominio da # € todo M, § & chamada uma submersao
de M em M'.

. Definicdo 4.9

Uma fibra de uma fungdao § : M —> M' € o conjunto

¢—1

p, onde p € um ponto na imagem de §.

Definicao 4.10

Seja p uma relagdao de equivaléncia sobre uma varieda
de de M. Representamos por,M/p 0o conjunto das classes de equi
valencia, isto €, o conjunto quociente.

Seja-u:M~—-}NVp a sobrejecao natural que leva 'cada
ponto de M em sua classe de equivaléncia.

Se ao conJunto M/ € dada a estrutura de uma varieda-
de diferenciavel M' tal que u:M —-3M' €& uma submersdo, entdo
M' & chamada uma variedade quociente de M .

‘ As classes de equivalencia de p sdo as fibras da so-
brejegao natural :M —>M/,. ;

Proposicao 4.4

Seja @ uma submersdao de M em M'.
Se p : M' ——>M"! € tal que ¢ o P € d1ferenc1ave1 ,
entao w € diferenciavel.

Prova

Seja p um ponto no dominio de ¢ o #.
Existem cartas x, y de M, M' em p e fp=m tal que o re
presentante coordenado ¢=y.o # o X -1 e (z,w) —— z.



Seja q a carta de M'' em ym.

Surondo que o dominio da carta x esta contido no do-
minio de y o # , entdo se ¢ ,F sao os representantes coordena

dos para @, p respectivamente.
Foo =G ¢é& o representante coordenado para y o §.

Seja U x V uma vizinhanca de xp=(a',a'') na qual G &

diferenciavel.

Se z £ U,

G (z,a"") = F(¢(z,2a"")) = Fz ,
portanto F & diferenciavel em U e consequentemente p € diferen-

ciavel em m.

Definicao 4.11

Uma transformacao de uma variedade diferenciavel M €

um difeomorfismo de M sobre M.

Definicao 4.12

Dizemos que um grupo G age em M como um grupo de trans

formacao se temos uma fungao global.

¢: G xM >M | tal que
(1) A funcao ¢g_ , definida para algum g€ G por

m#F<—> ¢ (g,m) & uma transformagao de M.

¢gm podera ser representado por gm.:



(ii) Se g, h € G

g
Assim
g, M —M , By i M —3M
mé——> ¢ (g,m) _ m—-> é (h,m)
ggh' M —M
mé——>a (gh m)

onde gh € a operagéo'definida no.grupo G.

Definicao 4.13

Um grupo de transformagao G em uma variedade M & dito
descontlnuo se cada pont01n€h1tem uma v121nhanga U tal que

Uun (ﬂg U) & o conjunto vazio a menos que
g seja o elemento neutro e.
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CAPITULO 11

1. Campos de vetores

Definicao 1.1

" A uniao de todos os .espagos tangente TmM, a medida
- que m varia em M, & chamada fibrado tangente TM da variedade

diferenciavel M. Portanto TM € o conjunto de todos os vetores
tangentes a variedade M.

TM admite uma projecgao

m: TM —>M, definida por

T =mse e so se v T M.
v _ m

Definicao 1.2

Uma funcgao diferenciével g:M —IM determina uma fug
gy : TM —) TM' definida por

v — W*m\), onde m = TV

Esta fungdo.eé chamada diferencial da fungao Q,.

Definicao 1.3

Sejam fungdes quaisquer § : M —3IM' e ¢ : M' —I M,



Se #-9 ¢ ¢ a fungao identidade no dominio da vy, en-

tdo ¢ € chamada uma secgao da fungao # .

Definicao 1.4

Uma secgdo X : M —3 TM da fungdo = :TM

cia a cada ponto m do seu dominio UCM um vetor tangente Xm em

M asso

m. Quando U intercepta o dominio V de uma fungao diferenciavel
f:M — R, definimos uma fungao '

" Xf : M —) R em UNYV, por:

m ¢ > (Xm) £

A seccao X & chamada um campo _de vetores em M se to-

das as fungdes Xf sao diferenciaveis. Seus dominios sdao neces-

sariamente subconjuntos abertos de M.

Exemplo 1.1

No dominio de uma carta x de M a fungao 93 defini-

» da por axt

[¢°2Y

m——y (—2) .,

um campo de vetores |,
axim

ja que pelo capitulo I-4

) _9f . Assim o campo de vetores
(—)f = 1 X
1 aX :
ax

€ uma derivacao eme(m) (pela proposigao I-4.1).
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Exemplo 1.2

Sejam X e Y campos de vetores em M ea, B fungoes di-

ferenciiaveis reais em M.

A fungao aX + BY definida na intersegio de seus do
minios por m +—> (am) (Xm)+(gm) (Ym) & uma seccgdo demne & um

campo de vetores.

" Como os vetores (—ET%H , (1 =1, ... ,n), formam uma
base para TmM (definigao 19X 4.4), qualquer campo de vetores X
cujo dominio V intercepta o dominio U da carta x, & da forma

X =AY 3 em uNv,

. BXI .
onde A' : M — IR sdo definidas em UNV e A" = Xx' sio fun-
goes diferenciaveis, desde que xxt 5 a fungao projecdo na i-ési

ma coordenada de x = (xY, ... , xM).

Se y €& outras carta de M, cujo dominio W intercepta U,

segue pela definigao I-4.4

d ST 3x' 3 em UAW, (i,j =1, ... ,n)
T ayd j i '
3y oy 90X

2 - Operador diferencial

No capitulo I-4 definimos um vetor em um ponto m & M
como sendo uma derivagao-em (m). _
E possivel caracterizar um campo de vetores de uma for

ma similar por sua agao em fungoes de valores reais.
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‘Definicao 2.1

- Seja'M uma varicdade difereniavel e U um‘subconjunto
aberto de M. ‘

Denotemos por:#) o conjunto de todas as funcoes dife

renciaveis f : M ——)JR, cujos dominios interceptam U.

Um operador diferencial y (de primeira ordem) em U €

uma fungao global IR-linear

< < 4

X ' ——3«F tal que se f,g & ,
U U ' U

(i) O dominio de xf € a intersegdao de U com o dominio

- da f.

(11) x(fg)=f(xg)+(xflg

onde os dominios das fungGes envolvidas nao sao vazi

0sS.

Portanto se X€& um campo de vetores em U, a fungao
f ——)Xf & um operador diferencial em U, pois X € uma funcao
global linear e satisfaz as condigoes (i), (ii).

Reciprocamente, temos:

Proposicao 2.1.

Um operador diferencial X em um subconjunto aberto U
"de M surge de um unico campo de vetores em U.

Prova

Sejam ¢U e hefﬁﬁﬂ

Se h éjfkm), h € uma funcdo diferenciavel de M em (R
que inclui o ponto m. Entdo pela condigdo (i) o numero real
(x h)m estd definido. |
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Pela condigdo (ii) a fungdo h ———) (xh)m satisfaz a
definigdo I-4.2, portanto € uma derivagdo em F(m) e a represen

taremos por Xm;

A fungdo X : U ——3 TM definida por m —) X, € uma
seccao de m. '

e

Se f E‘JU , Xf = xf e assim Xf & diferenciavel. Por-

tanto X € um campo de vetores em U.

Definiremos agora um oﬁerador diferencial L = [X,Y] E

em um gqnjunto aberto UCM, chamado Colchete de Lie dos campos
de vetores X e Y. ’

Definicao 2.2

Suponha que X,Y sao campos de vetores em M, cujos

dominios interceptam um conjunto aberto U de M.

Vejamos que a fungéo'global
 L :ig'
U‘

Lf = X(Y£) - Y(Xf) & um operador diferen-

)E% , definida por

cial.

Suponhamos que o dominio de Lf € a intersecdo de U
com o dominio da f. ' | ' ” |

Se a intersecdo dos dominios das fungdes f e g encon
tram>U, temos: |
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X(Y(£g)) = X [£(Yg)+(¥£)g]

= £ (X(Yg))+X(Y£) g+ (X£) (Yg)+(Xg) (Y£)'
Y(X(£2)) = Y [£(xe)+(x£)g]

= £(Y(Xg))+Y (X£) g+(Y£) (Xg) + (Yg) (Xf)
Entao:

X(Y(£6))-Y(X(£2))= {X(YH)-Y(xD)] g+f {X(¥g)-v(xg)}

L(fg) (Lf)g + f(Lg)

Se a, b € R, temos que:

L(af+bg)= a(Lf) + b (Lg)

Portanto L & um operador diferencial em U e surge de um

Unico campo de vetores em U.

Definicao 2.3

Seja FlM o conjunto de todos os campos de vetores em M.
A fungao

X Fl ——~—¥> F1 definida por
M M M P

(X,Y) —— [X,Y] € R-bilinear isto €,

(a;X; + a,X,.Y) — a; [xl,y] + a, [XZ,Y] .

' 0 dominio do campos de vetores [X,Y] & a intersegdo dos
dominios de X e Y.
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Proposicao 2.2

Se X,Y sao campos de vetores em M e se U & um sub-
.conjunto aberto de M, entao:

[X lu,y |u] = [x,Y]IU

- Prova
Por definigao:

[x v,y u] £=xju (YJu £) - YU (X]U £)

Entao:
([xlu, Y] - [X,Y])f_= X|U (Yf) - Y(X|U £) -
-YX(Yf)+Y(Xfy = (xtU - X)(YE)+Y(X£-X|U £) = 0

desde que XIU - X & o campo de vetores zero em U
e Xf = X|U f, em UNV. Observemos que

[xlu, Y] £= [x,Y] luf = X|U (Y£) - Y(X|U £)

Segue que:

(IX|U;Y|U] - [x.¥)ju)e

X|U (Y|U £) - Y|U (X|U £) - X|U (Y£)+
+ Y (X|U £) |

XJUCY|U £ - YE)+(Y-Y|U) (X|U £) = 0

desde que YI|U f =Yf e (Y -~ Y|[U)(X|U £) = 0

Portanto

| [xu, yiul = [x.¥] v
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Propriedades do operador [X,Y]

(1) Se X, Y, Z sao campos de vetores em M

[x, [_Y,FZ]]+ [Y,[Z,X]] . [z,[x,y]]= 0 (identidade de Jacobi)

(ii) Se x € uma carta de M com dominio U, e X,Y sdo

campos de vetores em M, entao:

[XY] , U=y '(X(Yxij‘

(iii) Se X,Y sao campos de vetores e f,g sao fungSes

diferenciaveis reais em M, entao

[£x. g¥] = fg [x,Y] + £(Xg) Y - g(Yf)x'
Prova

(i) Suponha que os dominios X Y, Z intérceptam-se em

»um conjunto aberto U de M.

Se fé.:]f , entao:
U

[x, [y.z]]¢

X(‘[Y,Zj £) - [y,z] x£)

X(Y(Z£) - Z(Y£))-(Y(Z(X£))-Z(Y(XL))

Desenvolvendo [Y, [Z,X]] e [Z,lfx;Y]] temos :
{x 0v.2]] + [v.Lex]] + [z [xxd])e = o

Desde que isto & verdadeiro para todo fEfi? 0 campo

de vetores { } em U deve ser zero.

X(Y(Z£) - X(Z(YE))-Y(Z(X£))+Z(Y(X£))

otam-—



(ii) Sejam V e W dominios dos campos de vetores X e Y, 5 X ¢
respectlvamente

Entdo UNVOW é o dominio do campo de vetores /

[x.y ] |u. |
Se m pertence ao dominio de [X;Y] |U entdo xm = (xlm,
, x'm, ... x™m) onde x' sio fungoes diferenciais definidas

em UNVAOAW.

Portanto:

YU => v e xl"U'=Zx'>ci E 1'

~ Pela proposigdo 2.2 [x,Y] U = [x | U ,.YIU] .

Por definicao: '/
-[x[u,ylu] f = x[u(ylu f) < Y|UX|U £) onde fe':%.

Como X €z‘f segue que:

[x.x] v« :E:;(X(Yx ) - xoudy) 2

(iii) Suponha que os dominios da f,g e h se intercep- terce
tam em um conjunto aberto U de M, onde f,g,h & Fy

£ X(g.Yh)-g Y (£.Xh)
£ [Xg.(Yh(m))+ g(m) (X(Yh))}-g[Y£. (Xh(m)+
fm(Y(Xh))] | |

£ (Xg) Yh(m}-g(Y£)Xh(m)+ (fg(m)(X(Yh))
gf(m) (Y(Xh)))

£(Xg) Yh(m)-g(Y£)Xh(m)+£g(m) [x,y] h.

[£x.,gY]h

+



3. 0 fibrado tangente e sua estrutura padrao C’

Vimos que uma secgdo X : M —» TM de 7 & um campo de
vetores se e sd se as fungdes Xf : M — |R sdo diferenciaveis
em UNV, onde U & o dominio de X e V o dominio da fungao diferen
ciavel £ : M —— |R.

Nosso objetivo agora € caracterizar um campo de vetores

X como uma seccdo diferenciavel de w:TM —> M.

Para isto devemos exibir um representante coordenado . F

para X que seja diferenciavel.

Definicao 3.1

Seja x uma carta de M com dominio U. _
Entao cada vetor V.& v_lU pode ser representado como
v o= E al (—éf}m , onde a=(a1 e an)Ean e assim podemos de-
ax _ :
finir uma injegao
~ Zn
(x ,y) : TM —> IR

_V h-—$. (xm,a)

As fungoes coordenadas sao definidas por:

~i i i. i i .
X-v = x° (wy)=x"m , ylv = vxl (i=1,...,n)

i ,- . - .- .
vx da a projecao de v na i-ésima coordenada.



~ - -1 . - . '
0 dominio de (x,y) € m "U e a imagem.e o conjunto a-

berto x U x |Rn,

A injecao (X,y) : M ———9‘|R2n‘ser§ chamada a carta
padrdo de TM associada com a carta x.

Vamos mostrar agora que o conjunto destas cartas pa-
droes formam um atlas que define uma estrutura C” de dimensio
2n no fibrado tangente TM.

Seja x' uma outra carta de M com dominio U' e (X'y')
a carta padrdo associada de TM a qual intercepta o dominio de
~ .
(x,y).

Entdo os dominios de x e x' se interceptam e a mudan

-1 - . .
ga de coordenadas f=x'o Xx e um dlfeomorflsmo.

ax ( ]

Usando a equacao (-*)
x X BX'J

48

(def.I-4..

4 ) segue que a correspondente mudanga de coordenadasem TM esta

definida em x (U(\U )xIR por:
(Z,a) "_—> (fZ,[sz] a)

M (n x n, |R) € a matriz Jacobiana da fungao

ond'e'Jf : IR
1

c® ,f =x"o x =~ :R" —3R™. Segue que esta mudanca de coor

denadas € um difeomormismo, pois ela € o produto de um difeomor

fismo com um isomorfismo linear. Portanto as cartas padroes for

mam um.atlas que define uma estrutura C° de dimensdo 2n no fi-
brado tangente TM.

Usando qualquer carta x de M com dominio U e a cor-
respondente carta padrao de‘TM;v € representada por uma fungao

(z,a) —> 2z, cujo dominio € x U x Rn.

Proposicdo 3.1

‘Se § : M ——)M' € uma fungdo diferenciavel, sua di
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ferencial @, : TM —) TM' € também diferenciavel.
Prova

‘Seja v um ponto no dominio de @, e as cartas x,x'

de M, M' cujos dominios incluem mv, @ (wv) respectivamente.
. o, -1

Seja # =x" 0 @ o x .

-Qsando as correspondentes cartas padrdes de T™M e TM'

e desdguquef

¢*m : TmM-——>Tm,M' foi definida em I-4.6 por

y O
—2y ok s2 @ (x% ) (3
o ax? 5 ) gm

1<m o
Bxl x'

?

segue que o representante coordenado para @§, fica definido em

uma vizinhanca de (Xv,yv) por:

, (z,a) —> OQZ,EQTQFZ] a) e portanto € diferen
ciavel neste ponto. _

Estamos agora preparados para mostrar que o fibrado
tangente de M x M' € naturalmente difeomorfico ao produto
™ x TM'.

Proposicao 3.2

Sejam as projecgoes:

p: Mx M —3M
p': Mx M —)M



A fungao A =(p«,PL) & um difeomorfismo de T(M M') em

(TM)x(TM') &

Prova
A T Mg M —— T M @ T ,M' & a fungdo defini

da por (u,u') +—> (p«x> P's) (u,u'), portanto.x é diferencia-
vel. A proposicdo I-4.3 mostra quel € uma bijecdo.

Basta mostrar que A1 & diferencidvel.

Sejam x, x' cartas de M,M' com dominiosU,U'. No domi
nio das cartas padroes associada com a carta w = x X x' de

‘M x M', ) & dada por

) cat 2oent 2, — Q at( 2 ) »i ) )
A w ' axt ™ ax '

. '
awith (m,m") im
(i=l,...,n).
Usando esta carta padrao e o produto das cartas pa-
dr6es_associadas com X e x', A-l tem representante coordenado
(z,a,z',b) —— (z,z',a,b) onde.
zExU , z'€x'U" , a, bER.
Como esta funcdo e diferenciavel,Xx € um difeomorfis-

mo de T(MxM') em (TM)(TM').

Proposicdo 3.3

Uma secgdo X : M —3) TM .den & um campo de vetores

se e s6 se X & diferenciavel.



Prova

Seja x uma carta de M cujo dominio U intercepta o °
dominio W de X. | ’
Desde que X & um campo de vetores, entdo o campo de

vetores _
xlu %E Al(—ji) , onde as funcdes A = Xx1 : M —3IR
93X .
tem dominio UAW, & um campo de vetores se e sO se

A=Al oA = xxt, L xxX™ M — R

€ diferenciavel. Portanto X € um campo de vetores se e SO se
X |U € um campo de vetores para cada carta X.

Por outro lado, usando a carta x e a correspondente
carta padrao de TM, X tem como representante coordenado a fun
cao F definida em x(UNW) por z +— (z, A(x_lz)). F € dife -
renciavel se e s6 A € diferenciavel. - |

4 - Variedades paralelizaveis

Definicao 4.1

Um conjunto finito de campos de vetores Xl’ .o, X}

em um subconjunto aberto U de M € chamado independente se, em

cada ponto;nell,_le, e e ,~er sao vetores linearmente in-

dependentes de T M.

Em particular um Gnico campo de vetores € independen

te se e sO se ele ndo se anula em nenhum ponto.

Exemplo 4.1

Os campos de vetores T » v , —— To dominio



de uma carta x € um conjunto independente. Consequentemente

campos de vetores existem em qualquer dominio coordenado.

Exemplo 4.2

. . N P v
As cartas x e x' que formam um atlas  do circulo -

S1 em IR (descrito no exemplo I-1.1), em UNU', estdo assim Te
lacionadas:
. 1
x' = x se 0<x <—7—
. 1
x' = x-1 se 5 < x< 1
Portanto

(%%%L)m =1 se n1€;U f\U'.

3 3
2 _—em U e X+
_ X ax '’
coincidem em Uf\U' e assim, conjuntamente, eles definem um cam

Segue que os campos de vetores em U’

1 ~ : . -
po de vetores em S que nao se anula em nenhum ponto, isto e ,

fica definido em Sl um campo de vetores independente.

Definicao 4.2

Um conjunto ordenado de n-campos de vetores indepen-
dentes Xl s ey

Xn , em um subconjunto aberto U de uma varie
dade M de dimensdo n, & chamado uma paralelizacdo em U.

Se p,q€ U, U aberto em M, o isomorfismo

T M
p

>TqM , definido por

Xip h—~f——9ixiq (i=1, ... ,n)

- . . n
generaliza o paralelismo usual em R.



Uma variedade que admite uma paralelizagao global €

chamada paralelizavel.

- Exemplo 4.3

.0Os campos de vetores 9 s eee 2 formam uma pa

1 n
ax ' X
ralizacao no dominio da carta x.
o .

Portanto, uma variedade cuja estrutura C e determi
nada por uma carta global & paralelizavel. Por exemplo o con -
junto M(rj{ s, IR) de todas as matrizes reais r x s, € uma Varig
dade paralelizavel pois a injegado:
TS

M(r x s, {R) —)IR definida por

[aij] '—‘—'—'> (811, ....,als s aZl,-o-,azs--.'arS)

se aplica sobre todo o conjuntolRrs que € aberto e assim fica
determinado um atlas C® de M(r x s, |R) emerS, por uma unica

carta cujo dominio € todo o conjunto M(r x s, IR).

De um modo geral a questdao da existéncia de campos
de vetores sobre esferas esta relacionado rigorosamente a Teo

ria da Algebra Linear.

Isto € mostrado na proposicdo seguinte, a qual pode
ser usada para obter um nimero maximo de campo de vetores in-

dependente em uma esfera ((5]).

Proposicao 4.1

n+1l

Se v :lﬂ§+1 len+1 —> R ¢ uma fungao R -

bilinear tal que

(i) v(v,z) = 0 implica que v=0 ou z=0.



I

(ii) existe e¢€ mk+ , tal que v(e,z)=z para todo

2 _e'an+l .

Entao S" admite k campos. de vetores independentes.

Prova

Seja y ERNYL.

Um campo de vetores V' & definido em!Rn+1 por

z ——>3J, (v(v,z)) onde J, € o isomor

. A n+1 . '
fismo ‘canonico de IR em T R n+l : descrito no exemplo

I-4.1.

n+1 3 st 4 fungao deferenciavel defi

Seja 5:IR
nida para todo z# 0, por

z k————>z4zre seja j : Sn — IR n+l
a injecao natural.
_ a) mostraremos que o nucleo de 0,z € o subeépago de co
T, Rn+1 expandido por Jzz.
' Se i € a funcao identidade em s  entdo o o j =i

. . - -~ . . ’ n
e assim o4, 0 J«Z € 2 funcao identidade em TZS .

Portanto 0%y € uma sobrejecdo e ela tem posto n.

Segue que o nicleo de o, tem dimensao um e assim temos so-
P n+
mente que encontrar um vetor nao-nulo inTle 1 tal que
(o] =O.. )
*z

lRn+1

Seja x a carta identidade em e consideramos

Jzz = E 2t (jif)z
. X

o vetor



Sejam Ua e U os cdnjuntos dos pontos de Sn, pa-

a+n+l

ra o0s quais Za>’0 e z,< 0 respectivamente, onde a=1,...,n+l.

. . . n .
Temos assim definido .um atlas para S com 2(n+l) cartas defi
nidas por

Ya = 85 0 j- Ua v Yaene1l T 8 0 T Uginar
onde
jéa : an+1 ————;—) R™ & definida por
z.' 3 (27 5 oee id, .o« » 2Zn+]1) , onde Eé & o

ponto omitido.

Seja y uma destas cartas cujo dominio inclui o pohto
: _ _ i 5 : _
z tal que J,z —:Z:z (;;T)Z .

Entao

o, (J'zz) =iZ’a (a(zaz?d))z (—2

ay® ~ .G

(s - - - B
Desde que cada y oo € uma fungao homogenea de grau ze

ro, o Teorema de Euler mostra que este vetor € zero.

- - +
Portanto o nucleo de Ok, € 0 subespago de TZIRn 1 ex-

pandido por J,z.
b).Seja v ?6 L. OV' 0j = 0,0 J, o j
Segue pelo exemplo I1-4.2 que
v=J, 00 0]

2o
Z
i

Comoo'o j = , segue que v define um campo de vetores
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c) Sejam €1, coo . ey elementos de le+1, tal que

juntamente com géle+1 formam uma base para RK*L,

Mostraremos que os correspondentes campos de vetores
» Ei em s™ s3o independentes.

: ‘ . . - .«
Suponhamos que existem numeros reais a , (a=1,...,k),

tal que para algum z€ s",
) a®(E_z) =0

Como o niicleo de .z & o subespago.de T, |Rn+1 gerado
por Jzz, entao _

-1 a. ' N -

JZ _(z a (Ea 3) = az para algum a 6 IR.

Substituindo az por. v(ae,z) e usando a definicao de

E' , isto e E' = 2 , temos
o o :

ay”
2 aa(eaz) = v(ae,z)
v( Zaaéa - ae,z)=0

Como z # 0, implica que

Zaae -ae =0
a .

Mas e,e;, ... , € sao linearmente indepénden_tes, en-
tdo a%= 0 , (a=1, ... , k). |



Proposicao 4.2

As esferas sl,s% e s sdo paralclizaveis.

Prova

Vamos usar a nroposicao 4.1. Devemos entao definir

uma funcgao R—bilinear‘v:an+1 len+1 —————~>an+1 (n=1,3,7)

satisfazendo as condigoes (i), (ii).
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1 . . . . . 2 . _
- Para a esfera S”, identificamos IR"com 0s numeros com

plexosﬂgudefinimos a fungao R-bilinear como segue:
v R1*E x _IR1+1 — >y w1t
(a+bi,c*+di) — (a+bi) (c+di)=

= (ac - bd) + (ad+bc)i satisfaz

(i) , (ii) onde e = 1+0i
Portanto S1 admite um campo de vetores independente.
Para a esfera SS, identificamos RY com os quatérni-

os ([3]) sendo que um quatérnioq éda forma q= a01+a11+a23+a k
ou q= (a +a 1)+(a2+a i)j, com as proprledades

€9 e; = e; e0 = el
ei —-e0 = =1
e1 ej —-eJ.ei = ey

onde e0=1; e;=i, e,=j, esik, lei, j, kg3, 1# j ¢ k.



Definimos entao a fun%éov‘R - bilinear
3I+1 ) 3+1
R
«Q

R — R como sendo também a
fungao 'prod.uto 'e concluimos que ¢3 admite tres campos de vetores
 independentes:, |
Para a esfera 87; identificamos RS com os numeros de

Cayley. Um nimero de Cayley c=(q;.4;) € um par ordenado de quatér
nios e a multiplicagdo & definida por ([11])

. —\ : ) I I
(a;.ap)(a’y.a'p)=(a;a’y - a; a4z, a',9; * 49 )
onde
q = ag-aj;i-a,j-azk € o conjungado de um'quatérnio q.

Definimos novamente a funcao R-bilinear
V:|R7+1 x IR7+1 _— |R7+1‘como sendo a fungid produto

: . 7 . . .
e concluimos que S’ admite sete campos de vetores independentes.

Proposicdo 4.3

Qualquer esfera de dimensao impar admite um campo de ve
tores global que nao se anula em nenhum ponto.

Prova

Usaremos a proporsicao 4.1 definindo uma fungéolR—biiing

ar V:IR1+1. an+1-————) mp+1 , onde n+l1=2h € um inteiro par."

Identificamos IR2 com os’nﬁmerosvcomplexos € e 1R2h com
(lih. Entao defininos wv:( X'(Ih — (Ih por:

. (P,ql, AR | qh) '_‘_) (pql,pQZs LI Y th)



- . . n .
Esta funcao satisfaz (i),(ii) e portanto S, n impar, admite um
campo de vetores independente que nao € nulo em nenhum ponto ,
desde que um Unico campo de vetores € independente se e sO se

ele nao & nulo em nenhum ponto.

Proposicao 4.4 -

Se variedades M,M' admitem k,k' campos de vetores glo
bal independentes respectivamente, entao M x M' admite k+k' cam

pos de vetores global independentes.

Prova

Sejam Xa ,(e=1, ... , k) e Xg , B=1, ..., k")

Campos de vetores independentes em M, M', respectivamente.
Sejam 0,0' os campos de vetores zero em M e M'.

Seja A a funcao A= (p*,p;). Foi mostrado na proposi
cdo 3.2 que A & um difeomorfismo de T(M xu') em TM x TM'. Segue
que X_IQ'(X x X') & uma funcdo diferenciavel de M x M' em
T(M x M') e portanto um campo de vetores em M x M'.

Devemos mostrar que os campos de vetores x'lo(xax 0")

e 2z 1o (0 x Xﬁsj sao independentes.

Se.(m,m') € um ponto de MxM', a fungdo _
' ' . . -1 -
TmM x Tm,M —————)‘T(m’m.)(MxM ) 1nduz;da_por A e

um isomorfismo.

' . : - . o .
Consequentemente se existem numeros reails a- tal que .

_;_ aak-l(Xam,O'm')+Z bBA-l(Om,X'B.m')
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e o vetor zero de T(m,m')(M x M ),.entao.

- (Z ‘aa(Xam) ,ZbB (X'ém'))

deve ser o vetor zero de'ﬂ§4 65 T M' e como X, X3 sao inde-

pendentes:, a%=0 e b =0 , portanto M x M' admite k+k' campos de

vetores independentes.

- Conseguencias da proposicao

(i) Se M e M' sao variedades paralelizéveis entao
M x M' & paralelizavel.

(ii) Se M' admite um campo de vetores global que hao
se anula em nenhum ponto entao M x M' também admite tal campo
de vetores para qualquer variedade M. |

Exemplo

0O toro T2=S1

mensao dois (Exemplo I1-2.1).

xS1 é uma variedade diferenciével de di-

60 -

Segue pela condigao (ii) que T2 admite um campo de ve

tores global independente.

5 - Variedades Orientaveis

Definicao 5.1

Um conjunto ordenado €s <eo » € de vetores linear-
mente independentes de um espaco vetorial real V € chamado um
n-referencial ‘e em V. Sejam e,c dois tais referenciais de um

espago vetorial real V de dimensao n.



Entao qualquer dois n-referenciais estao relaciona-

' = 1 . i3 = |
e z Aj e. (i,j | 1, ... , n)

i

j

dos por:

onde A= [A lé uma matriz nao-singular.

A relacdo de equivalencia

e‘"e'¢g==§ det A>0

separa os n-referenciais em duas classes de equivaléncia e ca-

da classe € chamada uma orientacado em V.

Definicdo 5.2

Uma orientacdao em uma variedade diferencial M € uma
funcao
B n\ké——)em , onde em_é uma orientacgao do espago
vetorial real'TmM, que satisfaz a seguinte condigao de diferen
ciabilidade: ' ' "

Cada ponto no dominio da 6 admite uma vizinhanca U ,
na qual os valores da 6 ficam determinados pelos valores de

uma paralelizacado em U.

Definicao 5.3

Se uma variedade admite uma orientacdo global ela &

dita orientavel.

Exemplo 5.1

Pela definigao 5.2, qualquer paralelizacao determina
uma orientacdo em seu dominio. Uma variedade paralelizavel /
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- (apbs definig@o 4.2) & portanto orientavel.

_Exemblo 5.2

5 3

Ja que os campos de vetores -, e,
. 1 n
» ax axX
formam uma paralelizagao que denotamos por no dominio
' X
U de uma carta x de uma variedade M, entao determina
' X '

uma orientagao em U. Do mesmo modo uma orientagdo € determi-

nada no dominio V de uma carta y de M por 9
- , 3y
' . 5 axi R -
Como em UNYV, — = E : g , segue que
5y? ay- 3 x’-
as duas orientacdes concordam em UNV se e so se
ax’ ox 1 e axl
oy’ oy 3y"
ax | _ . . i‘
= . I 2
ay~ 8‘/2' ' ayn ' ayJ
axn aXn ® s 0 0 0 9 8 . ax
8)’1 3}’z dy

e entiao juntamente elas definem uma orientagao em UUYV.

Segue que uma orientagao pode ser determinada em
uma variedade M por um atlas de cartas xdde M com dominios Ua,
3x
.-
X

N #

tal que > 0 em cada intersegao U, N lLE

Exemplo 5.3

Consideremos o circulo ST.
» Consideramos o atlas com duas cartas somente,obti-
das pela projecdo estereografica de sl através dos pontos(0,1)
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e (0,-1) sobre o piano,zz=0.

Sejam U e U', obtidos de Sl omitindo os pontos. (0,1)

e (0,-1) respectlvamente
Sejam as injecoes:

>R,y oos! > ®!

Ly
definidas em U, U', por:

21 -~ v o z1
1-22 1+Z7

%

A mudanga de coordenadas em UNU' & o difeomorfismo

def1n1do emlR -0 por:

(0,-1)

Portantovem uNnvu'’

= - —%T <0 e assim este atlas nao defi-

a L
9y

~<

ne uma orientacao em st

Mas se trocarmos a carta yi pela carta y''=-y' =

-z1 | as cartas y e y'' formam um atlas equivalente de S
1+22 '
que define uma orientacao, pois na intersecao de seus domlnlos.
a mudanga de coordenadas € o difeomorfismo definido em IR -0

por:



Y zl -
y - e eee—— —-— =
1+z2
Portanto
y''tv -1
2
ay y

Este argumento pode
esfera S™ & orientavel.
Definimos as cartas
em U e U' por
- Z.‘
i i
Yy z = —= s
-z

¢ determinado pelas cartas

mas quando n> 1, isto € uma

Exemplo 5.4

y : 8T —R" ey

'i
Yy =2

yey' '=(-y'ly 2 ..
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ser estendido para mostrar que a

n

s™ — 3R

—31 e usamos o atlas.

1+Zn+1

y'n).

consequencia do proximo exemplo.

Qualquer variedade M que admite um atlas consistindo‘

de duas cartas y,y' € orientével»se»a'intersegéo UNU' de seus

dominios € conexo (Definigdo I-3.2).

]
Ja que —QX—{ nao se anula em nenhum ponto no conjunto
dy : .

conexo Uf\U'; ele deve portanto conservar seu sinal.

Se 12X {5 0 entdo o atlas dado determina uma orienta-

Yy
¢ao em M.

Se biz-l < 0 trocamos y' pela carta y"=(-y'1,y'2,

ees , Yy'™) e entdo o atlas y,y'' determina uma orientacdo em

M.



Vimos que um espago vetorial real admite justamente

duas orientagbes e se ¢ € uma delas, denotamos a outra por -.

Seja 6; mp——> 8, uma orientacio global em uma va-
riedade M. Entdo a funcdo-¢ definida por m — - o ¢ tam-

bém uma orientacao global em M.

Proposigio 5.1

» Seja ¢ uma orientacao em uma variedade M e seja €'uma
orientacao em M com dominio U.

Se U € conexo entdo g@'é uma restrigcao ou de 6 ou de ~6.

Prova

Seja S o conjunto dos pontos m&U para os quais -/
»;Q}nz 6 onde\e'm e 6 sao orlenﬁagoes»em TmM.

Seja s€S.

As fungéése e 6'siao determinadas em vizinhangas V,V'

de s por paralelizagdes X; » X'y

3 (i=1, ... , n) respectivamen-

te.
Em VOV

. x'j=z Alj X; , onde det [Al'j] : M —3R
€ uma fungdo diferencidvel tal que (det A)s>» 0.

- Como det A>0 em alguma vizinhanca de s entao ¢ =:¢
nesta vizinhanga. Consequentemente S & um subconjunto aberto -
de M e portanto do subespago U.

0 conjunto U-S & o conjunto dos pontos m& U para os

quais @' m = -9, € 0 mesmo argumento mostra que ele € um con-



junto aberto em U.

~Como U €& conexo, S & ou o conjunto vazio ou e U.
r - . -~ .
Consequentemente 6 € uma restricao ou de -8 ou de 8,

- Proposicao 5.2

Uma variedade orientavel conexa admite justamente

duas orientacgoes.
Prova

Basta tomar U=M na proposigcao 5.1.

A proposicao seguinte da uma condigdo necessaria '/
Util para orientabilidade. '

Proposiciao 5.3

Se x e y sao duas cartas de uma variedade orientavel

M cujos dominios U, V sao conexos, e U}V # § entdo %X— tem-b
_ : . | ax
um sinal constante em UNV.
Prova
Aé_paralelizagées : A, ; determinam orientag6és
X y '

#, ¥ em U e V respectivamente.
A proposigéo_s.l mostra que podemos escolher uma ori

entagao 8 em M tal que = 6 em U e também W=eouW=-eem V. Porta
to |[2X-| > 0 ou {-2X ]< 0 unv. SR
) 93X 9X »
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Exemplo 5.5

A fita de moebius ndo é orientavel. -

O grupo aditivo dos inteiros Z age livremente e des
continuamente como um grupo de transformagéo (Def. I-4.12) em
Rz se sua acao € determinada pela funcao global,

V¢3 R% x Z-———>YR2 definida por

((z1,22), n) —) (21 N n, (-1)"z,)

Assim, as transformagoes g, :!RZ ———QJRZ .

(zi,zz) ——— ¢((z7,22),n) formam um grupo gerado pela Gnica

transformagao
(21,22) > (aL + 1, -z,)

Neste caso vamos mostrar que ]RZ/Z tem a estrutura
de uma variedade quociente (Def. I-4.10) de dimensao dois e
- que ndo & orientavel. '
PRz
u € injetiva nos conjuntos abertos Ul’ U, consistindo dos' pon

Consideramos a sobrejecdo natural : IR

tos (zl,zz)e le para os quais:

0<zy <1 ', S <zy < A1
. - 2 2

 Usando'a carta identidade x em R® temos entdo car-
tas yi=(pEUi)-1 , (i=1,2), com dominios Vi=UUi as quais for-
mam um atlas de IRZ/Z em RZ. ‘ '

Portanto V,; 1 V, tem duas componentes conexas Wy , .
W, que sao as imagens sob p dos conjuntos de pontq;de‘le tal

que v
0 <z < i S R 2 1
2 .

N



- 68 -

A mudanga.de coordenadas y, o yil em y,W, € dada por

(zl,zz) —> (z21,22) e ela surge da trahsformagéo ¢0.

— l .
Y- 3 Y 1 1,

(0,1) > (= =) > (-3 5

1, il 3. Y2 1
Em y, W, : (0, &) — (1,5) +—=3 (0, )
Segue que

e _m., = 1
oy 2

A mudanca de coordenadas em y{%, € dada por

(21’22) _ (zl—l,zz) e elé nasce da transformagéo Ql
1 1o Yy 1
(5 D= (5 D =D (- 5, 0)
Entdo |2XL | = -1
Byz
Como V; e V, sdo conexos e gzl— nao tem um sinal
Yo

constante em Vi f\Vé segue pela proposicao 5.3 que a variedade
quociente RZ/Z , chamada fita de Moebius, nao e orientavel.



CAPITULO III

1. Conexoes lineares em uma variedade diferencijyel

Descrevemos primeiramente, o caso particular de uma

conexao em R".

Se Xm € um vetor tangente emIR" e se £ € uma fungao
real C° em uma vizinhanca de m, definimos
X f =X . (vf)  onde Vf € o campo de veto

m

A

res gradiente da f.

Entao:

_ 3 . of of : of
Xf = X.Vvf = ay I + a, - > * ...+ a

99X
e Xf € a derivada direcional da f na difegéo de X.

Quando a1, eee 5 AL sao funcgoes c® enm RM (possi -

: B _ ) -
velmente funcgoes constantes) entao X € um campo de vetores C

e Xf € uma funcdo C* com valores reais em R™([6]).
Seja X um vetor em péIRn_e Y=(y1, cee yn) um campo
C® sobre p, assim cada Y € uma fungdo de valores reais no do

minio de Y que contém p.

Definimos a derivada covariante de Y na direcao de X,

. ) -
ou conexao em |R° como sendo o vetor em p,

Y¥ = (Xpyl, “ee Xpyn)



Se X e Y sao campos C® com o mesmo dominio A entdo

v.Y & um campo de vetores com dominio A e seu colchete de Lie
[X,Y] é um campo de vetores C* em A, definido por (Le

[x,y] o = %, (Y) Y (X)

‘Neste trabalho, um vetor tangente de uma variedade

M em um ponto m foi definido como sendo uma derivagao

_ ' 'v:Ei}m)~————> R, onde:j?m) € o conjunto
de fungdes diferenciaveis com valores reais, cujos dominios in

cluem m.

Nesta capitulo introduziremos uma operacao semelhan-

te em campos de vetores.

Definicao 1.1

Denotemos pori&ﬁ(m) o conjunto de campos de vetores

em M, cujos dominios incluem um ponto m.

Este conjunto tem estrutura [R-linear, jé que se X,
Y sao campos de vetores em M e se o, R sdo fungbes diferencia
'~ veis reais em M, a fungdo aX+B8Y definida na intersecao dos do

minios de X e Y por

m ——) (am) (Xm) +(gm) (Ym) € uma secgao de m.

Como o e R sao funcdes diferenciaveis, aX+fY € um /
campo de vetores em M e satisfaz as condigdes (i),(ii) da de-
finicao II-2.1.

Uma conexao linear em m € uma fungao que associa a -

cada vE'TmM uma fungao [R-linear

P, _
\7\) ‘fﬁ (m) ———)TmM, tal que se wéTmM ,

aeb€ER, fEITM) e YES—fl(m)_, entao



(i) v = a Vv + bV e

aytbw w

(ii)AVo(fY)=(fm)V§Y+(vf)Ym

Desde que V € IR-linear temos a

Proposicao 1.1

1

Se os Campos de vetores Y,WE€JS (m) concordam_em al-

guma vizinhanca de m entdo

Prova
Seja U uma vizinhangca de m tal que

Y|U = W|U.

-

Entdo, ja que X-X|U & a funcdo zero e v, € linear,

segue que

VX -9 x|y = v (Xx-X|U)
\Y v Vv

V(0 {x—x!u}

0V (X-X[U)=0
De modo analogo

VW -9V (W]|U)=0

v v

Segue que

VX = vv(x[q)=vv(wlu)=vvw



Definicao 1.2

Uma conexdo linear em M é uma fungao V que associa &

cada ponto de seu dominio uma conexao linearV'hn) em m . tal

que se X,Y sao campos de vetores em M entao a funcgao
V.Y :om R v(m)XmY
€ um campo de vetofes_na intersecao dos dominios de X,Y e V.

Segue por esta definigao e pela propbsigéo 1.1 , que
se V € uma conexdo linear gm_M,‘com dominio U e se os campos de
vetores X e Y concordam respectivamente com os campos de veto-
res X' e Y' em algum subconjunto aberto V de M entao temos a

igualdade de campos de vetores

VY = V. .Y' em »Unv.'

1

SejaJ o conjunto de todos os campos de vetores em

M cujos dominios encontram um subconjunto aberto U de M.

Se V & uma conexao linear em M com dominio U e se

1 , -
XG&jU , a funcao |
Vo ::fl ——-9»5?5 € uma funcao [R-linear
U

com as seguintes propriedades:

£1 sf .
SeYéﬁU e f,g € Fy entdo, .
(i) O dominio de VxY € a intersecdo dos dominios X,
Y e V.

(ii) v = f VvV + gV

fX+gY X Y

(iii) v (fY) = 'f(va)»r(Xf)Y



onde em cada caso os dominios das fungOes envolvidas ndo sdo

vazios.

Vamos usar estas propriedades para caracterizar uma
conexao linear.

Proposicao 1.2

4 Uma funcao R-linear VX :f?é_ ————}fyé definida para
1

cada XG:\_-;;U que satisfaz as propriedades (i), (ii), (iii), sur

ge de uma Unica conex@o linear em M com dominio U.
Prova

Seja m um ponto de .U e v um vetor de'TmM.

Seja Z um campo de vetores tal que Zm = v. Definimos
v :zfl(m)-————§1‘hicomo sendo a
(m)v : m '
funcao _ !

Y —> (VZY)m = v(m)ZmY = V(m)VY

Isto independe da escolha de Z, pois pela proprieda-
de (ii) implica que se Zm=Z'm,

le+(_l)Zv = 1V, -1V, ., = 0 e entao‘

(VZY)m = Gé.Y)m
Se X,Y sao campos de vetores em M, a funcao

mn — v(m)XmY e o campo de vetores va



- 74 -

e assim m F——%-V(m) ¢ uma conexdao linear em M com dominio U,

Exemplo 1.1

Com qualquer carta x de M com dominio U, podemos ag

sociar uma conexdao linear em M com dominio U.

Se A, B s3ao campos de vetores em M e se B= bh

3
. h
X

em U, definimos

: X
Vejamos que Va satisfaz as condigoes da proposicao

(i) E decorréncia da definigdo de V

(11) g8 g =§___‘[(fA+gB)bh] “%};ﬁ'

A

-2 (eayph —x +p_ (gB)bh 25
X d9X

N, .h y he 3
Rl e g) ot iy

I

f VAB + g VBB

(331) V,(£B)= Z[A(fbh)] 0 _ .

X

- E [£cabM) ' (Af)bh] f::}?




fZ(Abh) iﬁ + A'fE bh ‘%;
X 9X

£ VWB + (Af) B

. Exemplo 1.2

Uma conexao linear pode ser definida em qualquer va
riedade paralelizavel M (Def II-3.3) escolhendo uma paraleli-

zagao global Xl’ e Xn. Neste caso se B &€ um campo de.Vetg.

res em M, ele‘pode ser expresso unicamente como B=§Z:bhxh e
v, B =) (abMx
A h

2 - Curvatura e torsao de uma conexao linear

‘definimos

- - . ~ . n .
Se V e a conexao linear canonica em R (associada
. . ' - n
com a carta identidade) e se X, Y sao campos de vetores em R,
entao (III-1),

VY - VX = [xf] |

Mas em geral isto nao € verdadeiro. Surge entao a

definicao:

Definicao 2.1

Seja V uma conexao linear em uma variedade M.

Dados os campos de vetores X,Y em M entdao temos um
campo de vetores

T (X,Y) = VxY - vyx - [?,Y] na intersecao de

seus dominios.
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A funcao
Z£$ X © é r———)sfi ~definida por

(X,Y) —> T (X,Y) € M—bilinear e ¢ chama-

da forma de torsao da conexao V.

Proposicao 2.1

Os campos de vetores T(X,Y) e T(X'Y') concordam ‘em

B ) i ] ]
um ponto m se X e Y concordam respectivamente com X e Y em nm,.
Prova

Seja x uma carta de M cujo dominio U inclui m e su-

xju=2xt2_ e y|u-=Ly'-

axl

ponhamos que

3
ax’
Usando o mesmo argumento na prova da proposicao II-2,2Z .

podemos mostrar que:

T(X,Y)| U= T(X]|U,Y|U)

Como T étjM-bilinear segue que:

T(X,Y)| U 2 xiyit - » 2
i,j T ax ax7

T(X',Y") | U=:Z::: x'tyd T

3 9 )
axl axJ

- Entao como. X e Y concordam respectivamente com X' e
Y' , T(X,Y) e T(X',Y') também concordam em m.



Definicao 2.2

Suponha V uma conexao linear em M.
Os coeficientes de Vassociados a uma carta x de M
sdo as fungoes diferenciaveis '

h

Fij : M —>R (i,j,h =1, ... ,n) definidas no do

minio de x pelas equagoes.

) = ..
— 3XJ ij h
X 9X
3 5 1.
- Como — > - J— 0 desde que
9X BXJ
[a 3 ]f=aj(af) 3 3fy g
ax?t 3x’ ax 3x7 ax)  ax?t
Entao:
T (=2, 2 3=y 3 v s s 3
1 J 3 — - 9 — = =l
' 39X X 1 3x7 ax?t oxt oxJ
ax ax’
ou seja:
5 3 h _hy 3
T (=% , -2 =§ (ris - Ti) =g
axl BXJ 1) )i 9X

Como consequéncia temos a seguinte



-Definicao 2.3

Pela equacdo acima, concluimos que V tem torsao zero
se € soO se seus coeficientes s3ao simétricos nos seus indices .

Uma tal conexao € chamada conexao simetrica.

- -~ . : -, n ’
Se V e a conexao linear canonica em R e X, Y, Z

- ' . - . n -
sao campos de vetores em R, entao

VX (VYZ) - VY (VXZ)= %(,Y] Z ([6])

Mas em geral isto nao € verdadeiro. Surge entdo a

definigao:

Definicao 2.4

Suponha queV & uma conexao linear em uma variedade M.
Dados os campos de vetores X,Y,Z em M, com intersecao de dois

quaisquer nao vazia, entao temos um campo de vetores
R(X,Y)Z = 9y (9y2) - Vy(942) - VE(,?_I‘Z
na intersecao se seﬁs dominios. .
A’funééo
f:fhld b :—?Dld X :p‘h\l/l "'—'—_)‘fl\ld définida por
(X,Y,2) —— R(X,Y)Z é:ﬁw -trilinear.

Ela € chamada a forma de curvatura para a conexao V.

| Ja que temos uma fungéoéf;—trilinear cujo dominio &
a intersecao dos dominios de X,Y,Z entao usando procedimento
anilogo da prova da proposigao 2.1 , podemos mostrar que se X,



Y el concordam‘respectivamente com X',Y' e Z' em um ponto m,
entao R(X,Y)Z eR(X',Y')Z' concordam em m.

Exemplo 2.1

A curvatura de uma conexao linear simétrica em M ,

satisfaz a seguinte identidade de Bianchi

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X +R(Z,X)Y=0 para todos as triplas
de campos de vetores X,Y,Z em M, para os quais o lado a esquer

da esta definido.

Prova

Uma conex3o linear simétrica tem torsao zero , entao
T(A,B) = V,B - VzA - [A.B] =0
Segue que
]
VB - VpA = [a,B]
Consequentemente

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =VX(VYZ)-VY(VXZ) - V Z +

[X.¥]

Zx) - Vz(va) - %y?ﬂ + VZ(VXY) - Vx(vzy) - %E¥Xl=

= - + - - - -
.VX(VYZ VZY) VY(VZX VXZ) + VZ(VXY VYX) v[X%Y] V[Y)’{Z]—

+ VY(V

- V[Z¥X]=
T b L ed e e T et T
VA[B,C J- V[Bz’xcj = [A, [B,C]] . Segue que

ROX.V)Z + R(Y.2)X + R(Z,0Y = [X,[v.2]]+ [v,[2.x]] + [2.[x.¥]]-0, |



jéAdemonstrado em 1I-2 (pela propriedade (i) do operador
[X.Y])

Exemplo 2.2

A conexao V definida por uma paralelizagao /
X = le, ce e Xn) em uma variedade M tem curvatura zero.

Prova

R(X. , X)X, = Vy. (Vy X ) =V v 7 X

i k X4 X, %y X, X )= s
? Pk 5 Ox 507 X

(i,5,k =1, ... ,n)

Pela definigcao dada no exemplo ITI-1.2 segue que se
Y € qualquer campo de vetores em M, entao:

VYXi_= 0 . Consequentemente R(Xi,Xj)Xk=0 para todo

i,j, k=1, ... ,n.



CAPITULO IV

1 - Equagoes diferenciais de primeira ordem em uma

variedade M.

Definicao 1.1

Uma curva ¢ em uma variedade M € uma funcao diferen

ciavel
cC : IR —>3M

Cujo dominio g€ um intervalo aberto de R.

Dada uma curva ¢ em uma variedade M podemos entao de
L] \ —

finir uma curva c¢ em TM com dominio Jcomo segue.

Definicao 1.2

Seja t a carta identidade em|[R e —%? o‘corresponden—

te campo de vetores em |[R. Pela proposicao I1-3.1, a fungao
c, : TIR ——) TM € diferenciavel.

Segue entao que:

5
ot

: IR —3 T™

.
C=C*o

€ uma curva em TM com dominio J e satisfaz a equacgao

™ oé‘ =.cd

. ) ‘
A curva C assim definida e chamada o levantamento

canonico de ¢ em TM.



Se X & um‘campo de vetores em M, entio

L[ ]
c =X o cC

€ uma equacao diferencial de primeira ordem em M.

Uma curva C em M satisfazendo a condicdo ¢ = X o C,

tal que c0=m € chamada uma solugao com condigao inicial m ou

curva integral partindo de m do campo de vetores X.

2 - Existencia de curvas integrais

, Para mostrar a existencia de curvas integrais para
algum campo de vetores em uma variedade diferenciavel, citare
mos primeiro o teorema da existéncia da teoria classica de

equacoes diferenciais..

Proposicdo 2.1 ([10]- pag. 215)

Suponha que f: IR" — R" & uma fungao diferenciavel

e que a € um ponto em seu dominio.
- Existe uma vizinhanca V de a em IR" e um intervalo aber
to Jem IR tal que para algum ponto z €V, existe uma Unica curva

C em IR"™ com dominio J partindo de z tal que:

acl 1.2

Se denotarmos esta curva por C , a funcao
g :J xV—)[Rrl definida emJ x V por

(s,2) ——>C_s ¢ diferenciavel.



Podemos entao enunciar uma propriedade local funda-

mental de curvas integrais..

?rbposigéo 2.2

Suponhamos que X_é um campo de vetores em uma varie

dade M e que mg seja um ponto de M.

Existe uma vizinhanga Vo de m, € um intervalo aberto
J0 de R tal que existe uma curva integral de X com dominio Iy

partindo de qualquer ponto dado m de VO.

Qualquer curva integral com dominio Jg partindo de

m deve coincidir com esta curva em alguma vizinhanca de 0.

Prova

Seja x uma carta de M cujo dominio U inclui m; e su

XU =) £, ..., M = .

oxX ™

pdnhamos que

onde f :!Rnp—~——%an € uma funcao diferenciavel em xU.

Na proposicao 2.1, seja a=xmg . Entao existe uma vizi
nhanga V0 = x—lv de my em M e um intervalo aberto JO =J de |[R

. .- . _'1. -~ .
tal que existe uma uUnica curva ¢ = x © o C com dominio J, par-

tindo de um ponto mEVO.

Acurva c = x 1o C & uma curva integral de X ja que

(ver diagrama abaixo)
X|U .oc= cg?© 9
at

CO=(x-g'me)O = x <9



X o (x "o C)

Antes de apresentarmos alguns exemnlcs, veremos como
encontrar uma solugao ou uma curva integral ¢ de X, cuja ima-

gem cJ intercepta o. dominio U de uma carta x de M.

Seja x uma carta de M, cujo dominio U interceptacJd.
e seja C=x 6 ¢ : (R —3R™ com dominio J.

c=c, 5‘3— : R ———> TM
onde t & a carta identidade emiR, ¢ : IR ——3 TM & uma fungdo
diferenciévelJporténto segue pelo Capitulo I-4 que se séic_lU
. i
es =) (95 29
Pela definigao II-3.1 cada vetor v € w1y pode ser representado
unicamente com02:::ai(gif)m onde a=(a1, . e ,an)€ an. Suponha

mos entdo que no dominio U da carta x

x=z el oM —3-3 £ RP——y RD

9x

funcao diferenciavel em x U.

Entao se ¢ € uma curva integral de X
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- Qualquer curva cuja imagem esta em U pode ser encon
trada resolvendo este conjunto de equacoes.

Exemplo 2.1

Seja o campo de vetores em Rz definido em termos da

carta identidade x por

X= x1 31 + x? _37,
. ox ox
fﬂpaftanto fl(xl,xz) = ;1
fz(xl,xz) = xz
e et c? = ¢!
£2(ct,ch = c?

A curva c: lR_———%lRZ'definida por

C=(C1;C2) € uma curva integral de X se e
SO se
1
dC™ _ 1.1 .2, _ A1
—ax - e =c
ac? = £2cl,c? = 2
dt
Segue que
1
L - ae
C
1



‘Cl = exp (t + A
1 -

C* = (exp t ) (exp Al)
1

C” = A (exp t)
e C” = B (exp t)

Assim existe uma curva integral com dominio |R

. _ ¢ = (a(exp t) , b(exp t)) partindo de
algum ponto dado (a,b) de IR2 ja que c0=(a,b) .

O campo de vetores no ponto (0,0) € o campo de veto
res zero, portanto a curva integral partindo de (0,0) e uma
constante. Existe exatamente uma curva, partindo de qualquer

ponto, cujo dominio € todo o conjunto IR.

Definicao 2.1

Seja m um ponto do dominio de.um campo de vetores

X de M. Se Xm = 0 , m & chamado um ponto critico do campo de

vetores X.

Definicao 2.2

Seja X um campo de vetores em uma variedade M. Se o
dominio das curvas integrais de X, partindo de um ponto dado

m &€ todo o IR, X & chamado campo de vetores completo.

Exemnlo 2.2

~Seja o campo de vetores emIR2 definido em termos da
carta identidade x por '
X = (exp xl)_1 —ET

. X

veto



A curva c='(C1,C2) € uma curva integral de X se e
sO se ’

act
—at

= (exp Cl)'l , dC' = 0

Existe tal curva e ela é

c= (log (t + exp),b) partindo de qualquer pon
to dado (a,b) de IRZ cujo dominio € o intervalo aberto (-exp a@J
e portanto o campo de vetores ndao & completo.

Nao existe ponto (a,b) € IR2 tal que o campo de veto-
res seja zero e portanto o campo de vetores nao tem pontos cri
ticos, -

Exemplo 2.3

_ Sejam x,y as cartas com dominios U,V do atlas estereo
grafico em s?.

Os campos de vetores

(x1 - xz) —QT + (x1 + x7) 2 emU
90X 9X

1 2, 3 1 2 |
(-y"=y) —x + (v -y)—ag em V
3y _ 3y

concordam na intersecdo UMV de seus dominios e assim)juntameg

te, eles definem um campo de vetores X em Sz.

Os pontos criticos de X sao os pontos (0,0,+1) de RS '
e assim a imagem de cada curva integral n3do-constante esta em
UNV. Uma tal curva ¢ & definida por X oc = (Cl,CZ) onde

2
T Y dac” | A1 2
’ = -c *dt ¢ ¢



Segue que

.

X o ¢ = (acos(t+b)expt,a sen (t+b)exp t)

onde os nGmeros reais a,b sao detérminados unicamente pela con
digdo que c0 & um ponto escolhido de UNV. 0 dominio de cada
curva integral € 'R e portanto o campo de vetores X € completo.
(definicao 2.2).

Vejamos que

A imagem da projecao x o © de uma curva integrallnéo—
-constante ¢ em S% do ponto (0,01) sobre o plano z.=0 € uma es
piral equiangular ou seja, ela corta as linhas do Planoque pas

sam pélo_pontO‘(0,0,0) em um angulo fixo.

Notemos que a projegdo estereografica € uma aplicagao
conforme ([2]).

Em particular a imagem de ¢ toca os circulos maximos

de Sz, atraves de (0,0,+1) em um angulo fixo (Veja figura):

_ . - 2
Usando as cartas x e y do atlas estereografico em S
também os campos de vetores ’

(ax1 - bxz) — (bx1 + axz) —3—7
9X 9X
(-ay! - by 2o+ @yl - ayf) 2




" onde a,b s3o numeros reais, conjuntamente, definem

' 2
um campo de vetores em S°.

Veremos que qualquer camﬁo de vetores em S2 € com-
pleto. ' .

Esta afirmagcdao sera justificada na sec¢ao seguinte
desde que S2 e uma variedade de Hausdorff compacta.

3 - Curvas integrais maximas

Apresentamos agora, algumas propriedades de campos
de vetores em uma variedade de Hausdorff. Poderemos entao ca

racterizar uma curva integral maxima partindo de um ponto m.

Definicao 3.1

" Se f : M —>M' €& uma funcgdo diferenciavel glo
bal, entdo os campos de vetores X,X' em M,M' respectivamente

sao @ - relacionados se

§, o X =X" 0 ¢

Definicdo 3.2

Um campo de vetores em uma variedade M € invarian-
te sob uma transformacdo # de M, se X € § - relacionado com

ele mesmo, isto e,

g, o X=Xo @

Lema 3.1

Seja c uma curva integral com dominio g de um cam

89.



po de vetores X.

Se s € um ponto de Je Agia +—Ya + s &€ a correspon

dente translagao em|R, a curvac' =c o xs € uma curva inte -
gral de X com dominio J' = A_gJ partindo decs.
Prova

. .
Devemos mostrar que ¢ = X' 0.¢c e c 0 = cs

Recordando que

o ¥ ] 3 ] . 3
C = C4 O ;s C =C 0 Xs e C =cC, O
ot at
Segue que
1 - . .' — 3
C* - C* O AS* e C - c* O AS* O
ot
Mas o campo de vetores 2 & uma funcao de IR em
at .

TIR =R e XS & uma translagdo de IR emIR cujo dominio & todo ©

conjunto IR; portanto € invariante sob uma translagao xs

ot
isto e:
XS*O——8—= 2 0 )‘S
ot ot
-Portanto
o 3 - _ ) :

C—C*O——'Ok—cox—XQcOA—XOC.

-t [ S [

c € uma curva integral de X partindo de méM, por-
tanto c0 = m e assim seu dominio J = (a,b) deve conter o zero.
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a¢’0= (¢ o)) 0 =c(r0) =cs implica que o domi

nio J' de ¢' deve conter o zero. Portanto

J = A_SJ = k_s(a,b) = (a-s,b-s) @ o dominio de c .

Proposicao 3.1

o Seja X um campo de vetores em uma variedade de Haus-
dorff M (Def. 1I-3.3). ’

Se curvas integrais c; . ¢, com dominios J, .3,
_ 2 )

partem ambas do mesmo ponto de M, elas devem coincidir em
ana, .
Prova

Seja S o comjunto de numeros reais s tal que

Consideramos Jllﬂ % como um subespaco de R, isto

€, a sua topologia & a topologia relativa e portanto cada aber
to U de Jlf\J? € a intersegdo de um aberto U em R, com JNJ,.

Seja um ponto sé€S.

Pelo Lema 3.1_, c'1 = Cy O AS e cé =cCc, o0 A sgo

curvas integrais de X partindo de c;s e c,S.

Como s € S, ¢ S = ¢,5.

o~
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Segue pela Proposigao 2.2 que C'1 e C'Zbdevem coin-

cidir em alguma vizinhanga de 0 e assim Ci e ¢, devem coinci

dir em alguma vizinhanca de s, isto €, dado um ¢ > 0

C'l.(O +g ) = Cl o AS (0 +e) = C1 (0+ +s) = Cl'(e+s)
C'2 (O+ e) = C'Z.}\S(O +g ) = C2 (e +s)
Como Cl(e+s)b= Cz(e+s) segue que s tem uma vizinhénga

inteiramente contida em S, e consequentemente S € um subconjunto
aberto de_JlﬁJ2 .

_ Mostraremos que o complementar de S também € aberto
J J '

Seja r um ponto no complementar de S; entao cyr # c,T.

Como M € uma variedade de Hausdorff, ¢,r e C,r tem vi
zinhangas disjuntas em M.

C1 e CZ sao fungdes continuds, entdo em uma vizinhan-
¢a de r, % # ¢, portanto esta vizinhanga pertence ao comple

2
mentar de S em Jlf\'Jo. Segue que o complementar de S & aberto

em ;N J, e assim S & fechado em J, N1 J,. Como S contém o ponto
0, ele nido & vazio. Consequentemente S deve ser todo o espago

Jlﬂ 3.

A proposigdo 3.1 ndo € verdadeira para variedades nao
-Hausdorff. Isto € ilustrado em
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Exemplo 3.1

Seja M o subconjunto de |R3 que consiste do conjunto

U de todos os pontos (z;, z,, 0) onde z; , z,€1R e do ponto
(0,0,1).

Seja V o conjunto obtido de U substituindo (0,0,0)
por (0,0,1). -

As cartas x,y de M em R% com dominio U, VvV, defini-
das por )

x (zy ., 25, 0) = (z; 5 2,)

y (2 » 2, . 0) = (21 , z,) # 0 3 y(0,0,1)=(0,0)

determinam uma estrutura C_ em M. A mudanca de coordenadas
correspondente € a fungdo identidade em Rz-(0,0).

9

Os campos de vetores 7 em U e 7 em V coinci-
X oy '
dem em UM\ V e assim, conjuntamente, definem um campo de ve-
tores X = - 3 .+ 9 em M.
1 2
29X 29X

A curva cq em M com dominio IR definida por cys =

=(s-1,0,0) & uma curva integral de X partindo de (-1,0,0) ja

que qualquer curva integral de X & da forma c=(t+k1,t+k7,k3).
A curva €, em M com dominio IR definida em|R por ¢,s=

=(s-1,0,0) se s # 1 e c,l = (0,0,1) também € uma curva inte -

grai de X partindo de (-1,0,0) pois c20 = (-1,0,0). Mas

c21 = (0,0,1).

cll = (0,0,0) e



Portanto estas duas curvas partem do mesmo ponto,

mas nao coincidem no ponto 1 da intersecao de seus dominios.

Definicao 3.3

A unido dos dominios de todas as curvas integrais de
um campo de vetores, que partem de um ponto m de uma variedade
de Hausdorff € um intervalo aberto J(m) de {R. Pela proposi -

cao 3.1 ficé definida no intervalo J(m) uma curva integral ma-

Xima ym“partindo de m.

No caso .de curvas integrais maximas, o Lema 3.1 pode

ser extendido como segue:

Proposicao 3.2
Seja Yy, & curva integral maxima partindo de m, de um

campo de vetores X em uma variedade de Hausdorff.
Seja s um ponto de Jdm).

€ a curva integral maxima partindo

A_gg(m).

A curva Yy © As
- - -
de Yms e seu dominio e

Prova

Se v, € a curva integral maxima partindo de m, seu
dominio J(m) € a unido dos dominios de todas as curvas integra
is partindo de m.

Pelo Lema 3.1 , #m o) As é uma cur?a integrél de X com
dominio A_g J(m) partindo de VS = m' s& g(m).



Seja Yy & curva integral maxima partindo de m'=yﬁs,

cujo dominio J(m' @& a uniao dos dominios de todas as curvas
integrais partindo de m'= y_s.

Como as curvas integrais Yy © A€ ym. partem do mes

s
mo ponto m', elas devem coincidir, pela proposigao 3.1, em
A—s J (m) f).J(m'). Mas vy, . € uma curva integral maxima, entao

A ogm € gmn)

- -s
Segue que -s E T(m') e pelo Lema 3.1
Ym' -s

o A € uma curva. integral com dominio ASJ(m')

partindo de vy_,(-s)= y (-8) =m
m :
Y._s
m
As curvas 1integrais "~ Y_.o A e y partem do mesmo
m -S m

ponto m, entao elas devem coincidir em Xs J(m') N J(m). Como

Y € uma curva integral maxima, Ag g(m") CJI(m)

O dominio de ﬂno.xsé portanto igual ao dominio J{(m')

de vy, . e assim yﬁixs='ym. € uma curva integral maxima par -

tindo de YnS = m'.

Definicao 3.4

'Um campo de vetores em uma variedade de Hausdorff
M & completo se g(m)= R para cada ponto m & M.



Définigéo 3.5 -

Uma variedade M & compacta se, com sua topologia in’
duzida (def.I-3.1), ela & um espago topoldogico compacto.

Proposicao 3.3

Um campo de vetores em uma variedade de Hausdorff M
e completo se e sO0 se existe uma vizinhanca I de 0 em|R tal que

‘cada curva integral maxima esta definida em I.

Prova

a) Que a condicdo & necessaria segue da definicao 3.1

e da definigao 2.2.

b) Para provar que a condigao € suficiente, suponhamos
que exista a vizinhanga I de 0 emiR tal que cada
curva integral maxima esta definida em I. Entdo exis
te um nimero real positivo e tal que o dominio de
cada curva integral maxima contdm o intervalo fecha
do fe,9q.

Vamos supor que J(m)# \R para algum.ponto m e mostrg'

remos que isto leva a uma contradicgao.

a) Se J(m) tem um menor limitante superior b, segue que
' b- ¢ € I(m). .
Se m' = y_ (b-e) segue pela proposigdo 3.2 que o do-

minio da curva integral maxima partindo de m' &
J(m') = A_b+€i(m) tal que cada elemento de

J(m') € menor que € e J(m') nao contera [—e,e_}.



b) Se g(m) tem um maior limitante inferior a , consi

deremos m' = ym(a+e). Entao

J(m''") = A;a_eJ(m) tal que cada elemento de

J(m'') € maior que ee g(m'') ndo contera [;e é].

" Por a) e b) chegamos a uma contradigao.

Portanto o dominio de cada curva integral maxima € to

do o R.

Esta proposicdo sera usada para provar a seguinte

Proposicao 3.4

Cada campo de vetores em uma variedade de Hausdorff

compacta M & completo.

Prova

Seja X um campo de vetores em M, entdo pela proposi
¢ao 2.2 para cada ponto mOE'M existe uma vizinhanga Vg € um
.intervalo aberto Jb de |R contendo 0, tal que existe uma cur-

va integrai com dominio Jo partindo de algum ponto de VO‘

M € compacto, entdao podemos cobrir M com um nimero
finito de tais conjuntos abertos VO' Entao a intersecao dos
intervalos correspondentes & uma vizinhanca I de 0. Como g(m)
€ a unido dos dominios de todas as curvas integrais que par
tem de m, I estid contida em J(m) para cada ponto m€M. Segue
que cada curva integral maxima partindo de m esta definida em
I. Pela proposigdao 3.3 X & completo.

consi
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4 - Fluxo de um campo de vetores

Vimos que em qualquer campo de vetores X de uma va-
riedade de Hausdorff M existe uma curva integral méxima'ﬁm com

dominio J(m) partindo de um ponto m € M.

Definicao 4.1

Se D & o conjunto dos pontos (s,m) de (R x M tal que

s € g(m), a funcdo
& : IR x M —>M com dominio D definida por

(s,m) ——> s € chamada o fluxo do

campo de vetores X.

Vamos mostrar que a curva integral maxima partindo

: de‘Yms e
¢ (r+s,m) = ¢ (r,o (s,m))
Sejam B(r)=¢ (r+s,m) , §(r)= & (r,% (5,m))=
= Wm (r+s)=ym o-ks
Como ¢ (s,m)= y.s , entdo

g (0) =é (0+s,m) =¢-(5,m)=xns

L}
<
%]

§(0)=" (0,9 (s,m)) = o (0, y,s) =Y¥:S a
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Portanto

B(r)= 4§ (x)

Como consequéncia da Proposigao 2.1, segue o

. Lema. 4.1

‘ O fluxo de um campo de vetores em uma variedade de
Hausdorff M €& diferenciavel em uma vizinhanca de (0,m) onde m

€ um ponto de m.

Esta propriedade local pode ser estendida pela se -
guinte

Proposicao 4.1

0 fluxo de um campo de vetores em uma variedade de

Hausdorff &€ uma funcdo diferenciavel.

Prova

Seja S o conjunto dos pontos s & J(mo), onde J(mo)
€ um intervalo aberto de IR no qual esta definida uma curva in

tegral méximaymo partindo de um ponto mOE M.

Seja ¢ diferencidvel em (s,my). Entao S € um subcon
junto aberto do subespago J(mo) de IR. Pelo Lema 4.1, S con
tém 0. '

Vamos mostrar que S também € um subconjunto fechado
de J(mo) e portanto S= J(mo).

Seja S um ponto do fecho do subconjunto S de J(mo).
Aplicando o Lema 4.1 ab ponto (O,ml) onde my =¢ (s, mo) ,

existe uma vizinhanga J de 0 e uma vizinhanga V de m, tal

de

de
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que ¢& diferencidvel em J x V.

Como ¢(s,m0) e diferenciavel entao a curva inte-

gral s——> ¢ (s,my)= YmgS & continua. Segue que existe uma

vizinhanga N de § tal que @(s',mo)(: V, se s'€ N.

Podemos escolher s', tal que § - s'€ J e s'€ s,

Como s' € S entdo a funcdo f: IR x M —>R x M

definida“ho conjunto D dos pontos (s,m) tal que s € J(m)
por (s,m) F——2 (s-s', ¢(s',m)) & diferenciavel em (5, mg;).

Como 5-s'€ J e @(s',mo)(ﬁ V, entdo pelo Lema 4.1,

¢ €& diferenciavel em (S-s', ¢ (s',mo)).

Pela propriedade de ¢ , dada apos a definigdo 4.1

(o0 (3, my) = e£(5,mp)= ¢ (3-s", o (s’ mg))

®(§—s'+s'; mO)

¢ (5,mg)
Segue que ¢ € diferenciavel em (§,m0)-e assim
5§ € s. Portanto S & um subconjunto fechado de J(mo).

- Em seguida descreveremos um exemplo de uma equa
cdo diferencial em uma variedade quociente (Def. I-4.10).

Para isto precisamos da

Definicao 4.2

Se g : M —2M' & uma fungdo diferenciavel glo
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bal e ¢ € uma curva em uma variedade M, o levantamento cano-

3 € o

nico da curva # o c em TM' € §, o c, onde c = ¢, © <
. ¢

levantamento candnico em TM:(Def. 1.2).

Proposicao 4.2

Seja § : M —> M' uma fungao diferenciavel glo-
bal e X,X' campos de vetores f - relacionados (Def. 3.1) em

M,M' respectivamente.

Se Ccé& uma curva integral de X entdo  oc € uma

curva integral. de X'.
Prova
Como X,X' s3do @ - relacionados entdo pela defini-

- g, 90X =X 0°¢
Pela definicdo 4.2 o levantamento canonico de
¢OCé¢*OC~
Devemos mostrar que @,0 ¢ = X' o (# o c)

Se ¢ € uma curva integral de X, entdo c=X 0 ¢ .

Segue que o levantamento canonico de @ o c €

P 0o X oc) = (f, 0 X)oc= (X'o @) Joc

Qo

g ©

X' o (@§ oc).

Definicao 4.3

Sejap uma relagdo de equivaléncia em M. Suponha
mos que o conjunto quociente M/p admita a estrutura de uma
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variedade quociente M' (Def. I-4.12) e H:M ——> M' seja a
sobrejecdao natural. '

Um campo de vetores X em M & projetavel se a fun
cao |
YUy 0 X : M —> TM' & um invariante da relacdo de

equivaléncia, isto &, (u, © X)m1 =(¥e © X)m, se (ml; mz)é o -

i, o X induz uma unica funcao global ([4]. - Cap.
VI-3), X' : M' ——3TM' tal que ¥, ©X = X'0' ¥
: n. o X

(&)

2 2 '
R“-———————»fmy/zx

PRI g
P
l xl/ -

"R%/z x 3
Como p, o X € diferenciavel, entao X'o U & diferen

ciavel. Segue que X' é‘diferenciével pela Proposicao I1-4.4,.

Ja que X' & diferenciavel e € uma seccdo de
' : TM' —3) M' (definigdo II-1.3), entdo X' & um campo de
vetores em'M;v'X' € chamado a projegéo de X e como u., 0 X =

X' o u, eles sao W -relacionados.

Consequentemente se M' & uma variedade quociente de
Meu:M —>) M €& a sobrejecao natural, um campo de vetores X

projetavel em M' se e sO se existe um campo de vetores X' em

[¢°2}

M' que € u-relacionado a X.

Na Proposigao 4.2, suponhamos que M' & uma variedade
quociente de M e u:M ——) M' a sobrejegao natural e consequen-
temente uma submers3ao de M em M'. Suponhamos também que X,X'
sao campos de vetores em M,M', respectivamente, W-relacionados
e portanto X é projetavel em M'. Segue que se c & uma curva in-
tegravel do campo de vetores projetavel X entdao p o © & uma cur
va integral da projecao X' de X. | ‘ |
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Exemplo 4.1

. Z x Z age emle como um grupo de tranéformagio des '
continuo (Def. I-4.12 e 4.13). '

-As transformagoes emle'formam um grupo composto
pelas transformacdes §_ , g€ Z x Z onde para g=(1,0) respe-
ctivamente g=(0,1) , ¢g opera emIR2 por

(zl v 25) ) (z1 + 1, zz) respectivamente
oz sz (27, 2z, v 1)

Estas duas transformagoes geram as restantes Gg com
g€ Z x Z.

Elas determinam uma relagdo de equivaléncia emle.

m m CLIRZ sio equivalentes se e sd se m.=§ m

R 4 1279 ™M1
para algum g&Z x Z.

IRZ/Z x Z tem a estrutura de uma variedade quociente
de dimensdo dois. Vamos obter um atlas que define esta estru-

tura, considerando a sobrejecao natural

u:IRZ———élRZ/Z X Z que leva cada ponto deIR2 em suas
classes de equivaleéncia.

Sejam Uy » U, , Uy, U, os conjuntos abertos de R?

para os quais respectivamente

0 < zy < 1 . 0< Z, < 1
- 1< 2z, <1 s 0<z,< 1
~ 1 wE 2
1 1
0 < zy <1 A I
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1 1 | 1
RS R ’ ST i< 7

u € injetiva nestes abertos.

As cartas y.= (“/Ui)-l com dominios Vi=uUy for-
mam um atlas, o qual define uma estrutura de variedade quo-
ciente emIRZ/Z x Z .

Sejaio'conjunto F dos pontos de R%tal que 0¢z,¢1,
1;1,3 . Obtemos um espagb topologico homeomorfico aIRZ/Z X Z,

identificando pontos equivalentes (0,22)_e (1,22)', (zl,O) e
(z1.1) no bordo de F

Um campo de vetores emIRZ, definido em termos da caz‘
ta identidade x por
el x%) 20+ £2xhx
ax

2

) == & invariante sob am-
9x 2
bas as transformacdes se e sé se
o xte1 , x4 = £2%x1,x% = fa(xl,x2+1)5(a=l,2).

Um campo de vetores, desta espécie, emle e portan-
to projetavel pela definigdo 4.3.

Vamos mostrar que tal campo de vetores & projetavel

na variedade quociente RZ/Z X Z, considerando o campo de veto

res

X = al —QT + a’ —j% , onde al e a’ sio niimeros o

ax aX
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reais diferentes de zero.

As curvas integrais ¢ de X sao definidas em |R por

1 2
t , z,+a t).

c=(z,+
(z1 a |
Como X € projetavel, entdo a fungao

(uye o X)) -lev - TR?Z « 7 induz uma funcao global(Def.4.3)

v Rl 2
.X .IR /Z x 2z —)TR /Z X Z tal que

"M, 0 X =X'"O0wuWu , e X' & um campo de vetores em
2 - .-
IR /Z x7 O qual € a projecao de X.
Segue pela proposigao 4.2 que uo c € uma . curva in
tegral da projecao X' de X.

. 5 _
Como u o c=4qu o (z1 + alt, Z, *+ a“t), entao

(M0 e = u(zq , 2,) determinam as curvas partin

2
do de um ponto emIR™/, . .

5 - Equagbes diferenciais de segunda ordem em

uma variedade M

Vimos que um campo de vetores em uma variedade M,
determina uma equagao diferencial de pr1me1ra ordem em M.

Veremos agora que uma certa classe de campo de ve
tores em TM determina uma equacgao dlferenc1a1 de segunda or

dem em M.
Na secgao 6, definiremos um tipo especial de equa

¢ao diferencial de segunda ordem em um campo de vetores em

TM, cujas solugOes sao as geodésicas deste campo de vetores..
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Se S & uma superficie de dimensdao n contida em

IRn+1

perficie, isto &, uma geodésica nao tem componente de ace"

, uma geodésica € uma curva que prossegue reta na su

leracdo tangente a superficie ([§]).

Os campos de vetores em TM que estamos interes-
sados, ficarao caracterizades em

Proposicao 5.1

Cada curva integral de um campo de vetoresg em
TM € o levantamento canonico de uma curva em M se e sO se

T, o £ € a funcdo identidade em TM.

™ —5-3 T(TM) i’—) ™

Prova

Uma curva k em TM é o levantamento canonico de

uma curva ¢ em M se e s6 se (definigao 1.2)

k'=c=c,.'o——-g—t : R ——) T™
Segue que k € o levantamento canonico de uma cur
va em M se e sO se '

3 G )
k-’-‘('lTok)* 0"3*t——=TT* Ok* O‘é‘i‘—='"* ’Ok

Isto & visto em

IR k>TM Ty

NS

7ok
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Consequentemente
J Kk
at * ﬂ*
R ——>TR — T(TM) —— TM
d . s

Portanto cada curva integral de um campo de veto
res g: TM —> T(TM) € um levantamento candnico de  uma

curva em M se e sO se

k =m,0¢0Kk para todas as curvas integrais

k £ | -
R—— ™ —— T(TM) ——— TM

Desde que existe uma curva integral partindo de

algum ponto v de TM, entio
kO = v, e assim k=m,0 £ 0 k se e 56 se
kO - =(n*\ég ok) 0 = v
Segue que

kO

T, (g (k0)) = v

s (gvj = v

(r, 08) v = v se e sO se

Ty o £ € a fungao identidade em TM.

‘Definicao 5.1

°

Na definigdo 1.2, ¢ € o levantamento canonico em
TM de uma curva c em M. Representaremos por c¢ o levanta-



“mento canonico de ¢ em T(TM).

Definigéo 5.2

Se & & um campo de vetores em TM tal que 7,0 & &
a funcao identidade em TM, entao

C=f o C & uma equacdo diferencial de segunda or

dem em M.

4:Definig50 5.3

Uma curva ¢ em M que satisfaz a condigcao ¢ =£ o ¢

e tal. que ¢ 0 = v, & chamada uma solucao com condigao inicial

v ou uma curva integral partindo de v do campo de vetores &£.

6 - Equacgdes diferenciais definidas por um’

Spray

Pelo Lema 3.1, se ¢ €& uma solugdao de uma equagao
diferencial é = X oc entdao ¢ 0 A também € uma solucao, onde
A : R —>IR & uma translagdo. Um resultado semelhante & ver
dadeiro'para uma equagao diferencial de segunda ordem
};=§ 0 ¢, desde que sejam impostas certas condigOes ao campo

de vetoresg .

Consideremos a mudanga de parametro o : R —> R

da forma

s k———é'as+8 , a#0

A diferencial o, : TR ——) TR € determinada por

e assim se¢c' =¢c o o ,

(L) o=

)
ot _ ot S
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', | 3
C- = Cyx O 0,0 at
Desde que -5—2— € invariante sob uma translacio,
(;'=c o—j—oc=c.:oo=a<;oo
T =

Consequentemente se a*‘ : T(TM) — T(TM) represen
ta a diferencial da fungao a: TM ——3 TM tal que VvV —) av ,
\d " .' a - ) . 3
lo] =C*OW=(QC_OO)*OW=

3
(x*O ‘c* 0 0* (o} -3—{:-—

Segue que

3 .
fe] OL‘*O C . O—g—t—:—00=a*0 -COO"_=

° e

= a0, 0 ¢ O O

Portanto se ¢' = co 0 & solugdo da equagao diferen
cial c'=g oc' , c¢' deve satisfazer esta equagao ou seja, de
ve satisfazer a equacao

aa, o‘c.o o =F,‘o‘ (ac © 0)
oo, o (& oé)o o= o(ato 0 )

aa, € (co o)) =E (af CO 0Y)

~
-

Pela definigdo 1.2 ¢ & o levantamento canodonico de
uma curva ¢ em M, portanto Co ¢g€& o levantamento candnico de
\ _
C =C O CJe

' ]
Portanto, pela definicao 5.3,c = co00 satisfaz a
equacao ao,(E (co0)) = £(alc o o)) se e sd se
aa,lgv)= ¢ (av)

para todo VETM e a € |R-0.
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Definicdo 6.1

Um campo de vetores £ em TM & chamado um spray sobre
M se gsatisfaz as condigoes ¢ (av) = aa, (V) e m, (V) = v.

As solugoes da equagao diferencial definidas por um
spray sao chamadas as geodésicas do spray.

7 --Spray associado a uma conexdo linear V

Definicao 7.1

Um vetor wE T(TM) € vertical se e so se 7, w = 0

 Definicdo 7.2

Seja V uma conexao linear em M.

Seja o subespago n-dimensional HV de TV(TM), defini
do para cada v € TM, por Hv= Y*(TmM) ,- onde Y'é:ﬁl(m) (defi-

nicao III-1.1) , tal que
Ym = v , V_Y=0 para todo zéﬂhﬁl e a funcao deri-

~vada Y, leva um vetor tangente em m a um vetor tangente em V.

Estes subespagos sao chamados horizontais. Eles nao

possuem nenhum vetor vertical diferente de zero.

EStes_subespagos possuem as seguintes propriedades
(1) n*HV = vaM

(ii) a*HV = vHav , para todo a €& |R-0
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Definicao 7.3

Se v € TM , temos um isomorfismo do subespaco ho
rizontal Hv em TnvM definido por

W) T,W

Consequentemente existe um Gnico vetor horizontal

EV em v tal que_

Tf*gv’ =V
A fungao
£ : vi—>Ev , definida por

Zy . -2 (r o w) ylyK 2

axt i,j,.k -ayl
vamos mostrar, na proposigao seguinte, que € um-spray sobre M.

Ela € um spray associado a uma conexao 11near v .,

chamado spray geodésico.

Suas geodésicas sdo chamadas as geodésicas da cone
X30. '

Proposicao 7.1

A fungao ¢: V'F-——)EV € um spray sobre M, onde‘EV

é um vetor horizontal em v tal que m,g = V.

Prova

Seja x uma carta de M com dominio U.
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Seja (X,y) a corespondente carta padrao de TM, de
finida em II-3.1. ' ' '

Suponhamos que no dominio da carta (X,y)

eyt 2 ;Zfi (%) —%—

Bil .

onde £ : R%® — 3 R™ & uma funcdo diferenciavel

na imagem de (X,y).

§é v € U,

3 9 ) » . -
Te(—3), + = ( ) , M (—=)_, =0, ja que
sz1V S A sy Vv |
(—_gfjv € vertical.

oy

Sejam El’ ... , E. vetores horizontais em,ﬂ_lU,-de
n o -

finidos por

5 E h i 3
E. = - yo (T o m) ——
it T ih© 7 )]
Ejve «o0 s Env.formam uma base para Hv se

Segue que

T (E;v) = ( axi)"V e assim em mly,

£ _yiE =)yt io)  @how)ylyko
- i -1 = ik —-

_ i ox i,j.k

Iyl
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Portantog € um spray sobre M, ja que satisfaz as

condigdes

.n*Cgv) = v e  aa*(év) = g(av)

8 - A aplicagéb exponencial para um spray

Nesta secgdo suporemos que M € uma variedade de
Hausdorff e consequentemente TM também & uma variedade de

"Hausdorff.

Definicdo 8.1

O fluxo de um campo de vetores ¢ em TM € uma fun-

cao diferenciavel (pela proposigao 4.1)

o : R x TM ——) TM, definida por

(s,v) |————> o(s,v)= .YVS

onde Yy € uma curva integral maxima partindo de v.

Lema 8.1

Seja Y, uma curva integral maxima de um spray §&.

Se s,z sdo numeros reais tais que sz pertence ao
dominio g(v) de Yy entdo z pertence ao dominio J(sv) de

sy € YgyZ T S'Yv(sz) y
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Prova

Vamos supor s # 0

Seja Yy ' uma curva em TM definida pbr z F‘——‘95Yv(52)'

Seja o : IR — IR a fungao definida por

Z ) sz.

Entao:

Yy = (sy, 0 o)« o0 =Sy .00 o _9
v S at V* s* st

Se s, : T(TM) — T(TM) e a diferencial da funcgao
TM ——3 TM definida por v —3 sv,

st s
Y ,-'S*oYv*oos*oa—t
 Mas d '
Osu(—), = s(—=) , e
- ot ot
e ' 3
s (0g)y = s(—)
ot STE Tyt sz
Segue que
‘ Os* o 3 .53 0 0g e entdo
ot ot
|
Y T S* 0 yyx o S 0 Og



= 41410 =

‘Como por hipdotise sz pertence ao dominio J(v) de Yy !

entao
A o - : p) .
Yz (s, © Yy«© S ~Hg O os)z
- -9 __
(s«0 Yy« © S t )osz
. _ 5
(sxo .YV* °s ot ) S.Z

= (s. o'y (3
(sv 0v,,) s (5)
SZ

= s (YV*(S(—gf)sz)
- )
= Sk (sxv* (=) s,)

= ss. (Vys (‘%?)"s,z)

Portanto

SS« O YV-O Og

Ja que, por hipdtese vy, € uma curva integral de TM,
= 0 ’ v
Yy € Y, € portanto

i' _ . )
‘.Y SS+% O E;O'YVO gg

Como ¢ & um spray

‘_9 "= EoyY' e ssS, (gv) = ¢(sv)
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Portanto Y' € uma curva integral de Elpartindo de

sv e assim y ' deve concordar com a curva integral méxima'ysv.

Consequentemente

v'Z T Yyt = syv(sz) se s»z Ea(Vv)

Definigéo 8.2

Seja W o conjuntd dos pontos w € TM tal que (l,w)
pertence ao dominio do fluxo ¢ de um apray. '

W € aberto ja que o dominio de $& um conjunto aber
to de [R x TM.

W inclui os elementos zero de TM, ja que estes sao
pontos criticos do spray e assim as curvas integrais partindo

destes pontos estdo definidas em [R.
Como W € aberto em TM, temos uma funcao diferencia-

vel definida em

Definicao 8.3

Se m € um ponto de M, TmM-é uma subvariedade de TM

(Cap. O-Def."l 2) e assim a injegao natural j : T M —> T™

é diferenciavel. Segue que a funcdo Exp. o j i.TM $M ,
representada por Exp : TM ——) M & diferenciavel e seu do
m

minio € uma vizinhanga do elemento zero em T M.

Proposicao 8.1

Seja k um spray sobre uma variedade de Hausdorff e

'm & qualquer ponto de M.
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Se v € um ponto em T M entao Exp leva a linha pa
rametr1zada s i———-) sV, S €.J(v) a geodésica em M com condigao
inicial v. '

Prova

. Pelo Lema 8.1, se s €J(v) entdo 1&€3(sv) e
Ysyl = sYyS

Segue que

v Expm (sv) = n(; (1,sv)) = =( stl) = n(yvs)
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