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RESUMO

Apresentamos neste trabalho, uma Caracterizacao da Entro-
pia Pesada, onde mostramos que os axiomas de Continuidade, Si-
metria, Expansibilidade, Aditividade Forte, Normalidade e

Decisividade determinam wunicamente a fungao Entropia Pesada;

depois, da mesma forma, apresentamos uma Caracterizacao da
Entropia Pesada de Grau B; e, finalmente generalizamos essa
Caracterizagao, substituindo, no axioma de Recursividade, Py

ou pE por uma funcdo geral continua f(p).



ABSTRACT

We present in this work, a characterization of Weighted
Entropy by considering certain axioms viz., Continuity, Simmetry,
Expansibility, Strong Additivity, Normality and Decisivity;
later in the same way, we present a characterization of Weighted
Entropy of Degree B and finally, we generalize this
characterization by replacing Py or pi in the Recursive

axiom by a general continuous function £(p).
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INTRODUCAO

Com o presente trabalho temos por objetivo apresentar uma

Caracterizacgao da Entropia Pesada e sua Generalizacao.

Apresentamos inicialmente, no Capitulo I, as nogoes
fundamentais da Medida de Incerteza ou Entropia de Shannon,
onde utilizamos extensivamente 0s conceitos apresentados por
J. Aczél e Z. Daroczy ([1]). A seguir apresentamos a
definicao, algumas propriedades e uma Caracterizacao da

Entropia Pesada, desenvolvida por S. Guiasu ([5]).

No Capitulo II apresentamos o nosso trabalho, onde,
inicialmente desenvolvemos o Teorema da Inversao para a

Entropia Pesada e wuma Proposigao, na qual mostramos a vali-

dade do axioma de Recursividade. Apresentamos’ depois uma
Caracterizacao da Entropia Pesada e, a seguir, com a
substituicao de P, por pE no axioma de Recursividade,
apresentamos uma Caracterizagao da Entropia Pesada de
Grau B. Finalmente generalizamos esta Caracterizacgao subs-

tituindo p, ou pE ‘por uma fungao geral continua f(p).



CAPITULO I

1.1 - Introducao

Teoria da Informacao € um novo ramo da teoria da proba-
bilidade, com " um grande potencial de aplicagoes nos sistemas
de comunicagoes. Como muitos outros ramos da matematica,
teoria da informacdo teve ,uma origem fisica. Ela foi iniciada
por cientistas da comunicagao que estudavam a estrutura

estatistica de equipamentos elétricos de comunicagoes.

A teoria da informagao teve origem principalmente com
Claude Shannon em 1948, atraves de duas notaveis contri-
buig¢does para a teoria matematica da comunicagao. Elas foram
seguidas por uma grande quantidade de trabalhos de pesquisa,
especulando sobre as possiveis aplicagoes da nova teoria,
para muitas areas de pesquisa, tals como matematica pura,
psicologia, semantica, biologia, radio, televisao e ra-

dar.

1.2 - Processos de Cofiunicacdo

Os processos de comunicacao estao ligados a um fluxo de
dlguhd Formd de infofmdcdo transmitida em qualquer aparato
qué S8 destiha a trdlishiti¥ mensagem. Estes apargtos nao
nécessitdf  S6F paipdveis; cemé por exemplo, o processo pelo
quai uma mente afeta outra mente & um - processo de comu-
nicag%o. 0 envio de uma mensagem por telégrafo, radio, te-
levisao, a comunicagao visual de um artista ao modelo, ou

qualquer outro meio pelo qual alguma informacao € enviada de



um transmissor a um receptor, sao sistemas de comunicagao.

Um sistema de comunicagao envolve, pelo menos, tres

partes essenciails:

a) transmissor ou fonte
b) canal ou rede de transmissao

c) receptor

Fonte| —— |Canal| ——p |Receptor

Fig. 1.1

Um sistema de comunicacao contendo somente estes trés
elementos € o mails simples que se pode visualizar. Em geral,
nos casos praticos, o0s sistemas de comunicagao consistem de
fontes, receptores e redes de transmissao mais complexas,

tals como:

Fonte| — i{Codificador — (Canal|-—~|Decodificiador|—|Receptor

Fig. 1.2

onde:

Fonte: € o componente do sistema que € capaz de produzir men-

sagens; -
Codificador: ¢ o componente que transforma a mensagem da lin-
guagem da fonte para a linguagem do canal, sem alterar 0

conteudo da informacao;
Canal: € o meio através do qual a mensagem € propagada;

Decodificador: € o componente que transforma a mensagem da

linguagem do canal para a linguagem do receptor, sem alterar
o contelido da informacao;

Receptor: € o ponto de destino da mensagem.

Os sistemas de comiunicagdo aqui considerados sao de
natureza estatistica, isto &, o comportamento dos  sistemas
nunca pode ser descrito de uma forma deterministica, ele
sempre € dado eém termos estatisticos. Uma fonte € um apara-
to que selécdloila € transmite seqﬁéncias de simbolos ao
acaso, enbora esta selecao possa ser baseada en alguma
reégtrd estatistica.



Uma nova aplicagao de um modelo de sistema de comunicagao
como o da Fig. 1.2, foi feita por Wiener e Shannon em suas
discussoes sobre a natureza estatistica da comunicagio de
mensagens. Eles notaram que um radio, televisao, teletipo,
etc., relacionavam sequéncias de mensagens ao acaso, de um
alfabeto conhecido mas com probabilidades especificadas. Por-
tanto, em tais modelos de comunicagao, a fonte, o codifica-
dor, o canal, o decodificador e o receptor devem ser esta-

tisticamente definidos.

1.3 - Medida da Incerteza

De uma forma intuitiva, o conceito de incerteza associada
a um evento, esta ligado a surpresa maior ou menor que pode
nos causar a ocorrencia do mesmo. Pode-se dizer que a
Medida da Incerteza de um evento comporta-se de forma inversa

em relacao a sua probabilidade.

Uma notacdo para este fato pode ser .
I = I(—)
p ‘
ou, como &€ mais conhecido,
I = hip)

sendo h aAfungéo que transforma a probabilidade p de um even-

to na Medida de sua Incerteza.

Shannon, em 1948, obteve uma Medida de Incerteza cha-

mada Medida de Informagao ou Entropia.

A Medida de Informagdo ou Entropia E de um evento Uni-

co A com probabilidade p = p(A) # 0 & definida por

E(A) = - log2 p(A)
@
ou

p = hip) , p e (0, 1].

I T (%-) - - log,

Salvo indicagao em contrario, o logaritmo serd sempre conside-

rado com bage 2.



Esta funcao h satisfaz as seguintes propriedades:

i) h(p) > 0, 1isto &, h €& nao-negativa

ii) h(pg) = h(p) + n(g), 1isto €, h & aditiva
iii) h(%] = 1, 1isto &, h ¢& normalizada.

1.4 - Entropia de Shannon

.

O conceito de Entropia de um experimento, apresentado por

Shannon em 1948, € definido da seguinte forma:

n
Definicdo 1.4.1. Seja A= {p=lpy, Posevs PRl P20, 8 (py=1}
k=1

o conjunto das distribuigoes das probabilidades finitas e com-

pletas. A Entropia de Shannon €& a seqﬂéncia das funcoes:

H H A - R, n = 2: 3: .
n n
definida por:
n
Hn(p] = H (pl, Py . an = z L(pk)
k=1
onde:
-x log x, para x € (0, lJ
L(x] =
0 , para x = 0
isto e,
n
Hn[pll pz""’ Dn] = - Ki:l DK log DK) DKG [O’ lJ

com O0O0.log O = 0.

Esta funcao pode ser interpretada como a média ponderada das
entropias dos eventos unicos, tomando suas probabilidades como

pesos. Assim, uma experiéncia E, com os eventos unicos Al’
Ayseve, A, cCoOm as respectivas probabilidades Pys Poseces P
tem como entropias:

hip,}) = - = - e, = - , -
(pll log Py~ h[pz] log Poys h(pn] log P, res

péctivamente.



Portanto,

n
Hn[plx D2:---; Dn] = ‘KE DK log DK

’ n
A Entropia de Shannon Hn(pl, Poseses P ) = - E pklog P>
satisfaz as seguintes propriedades:

(i) nao-negativa:

Hn(pl, Poseses pn) > 0, com a igualdade se, e somente se,
Py = 1 e pj = 0, i # j, para algum i, i =1, 2,..., n;
j =1, 2,..., n.

(i1) Simetria:

P = H , s e s 1, onde
Hn(pl' DZ Dn) (pkl DKZ Py

{k

1° Kz""‘ kn} € uma permutacdao arbitraria sob 1, 2,..., n.

Esta propriedade diz que a entropia nao depende da ordem na

qual ‘os eventos possiveis sao tomados.

(111) Normalidade:

1 1
Holzs 3

) =1

(iv) Expansibilidade:

Hn(pl, DZ""‘ p_ ) = H (pl, Poseses P 0, p.

Esta propriedade mostra que a entropia nao altera sc acres-

centarmos um ou mais eventos com probabilidade zero.

(v) Decisividade:

(vi) Aditividade:

Hnm(plql. Pydyscess PyG »evss P Gys P Gsseees PG ) =

= Hn[pl’ Possees P



para todos (p p ) e A, (ql, Gyseves G ] o€ A e

1> P Py n

{p.qg.., p Goreres PG seees anl' PROgr s pnqm) € A

171 1 nm’

Esta propriedade diz que em caso de experimentos independen-
tes, a entropia da combinagao de dois experimentos € igual a

soma das entropias dos experimentos individuais.

(vii) Recursividade:

R R R L R B e MELC R ’
P P
1 2
+ (p, * p,) H_ (= , ]
1 2 2P P, P14+ P2
> 0.
com pl + p2 0

Esta propriedade diz que se uma escolha € dividida em duas
escolhas sucessivas, a entropia original H deve ser a soma

ponderada dos valores individuais de H.

(viii) Aditividade forte:

Hnm(plqll' D1q12""' PiQypeo P95 pnqn2""'p qm?

n nm
o v d
= H, Dl,pz,...,pn) * igl P Hm(qil’in""’qim)’ para todos
[Dl’DZ""’Dn] rAn e[qil,qiz,...,qimJ Am, io=1,2,...,n,
( , e, e, s e, .
P1911°P1912 P191m Pa9n1°Pr9n2 P T

Esta propriedade diz que se dois cxperimentos X e Y sao tais
que X depende de Y, -entao a entropia conjunta H(X, Y) e
igual a entropia de X, H(X), mais a entropia condicional

H(Y/X).

(ix) Continuidade:

Hn(pl' Pyseees pn) ¢ funcgao continua das n-variaveis.

(x) Maximalidade:

1 1 1
R < e T e e e, =),
P, ; an Hn[n - n] onde (

1 1 -
Fl TT s s e ay _) e
n n

3|~

Holpys
a distribuicao uniforme

(pl, Possess P I com 1igualdade

A
n N
para todo i=1,

o)~ o

se, € somente §¢€; P, = 2,004, N,
Esta proptriedade afirma que o valor maximo da entropia &  al-

cangado quanhdo todas as probabilidades siao iguais.

(x1i) Monotonicidade: .

o101 - - ~ &
H. (=, = ... 2 e Fiimecan manntor® ~a ~racrarmta Ao




1.5 - Entropia Pesada

A Entropia de Shannon € wuma medida da incerteza ou in-
formacao, fornecida por um experimento probabillIstico. Esta
medida € fungdo somente das probabilidades com as quais

varios eventos ocorrem.

S. Guiasu ([5]) introduziu um conceito de entropia
considerando, além das probabilidades dos eventos, caracte-
risticas qualitativas destes eventos, as quais denominou
de pesos qualitativos, supondo estes como sendo nimeros

reais ndo negativos e finitos. Também, se um evento € mais
relevante, mais Gtil que outro (com relacdao a um dado obje-
tivo, ou em relagao a um dado ponto de vista qualitativo), o
peso do primeiro sera maior que o do segundo. Esta entropia

¢ denominada Entropia Pesada.

Consideremos um experimento probabilistico cujo espaco

das probabilidades correspondentes tem um numero finito de

eventos elementares xj3, X2,..., Xp, COM as respectivas
S g - n

probabilidades P1» Pps++-, Ppn, COmM pg >0, k=1, 2,...,n, 1% pk=l.
k=1

Atribuimos a cada evento X oum nimero nao negativo wy, di-

retamente proporcional a sua importancia, utilidade, como
mencionado acima. Chamaremos w, o peso do evento Xk k =
=1, 2,..., nN.

Definigao 1.5.1:

A Entropia Pesada & dada pela expressao

n
Woseees W i Pry Poseess P ]} o= - E WPy log Py

1.6 - Propriedades da Entropia Pesada

A Entropid Pesada I (w

n
= - E w,p, logz p . onde w



satisfaz as seguintes propriedades:

(pl) Nao Negativa

, W 5 Py Pgses.s p_) 20, para todos osw, 20,

In[wl, W2"" . . ‘
e
- ., € . =1, 2, ,
p [pl’ Dz' Dn) An K n
(p2) Se Wy T W, T e =W =W, entao
n
In(wl, Wosewes W 5 Pys Posress an = -w KflpR log Py a qual

€ a Entropia de Shannon determinada unicamente por uma cons-

tante arbitraria ndo negativa.

(p3) Decisividade:

SC = = K = ) 3 v e, ’ ’ a
DKO 1, P 0 1,2 n, k # KO] entao
I 2 2 ® » 2 ; rd > 8 0, = 2 ] j
n(wl W, Wi Pps Py pn] 0, qualsquer que sejam OS
PESOS Wy, Wo,e.e, W_

( . ; P =

In+l Wis Moo A LS Ph’ 0)

= In[wl' Woseens W 5 Doy Poseees pn), qualisquer que sejam 0S
i completo da robabi-

pPeEsSos Wl’ w2, , Wn’ wn+1 € 0 sistema p P
lidade Pir Poseeees P .
(p5) Linearidade:

Para todo numero real nao negativo X, temos:

In[Awl, sz,..., Awn; Prs Posers P ] o=

s i W3 Py p2,..., pn).

Até 44ui nao impomos qualquer restricdo aos pesos atri-
buidos aes evehtos elementares do experimento probabilistico
(exceto que eles sejam nao negativos). Vamos supor agora
que ¢ peso da wuniao de dois eventos incompativeis, seja a

médid pofiderada dos pesos dos respectivos eventos, isto &,



w(E U F) =

p(EIwW(E) + p
(

FIw(F)
p(E) + p(F)

(
F
para quaisquer eventos incompativeis €, F, onde w(E) e w(F)

sao os pesos de E, F, respectivamente e p(E), p(F) sao as

probabilidades de E, F, respectilvamente.

(p6) Recursividade:

Woree Moy W', wW"s o Py Poseess Po_gs PTL, RS

n+l1 17

w, P p”
= » ) 3 > » » » I ,‘ I T —
In(wl W, L pn] P, 2(w W 5 )
n n

onde w o= LR T WP p_=p" *p” > 0

n ' ” n
p +p

As propriedades (pl) e (pS5) sao conseqﬁéncias imediatas
da Definicao 1.5.1. Para a propriedade (p6) supoe-se que
o peso da uniao de dois eventos seja a média ponderada dos

pesos dos eventos respectivos.

Prova da Propriedade (p6):

Levando em conta a Definicao 1.5.1. e escrevendo

W o= F p_=p’' + p” >0

nos obtemos:

I .1 (wiw Woueewy w0y W'y W' Doy Poseess By P, DY) =
n-1
= - ? W Py log P, — W' P log p’ - w" p” log p
k=1
n-1
= - K§1 w, P log p - w p logp +w p logp -w' plogp'-
- W” p'l 10g p"
n
= - I W pklog Py +w p_ log p, ~w'p logp' - w” p” log p
k=1
= In(wl, Wosewos W3 Pys Poseee, pn)+ (w'p' +w" p") log P, -
P Wl Dl 10g p' — W" p" log p”



= 1w, W s oW 5 Pys P Dn3 +w' p' log p
+ W” D" 1Dg Dn - Wl Dr ].Og Dl — W" pll log Du
= I (w W W D., Pas ,p ) -w'p'log EJ—,——w" p" logp—"
n 1) 2) r Ed 1 2 n p D
n n
- . W B Pl
I (wl, Woo s W5 P P pn)+ pn( W . 1ogD
n n
D” n
- w"It— log =)
Pn P
= . I R -
In(wl,w2,...,wn,p1,p2,...,pnl +pn12[w , W ,Dn, Dn)

1.7 - Caracterizacao da Entropia Pesada

- "o~ . ~ . - .
Considere a sequencia de fungoes reais nao negativas

[In(wl, Wose oo wn;pl.pz,...,pn]]l/ s

onde toda I ¢ definida sobre o conjunto

n
com w_20, p, 20 (k=1, 2, ..., n) e 2 op, = L.

Suponha que estas fungoes satisfagam o0s seguintes axiomas:

(A1) Continuidade:

I_(w Wos P, 1-p) € funcgao continua de p no intervalo

LW s Woses W5 Doy Posenss p.J e funcao simétrica em
relacao a todo par de variaveis (w5 P, k=1, 2, , N
isto &,
In['wl; Wossaas Woyenn, Wj""’ W pl,pz,...,pi,...,pj,..
s pn) =
= In(wl; wzj.-.;,wj,...,wi,...,wn; DI’DZ""’pj""' Di""'pn



Mi,j = 1, 2, ..., n, i # j.

(A3) Recursividade:

= . = ’ ” >
Se W - PP, P' * P 0
n
entac,
In+l(w1, W soW g W W P, Py, s Phoyr PP
= ; vy, P R”
In(wl,wz, M5 PP ,pn) +pn12[w w"; pn, pn]

(A4) Uniformidade:

Se todas as probabilidades sao iguais, entao:

onde

¢$(n) €& um numero positivo para qualquer n > 1.

Teorema 1.7.1.

As fungoes {In} satisfazendo os axiomas (Al)

.

sao da forma:

WK Py log P

I
>
t M3

onde

A € uma constante arbitraria positiva.

Prova:
(a) De (A3), para n = 2, temos:
13(w1,w2,w3, %, %, 0) =
= Iz(wl,wz; %, %] + % Iz(w2,w3; 1, 0)
Agora:
I3(wl, Wo w3; %, %, 0) =

ad

(1)

(A4)

(3)



1 1
= I3(w3, Wo Wy 0, 5 51 (por (A2))
T (w., Ytwl w0, 1) ¢ T (w., w2, 3 (por(A3))
2 3’7 2 1 277 ' 2 17 72" 272
Dai,
1 .
Iz[wz, Wy 1, 0) = 212(§[W1 +w2), W 1, 0) para quals
qQUeT Pesos w,, W,, Wg.
Em particular, se colocarmos Wi W obtemos:
Iz[wz, wai 1, 0) = 212(w2, Wos L. 0) para todo par W
W3-
Portanto,
Iz[w', w"; 1, 0) = 0, para quaisquer pesos w', w” (4)
(b) De (A3):
In+1(w1, Wos . W Wn+1’ Pis Poseess P 0) =

Wi PysPoseess P ) (por(4)) . (5)

(c) Temos também a igualdade:

I (w.,w n-1’ Wi W e W PyaPyse s

nem-1" 1% oY

> Pha1” Di, Dé,- , p%] =
= In(wl,wz,...,wn; pl,pz,...,an +
P, Im[wi,wé,...,wé; ;i, ;é,..., ;é) (6)
n n n
onde
W =Pi—ﬁi~f"Pé wé ;~‘.. i p% Wé 3P, T Di+pé+ .+p$ >0

Provatemos este fato por indugdao em relacao a m.



Para m = 2, (6) fica o axioma (A3).

Suponha que (6) seja verdadeira para m fixado e n qualquer;

provaremos a igualdade para m + 1.

Considerando (5), podemos supor que pi > 0 para todo i, i
1, 2, .., m + 1,

Entao, (A3) e (6) implicam:

I (w,, w W s ow!, ow!

' . . ’ '
2;-.-, n—]_ 1 2,-.-, Wm+l,pl)p2,n-n,pn_l, pl,pznnn.

m+1] -

= ( ) r . 3 » 'x "; 3 3 s s ey ! ")
Theatvyovy Wn-1r Wy WO PRy Ph-1 Ppr P77
P P p’
+ p" I (w!l,wh ,..., w' 3 2 , 3 , s m* 1 )
5] m+l p" p" p”
Dl D"
= . ' ] l
In[wl'WZ’ , W ,Pl,pz,..., Dn] + P Iz(wl, w"; , E_ ) +
n n
pL Pl p'
" ' , ' . 2 3 m+1
+ p Im(wz.WB, v Wl F, F, e, X ) (7)
onde
’ 1] + 1] + .. + 1 L
w" = P2 P3" pm+l m+ 1 "= + 'y +
D" s p2 p3 .
* pm+l 0
e
D]’_Wi + D”W"
Y T P ' P =Py » P> 0, ou
1 L} ) ? )
Lo Piwy * PoW, + A m+1 _ - - .
n p PPy Py Po
n
. ' >
¥ pm+l 0

Contudo, suponhamos que (6) € verdadeira para m fixo.

Dai,
P p. p’
2 m+1
p I (W’-)Wi) ) ! . _— . e ) =
n "m+1l 1 * ’ ’
m*1 n Ph Ph
‘ Pl p"
= pn I2[Wl, w3 [-3- » 'D_J +



NI, (8)

Por (7) e (8) temos:

I (w
m

n+

l,WZ,-..,W

' ' [ . ' ¥ ( =
he17 WprWos e Wl 15 PyaPos P 1s PlaPos P )

n+l
Py P,
= s 20 00y H P PRI I '; ,',---, ! ) ’ e s ey
In[wl Y2 Wn PP pn) * pn m+1[wl . Y mel Py P,
P m+1
pn
onde
’ ] ' r ' . - ' ' '
w_o= PiWp T PoWy 7 T Pl m+1° Pn Py T Py et P > 0.
pn
Portanto, a igualdade (6) € verdadeira para m+1l, e assim para
m arbitrario.
(d) Aplicando a igualdade (6) varias vezes, obtemos o}
resultado:
Ml*mot e etmpy W11 M1 Wyt M W W 5 PP s
. o Pimy sPL Pl g .pnmnl =
= I [wl,wz,. W PysPose ,pn) +
n p: p! P:
1 2 ;
By Tl wio e =0, =5 20y ()
1Py Py Pi
onde
y Dil i] ' piQ 12»+ ot pimi imj '
i B = » p._p. + p’. +
Di 1 1] 1o
¥ pim.> 0.
1
De fato, fazendo
' v !'_.i ' '
Pri¥ur_ " Pio%i2 "t Pimy Yimg , ,
_ = : , = p +p + +
W = N 1 11 12
1 p-l



obtemos:

(w

Im1+m2+...+mn ll,w e W s e e, W 1,wnz,...,w ;

12°

2
p N P
11 12 1mj
+ p. I (w!,w!, SWE o , =, , )
1 "my 117712 Im,’ 2, " Py P,
Em (10) fazendo:
P21%21 © P22%22 T Pomy"2m,
W2 = 3 p = p' + p' + ... 1
Py 2 21 22
+p2m2
obtemos:
Il+m emoh .. em (wl,w D1 Wop e WS e W LW W
2 3 n 2 n
pl,p2l,p22,...,p2m2,...,pn1,...,p m
= 12+m . . [wl,w2,wél.wé2,...,wém e e eaW o, '2, . %m
3 " mn 3 nl n n

Py PysPaysPiprrsPs ,...,pnl,pn2,...,pnm

3 n
*p (wlo,w!l w! ; EZ& EZE P2m2 )
2 “m, 217722 2m,, P, P, p
Agora, em (11) fazendo:
Lo D31w31+p32w32+...+p3m3,w3m3 ‘ . '
3 = P P37 P3P TPy,
P3
obtemos:
- (wyswo,w!o,w!_, W W LW, e,
2+m3+m4+ : +mn 1 2° 31 32 W3m2 Wnl Wn2 ann
p ! !

1,p2,p31,...,p3m ,...,pnl,pnz,...,pnan

(11)



*

" Taemy e oem MMz Martane Va2 Yn Y

L}

e e, W
4 n2’ > nm
n

PysPosPgsPgysceesPygy s PrysPros-

4
f 0T (e , " P31 Pap P3ms :
p W s W F LI ] 3T T T s e e ey
37m, "317732 3my P By " Py Py
E assim sucessivamente, fazendo:
A\ pnlwnl+pn2wn2+"'_+pnmnwnmn
W= ;5 p_=p'o+p! _+...+p!
n pn n nl n?2 nmn
@%btemos:
In-l e m (wl,wz, ’Wn-l’wnl' A T

n n
pnl pn2 pnmn )
L [ 51’ 62‘ ’ ém p."p ' , P
n n n n

Portanto, de (10), (11), (12) e (13), obtemos:

Im (P (Wll'WIZ""’Wlm ’ ‘Wnl' n2’ *Tnm
1 2 n 1
P11°P1o¢ "Dlml' "o Phg,
= In(Wl;W2; ;Wn ; Dl:DZ»- ’pn] +
pn} pn? pnm
+ pn Im [W' ;Wr.) F B} T:Im H T sy T _ 7 ’ ) +
n nl 2 pn pn Dn
P31 Pa2 Pam,
+ D -I: [W’ )W' k] ,W' » -_) _—.__) » )
3 m3 31 32 3m3 p3 p3 p3
Po1 Poo Pom
+ p. I (w!_ ,w! oW} _, 2 )
2 m2 21 22 2m2 p2 p2 p2
1 ] 1.
P11 P12 Pim
+ p 1. (W’-'Wi i G)W' 3 —_ . () L )
1 mi 11 12 lml pl Dl Py
onde
pilwilfpizwiz+"'+pimi im,
W = - . . =n' +p' '
i . 3PP TRy TR

17

(13)



Donde:
Im +m_+ +m (Wll'WlZ’ Mt AR PWAW
1 2 n 1
' ' ’ ’ ' ' =
Py1°Pyi2e ’plml’ 'Pr1rPpoe P
= I (wl,w2, W pl.p2,...,pn] +
n p! p! !
+'§l Py I [wil,wiz,...,w{ ; 11, 12,.. , i)
+ m My Py Py Pi
onde
y Pii¥i1 © Pi2¥iz Tt PimgMimg o VN
= = + +
i PPy T P3Py Pimg
Py
i=1, 2, , N
(e) Aplicamos, agora, a Ultima igualdade no caso onde
m, = m_. = ... =m_ = m, € obtemos:
1 2 n
Inm[wll’WIZ’ s Wy WY e SW o
Py17Pypr-2Pype 'Pri2Phroe 'pnm) )
Il
T e LA P LR R R PN
Pi1 Pim,
pn pﬂ
onde
Lo Patin T Piotio T PimYim R,
i Py PPy TR317Pyo Pim '
i=1, 2, , N
Se tormarmos p!. = —;i—; (i = 1,2,...,0n3 jJ = 1,2,...,m), ob-
1] nm
temos:
- ,1 . ¥ .
p, = , i = 1,2,.+¢, n, e, portanto:
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I ( y ] w' ) ) ’ l 1 l -
nm W11 %120 Yame *“nl’ n2’ " hm nm nm*°° nm
1] 1] ) 1] 1 ] ) ] L
Wiy tWypt et W Tt T, n1 Rt ™an
= Iﬂ[ m ) m ’ ’ m 4
11 1 AT 11 1
; s Ty s e sy —] + E - I (W' ;Wt ,---:W: R Sl 2 —)-
n n n . n m il i2 im® m'm m
i=1
Usando o axioma (A4), obtemos:
1 i n W' oW, W
¢ (nm) — z (wfl +W32+"'+w£m = ¢(n)] = I i1 742 im
nm i=1 1 i=1 m
1 n w! + ow! oot w!
+ olm) = % i1 12 im
n .
i=1 m
ou ¢(nm) = oln) + ¢ (m) (14)
(f) Usando a igualdade (6), temos:
W tw +w
1 1 2 3 n 1 n-1
=, =, ..., =) =L (w, =
I [wl,wz, g n] 5 LW m—] 5T - ) +
n-1 1 1 1
I F] » »
* n n(WZ’WB' AU g n-1 n—l)
Aplicando o axioma (A4):
W.otwW_+ ., .+w W +tw_ + +Ww
1 2 . n 2 3 n 1 n-1
( = > 5 - >
¢ n]. n I2[wl -1 n n ) ’
W_+tw _+ W
n-1 2 3 n
+ - ¢(n-1] ——
para todos Wi Woo o
Supondo, agora, w, = 0, temos:
W_otw_+...+tW Wotw_+.,,+W
2 3 n 1 n-1, _ "2 73 n
I,(0, —— o, =) = - [¢0(n) - ¢(n-1)]
para quaisquer valores de Wos Waseee, W
Tomando w. = w_ = ... = w_ = w, temos:
2 3 n
1 n-1 n-1 .
< Sow o=, = - -
0 1,00, w ~ —=) — W (¢ (n) 6(n-1)], e, pelo axioma

(Al) e a igualdade (4):



0 = I.(0, w; 0, 1) = lim I.(0, w; <, 221y .
2 N0 2 n n
-1im 2w [t - ¢tn-11]
Noco n
= w lim [6(n) - ¢(n-11]

Dy

para todo nUmero real ndo negativo w, 1.

lim  [é(n) - ¢(n-13] = 0

n-—>oo

(g) A solugao da equacao (14), com (15) (referencia:

Aczél, J. e Dardczy, Z, [1] ), € dada por:
¢(n) = X log n,

onde A & uma constante arbitraria e positiva.

(h) Substituindo na igualdade (9) os valores n
m, = r m_ = - r _— obtemos:
1 ’ 2 S ) Dij S ’ .
) = [ ' =£ ;P _Di P + ] - S-Tr
1~ P117Pyo Pir "5 # P 7 Py1"Poy Po,s-r s
r sS—-r
w - 2 L w! e W = ! row!
1 r 1i=1 11 2 s-r j=1 2]

Entao, (9) fica:

I (w!_ ,w! w! w!o,w! w! 11 l] =
3 1177127 U1’ 2177222 2 (s-1) s’ s’ -
s vezes
- ’ t [ 1 1 _1_
= I2(W1’W2’ pl,pzl Py Ir(wll’WIZ""’er' S T r)
r vezes
’ 1] ] R 1 1 ]
Py Is~r(W21'w22""’w2(s—r] ' s-r’ s-r’"7’ s—r]°

Contudo, c¢ohnforme (A4) e (16), nds temos:

"l,"v WL ] ] ) ] . o
IS(Wli’WIZj'"’WlF’WZl’WZZ""'WZ(S—F) g g

0 |+

(15)

(16)

(17)
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1 r s-r
= A =02z w!, -+ I w!.,) log s
S i=1 11 j=1 2]
r
, . oo, 101 1, o x 1 -
Ir(wll‘WIZ' I r""’r] A = i§1 Wi log r
(w!_ ,w! W 1 1 ! ] o=
s-r 21’22’ *72(s-r)’ s-r’s-r’ s-r
1 s-r
= A p— b} wé. log (s-r)
j=1
e dai, (17) nos da:
, T s-r
Iz(wl,w2 ; pl,pzl = A E(.? wigoof .Z wzj) log s -
i=1 J=1
ri1 = s-r 1 °.F
- A P igl Wi log r - A —ToT jgl w2j log (s-r)
r .1 L s-r 1 s_r s-r
=0 A g Tk vyy) tee o s (507 3k Way) tos
= - A WPy log Py A WP, log Poe
(i) Em (h) provamos a formula (3) para n = 2. Por in-

dugao, provaremos que (3) € verdadeira para n arbitrario.

Suponhamos que a equacao (3) vale para n e provemos

que vale também para n + 1.

De (2) nbés temos:

+ Aw'p' log Pt Aw"p" log P

= - )\wlp1 log Py —szpz 1ogp2 - Awn—lpn—l logpn_l -

Aw'p' logp' - Aw"p" logp” —Xwnpn logpn + Alw'p’ +w"p”) logpn



= Awlpl log Py - szpz log Py Teeer Awn—lpn—l log Phoy” Aw'p'logp
_ )\W"p" 108 pu.

Entdo, a relacdo (3) também vale para n + 1, consequentemente

a relagao (3) é verdadeira para n arbitrario.

Portanto,

n
In(wl,w2,...,wn; pl,pz,...,pn) = - A E WP log P onde A e

uma constante arbitraria positiva.

Obs.: O teorema 1.7.1. ¢ devido a Guiasu ([5]).



CAPITULO II

Q

Neste capitulo apresentamos as Caracterizagdes de Entro-
pla Pesada, objetivo do nosso trabalho. Paraodesenvolvimento
destas Caracterizagoes necessitamos do Teorema da Inversao para
a Entropia Pesada, que apresentamos na seccao 2.1. Nas sec-
goes 2.2., 2.3. e 2.4. aprésentamos, respectivamente, uma
Caracterizacao da Entropia Pesada, uma Caracterizacio da En-
tropia Pesada de Grau B e uma Caracterizacgao Genralizada da

Entropia Pesada.

2.1 - Teorema da Inversio

Mostraremos, neste teorema, que as fungoes %1quesatis—
fazem os axiomas de Aditividade Forte, Expansibilidade e Deci-
sividade, podem ser escritas como uma funcao de ¢, onde ¢

€ uma funcao satisfazendo:

¢ (m) = Im(w , W

.
.
.
3|
-

Teorema 2.1.1:

. " o . —~ . ~ .
Considere a sequencia de fungoes reals nao-negativas

[In(wl,wz,..., W pl,pz,...;an]l\< q< o
onde
n
> = =
Wk 2 0; P, 2 0 (k 1,2, ,n) e E P 1



o T

Suponha que as fungoes I satisfacam os seguintes axiomas:

(B1) Aditividade Forte:

’ [ - [ J ' ’ R 1 i
I (w W Cee W e W W oW pll’p12""’ Pim? e "

n
= In[w sWosaensW 3 PiuPoseeesp ) o+ E p. I ¢

' ] 1
172 n n . i mYi1tWioe S T
i=1
Pi1 Pi2 Pim
Py Py Py
onde
CPiYil T PioYin T T Pigtin I e g
i N PPy T P31 TPy Pim
i=1,2, , N
(B2) Expansibilidade:
In+1(w1,w2, CaW W pl,pz,...,pn,O) = In(wl,wz, ’wn'
pl,pz,...,pn)
(B3) Decisividade:
IZ(WI,WZ ; 1, 0) = Iz(wl,w2 ; 0, 13 = 0.
Se ¢ e uma funcao satisfazendo
m
KEIWK 1 1 1
m d) (m) = Im[wl,wz, ) Wn,a', E, » E]

flw, w' ; x) = Iz(w, w' o l1-x, xJ,

entao,

. . E m ml ml

Flw,w'; ) = flw,w'; —) = T_(w,w'; 1 - —=, —) =
2 m m
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m m
1 1,
= - (1 - F)w[qum—mlj - ¢(m)] - — [¢(m11 - ¢(m)],
My
para todos 0S numeros racionais ro=— ¢ [0, 1]
Prova:
Em (Bl1) colocando n = 2,
1 3 k = 1,2,4.., M = m
, - m 1
Pk
0 ; k =m-—ml+ 1,m-—m1+ 2, .
1 _
’ B "n'_]' H K - 1;2: ’ ml
Pk
0 k = m1-+1, ml + 2, , M
obtemos:
] » ] ) ' ’ ‘e .}_l —1-
Lo (Wi Wio Wi YooYW oY o 'm'E’ » 0
m-m1y N1
’—l!ij )iloi'l JO]
m m m
— [— ;
ml m-ml
:I[W’w‘,—+l+ +i’l+£+ +l)+
2 m m m m m
m—ml ml
1 1
’ ’ 1 m m
+ plIm(wll,wlz, Wl T T° , T 7, 0sevn. 0
—t L = i) +
m om m m mo
m—ml m—ml m1
m—ml
1 1
[} ’ ] . m m
ML R Y R e i | I’ T 1 i O > 0)
—++, + = Lt +
m m m
- ~ AN /
ml ml m—ml
m
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Por (B2)
' 1 ¥ ’ ) 1 . _]; __1_ —]; =
Im(Wll;Wl2, ’ l,m‘ml' 21;W22: szml 2 m: m; Il m)
m-m m
_ . 1 1 ' ) ' . 1 1
B IZ[W’W om m] +D1Im m (Wll’wl2""’wl,m—m Y m-m, m-m_’
1 1 1 1
1 ‘ 1 1 1
s o+ p T (wloawlo, oo ,w! 5T T ., , —)
m-m, 2 my 217722 2m1 m, m, m,
Pela definicao de ¢, temos:
m-my My myoomy
kEy Wik bk Moy 00 = ToGwwt g 1o, =) s
m
m-mj mJ
TPy kB g d (e ey T Wy o0my)
m-m, my
ou,
m-ml ml ml ml
Iy i gl wpg o (md = Iylwe w1 s )
m
m-my my
m z m L owW!
NS S S S i B D
m m-m 1 m m 1
1 1
ou,
m;ml r;l
1 + 3 ]
meom oy Y1k io "o
IZ(W,W ; 1 - F, '—) = m (b(m) -
miml ' ;l
W w!
_ 1k m ' . 23 m
N (1 - —i) b(m-m, )- 2 ! L ¢(ml]
m- m 1 m m
1 1
ou ainda,
m, {m-m_Jw + mlw’
flw,w' ;3 —) = ¢$(m) -
m
(m-m_Jw m. m.w' m
- Lo -y pimemy - 2 Ly ()
m-m, 1 m,y m 1



ou,

m m m
’ 1 - -_J; __1 ! -
Flu,w's —) - b(m) (1 wo o+ w' ]
—(1—E]¢[m—m]w—m—l- (m.) w'
m 1 m ¢ m W
ou,
m m m
Flu,w' ;3 —2) = olm) (1 - —2) w + ¢ (m) —> wr -
m m m
m .ml
- (1 - —) ¢[m—m1] Wom ¢(m1] W
E, entao
™ ™ ™
Flu,w's —) =1 - —Jw [¢(m-m ) - ¢o(m)] - —w' [¢(m ) - ¢(m)].
C.Q.0.
Proposigcao 2.1.2.:
Considere as fungoes (Jn(wl,wz,...,wn; PPy ‘H%]l<n<m
onde w20, DKZG (k=1,2,...,n) e
n
I p = 1,
k=1 K
satisfazendo os seguintes axiomas:
(x1) Expansibilidade:
In+l[w1,w2,...,wn, Woq PisPosesesP s 0) =
= In[wl'WZ’ W5 Py P an
(x2) Aditividade forte:
Inm(wll’W12""’Wlm""’Wnl’WnZ""’an; Ply*PygrecsPyr ey
., p' ) =

Ph1Pn2’

nm
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n

= T (wl,w2, LW pl,pz,...,pn) + izl pi Im wil’wiz""’ Wim;
Pig Pip Pim

, P )

Di Di Di

onde

PiivWir T Pi2%io Tt Pig%inm
= = ’ ’ . ' >

Wi Di ’ Di pil+pi2+ +pim 0.

i=1,2, , N
(x3) Decisividade:
I2(wl,w2 ; 1, D) = Iz[wl,wz; 0, 1) =0

Entao, as funcgoes {In} satisfazem também o axioma de Re-

cursividade:

In[wl,w2, ’Wn' Dl’DZ""'pn] =
Py Py
= In_l[w s W W W 5P ,D3,D4,...,pn] + p IZ[WI‘WZ;—T‘ET)
onde
p.w p,w
11 2 2
(- >O, I
p Dl * D2 W D
Prova:
Em (x2) colocando n = m-1; P1y =Py Py, =Pys plj =0 (j =
3,4, ,m); Pii T Pisg (i = 2,3, ,m-1); pij=D(1=2,3,...,m-l ;
j=1.2, »m)s Py T P tPo Py T Py, (10=2,3, ,m=17;
[3\/\!' +[5W,
w, = 111 2 12 ;o oW, = ' (i = 2,3, ,m=-13;
1 Py i ii
obtemos:
Im-l,m 11+W12’ T im’ ’Wm—l,l’wm—l,Z’ Tm-1,m’



= I (
- - [51
+ [p1+p2) Im[wll,wlz,...,wlm; B
P17P5
. , , 3
Py LWl Wy s T
Py Py
* P Im(wm-l,l’wm—l,Z’""Wm—l,m;

Por (x1), temos:

R AP IEA PR E PR L A R

T
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onde
e b R A V- L, -
W . 2 p Dl p2
P
Isto e:
I [wl,w , W3 pl,pz,...,pn} = In_l(w ,w3,w4,. W s
p p
' . 1 2
P'.PgaPgs e ,pn) +p Iz(wl,w2 s D']
onde

= : = >
N D’ PP Pyt Py 2 0
' C.Q.0.
2.2 - Uma Caracterizagao da Entropia Pesada
Vamos mostrar agora que uma funcgao I, que satisfaz 0s

axiomas de Continuidade, Simetria, Expansibilidade, Aditividade
Forte, Normalidade e Decisividade & determinada unicamente

como a Entropia Pesada.

Considere a sequencia de funcoes reais [In[wl, Woseees
T Myl Dl‘pz""’pn]]1$n<m, opde toda T_ e definida sobre
] ; 2 20, = 1,2,...,
o conjunto {wK ; pK} lekgne coOm w 20, p 20, Kk 1,2 n e
n
LI p = 1
k=1 K

Suponha que I satisfaz os seguintes axiomas:

(C1) Continuidade:
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(C2) Simetria:

I SW e e W s P ey e f a imetri
n[wl W Wi PP, pn) e funcao simetrica em

relacdo a todo par de variaveis (wk; Py ko= 1,2,...,0.

(C3) Expansibilidade:

In+l(w1,w2,...,wn, wn+1; Dl,pz,...,p , 0) =

= I (w PWos e W 5 PP P )

(C4) Aditividade Forte:

Inm(wll’WIZ’ Yim Wnl’wnz’ nm

P11°Pype 'Pyme ’Dnl no ’pnm) )
n
PSS R P Wi PpePae Pp) izlpllm[w 17" a2 Vi
Pi1 Pi2 Pim
, ) , )
Dl Di Di
onde
Pii%i1 7 Pio%io "Pinim
w = ; p. = p! + p! +,...+p! >0
i P, i i i, im
i=1,2, , N
(C5) Normalidade:
W. o+ W
1, 1 2
I2(w1,w2, =, 5] = ¢(2) 5
= l[w + w_) para ¢(2) = 1.
2 1 2
L
(C6) Decisividade:
I (w,,w, ; 1, 0) = TI_(w,,w, ; 0, 1) = 0.

2 1'72
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Teorema 2.2.1.:

Uma fungao I_  satisfazendo os axiomas (Cl) a (C6) e de-

terminada unicamente como a entropia pesada:

n 3

I (w.,w w ; Dl'p2""' p = -

alwy R n n W pK log P -

1

Prova:
Sabemos que a fungao ¢ satisfazendo a equagao
n
z W
k=1 - ;L1 1 -
dln) = I [wl,wz, caW i n’n""’n)’ n>2, ¢(1) 0 e
n -
z w, 0, satisfaz tambem as seguintes condigoes:
k=1
d(nm) = ¢(n) + ¢(m) (pelo Teor. 1.7.1. - e)
dln) < ¢ (n+1) (pelo Teor. 1.7.1. - f)
Além disso, pelo Teor. 1.7.1. - g, existe constante c tal que
6(n) = c logn. (1)
"1
Para todos os numeros racionais r = — € [0,1], pelo
Teor. 2.1.1., temos:
n n n
flw,w' 3 1©) = flw,w'; —i) = I _ (w,w'; 1 - *l, ~i] =
n 2 n
! "1
= - (1 - 7?1 w[¢(n-nl) - ¢[n)] - ﬁ? w'[¢(nl] - ¢(n)]
Entao, por (1):
" "1
Flw,w’ 7#) = - (1 - 7T) w[c log (n-n1) - ¢ log n] -
n '
oo 1lw [c log ny- ¢ log n]
n
n n n n
= - - _1.. { ] ' - ._1. + __l ' _1_.
cl1 n] w log (1 n) — W log - ]

= - ¢c(l - ) wlog (} - r) - cr w' log r.



Agora, com o axioma (C5):
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1 vy - R 4 R
5 (w + Ww') = 12 (wW,w 2,21 c(1 2] w log (1 2]
_C_l_w’lo._l_
2 &7
- -1 c w lo LR c w' lo =
2 87732 &7
= % c w leog 2 + % c w' log 2
- 1 C w + L c w'
2 2
= C % (w + w').
Portanto, =c¢c = 1.
Assim, flw, wh; r) = 12(w, w' ; 1-~r, r) =
= - (l-r) w log (1-r) - r w' log r para todos os numeros racio-
nais r € [0, 1].
Como I, ¢ funcgdo continua (axioma (Cl))
flw,w' ;3 x) = 12[w, w' ;5 1-x, x) = -w(l-x) log{l-x) -
- w' x logx (2)
para todos os nimeros reais x €[0,1].
Sabemos, pela Proposigao 2.1.2., que vale:
In(wl,wz, ’Wn ; pl'DZ"' »DnJ =
= In_l(w S W WP ,p3,p4,...,pnl +
P P
, 1 2
+p Iz[wl. Mos T B ) (3)
onde
p,w P W
171 2 2
. ' = >
! P’ Pb Py ™ Py 0
Aplicando, agora, (3) em L depoié em I .. e assim
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sucessivamente, obtemos:
In(wl, w2, , wn ; Dl, Dz.a--, Dn] =
PyW,*P,W ot D W
- (D1+Dz+ ip ) IZ( 11 2+2 . +n 1 n 1, ;
n pl pz e 0 Dn_l n
p +p + +p p p
1 2 n-1 n 2
D.*Po*...*p p.+p.+ +p ) (D1+D2]I2(W1‘W2; 1- p.+p ?
1 2 n 1 2 n 1 2
P> PiWi*Po%Y, P3 P3
" ) (Dl+D2+D3)12( + ’W3; + + + + *
P17P5 P17P, P1"R"P3 PyTP,YP5
PoW_+p_wW_+ P oW
fovlptp, +p__ ) 1,0 11 2+2 - 2 n-2 L
P17P; Ph-2 n
1 - Dn*1 pn—l )
PytPo Pyl PyTRy TPy
Aplicando (2):
I (wl,wz,.. W pl,pz,...,pn) =
DWWyt PoWo e TP W P
(py*py*retp ) I — - , ; " —J)
P17Py Pr-1 noPTRy Py
p PowW.,+*p_ W
2 11 2 2
+ (p,+p,) Flw,,w_; ) (p,*p.+p.) ( , ;
1 2 17 2 pl+p2 1 72 73 pl+p2 3
+
’3 + +(p, +p_+ *p ) F(D1W1+D2W2 "n-2"n-2
P1"P2" Py L re n-1 Py"Po* Pr-2
Dn—l
“o-1t PR )
1 "2 n-1
Portanto
I =
n(wl,wz, W pl’pz""'an
n piw.tpow+ = P
= I (p tpyra.atp,) FIEI2 2 o1kl T 1 (4)
k=2 b"Ry Pr-1 SR TR TRy
faze = - = =
ndo p *p,*...*p = T > TP = pItPotL Lt T



obtemos:

I (Wl,WZ, ,Wn; pl,pz,___,pn] =

n p,wW._*p_w cetp, oW D
- Ir fl 171 "2 i k=1"k-1 . ;E] s

k=2 k-1 k

Px
Em (2), fazendo x = — vem
k
P P P
Fluws =1 = Tlw,w's 1 - =, =) =
' K K k
P P p P
=-{1 - ;—}i)w log (1 - r‘—k—) - }—b— w' log —I‘—K_ (6)
k K K K

Aplicando (6) em (5):
In(wl,wz,...,wn f pl,pz,_.,,pn] =

n P PyW o*Dp W ot .+p W p D b
- o [l 2 LKL dogt1-2t) - B 10g B

"2 < k-1 , "k Tk K

n r,-p DowW.+p_w_+ +p, W r. -p
. [k k) “171 7272 k=17k-1 ) oy Lk Ky

n r
= KE2 [_(D1w1+92w2+ +DK~1WK—1) log - Py log pk+pkwklog rK]
n n
= - Lw, prlog p + [ I opw log r -
Kk Pk )
k=2 k koo KOk k
n r
k-1
- I (p.w, +p_w +p w ) log ]
oo T1M17P272 k-1"k-1 -
n
= - I _
Eowy Py logp v [ wip, log r ]

=
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LW 5 pl’DZ"" .

que € a Entropia Pesada.

Mostraremos que as fungoes IE satisfazendo o0s axiomas

de Continuidade, Simetria, Expansibilidade, Aditividade Forte,
Normalidade e Decisividade sao determinadas unicamente como
a Entropia Pesada de Grau B8:

, W

g W s PP, P J o= (2

k

e

n

r p, =1
k=1 K

Seja afungao IB(N-PJ W= (W, W, e e, W) w, >0
J : n ’ ’ 1772 *n K ’

k = 1,2,...,n e P = (pl,pz,...,pn) ¢ An; B > 0, B # 1, com

{IE} satisfazendo os seguintes axiomas:

(D1) Continuidade:

Ig(wl,wz; l1-p, p) € continua para p € [0, 1]

(D2) Simetria:

Ihtwl‘wz““‘wn; pl,pz,...,pn) e funcao simetrica

para todo pat {(w ), ko= 1,2,..., n.

k” Pk
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(D3) Expansibilidade:

-1

nroWnoyd Py Pore P

(D4) Aditividade Forte:

B ) ) L ) L} ) - ! )
Lom{¥11-%127 Mmoo ar e o Yamt Piy, P
By, ,p'..p! 5, ,p! ) = IB(w W, W p,.P p_J o+
im nl’ " n2 nm n 1’2 *n’ 17727 " n
n 8 8 Dil DiZ im
+ Z Di I ( '1) ]'.2) 2 im) El 2 El J
i=1 moo P Pi Pi
onde
PiiYi1"Pi2%i27 P in
YT Py A P A cF P
i=1,2, , N
(D5) Normalidade e Decisividade:
g, , L 1. 1 B, . . -
Iz[w LW ,2,2] = 2(w rw") e Iz(w ,w"; 1,0) = 0.
Teorema 2.3.1.:

Seja uma funcgao IE , B #1, B >0, satisfazendo 0Ss
axiomas (D1) a (D5). Entao IE € a entropia pesadade grau
B

R _ 1-8 - o B
In[wl’w2’ ,wn, pl,pz,...,an = (2 1} z wK (pk Dk]
k=1
n
onde > 0, > 0, = 1,2,..., = .
W 0 Dk [ 1,2 n e I Py 1
k=1
Prova:
No axioma (D4), colocando p!. = ! , i=1,2,...,n; J =
i nm

1,2,...,m, <¢htemos:
L[]



__l_ ' + i_w’ + +—L w'
nm wil nm i?2 nm im ! 1 1
W = H = e 4 e
i ] i nm nm nm
l (%
m vezes
i=1,2, , N
m
row!,
.q 1] m
>y, = , io= 1,2, N, = Loow!, o= mw,, i = 1,2,
m . ij i
J=1
Portanto, (D4) fica:
B ’ ] ’ ' i ] l 1 _1_
Inmtwll’w12""’wlm' a1 Ynee T nm nm’ nm’ ' nm)
m m m
% wiJ z Wéj z Wfil\]
= IB[J=1 ’ J:1 ’ ’ :1 2 _].‘I i) ] .];] +
n m m m n n n
] 11 1
1.8 .8, , , nm nm nm _
I R PTE im'T 1 T 1 » 1)
i=1 —_ - =
n n N
m m m
roow!., X ' X '
- 1] _ 23 . nj
H G =t SR L et SRS S S N S
n m m m n n
n
S L I S L SRV S S N
. n m il1” 12 im™ m" m m
i=1
Definindo a fungao ﬂl satisfazendo a seguinte equagao:
m
K§1 K B 11 1
- ¢B[m] = Im (w v W= , EJ
¢ substituindo em (1), vem:
n m n m n m
z ) W{j z % wij b} h) wij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 1-8
— $glnm) — by (1) — g (m)
1-6
= ¢B(nm] = ¢B(ﬂ) +n ¢B[m].

Como, por Ssiiietria (axioma D2), ¢B[nmJ =

¢6(mn], temos:
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o I

(1)

(2)



1-8 1-8

¢B(n) + n ¢8(m) = ¢8(m) +m ¢B(n)
1-8 _ 1-8
= ¢B(n] [l - m ] = ¢B(m] [1 -n ]
= e (n) ¢B(m) c constante
1-8 1-8
1-n 1-m
=> @B(n) = ¢ [1 - nl—B]
N - B A
para n = 2 ¢B[2) W1+W2 Iz[wl,w2 55 2]
_ M1t
wl+w2 2
= ¢B[2) = 1.
Portanto,
L= ¢gl2) = ¢ (1 - 21'6}
=c = [1 - 21_8]”l
Entao
¢B (n) = (1 21—8)—l [ 1 - nl_B J
Novamente em (D4), colocando n o=
l j = 1,72 ,m—m1
pij =
0 j = m—m1+1 ..... m
e
1 j = 1,2, » oy
m
Déj =
0 jJ = m,+1, m_+2, , m
para 1< m, <m obtemos:
m ml ml
m-m m z wil b
- ! . | Lood=l
pl m ’ D2 m) l m_m ’ 2
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(de (2))

(pelo axioma (D5))

(4)



e, dai,
B 1 1 ) 1 ) ¥ 1 1 1 -
TS PIEEEE 1,m~ml’W21‘W22’ ’W2m1’ a e w
m Vvezes
m=m 1 L
_ B 1 B B, , , , m m
) IZ[WI’WZ’ m b P1 m('wll'w12""’wlm' m—ml’ 'm—ml'
m m
EX 1
8 ) ) m m m
’ 01 py Tl e s T S ,0)
B 1
m m m
B My ™ Ty .8 _B , , ,
I A R R Im—ml(wll'W12""' "1, m-m
m
m—1 ’ "m- o [_lJB Irﬁ (wél’wéZ""'WZm ’_l—’%’ '_1_]
™1 ™ 1 1 MM M
Por (2):
mémlw' ;l ! m m
i1 "1i ° 3%1 "2 i o, . 1T
— d)B(m] = I 0wy ey 1 pal —m—3 +
m=m ml
m z W m. B z '
1. i ) 17 351 "2
+ (1 mJ — d)B[m m1]+[m] p Q‘)B(mll
1 1
m-=m m
1 1
m. m L ! + L W,
B 1 1, 0 iF1 T1d Jj=1 727
;>I2(W1,W2, l—m—,?) = m ¢(m)
m-=m m
1 1
m ) ! m o ow!
_ CMgif1 M ) 1B 3%1 "2
(1 m] - q)B(m ml) [m) n (bB[mlJ
Por (3):
m-m ml
m m L. "w! v Low!
. 1 1o iF1 "1 §E172y o 1-Bs1p. o 1-8
o (wy w5 1 =, =1 = - (1-2"""77[1 - m 7]

40
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m—ml
m ) W) s _
B B T T Bt 5 I ST )
n—m 1
1
m ;1 Wl
RN e I L I T T
m 1
1
Como
m-=-m ml
i§1 Wiy oF [m—mllw1 e le Wy T mow, (por (4)), temos:
m m a (m-m_ Jw, + m, w a
4 CTRI e T C T LS R L L 12 at7Fy
2 172 m m
B B [(1 - (m-m )17 F) S TS
m memy 1 m ™ Y2
1-8 -1 ™ ™ 1B ™18
= (1 - 27 [(1 - —=dw, + — w, - (1-—) wy - (=217 w ]
m
fazendo — = r:
m
B L o 51-B80-1 _ . _qa_.yB B
I [wl,wz, 1-r,r)=1(1-2 ) [(l’r)wl rv, (1-r) Wy r wz]
para todos os nimeros racionais r e[ 0, 1 ]. Como I, @

funcao continua para todos os nimeros reais x ¢ [0, 1] , entdo
flw, ,w

[[l-xIw + Xw —[l—x]Bw1 - waz] (5)

__1-8,-1
(1-2"% . .

para todos os numeros reais x e [0, 1].

De modo identico ao do Teor. 2.2.1., poderiamos mostrar

que:
8 n
In[wl’WZ’ SWps PypibPgss l‘pn] =z [D1+D2+' "
k=2
pPyw,* P W, P
. +p181°(11 k-1 k-1 k )
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Entdo, wusando (5):

n
AW W PysPyse-sp ) =-§ (lepz+...+

B K Piv1 Pr-1Yk-a K
toorp 30 [0 - - e A
Py Py Py Pr-1 Py Py
S - Pk B P1ivi” Pr-1"k-1
Py*e- TPk Py Pr-1
p
1-—- -
e L S N L I
Dl . pk
&
B 1-8.-1 ¢
= In(wl,wz, W pl,pz,...,pn) = (1 2 ) ? (pl+D2+ +
k=2
e B P17Po” Pr-1 P1"1"Po% Pr-1"k-1
k P17Py” Py PPy Pr-1
. Pk Lo PyTRyt P-1) PyvytPoMy Pr-1"k-1
Pp*Pp® - tP K SRPAREERIRL PrTRR TP
R
(pl Pt pKJB k
B ) 1-8. -1 [
#»Ln[wl,wz, W pl,pz,...,pn) = (1 2° ) z [(pl P,
k=2
+p )B_l (p.w.+tp_w . tp W } (p.+p +p JB—lp W
K Y17 PYo k-1%k-1 17P2 Kk kYK
=1 B
(py*p, -y’ (pywypyuytvopy qw 4] = P w ]
_ . ° 1-p,-1 B-1
= In(Wl,Wzl l;WnJ leDZJ‘ -:Dn) (l 2 ] [(D1+D2J plwl
B-1 1



B-1 B-1 i
* (pyrp,y*og) (pywyrpywy) v lpyrpyrpg) P3*s3
B-1 g B-1
- (pyvpy) (pywy*pou,) = Py wgre v lpyrporetp o) (pywye
FPoW Y *p W )} o+ (p *p,*t...*p 18_1 P w - (p,*+p, *
272 " n-2 n-2 1 "2 n-1 n-1 n-1 1 "2
B-1 _ B .
Feeeth o) (pywy*pPyvy, Ph-2 “a-2) 7 Pho1 Mpoa
+ (p,+p_+ +p ]B~1 (p W.otp. W+ +p W J S
1 2 n 11 2 2 n-1"n-1
[ - —
=]
B-1 B-1
©lpyrpyreerpy) Pt T PpTRyT TRy (PywytPoyvy
=1
: B
’ +pn—lwn—lJ pn wn1
1-8,-1 B8
=1 (wl,wz, 'Wn' Dl’DZ""’pn] = (1 2 ) [ pl w1
B B ~ B B B
D2 W2 D3 WB pn-lwn—l pn Wn ’ plw] *
+ +p w : + p ]
n-1 n-1 n n
B _ oL 1-Bi-1 B
> I (W W, eW 5 PP eeenp )= (1 - 20 D) T [ (py Wy
¥ DZ W2+ +Dn Wn plwl—p2w2 pnwn] ]
n
1-B. -1 B
= 3 i ; ) PR = -
In(wl'WZ’ s W PP, pn) (1 2 ) [ z (pK W
k=1
p,w, ) ]

43
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n
B 1-8 -1 B
= s Poseeesp o= (27 7 - -
In[wl,wz, WPy P, pn] ( 1) Kfl W (pk pK]
a qual € a Entropia Pesada de Grau B.
cC.Q.0.
Casos Particulares:
B n
I - lim In (wl,wz,...,wn; pl,pz,...,pn) = - Z Wi Py log Py
B+1 k=1
que € a entropia pesada.
IT - Se Wy o= w2 = ... = wn = w, entao
B -
In(wl,wz,...,wn, pl,p2,...,pn] =
B 1-8 -1 B
= 1 e e, = - -
n(pl,pz, pn) (2 1) "w I [pk pk)
k=1
que & a entropia de grau B para w = 1.

(Referéncia: Dardczy [1970] e Havrda e Charvat [1967]).
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2.4 - Caracterizacao Generalizada da Entropia Pesada

Nesta seccao, mostraremos que, se substituirmos DKOU[3E
no axioma de Recursividade por uma fungao continua geral f(p),
com os axiomas de Continuidade, Simetria, Normalidade e Decisi-

vidade, obteremos as mesmas medidas das seccoes 2.2. e 2.3.

Seja a fungao I: (W;P), P = (pl,p ,an eh , W = (w

PEREE . 1
Wo s ,wnJ, we >0 (k = 1,2,...,n), satisfazendo os seguintes
axiomas:
(E1) 1f (wy,W_,...,Ww 5 PysP,,-..,p ) & continua para
n 1°72° n 1°72 "n
p- 2 = » 2, ,
P, > 0, W 0 (k 1,2 n) e
n
I p, =1
k=1 ©°
(E2) 1t (W, W_,e-v,W 5 D.,D.s...,p ) € .simétrica para
n 1772 “n 1772 "n ]
todo par [Wk; pKJ (k = 1,2,...,n).
(E3) Iﬁ (W; P) & recursiva generalizada. Isto &,
IF (w W w!,w/ W', w W W
m+n-1""1""2" ST RS A X B R e YRl
PpePor v Pyog s PPy o P Pru o Prupe L
- T W w ) o+ Fflp ) T (w!,w! W’
Qv oW, JW 5 PpaPos P Py ey W
El EZ My
ko Pk Pk
onde
plwl+p,wl+‘..+plwl
_ 11 "2 2 mm B , , ,
YT N SR TRy TRy ety 70D
¢ f & fungdo continua para .pe¢[ 0, 1 ] e f(0) = O.
- f 1 1 1 - f -
E4 I , ; o=, =) a8 = at . 3
(E4) 5 [wl Woi S 2] 2(w1+w2] Isto e, 12 (W; P) e

normalizada.
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(ES) If[w W

- £ : - ..
B 0. to e, I H .
5wy oW, Is . (W; P) e decisiva

—
@}
1l

Teorema 2.4.1.

Se a funcgao Iﬁ satisfaz os axiomas (El1) a (E5) entao as

entropias determinadas pelos axiomas (E1l) a (ES) sao da forma:

n
Tolwisw,eeouw 5 prupyseup ) = -kzl W, P log p,
ou
B o, 1= -1 D B
In(wl,wz,.‘.,wn, pl,pz,...,pn] (2 1) T wk(pK pk]
k=1
com B >0 B # 1
Provaremos inicialmente trés lemas:
Lema 2.4.2:
. mk
Se Py s 20,3 = 1,2,...,m; jfl Prs = P >0, k = 1,2,
n Prikl TP ke " Pem, Ykm
K k
, N, z pK = 1, WK = , k=1,2, n
k=1 Py
Entao,
ITc (
m.+m_+ +m Wll'WIZ’ Yim. ’Wnl’ nz2’ ’an !
1 2 n 1 n
Py PygrecsPyy R B L - )
1 n
= I{ (w W ) o+
n 1 W SWE PP P
n Pr1 Pk2 pkmk
+ & fip ) I (w, . ,w. ., LW —_— , )
k=1 K my Kkl k2 KmK Dk pK Dk
Prova:

Pelo axioma (E3):
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_f
Lm M+, +m (Wll’WIZ' 'Wlm ’ ’Wnl wnz’ 'an g
1 2 n 1 n
Py1°Pagreoo Py "Ph1'Pn2’ P ) -
1 n
. 1f ( ,
- 1+m +m 1 +IT] Nl’w2llw22"."'\/\2m' ;\/\nl;wnzx :an J
2 '3 n 2 n
PpsPoyrPogrrroPoy et Prp Pa2r s P V7
2 n
p
° p p im
+ f(pl}lf (Wll’wlz""’wlm ; _il,,izj_._’ 1 (A1)
™ "L Py Py Py
onde
D11W11+D12W12+"'+p1m1W1m1
- - = >
| o PPy T P TRyt TRy
1 1
Novamente, pelo axioma (E3), temos:
f { w W d W
Tomowmo+...+m_ 1 WoreWoge e Moy e W WS © Yom i
2 3 n 2 n
PysPoyrroPoy Py Pom )T
2 n
- 1f : {w. ,w_,w w W W w
2+Mm_+m +...+m 1’722 731°7°32° "7 3m.,. " “nl’ n2’ “Tnm
3 4 n 3 n
Dl’DZ’D31’D32""’D3m3""’Dnl'pn2""’pnmn) +
p
- p p Zm
+ f(Dzl 1f (w21,w27,...,w2m ; —Ei,—gg,..., 2 ) (A2)
m5 : 2 P Py P2
onde
D21W21+‘322W22+"'+D2mzwzm2
W, = : ; = N L. > 0.
2 PPy T PyTPy "Pom 0

P2 . 2



Assim, aplicando sucessivas vezes o axioma (E3), obtemos:

I1C (W, ,w W W W W
{n-1)+m 127277 "Th-1""n1’ " n2’ *Tam
n a
Py-Pyo P17 PhyPror e ’Dnmn) -
..F
= Jn (wl,wz w3, ,wn, pl,pz,...,p ) o+ Fip ) I ) [wnl, ho s
pnl Dn2 pnmn
W T , , ) (An)
n Ph Ph Ph
onde,
.
Dnlwnl Dn2wn2+"'+pnm Y m
" B n ﬂ; P = p +p LIV 3s) > .
n P . n nl "nZ2 nmn

Entao, por (Al), (A2),..., (An) temos:

£
M. +Mo+...+m [Wll’WIZ’ 'wlm ’ 'Wnl’wn2’ ’Wmm ’
1 2 n 1 n
Py Pygre Py o PP P )T
. 1 n
= If (wW_ ,w }o+ f( ) Ir (
noo 1o Wt PpePyeee Py Py my Y1102 'Wlml'
p
Pin Pz ml) CFp ) IT twowew W
Dl Dl Dl 2 5 21 22 23 2m2
Po1 Poo p2m2 .
—_— e, , )+ + flp ) Im (w 1Y ho s
D2 DZ D2 n n n n
Dnl DnZ pnm
—_— g
Dﬂ Dﬂ pﬂ
onde
Dklwk1+DK2WK2+"'+kakwkmk
_ ; - : > 0
"k P, "k T Pk Pr2t T Prm
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Entao,
IF (W, oW, o, » W , W, W, » W ;
m1+m2+ .+mn 11 12 lm1 1 2 nmn
Pi1Pigr - Py e PrpeP s P ) S
1 n
= I (wl.w2, SW Dl’p2""‘pn) +
! £
+ L flp ) I (w, W, ., ;W 5 PL.sP, _s...,D )
1
k=1 K mK k k2 KmK kK1 k2 KmK
onde
Ptk PRk T Pk km
= = .. >
Y D PP T PR TPt TPy 0
[ k
k = 1, 2, , N
cC.Q.D
Lema 2.4.3:
Se F ¢ uma fungdao tal que
n
I w
k n
k=1 i 1 1
= I .S 2 = .
Fin) n(wl,wz,...,wn, S, T ), T W £ 0; (1)
k=1
entao, F(n) = A log n (2)
L ]
ou
l rd
F(n) = B [n £ - 1] (3)
onde A e B sao constantes e F €& fungao continua para
p ¢ [0, 1] ¢ f(0) = 0.
Prova: .
No Lema 2:4.2., tomando m, = m ¢ fazendo p, . = QL,
k kK j nm
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k =1, 2,..., n; j =1, 2,..., m, obtemos:
oy W W " 11 Ly
nm W11 %127 " 1m’ ""n1’ T n2’ “nm’ nam’nm’ nm
————ﬂ————-—’__'l
nm vezes
£ 1
= , , s 5T, T, , = )+
In (Wl w2 wn N n n
n vezes

n
7 ety £F 11 1
f (=) Im (Wkl, ko’ ,ka, mom 3.
k=1 o
m vezes

Por (1):

n m n m
: D L. w n L.ow
Fiam) 222 37 K3 L ey K2L Ry el ey S5 TR

nm n k=1 n m

ou

n n

L. w, Z,w n
Flam) 225 = ey K26 L 5 ) fem

n n K n
k=1
= Flam) = Fln) + nof (2) Flm).
Agora, temos dois casos:
1 1
CASO I: Se F(E) = o temos:
Flam) = F(n) + F(m) (4)
£ , n _ n - T , n 1
Lptwowts g 1 - 557) = Tylwew's =50 =)
n ) . _ n _
= - (1 - =) w [ F(1) - Flns1)] — w [ F(n)
- Fln+1) ] (pelo (Teor. 2.1.1.))

R _ n
T W Fln+1) e

w F({n) =+ w Fln+1)

B 1
I
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n w + w — N B n
= — Fin+1) 1 Fin)
Colocando w = w'’
f- , n 1 B ~ n
I2 (w,w'; 1 ¢ T ) = w Fln+1} T W F(n)
= w [Fln+1) - == F(n) ]
n+1
S lim w [F(n+1] S SN C PN B EE R SN SRV L 1 -
+1 n+1 n+1l
n—roo n->oe
_ . £ , _ 1 1 -
= lim Iz(w, W 1 1 n+1]
n—+oo
£
= I, (w, w'; 1, 0) (por (E1))
= 0 (por (ES))
. n
para w #0, lim [F(n+1) - — F(n)] = o (5)
n-—oo

A equacao (4) com

Fin) A log

e Daroczy - Teor.

CASO IT: Se f[%)
Finm} = Flmn).
Intao,

Fln) + n f[%) Fim)

= F(n) [m f() -
m
N s(n] .
n f{=) - 1
n
= F(n) =

a equacgao (5) nos da:

onde A ¢ uma constante (referéncia Aczel
- p. 20).

n,

0.4.20

por simetria (axioma (EZ2)), temos

I | =

Fim) + m f£(&) F(n)
m

1] = Fm) (21 - 1)
- F(m)
m ?[l] -1
m

B constante

que ¢ (3).
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Lema 2.4.4:

A funcao f no axioma (E3) satisfaz:

flpgl) = f(p) . flagl)l, VY p,g e [D, 1} nimeros reais.
Prova:

Do axioma (E3) podemos escrever:

f \ ' ,
Im+n—l (wl,wz, oW WisWo W WY soWo
Dl'DZ""'DK—l'Dl’DZ""'Dm'DK+1'DK+2""’Dn) =
= ITﬂ (w_,w W J
anooM1rYo W Py Poe Py
Dl Dl p|
.F
+ flp) I [wi,wé, Sw'o —i, —Z, , =)
pk Dk Dk
onde
D’W’+D'\/\/'+ +DIW'-
1 1 2 2 m m ) 1 L =
Wi T P PP T PytRoTeerR > D K= 20
. F [ W + ] !
T Tman-l Y1 Mear M Wpr e Mg Wiy ety
PpoPor e Prog s PPy PPy n o Pl 2
L . £, - P1p
In (wl,w ..... W PPy ,Dnij[p ) ’_Iz[wl,w, —6—,5—) +
K k
_ Dr D; Dr
u) f 2 3 m
+ 'F Latl ] 1 [ _“ _ o -
(DKJ Im_l(wz,wa, W 5 S 5)] (6)
onde
A AL LT L
= = + + >
= 8] D2 D3 Dm .

Similarmentc,
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F : ) ,
-l (wl,wz, ARy sV W v
PysPose-sP 2Py Py ,pm,pk+1....,pn3 =
-1t (w_,w W SwW W, W , W 5 PLaPos , P Py, 5
n+1 1’727 T k-1 1 T k1 n 1 2 k-1 1 ’
D! Dl D'
- Do , 2 3 _m
Prvyr ,pn) + flp) I _1(w SWL WS T T e T )
p p p
onde
D,W,+D"/\/'+ +DIW1
- 2 2 33 m m -
= = 1 » 1 >
W — 5P P, * Pyt P 0
p
Mas, por (E3):
f (w. ,w W Ww!,w,w W '
2 2 2 z 2 Ed 2 ks 2 3 * = e I( x>
n+1 Y172 k-1-"1 k+1 nt P1°Py -1 Py PP
, pnl = I [Wl’WZ’ Sy W W sW
f - Py P
Dl’DZ’""Dk—l’pk’p}ﬂl""’pn) + F(pk) Iz(wl,w; D_K— _p_;)
onde
D'W'*EJL/—\J
11 ° -
T e e . - H >
W 5 5Py Pyt P g
k
Portanto,
f
man-1 Mg Wy W W W e
PPy Py PPy ,pm,pk+1,...,pn] =
P, =
— ‘F ! W 1 D
= In[wl,wz, LW pl,pz,...,pn) + F[pk] 12(w1,w,p = )
K K
Dl p, pl
i i ! ___2_ __:% ._m
»fp) T Gwlwl, Wy e ) (7)
P p p



v o= - S P =P, Py te..ropl
P
Pywyrev Py 7 Palp Tt PV
W, © = 5
Py K
- ! - = ] ' ' 3 >
Py Py * P Py * P, * Pyt t P Q
Comparando (6) e (7):
Flp) = flp ) . f(—==)
K p
K
ou
p P
flp, .—) = flp, ) . fl—)
N DK N DK
fazendo:
p
D = p , q = —s
K DK
temos:
flp.g) = f(pl).f(lg) , para todos P.q ¢ [O, 1]
Prova (do Teorema 2.4.1):
FK n
Seja p, = — ; k = 1,2, ,n I r = m;
K m k
k=1
r, ¢m 1Ntclros positivos.
Colocando, no Lema 2.4.2, me = Ty obtemos
£
Ir 2 S AR o (Wll'WIZ’ r a1 Yo Yhr
1 2 n 1

s P

11°Pyp o Py r oo
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= T (Wll’wlz’ ’er s .wnl.wn2, ,wnr ;
1 n
111 11 ]
mlm.’ - JmJ )mlml )m
I"1 vezes r VvezZes
= I (wl,wz, W Dl'DZ""'pn] +
n
f 1 1 1
+ L flp ) I (w _,w, _, Y ; , , , )
k=1 k K k1 k2 Krk rk rk rk
I"K vezZes
onde
1 W + 2 w + R W
~om k1l m k2 m krg 1 1 1 T
W = H 0] AR +'__+ _— = ——
Kk D Tk m m m m
k
FK VeZes
n
) W,
T
= WK - r
k
Portanto,
f ) X
» 2 > 2 > 2 = I » 2 E Fl 2 2
T lwyev, Wt PyrPo Ph moY110Y12 erl )
)W 3
. nrn
1 f
1 )T flp ) T lw W, I ; , ; J , ; ]
m m k=1 k k Tk K K
n
Kglwkrk
=> a oy = -
In(wl,w2, ,wn,pl,p2, pn) Flm)
n
n Elej
- I flp) A= e F(r )
k=1 FK
n
= I (w,,w_, SW; s DR = -
Jlw L I < .DnJ k§1wkpK F(m)



56

n
- ¥ w, Fflp ) Flr ). (8)
k=1 3 k
(1¢) Se f(pk) =Py pelo Lema 2.4.3:
Fim) = A log m.
Entao,
n n
I (wl,wz, WS PP ,pn] = % wkpk.Alogm - ? wkpkAlong
k=1 k=1
n n
= I w p]A logm - z WP, Alog (p, m)
k=1 ¢ k=1 ;
n n n
= L w, p Alogm - ¥ w p, Alogm - ¥ w p, Alogp
=1 K™k k=1 k™ k k=1 K™k k
n
= - A IL W pklog Py .
\:1
Como no 2° membro nao existe f, isto €; nao depende de T:
n
In(wl,wz,...,wn; pl,pz,...,pn) = - AkzlwkpK 1ogpK (9)
Pelo axioma (E4):
1 O f 11
= (wl + w2] = 12 (wl,wz, = 2)
) 1 1 1 1
= Awl.z.log 5 Aw2.2 log 5 (por(9))
=> i(w W) f-lﬂ (w, log 2 + w_log 2]
2 1 2 2 1



Portanto,

n
. 1,wz,...,wn; pl,pz,...,p ] o= - E W, p

que €& entropia pesada.

(2°) Se flp ) 4 P entao, pelo Lema 2.4.3:

= 1y
F{m) = B fm-F(m] 1].
Substituindo em (8):

£
I 2 LI ] ; ) PN =
n[w W W Py-P p_)

n
- 1 - —_ l 4
= B z we Lo -mf () P, v flp ) fl—) F[pk)]
k=1 k
]
= B % (p nwf[— - Py —pkmf(pkl ( K]]
k=1 k
n ( K DK
=B I w [pmf(=—) - p - p mfl=—) + flp ) |
k=1 k k K K k rK Kk

Pelo axioma (E4):

1 ) 1
5 (wl + wzJ = 12 (wl, w2, 5> =)

B{w

I
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(10)

(por (10))



.,l[w +
= 7 Y
1
:>__
2
=> B[2 f(
B

Portanto,
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=[2 F(%J -]

_F B
Iﬂ(w1 w2, W Dl’DZ"' ,pn) =
=[7F(i]—l]—l. g W fi"(p)—p‘l flp, ) # p
g 2 - K k k 7K k
) k=1
onde f satisfaz
flpg) = f(p).f(q) , p,a [0, 1] (11)
A solugcao geral estritamente monotomica de (11) (referéencia:
Aczel e Dardczy - Corolario 0.3.35 - p. 14) ¢
flp) = pB, B >0, B # 1 e para todo pe [O, 1]
Portanto,
£ 1.6 an B
In(w SWo e W5 PP ,pn] = [2[§J - ljkgl WK(DK - DK]
= IF (w_ ,w W ] o=
_ n l) 2) ’ > Dl;pz;---,Dn
n
SRRSO R ST
k=1

a qual € a entropia pesada de grau B.
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