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R E S U M O

Este trabalho trata das classes de Stiefel-Whitney de um 

fibrado vetorial, sua existencia, unicidade e aplicaçao.
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I N T R O D U Ç Ã O

Este trabalho oferece uma apresentaçao axiomática das classes de 

Stiefel-Whitney definidas como certas classes de cohomologia as­

sociadas a fibrados vetoriais sobre espaços topológicos, seguin­

do as idéias de J.W.Milnor em [9] . A existencia e unicidade 

das classes de Stiefel-Whitney assim definidas e dada ao final 

do trabalho, sendo que o objetivo fundamental é o de usar as prc) 

priedades de tais classes e dos números de Stiefel-Whitney que 

elas determinam para estabelecer o teorema de Thom, o que é atin 

gido no Capitulo III.



CAPITULO I

FIBRADOS VETORIAIS

1.1 - Definição: Um fibrado vetorial real Ç sobre um espaço topolõgico fixo B, 

chamado espaço base, consiste de:

i) um espaço topolõgico E chamado espaço total.

ii) uma aplicação contínua'jf : E -----fjB chamada aplicação pro

jeção.

iii) para cada b €• B a estrutura de u m  espaço vetorial sobre 

os reais no conjunto Tf ^ (b) .

Satisfazendo a seguinte restrição:

Para cada ponto b é B existirá urra vizinhança U C B ,  um intei-

n ““1
ro n >/ o e um homeomorfismo h: 11 x3R -— pTT ('10 tal que, pa 

ra cada b £ 1 1  , a correspondência x— f h (b, x) define um iso- 

morfismo entre o espaço vetorial 3R e o espaço vetorial?! (b). 

Um sistema de coordenadas locais para E, é um par CU.,h) numa 

vizinhança de b £  B.

Se ê possível escolher %  igual ao espaço básico inteiro então 

Ç será chamado um fibrado trivial.

0 espaço vetorial "Tf ^ (b) é chamado fibra sobre b. Denotaremos 

por Fb .

A  dimensão n de é função de b. Bn muitos casos de interesse 

esta função é constante, então falamos num JRn-fibrado.

Fibrado vetorial diferenciável - é um fibrado vetorial onde B 

e E são variedades diferenciáveis, 'Tf é urra aplicação diferen- 

ciãvel e para cada b £ B existe um sistema de coordenadas lo­

cais ( 'U., h) com b £ 'li. tal que h é difeomorfismo.

Fibrados isomõrficos.

Sejam dois fibrados vetoriais Ç e n sobre o mesmo espaço B.

Ç é isoirõrfico a ti , £ = n , se existe um homeomorfismo

f : E ( £ ) ----E ( ti ) entre os espaços totais, que mapeia cada

espaço vetorial F^( Ç) isanorficamente sobre o espaço vetorial

1.2 - Definição:

1.3 - Definição:

1.4 - Definição:

1.5 - Definição:

1.6 - Definição:

1.7 - Definição:



correspondente F^( n ).

1.8 - Exemplo: £  g-fibrado trivial com espaço total B x ]Rn can a aplicação

'tf (b, x)= b e óan a estrutura de espaço vetoriàl nas fibras defi ' 

nidas por: t^(b, x^) + t2 (b, x2) = (b, + t2x2)

1.9 - Afirmação: Um 3Rn-fibrado sobre B é trivial se e somente se é isomorfico a

f n . o  B *

Prova: i) Se Ç é um 3Rn-fibrado trivial B, então Ç = £  g.

Seja £ um ]Rn-fibrado trivial sobre B então B= 1k e, pela con­

dição de trivialidade local temos que o homeomorfismo

“ 1
h: B x 3R ----- J> TT (B) nada mais é que um haneomorfismo que

leva: E ( £  g) ----- e>E( Ç ), logo: Ç =

S n  ~
B = £ temos que existe homeomorfismo

f : E ( £) ----- pE( Ç ) , ou seja, f : B x 3Rn---- p E( Ç ) = /lf"1 '(B) .
t &

Logo a condição de trivialidade satisfeita nos dá B= 'IL .

Assim: ç é um ]Rn-fibrado.

1.10 - Exemplo: c^-fibrado tangente de una variedade diferenciãvel M.

Espaço total de cT^-variedade DM consistindo de todos os pares 

(x, v) com x £  M  e v tangente a M  em x.

Aplicação projeção - Tf (x, v)= x 

Espaço base - M

a estrutura de espaço vetorial em TT ^(x) é definida por: 

t^íx, v.^ + t2 (x, v2)= (x, t ^  + t2v 2).

Verifiquemos a condição de trivialidade local:

Como M  é une variedade diferenciãvel temos que para cada x €  M

existe função diferenciãvel h: 'IX'----- o definida sobre um

aberto U /  C  3Rn e tal que h rrapeia %(/ difeomorficamente sobre 

uma vizinhança ^U. de x em M. Da mesma forma existirá h 1 que na 

peará ^ x w  difeomorficamente sobre una vizinhança (x, v) em 

EM, conforme desenho abaixo: A

- 2 -



localmente tereraos qie se x  é M  e * U C M  é um aberto contendo x

então a aplicação H: 'U x 3Rn----será um difeomorfismo pois

h* é um difeoirorfisno. Assim, considerando a correspondência

“"1
x --- 1— È»H(b, x) terenos um isomorfismo entre 3R e (x).

~  ^  -
Observaçao: e um exemplo de um fibrado vetorial diferencia

vel, porque M  e DM são variedades diferenciáveis, TT é aplica­

ção diferenciãvel e.H é difeomorfismo. —

1.11 - Exemplo: Fibrado normal y de uma variedade M  C  3Rn .

Definição: Espaço normal - para cada x £ M  o .espaço normal de M  em x é o 

complemento ortogonal de DM em ]Rn. O denotaremos por N (M).
X X

Definição: Fibrado normal é definido como sendo o conjunto:

Y(M) = {(x,v) £  Mx 3Rn , v  6 N (M) }

- 3 -

onde a estrutura de espaço vetorial an fT ^ (x) é dada por:

II (x,v)= x ; t1 (x;v1) + t2 (x>v2) = ( x / t ^  + t2v2)

Usar erros este fibrado com o objetivo de provar o Teorema da 

-vizinhança:

Teorema da ^-vizinhança:

Seja M  C  ]Rn uma variedade sem bordo ccmpacta e sejam dados nú 

mero positivo l. e M c o conjunto aberto dos pontos em . !Rn 

com distância menor do que Ç. de M.

Se £  i sufientemente pequeno, então cada ponto w  £  M e pos­

sui um único ponto mais próximo em M, denotado por ^  (w). A-

lém disso a aplicação: ̂  : M e-----& M  é uma submersão j^4,

pág. 7oJ. Quando M  não é compacta, existe ainda uma.submersão

v~ĵ : M  e ------f» M  que é a identidade sobre M, mas agora o  é

urra função diferenciãvel positiva sobre M  e Y8 é definido co 

mo: (w 6  ]Rn ; |x-y| < £  (y) para algum y £  M  }



Proposição: Se M  c 3RN então y (M) é uma variedade de dimensão N e  a

projeção (T : y (M)--- — p M  é uma sufcmersão.

Prova: Definamos M  localmente:

ao redor de qualquer ponto de M, ache um conjunto aberto *U. -de

3RN e uma submersão <j> : "11----- o 3RK onde K = codim M, tal que:

U - M  n  'U. = cjf1 (0)

O conjunto N (rLL) = y (M) CS ("Ux R n ) é aberto em y (M). Para

cada y G "U ; d<j) : ]RJ
n ,K

P 3R e sobrejetiva, ja que <j> e sub­

mersão e tem kernel (M), pela definição da <p . Portanto sua 

transposta leva 3RK isomorficamente sobre y (M). L 4 ' Pãg- 7]]|-

K
N CU.) definida por:A  aplicaçao \p : 11 x ]R'

ip (y# v) - (y, d(j>̂  v), onde d4>u é a transposta de d<{> é por-

— K n
tanto bi jetiva e é um mergulho de ”li x ]R em M x ] R ,  isto é,

e um homeomorfismo. Logo N (10 é uma variedade parametrizada

pela \p com dimensão igual a dim H  + K = dim M  + codim M  =.n

J 4̂, pág. 24 J já que todo ponto de y (M) ton uma vizinhança

-----A X
K

então y (M) é uma variedade. E como (? o ip: 11 x E  

coincide com a submersão canônica então CT é uma submersão.

Passemos ã prova do teorema da £, -vizinhança:

Prova : Seja h: y(M)- i> 3Rn com h(y, v) = y + v, h é regular em to­

do ponto de M  x {o} em y(M) já que h é uma submersão em todo 

ponto de M  x {o} , pois através de (y, o) passam duas varieda­

des complementares de y (M), M  x {o} e {y} x N (M). A  deriva-
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da de h era (y, o) mapeia o espaço tangente de M  x {o}em (y, o)

sobre (M) e o espaço tangente de {y) x (M) sobre N (M). Io

go ela napeia sobre (M) + N^(M) = 3Rn . Sabemos que h irapeia

M  x {o} difeomorficamente sobre M  e é regular em cada (y, o),

então h deve levar uma vizinhança de M  x {o) difeomorficamente

sobre uma vizinhança de M  em ]Rn , jã que:

Afirmação: Suponha que a derivada de f: X ----t>Y é um isonorfismo quan

do x pertence ã subvariedade Z C  X e suponha que f mapeia Z di

feomorficamente sobre f(Z). Então f mapeia uma vizinhança de Z

difeomorficamente sobre uma vizinhança de f (Z).

Prova: Achemos inversas locais q. : ----- &X^ 1 1

onde { t L } ê una coleção localmente finita de subconjuntos a- 

bertos de Y cobrindo f(Z).

Seja w  ={ y£lL, para algum i, tal que g^ (y) = g^ (y) sempre 

que y £  tL c\ u^ }

e g: w f X

Basta provarmos que w  contém uma vizinhança aberta de f (Z).

Por absurdo: suponhamos que w  não contém vizinhança aberta de 

f (Z). Deve existir z €.f(Z) e una sequência Z^ que converge a 

Z; Z± ^  W.

^  Existe una ünica inversa local h de

f que coincide com todos os g^ defi­

nidos em Z. então existe uma única 
i

g . definida em Z .. Mas todos os Z . 

pertencem ao mesmo th então Z^ £  w. 

Agora qualquer vizinhança de M  contém algum M e , isto é claro 

quando M  ê compacta pois neste caso teremos que qualquer oober 

tura admite uma subcobertura finita o que implica na existên-



cia de M  . Pensando em termos gerais teremos que mostrar que

_ n C •** —
qualquer U de M  em ]R contem algum Y t e alem disso, se M  e

compacta í pode ser tomado como urra constante.

i) Qualquer vizinhança 0 de M  em 3Rn contém algum M e onde

M e = { w  IRn , jw-y < £. , para algum y M  } 
i

- 6 -

Seja una vizinhança 0 de M  em IRn . Senpre podemos fixar um L  

conveniente tal que se x G 0 e x í  M  se tenha que existe '.um 

conjunto aberto cujos pontos x estejam de y ê  M a  uma distância 

menor que . Assim existe M e

ii) M  é compacto então toda cobertura admite -uma subcobertura 

finita. Assim tomamos para M  a cobertura aberta { U^jcM. Pelo 

teorema da partição da unidade j^4, pág. 52 j existem funções 

diferenciáveis {0.} sobre X subordinadas aos { U }. Pela afirma
1  c  cc —

uct r-~f
ção i existe t tal que ; '\X .

£ c c _6 . L  . ; C/ porque para qualquer y e M  teremos que:

e. ~  1
u  c  'U •

Assim é B , í . = í  , porque para qualquer y (E M  teremos que: 

6^(y)= 1  e 0 ^  1  donde:

£  = *Z. o  i ^  ("'ãx ( £  e±) = iráx 6  i . 1 .

Utilizamos, assim, o fibrado normal de uma variedade para pro­

var o Teorema da £  -vizinhança. Com relação a y (M) nos falta 

ria mostrar que vale a condição de trivialidade local, fato es­

te que será comentado em 2.1 2 .

1.12 - Exemplo: ^ - fibrado linha canônico sobre Pn .

O espaço projetivo Pn pode ser definido como o conjunto de to­

dos os pares { -x, x }, com x variando sobre a esfera unitária 

S n C  e topologizado como um espaço quociente de S n .

ĵ 8, pág. 134 J



- 7 -

Sejam: 1) - subconjunto de A l 1'1'*' consistindo de todos

os pares ({ + x}, V) tal que V  é múltiplo de x - es­

te é o espaço total.

2) : E(^J) -----£>pn ; 7  ({ + x}, V) ={ + x } - e  a

projeção.

3) Pn - espaço base.

Assim cada fibra Tf ’*'({'+ x} ) pode ser identificada ccm a li-
n + j_

nha através de x e -x ai E  , que tsn a sua estrutura usual 

de espaço vetorial.

Condição de trivialidade local para 

Seja li-C S n qualquer conjunto aberto suficientanente peque 

no para não conter nenhum par de pontos antipodais e a ima-

-P TT“1 ^ )  égem de U em P . Entao o hcmeomorfismo h: U^x 3R - 

definido por:

h({ +x} , t) = ({ + x}, tx), para cada (x,t) £  Ux ]R.

Assim, conforme definição 1.2 o par (U^, h) ê um sistema de co­

ordenadas locais para ̂  ̂ , logo ̂ 1 ̂  é localmente trivial.

1.13 - Oefiniçao: tima secção de um fibrado vetor ial £ ccm espaço base B é uma 

função continua: s: B ----Í>E( £ )

que leva cada b £  B na fibra correspondente F^(Ç ) e tal que 

TT o s (b)= b para cada b £ B.

Exemplo - Fibrado produto

Consideranos o fibrado (B x F, li , B), orde é a projeção so 

bre o primeiro fator e a fibra é F. Fixando F, definimos s(b) =

= (b, F) onde s: B 

Tr-1 (b)= F

-Í»B x F. Assim il : B x F -0B

r'
secção

1.14 - Definição - Campo de vetores

Seja uma secção s: M -Í>DM da função Ü : DM ----& M, que



associa a cada ponto m  do seu domínio U C  M  um vetor tangente s^ 

em m. Quando U intercepta o domínio V  de une função diferencia—

vel f: M -----0 ]R definimos una função:

s^: M  -----3R em U 0  V  por

m -----£ (sj f ^6, pág. 38]

a secção s é chamada campo de vetores em M, se todas as funções 

s^ são diferenciáveis. Seus domínios são necessariamente abertos 

emM.

1.15 - Definição - Variedade pararelizãvel

Um conjunto ordenado de n-campos de vetores independentes x^,x2, 

— , xn em um subconjunto aberto U de uma variedade M  de dimen­

são m  é chamado uma paralelização em U .

- Uma variedade que admite uma paralelização global ê chamada 

paralelizável. £ 6, pág. 5lJ

1.16 - Afirmação - 'jj' ̂  não tem secção.

Prova - Suponhamos, por absurdo, que^jp^ admita uma secção s: Pn— eE(^) 

e consideremos a composição:

t
tal que ^  : Sn -----  E( e

( { + x }, t(x) x) £  onî e ® uma função contínua

(exemplo 1.12). Alou disso, como trabalhamos em ítt (-x)=-t (x). 

Levando-se em conta o fato da oonexidade de Sn temos garantido 

pelo Teorema do valor médio que deve existir um xQ tal que:

t(xo ) = 0.

-  r  \ ~
Conclusão: s( { + xQ }) = ({ + xq} , 0), ou seja, ^  n nao tem 

secção, pois havíamos suposto existir secção distinta de zero. 

Assim, em outras palavras, provamos que ̂  ̂  é não trivial,pois

não admitindo secção distinta de zero implica que não podemos

n 1
supor P = U, ou seja, a não trivialidade de ^ n *

Por exemplo, examinando em especial o espaço E( com

S — -— Px , temos que cada ponto pode ser escrito

- 8 -
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j^+ (cos 0, sen 0) , t(cos 0, sen 0)J com o ̂  0 .<. 1T e t é  E; 

esta representação é única exceto aquela que o ponto 

£+ (cos o, sen o) , t(oos o, sen o)J é igual a 

£+ (oos 1Í , sen Tf ) , -t (cos IV , sen íí ) , para cada t.

Ou seja, o espaço total E (^  ̂ ) pode ser obtido identificando-se 

a fronteira da irão esquerda j[oj x 3R com a fronteira da mão di­

reita [Tíjx 3R sob a oorrespondência (o, t) -----1> ( Tí , -t). Assim

E ( ̂  é urra faixa de Moébius aberta.

Esta descrição nos dã uma prova alternativa 

de que é não trivial, pois sobre esta

faixa para irmos de -x a x forçosamente pas-

samos por zero o que t o m a A 1cr 1 nao trivial.

C°íO X (K

1.1(7 - Definição: As secções s^, S2,..., sn são independentes se, para cada b £  B,

os vetores s-^(b), S2 (b),__, sn (b) são linearmente independen—

tes.

1.18 - Lerra - Sejam £ e n fibrados vetoriais .sobre B e f: E( Ç )----- í?E ( ri ) u

ma função continua que mapeia cada espaço vetorial F^ ( Ç ) isomor- 

ficamente sobre o espaço vetorial F^ ( n ). Então f é necessariamen­

te um hameomorfismo. Portanto Ç = n •

Rtrova - [ 9, pág. 19 j .

1.18 - Teorema - Um 3Rn-fibrado ^ é trivial se e somente se Ç admite n-secções

s^, 82?-••, independentes.

Prova: i) Sejam s^, S2,___ s^ secções de Ç independentes

Definimos f: B x 3R
n

-p>E por:

f(b, x) = x^ s-̂ (b) + X2 S2 (b) + __+ xn En (b)

f é continua porque é u m  combinação linear dos vetores linear­

mente independentes s-̂  (b), s2 (b)_____ sn (b).

Pela maneira como foi definida ela irapeia cada fibra de £  ̂  nu
—

ma fibra de r , e pela mesma razão como s^ (b),..., sn (b) são 

linearmente independentes era E( p  a aplicação f é 1-1 e sobre, 

já que associa o par (b, x) £  Bx ]Rn a x1 s^(b) + ...+xpsn (b) £. E.



Assim f é um isomorfismo de fibrados e Ç ê trivial (afirmação 

1.9).

ii) Agora suponhamos que Ç é trivial, com sistema de coordenadas 

(B, h).

Definindo s^(b)= h j b ( o , o ,  1, o,— , o)j G  F^( Ç ) com 

o 1  na i-ésima posição então

s^, S2 ,___ sn são independentes.

Ilustrando:

Seja S1 C  ]R2 e TS1- {(x, y), x £ S1, y G  T^S1 } o 

seu flbrado tangente.

Seja Cf : s1----- í> 3R2 x!IR2, com '<7 (S1) C  T S1 tal que:

<f(eie)= (eie, e i ( 0 +  * /2))

onde (T por construção é 

função continua. Assim

cr é secção de T S"*-

distinta de zero, ou se­

ja, admite um campo de vetores, logo S^ é paralelizável. Da

mesma forma se usarmos a fórmula de Moivre teremos:

i0 / . i (0 + '*/2) , . 
e = (x, y) e e ' = (-y, x)

- 10 -

entao: (x)= [(x, y), (-y, x)J
•k'k‘kic'k,k'k'k-k'k1cjí'k 'kjçjckJ:-k-k-kit

Fibrados vetoriais euclidianos:

1.20 - Definição: Dizemos que a função de valores reais p sobre um espaço ve

torial de dimensão finita V  é quadrática se y puder ser 

expresso sob a forma:

y (v)= . ^ ^ ( v )  iò^ív) com e l 1̂  lineares. 

Assim temos que uma função quadrática determina um par simé­

trico e bilinear v, w -----p v. w  de V x V -----p>3R .

onde v. w= ^  |~P (v+w) - V (v) - |i (w)J ê o produto interno.

- y é dita definida positiva se U (v) > o; v ^ o.

1.21 - Definição: Um espaço vetorial euclidiano ê um espaço vetorial real V  fi

nito com uma função quadrática definida positiva.



M  : V ------- m

1.22 - Definição: Um fibrado vetorial euclidiano é ura fibrado vetorial real jun

to cora.uma função continua y : È( Ç ) -----J>3R, tal que a res—

trição de y para cada fibra de Ç é definida positiva e qua- 

drãtica.

Observaçao: 1 ) y será chamada uma métrica euclidiana sobre o fibrado veto 

rial £ .

2) seja (J o fibrado tangente de uma variedade M  entao uma

métrica euclidiana y : D M ------ ö3R é chamada Métrica Rie-

maniana e M  com a métrica y é dita uma Variedade Riemania 

na.

Como um exemplo podemos utilizar o fibrado tangente de 3Rn , 

que ê trivial, temos que ]Rn possui uma métrica Riemaniana pa­

drão o que implica, se consideramos ima outra variedade M C  3Rn 

sob a composição D M  C  D 3Rn --- ^— p]R, que a variedade M  tam­

bém é uma variedade Riemaniana.

1.23 - Lana - Seja £ um fibrado vetorial trivial de dimensão n sobre B y e

qualquer métrica euclidiana sobre £ . Então existe n secções 

s-jy s2,.../ sn de ç que são normais e ortogonais no sentido de 

que:

s^ (b) Sj(b)= ô^j (delta de Rnonecker) 

para cada b £  B.

Portanto K é trivial também como um fibrado vetorial euclidiano. 

Este lerra, em outras palavras, nos garante que os conceitos de tri 

vialidade para fibrados vetoriais e fibrados vetoriais euclidianos 

coincidem.

Prova: Sejam s£, sí,,— , s^ n quaisquer secções independentes então 

s^(b), sí, (b), —  , (b) são vetores linearmente independentes e 

portanto uma base para ( Ç ). Aplicando o processo de Gram-Sch-

midt, já que y é métrica euclidiana sobre Ç , obtemos s* (b)_____

—  ,s*(b) que será uma base ortogonal para F^( E, ), dividindo cor­

respondentemente pelas normas destes, vetores obtemos:

- 11 -



s-^(b), S2 (b),..., sn (b) que será u m  base ortogonal para £ ) ou 

seja: s*L (b) s^ (b)= ô ± j .

***********************************
* * * * * * * * * * * * * * * * * *
* * * * * * * * * * * * * * * * *

* * * * * * * * * * * * * * * * * *

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
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CAPÍTULO II

CONTRUÇAO DE NOVOS FIBRADOS VETORIAIS A  PARTIR DE FIERADOS CONHECIDOS

2.1 - Restrição de um fibrado a um subconjunto do espaço base:

Seja Ç um fibrado vetorial can projeção TT : E -Í>B e B C  B. Fazendo

E = Tf 1  (B) e li = E

denotado por t

-s> B obtemos um novo fibrado vetorial que sera

-g e chamado: Restrição de s a B 

Cada fibra F^( Ç j —  ) é igual a correspondente fibra F^í Ç ) e tem a mes­

ma estrutura de espaço vetorial.

Exemplo: Sejam: M  - variedade diferenciável

- subconjunto aberto de M.

Tomando o fibrado tangente desta variedade, ter anos:

M  - espaço básico 

DM - espaço total e ‘íT : E M -----& M

Seja aberto 1| C  M  = P  V= 

terenos 'Tí : V ----- P "U assim

V

2.2 - Fibrados induzidos:

Sejam £ um fibrado vetorial com projeção TT f  B e B^, um espa

ço topolôgico arbitrário. Para qualquer f : B^ -----P B construímos o cha­

mado Fibrado induzido f* Ç sobre B ^  da seguinte forma:

Espaço total de f* Ç - E-̂  C  B-̂  x E, que consiste de todos os pares (b, e)

com f (b) = TT (e) .

Projeção de f* - ‘Tf : E^ 

Espaço básico de f* Ç - B^. 

Assim o diagrama:

(b, e)

-PB^ definida por íl ^(b, e)= b.

(b)

com f (b, e) = e 

f( b, e)j =

(e)

(b)

é comutativo (diagrama de pull-back) pois: 

(e) = b e f jplT 1 (b, e)J = f(b) =TT



e a estrutura de espaço vetorial sobre TV ^ (b) é dada por: 

t-̂ íb, e1 ) + t2 (b, e2) = (b, t^ e1 + t2 e2).

Assim a função f (b, e) leva cada espaço vetorial de (f* £ ) iscmorficamen 

te sobre o espaço vetorial F^ ̂  ( Ç ) -

Se ( 'U , h) é um sistema de coordenadas locais de ç t o m a n d o ^  = f ^ ('li. ) 

definimos:

h^: t x E n ----- D lí ^1 ( 'U-̂ ) por:

hx (b, x) = { b, h jjf (b), xj }

Temos que ( Hj, ̂  > h^) é sistema de coordenadas locais para f*ç ou seja: 

f*£ e localmente trivial.

Afirmação: Se Ç é um fibrado vetorial diferenciãvel e f uma aplicação di 

ferenciãvel, então é u m  subvariedade diferenciãvel de B^x E. 

Prova: i) B^ x E é variedade diferenciãvel:

E é variedade diferenciãvel e B^ espaço topológico arbitrãrio

can f: B^ -----£? B uma função diferenciãvel e B variedade diferen

ciãvel então B^ tarribém é variedade diferenciãvel. Assim: B^ x E 

é variedade diferenciãvel \j2, pãg. 5~j . 

ii) é variedade diferenciãvel:
K

Coitd B^ x E ê variedade diferenciãvel k-dimensional então ; para 

cada ponto (b, e) £  B-̂  x E existe uma vizinhança 'Xí em B^ x E 

que é difeoirõrfica a um conjunto aberto '"U C  Tbmando '"f j en 

tao E-̂  é variedade diferenciãvel.

Assim, como E^ C  B-̂  x E tenos que E^ é subvariedade de B-̂  x E. 

Sejam E, e n fibrados vetoriais:

Definição: Uma aplicação fibrada de ti para Ç é uma função continua:

g: E( T) ) -----6>E ( £ ), que carrega cada espaço vetorial F^(r| }
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isomorficamente sobre um dos espaços vetoriais F^,( £ ). 

Fazendo g (b) = b' temos no diagrama de pull-back:

E ( n ) ------- 2-------P E  ( Ç )

ff.

O'
11 a

<7 _  ^

B ( n )-------- 2------- í>B (ç)

A  funçao resultante: g : B( n ) -----f>B ( Ç ) é continua porque

cr -1 ^■ n rr n 2"

2.5 - Lema: Se g: E( n ) -----Í>E ( Ç ) é una aplicação fibrada e se

g : B ( n ) — — B ( Ç ) é a correspondente aplicação dos espaços ta 

ses, então n é isomórfico ao fibrado induzido g* £ .

Prova: Definamos H: E ( F) ) -----g>E (g* Ç ) por:

h(e) = ( || (e), g(e)), onde ji e a aplicaçao projeção de ri . 

h é continua porque mT e g o  são e napeia cada fibra F^( ti ) isomor 

ficamente sobre a fibra correspondente F^ (g* ç ) então r\ = g*

(Leira 2.3).

2. 6 - Produtos cartesianos - Dados dois fibrados vetoriais £ ̂  e Ç ̂  com aplica­

ções projeções: í! ; i = 1 , 2

o produto cartesiano ç ̂  x £ 2 é definido ccmo sendo o fibrado com proje-

çao II ^ x |j 2 : ^  x E2 ----- £>B^ x B^ an que cada fibra tem a estrutura de

um espaço vetorial e a condição de trivialidade local é visível pela própria 

construção do fibrado.

Exemplo: M^, - variedades diferenciáveis.

Seja a variedade M= x M 2 e tomemos o seu fibrado tangente d 

Assim existe f = id (que é um homeornorfismo sempre) que mapeia ca- 

da espaço F ^ ( ç) ) sobre o correspondente espaço vetorial

F (br  b2 ) ' ^  X

<j Z d  X d
M  M 1 M 2

Condição de trivialidade local:

Seja ( 'U. , h) sistema de coordenadas para e ( r\3" , g) siste- 

ira de coordenadas para se torrairos um aberto w  = de



M. x M-2 podemos achar uma ..função '"j) = h x g tal que:

(w, ) será um sistema de coordenadas para ^  x ^  M

2.7 - Somas de Whitney:

Consideremos dois fibrados e ^  scbre o mesmo espaço básico B. Seja

d: B -----f>B x B o mergulho diagonal definido por: b ------- f? (b, b ) .

E-̂  ------- --- :---- í? E^ x E2

- 16 -

“í v " *

v
B ------- -------- D B x B

Denominamos d* ( x Ç 2) = ® ^2 ~ a SOIta Whitney de e ^ 2 *

Assim, cada fibra F^( ® E,̂ ) é isanórfica ã soma direta

Fb< ^  • Fb < « 2>.

2.8 - Definição - Subfibrado

Sejam dois fibrados vetoriais ç e ^ sobre o mesmo espaço B com 

E ( Ç ) C  E ( ti ), então £ ê um subfibrado de n se cada fibra 

F^ ( Ç ) é um subespaço vetorial da correspondente fibra F^ ( ^ ) • 

Escrevemos: £ C  ri

2.9 - Lema - Sejam e ^  subfibrados de ri tal que cada espaço vetorial

F^( n ) ê igual ã scma direta de dois subespaços e F^( * En~

tão r) é isaiórfica à soira de Whitney ® ^2 *

Prova: Coitd F^( ^ ) = F^( © F^( definimos f tal que:

f: E ( ç 1 ® Ç 2) ----- ^Eí n ) e f(b, (e1, e2)) = ei + e2

i) f (b, (e-jy 62)) “ ex + e2 ® função contínua já que leva elemen 

tos (b, (ex, e2)) de F^C © g 2) em e1 + e2 onde e ^  Ffa( 

e e2 £  Fb ( ç 2)', pois:

Ffoí n ) = F^( Çj) ® Ffa( , e, para qualquer b temos que ela 

associará o par (b, é^, ©2)) à soira e^ + 

ii) f é  transformação linear pois:

a) (e1 + e2) + (e[ + e^) = f £b, (e-^ e2)J + f [b, (e|, e'2) | =

= f Qd, (e-̂  + e|, e2 + e^) J e

b) f ĵ c(b' (e]/ e2̂ J - c f J~b, (e1# e2)J

e por definição f é bijetiva, logo:
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f leva cada fibra de F^( n ) isomorficamente sobre a correspon 

dente fibra de © ^ )  > assim:

pelo Leira 2.3 ® £>2 ’

2.10 - Complementos ortogonais:

Nosso objetivo agora ê: dado um subfibrado £ de n , ou seja, Ç C  ^ ,

X
vamos encontrar um outro subfibrado £ de Ç tal que este se decomponha

y
como una soma de Whitney, ou seja: T\ - £ © ç

Considerando n provido de una métrica euclidiana então cada seroando com 

plementar pode ser construído como segue:

( Ç ) - subespaço de F^ ( ti ) consistindo de todos os vetores v tal 

que v. w  = õ, para todo w  €  F^(Ç ).

E ( £ ■*■) C  E ( n ) ~ a união dos F^( t}" ), para todo b £  B( n ) •

l i-2 . 1 1  - Teorema: E( £ ) e o espaço total de um subfibrado £ C  r) • -Alem disso

Prova: cada espaço vetorial F^ ( n ) é a soma direta dos subespaços F^ (Ç )

>
n

e Ffa( £ ) pela própria construção, portanto o único problema con-

X
siste em verificarmos a condição de trivialidade local para K

Assim, dado qualquer ponto bQ B, seja ü vizinhança de bQ suficien 

temente pequena de modo que Ç j ^ e ^ u s °̂ ^ivi a i s . Sejam 

s^, S2, ..., sm  secções ortogonais nonrais de çj ^ e s 1^,..., s^ 

secções ortogonais normais de ti ^ onde m e n são as dimensões das 

respectivas fibras (Lema 2.4). Portanto a na triz m  x n

/ • • • t

(b ) tom posto m, com n>m.

Renumerando os s\, se necessãrio, podemos supor que as primeiras m 

colunas são linearmente independentes.

Seja V  C  U o conjunto aberto que consiste de todos os pontos b 

para os quais as primeiras m colunas da matriz j^s^ (b). s^ (b) são 

linearmente independentes. Então as n.secções:

s^, s2,..., sm , ___ de riy são linearmente independentes

em qualquer ponto de V. Aplicando novamente o Processo de Gram- 

Scbmidt a esta sequência de secções obtemos secções normais. ortogo­

nais s^, s2 ' " ‘> sm ' snH-l' — ' sn 71 V' Nosso ol:)jetivo ® pro-naxs s • • • f



var a condição de trivialidade local, assim um sistema de coordenadas

n—m  --
locais para E, , (w, h) com h: v x]R -----frE( Ç ) e dado

por: h(b, x) = x1 sm+ 1 (b) + ... + xn_m  sn (b).

Supondo e £  E( Ç ̂ " ) temos que a igualdade:

- 18'-

h 1 (e) = cr'jjTe, (e. U è), e. s„( 'II e)n
é uma identida­

de. Assim, h é um homeomorfismo.

Como exemplo tomemos duas variedades diferenciáveis M, N com M C N  C  3R^ e N

com uma métrica Riemaniana. d n M

entao: U  N = d  M  © 
x x

X
onde d  M  ê charrado fibrado normal y de M  em N.

2.12 - Corolário - Para alguma subvariedade diferenciável M  de une variedade dife-

renciãvel Riemaniana N o fibrado normal y é definido e:

Yn '
M a N

M

Observaçao: Agora, com este corolário nos é possível falar na condição de 

trivialidade local para o fibrado vetorial y visto sabermos

que a mesma vale para ‘'m  eX /V
, o que nos leva a afir-

M
mar que ela tanibém vale para y .

Ainda sobre o corolário 2.12 para generalizarmos esta idéia su­

ponhamos que M  e N são variedades diferenciáveis, sendo N R i e m  

niana e f: M -----f>N uma imersão. Então para cada x <= M  o es­

paço tangente DN^ ̂  deaompõe-se como a soma direta da inegem 

Df (DM ) e seu conplemento ortogonal. Da mesma forma o fibradoX X

induzido pela f, f* nr sobre M  se parte oorno a s o m  de Whitney
J  N

de um subfibrado isomorfico a ^  e um subfibrado coirplementar 

Yf . Logo:

2.13 - Corolário - Para qualquer imersão f: M ---- £-N com N Riemaniana, existe u m

decornpos içao em s o m  de Whitney



f * N ~ Y f

2.14 - Funtores contínuos de espaços vetoriais e fibrados vetoriais:

Seja V  a categoria consistindo de todos os espaços vetoriais reais de dimen- 

finita e todos os isomorfismos entre tais espaços vetoriais.

2.15 - Definição: Ora operação T: V  x V -----9 V  que associa:

1) a cada par v, w  £. V  de espaços ■ vetoriais um espaço veto- 

rial T(v, w) £  V  e

2) a cada par f: v -----£>v'; g: w ---- ^w' de isomorfismos um

isomorfismo:

T(f, g) = T(v, w) ---- p>T (v1, w ' ) tal que:

3) T(I , I ) = im/ . e
v' w  T'(v, w)

4) T ( fj o f2, g^ o g2) = T (f^, g^) o T(f2, g2) é chamada um 

Puntor.

- Um funtor é contínuo se T (f, g) depende continuamente de f e g.

- 0 conceito de funtor oontínuo T: V x V x  ... x V e m K  variáveis é definido 

s imilarmente.

Exemplo: a cada par v, w  de espaços vetoriais reais associamos o espaço ve 

torial dos homomorfismos de v em w  (Hom(v, w ) ).

Fibrado T ( Ç2 " *  ^  :

Seja T: V x V x __x V u m  funtor contínuo de k variáveis e Ç2 -.. ^

fibrados vetoriais sobre una base comum B.

Construímos um novo fibrado vetorial sobre B como segue:

Para cada b £  B seja = T(Fb ( ,— , F^( ) e E a união disjunta

dos espaços vetoriais Ffa e definimos: Tf : E ----- e>B por íi  ̂(F^) = b.

Assim, partindo do funtor dualidade \/~-----P Hom ( \T , 3R) obtemos o funtor

K -----  (HditiX Ç ,£"*") que associa a cada fibrado vetorial seu fibrado veto­

rial dual.
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CAPITULO III

CIASSES DE STIEFEL-WHITNEY

Neste capitulo usar anos H1  (B, Z'/2) que é o i-êsimo grupo de cohcmologia sin 

guiar de B com coeficientes no grupo dos inteiros módulo 2.

Nosso objetivo ê definir as classes de Stiefel-Whitney e o faremos de forma 

axicrnãtica, não nos preocupando, por ora, com problemas relativos â sua existência 

e unicidade, a tratar nos últimos dois capítulos deste trabalho.

Axioma 1 : A  cada fihrado vetorial Ç corresponde uma sequência de classes de coho- 

mologia

w±( ç ) £  H1 (B( Ç ), Z/2); i= 0, 1, 2,... 

chamadas "CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY" de £ .

Além disso: i) w  ( Ç ) - é o elemento unidade 1 G  H°(B( £ ), Z /2)

ii) ( Ç ) = o para i > n se £ é um HRn-fibrado.

Axiana 2: Naturalidade

Se f: B( £ ) -----£>B( ri) é coberto por uma aplicação flbrada de £ on

■q , então:

•k
w±( £ ) = f w±( n )

Axioma 3: Teorana do produto de Whitney

Se £ e ri são fihrados vetoriais sobre o mesmo espaço base, então:
K

wk ( £ ® n ) = *z_ w±( £ ) u  wk_j_( n )

l=c r- 1
* onde VJ e o produto cup de classes de cohomologia [3, pag. 143J.

Axiana 4 : A  classe de Stiefel-Whitney do fihrado linha canônico ^  sobre o circu­

lo P1, w1 ( ^  ) £ o.

/j^ ê o fibrado introduzido no exemplo 1 .1 2 .

-----------/--------/-------- ^---------------

Consequências dos quatro axianas:

Como consequência imediata do axiana 2, temos:

3.1 - Proposição: Se £ ê isanórfico a n então w^( £ )= w^( ri ),

E( Tl )



-pE{ n ) que leva cada espaço

- 2 1

Se £ = n existe homeomorfismo; f: E( Ç )- 

vetorial ( Ç ) isomorficamente sobre o espaço vetorial correspondente F^( r] ), lo 

go f é uma aplicação fibrada (definição 2.4).

Assim f : B ( Ç ) -----& B ( T) ) é coberta por ima aplicação fibrada, ou seja, o dia­

grama abaixo comuta: 

f
E( ç; E (Ti.)

r*
ou

B ( Ç) 

onde f: B( E, )

B ( n )

f*:' H 1 (B ( n ))

-t>B( n ) induz em cohomologia

-NH (B( Ç )). Temos, pelo axioma 2 que ( Ç )=f w^( ri )

Supondo f = id temos: ( Ç ) = ( ri.)

já que (id) = id.

3.2 - Proposição: Se £  é um fibrado vetorial trivial então w^( £ )= o, para i >o

Prova: £  é trivial, então:

E( t) ------ 1 ------ A .V

ir

B (£ ) =11-

existe uma aplicaçao de fibrado de 

£ para um fibrado vetorial n s£  

bre um ponto.

Assim fica induzido um homamorfismo de grupos:

f*: H 1 (x) ----- L H ^ B  ( D ) .  .

*
Logo w±( £, )= f (w± ( f] )) = o para i > o por ser B ( n ) = x um ponto cuja ho

mologia é nula se i >o.

3.3 - Proposição: Se £  é trivial então ( c ® ri )= w^( ri ).

Prova: w, ( £  ffi ri )= ^  w. ( £ ) ^  w, , ( n ) - pelo axioma 3,
K i =o K ±

mas ( £. )= o, para i > o  - pelo axioma 2 , donde

wk ( £• e  n )= wQ ( t ) wk ( n ) + w1 ( t ) wk- i ( n ) + w2 ( £  )wk _ 2 ( n )+ 

+ . . .  + wk  ( £  ) w ( n ) .

Logo w± ( £  ©  n ) = wi ( n .).



3.4 - Proposição: Se E, é um H n-fibrado com u m  métrica euclidiana que possui u m

secção não nula em todo lugar então w  ( Ç )= o.

Se Ç possui k secções independentes então:

wn-*HLl E > = "n-k+2( 5 > = • • • =  Vn < S > =  °-

Prova: Pelo teorema 3.3 e pelo lema 2.4 segue que Ç se parte como u m  s o m

c c x  c c i-
de Whitney C + C  onde c  e trivial e l, tem dimensão n-k.

Assim Ç n= £ k ffi £  , n-k+l< s •< n e

w . Ç n ) = w , _  ( £  k  © t 1')=  £  ws ( 6  k ) u  , ( £  . ) =

- 2 2 ' -

n-k+s s ' n-k+sv w w ' WI ' ^ ' n-k+ís-i)
c i-

(onde para que wn_k+ ^  ) = o teremos que ter:

n-k+(s-i) > n-k; s-i > o; s > i.)

Assim oom mais razão s+1 > i. Voltando ã igualdade: 
m-Krí- ^

= j ^ V l '  ^ k) ° "n-k+s-(s+l)( £ ) =

= . í k > u  wn_k+1( f>), onde:

^ ^ r* k  k - ~
a) wg+1 ( Ç, ) = o, porque s+l> o e £  ê fibrado trivial (proposição 

3.2) .

L
b) wn_k+1 ( &  ) = o, porque n-k+l?n-k, que ê a dimensão de c  (axio 

m l ) .  . '

Cem o mesmo procedimento temos derronstrado o teorem.

Observação: Quando a s o m  de Whitney Ç 0 n ê trivial, tenos:

* w i ( ç ) + w]_ ( n ) = o

* *  w2 ( Ç ) + ( Ç ) W1 { n ) + w2 ( X] ) = o

*** w3 ( Ç ) + w2 ( £ ) w x ( Ç ) + w 1 ( Ç ) w 2 ( n ) + w 3 ( n ) ■ = O, etc-----

Utilizando estas igualdades poderros cbter ( n ) expressado como, um 

polinómio nas classes de Stiefel-Whitney de E, .

Assim: ( n ) = -w^ ( Ç ), substituindo em ** 

w 2 ( Ç ) - w 1 ( Ç ) w1 (Ç ) + w 2 ( n ) = o 

donde w 2 ( n ) = w 1 ( E, ) w 1  ( Ç ) - w 2 ( Ç ) 

que substituida en *** dará:

w 3 (Ç )- w 2 (£ ) w1 (ç ) + ) ^ ( Ç  ) w 1 (Ç ) - w 2 (Ç ) + w 3 (n ) = o

então:

w 3 (n ) = -w3 (E, )+ w 2 ( Ç )w1 ( Ç ) - wx ( Ç ) wx ( £ ) + ( Ç ) w 2 ( £ ) 

oom procedimento análogo chegamos a w ; { n ).



Ê conveniente introduzir o seguinte formalismo: 

ff
3.5 - Definição: H (B; 2 /2) denotará o anel consistindo de todas as series infi- •

nitas formais:

a = aQ + a-̂  + a2 + __ , com a^ H1 (B; & /2)

onde a operação neste anel é dada por:

(ao+a^+a2+ ...) (bo+bj+k>2+ __) = (aobo+a^bo+aob^) + (a2bo+a-̂ b-̂ +aob2 ) +...

3.6 - Definição: Classe total de Stiefel-Whitney

A  classe total de Stiefel-Whitney de um 3Rn-fibrado Ç sobre B é de 

finida como sendo o elemento:

w(Ç )= 1 + w1 (Ç ) + w 2 (£ ) +...+ w  (Ç ) + o + ...

Tf
do anel H (B; % /2) .

Nota: Utilizando esta notação formal no teorema do Produto de Stiefel- 

Whitney, tereiros:

w ( Ç - © n ) = w ( Ç ) w ( n ) .

3.7 - Lema: A  coleção de todas as séries formais infinitas

TT
w  = 1 + wx + w 2 +... £  H (B; Z /2)

com o primeiro termo 1 forma um grupo comutativo cctn relação ã multipli_ 

cação.

Prova: i) Propriedade comutativa:

Sejam: w  = 1 + + ví2 + __ e w  = 1 + + w 2 + __

entao: w  w  = 1 + + w^) + ( w 2 + + w 2) + ...

e w  w  = 1  + (w-ĵ + Wj) + ( w 2 + Wj + w 2) + ...
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=$>■ w  w  = w  w

ii) Existência de elemento neutro: w* = l + o +  o + __

w  w* = (1 + + Vi?2+ ...) (1 + 0 + 0 + ...) =

= 1 + (o + w^) + (o + O + W 2) + (o + o + o + w^) + __= w

iii) Propriedade associativa: Sejam

w  = l+w^+w2+ ..., w  = l+w^+w2+ ..., w*— 1+ wj+wíj + . . .

(w w)w* = 1+ w*^+ (w^+ w^) + w* + (w^+ W-̂ ) W* +(w2+w^w^+ W 2) +.. . 

w(w w*) = 1+ (w*+ w^) + :w^ + wí; + w^w|+ w 2+ w^(w£+ w^)+ w 2 +... 

~=i> (w w) Vi* = w  (w w*)



iv) A  inversa w  = 1 + w-̂  + w 2 + ... de um dado elemento

w  = 1  + + v?2 + ... ê:

—  2 3
w  = 1 - + (w^ - w 2) + (- + 2 w^w2 - v^) + ... 

que também pode ser computada pela expansão em série de potências 

|^1 + (w-ĵ + Vi?2 + ... )

Consideremos dois fibrados Ç e n sobre o mesmo espaço básico. Do Lema 3.7 temos 

que: w( Ç ffi n ) = w ( Ç ) w ( n  ) pode ser resolvida univocamente como:

w ( n ) = w ( Ç ) w ( Ç © T i )

e, em particular, se Ç ® ri é trivial, então: 

w(  n ) = w ( Ç )

porque: w( £ ffi n ) é a classe total de Stiefel-Whitney do I^-fibrado 

Ç ffi n que pode ser escrita corro uma série formal: 

w ( £ +  n ) = i  + w1 ( Ç +  n •) + w2 ( ç + ri ) + —

Como Ç + ti é trivial, pela proposição 2, temos que:

w(  ç © n )  = 1  + 0  + 0 + . . .  . . _

3.8 - Lema: Teorerta da dualidade de Whitney

Se é o fibrado tangente de urra variedade M  no espaço euclidiano e

y ê o fibrado normal, então: 

w-_ ( y ) = w± ( d' M )

ty
Este resultado se deve ao fato de podermos olhar o fibrado Y © C/ 

conr) um fibrado trivial já que os seus componentes são sempre linearmen 

te independentes, podendo os mesmos serem pensados ccmo geradores de u 

na base para o espaço todo.

A  seguir faremos a computação de classe de Stiefel-Whitney para alguns 

casos:

Exemplo 1 : Seja çf o fibrado tangente da esfera unitária Sn . Então a classe

w( J  ) = w(S ) e igual a 1, em outras palavras, o fibrado tangente de 

Sn do ponto de vista de classes características não pode ser distingui­

do do fibrado trivial de Sn .

Prova: Seja h o mergulho padrão SnC  3Rn+^. O fibrado normal y de' Sn é trivial

porque podemos tomar Sn . como sendo o aberto U do fibrado e o mergulho h 

como a função que levará U x IRn ----- £> ̂  ^ (U).

i - 24 -
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Coroo w( d  ) w( y ) = 1  porque w^( y ) = .( pelo Lema 3.8 e jã que y

ê trivial, então: w  ( y ) = !• 

rf
Assim: w ( çy ) = 1.

Exemplo 2: A  classe de Stiefel-Whitney total do fibrado linha canônico (exem­

plo 1.12) sobre Pn ê dada por: ^) = 1 + a

1
Prova: Seja a inclusão padrao j : P

f\ 1

£>Pn (exemplo 1 .12 ), j ê coberta pela

A

S’ -t>S
n

Logo, utilizando os axiomas 2 e 4, temos:

3* wl ( f n '  =W1 < ^ 1 > * °

logo w^( /jp ^) não pode ser zero, portanto deve ser igual a algum a o.

r 1 ~
Como as classes de Stiefel-Whitney restantes de n sao determinadas pelo 

axioma 1 , temos:

w< ' f r n’ = 1 + a

Exemplo 3: O fibrado linha canônico ^  ^ sobre Pn é um subfibrado do fibrado tri­

vial C  n+^ por ser fibrado ortogonal ao fibrado tangente de

Seja ^  o complemento ortogonal de ^ em C  

espaço total E( Q  ) que consiste de todos os pares:

9 n+l
", ou seja, o

( { + x }, v) £  Pn x 3Rn com v _L x.

2
Logo ) = l + a + a + . . . +  a11.

ê trivial, temos:

w( ) — w  ( -̂\ ̂ ) — (1 + a) — l + a + a +  . . . + a .

Este exemplo mostra que todas as n classes de Stiefel-Whitney de um 3R“-fi-
,n

brado podem ser nao nulas.

X-
3.9 - Lerra: 0 fibrado tangente <J de Pn é isomõrfico a Hom( ^  n , ).

Prova: Seja L uma linha através da origem em ]Rn+"*" interceptando Sn nos pontos +x, 

e seja Lt c  lRn+"*~ o n-plano complementar. Seja f : Sn ---- fy Pn a aplicação
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canônica f (x) = { + x } 

Assim a imagem pela Df: DS'
,n {>DPn dè döis vetores (x, v) e (-x, -v) é a

mesma, pois por Df estaremos trabalhando com planos paralelos, e se v é o

vetor tangente a um arco regu­

lar p por x então -v ê o ve 

tor tangente do arco regular -p 

por -x.

Portanto a variedade tangente 

DPn pode ser identificada com o 

conjunto de todos os pares 

{(x, v), (-x, -v)} satisfazendo x.x = 1 e x.v = o, jã que x £  L pode ser 

pensado como um vetor.

Assim cada par { (x, v), (-x, -v) } determi 

na univocamente una transformação:

X
£ : L -----; £ (x) = v.

Assim, £ associa a cada x um vetor v, ou seja, o espaço tangente de Pn em 

{ + x } é isomórfico ao espaço vetorial Hom(L, L ) por um isomorfismo

Conclusão: O fibrado d  é isomórfico ao fibrado Horn ( ^  ̂  ), pelo isomorfismo 

de fibrados cuja restrição sobre { + x } é j|+ x ^•

rr' C l -  -
3.1 u - Teorema: A  soma de Whitney çj © c e isomorfica a (n + .1)-vezes a soma 

de Whitney: ^  ̂  © (/'n® * ’' ® (P n " Portanto a classe total de

-í>Hom < Tl,  x ' K >

Stiefel-Whitney de Pn ê dada por:

n  _i_ 1 ./ rH-1) , /n+l] 2 , , / n+l| n
w(P ) = (1 + a) = 1 ^  3 +  a a + . . . +  n a

Prova: O fibrado Hom( ) é trivial jã que é um fibrado linha

com uma secção que não se anula em nenhum lugar, basta torrarmos 

idL Ç  Hom< f r n  ' 'frl ‘) em x, a aplicação que associa x-- ^id^V v/ %
e que nao ê nula.

(1)Portanto: çj ffi <£ 1 = Hom ( 'jp ̂  © Hcm ^ ^

_ «o j /"v p X —
porque peio lema 3.9: çj = Hom ( ) e cano C  ê tri-

vial, então £ ^ = Hom ( ^  ^ ^  - ver afirmação 1.3.



(1 ) ê isomórfico a:

Hom( Q  n ' 0 " Hom ^ rH"1)

e portanto: Hom ( ^  ^) =

= Hom ( ^  ̂  , £  X) © ... ffi Hom ( ^  £  1) .

Veremos em 3.11 a seguir que ^ tem uma métrica euclidiana o que 

implica, no nosso caso, que Hom( ^  ^ ^  ̂  .

Assim: ffi ^ ^ 3 ^ n  ®  • • • ®  n *

3.11 - Afirrtação: Se um fibrado vetorial Ç possui uma métrica euclidiana Ç é

isonõrfico a seu fibrado dual Hom( Ç , onde:

Hom( £ , £  ”S  é o espaço fibrado vetorial de todas as aplica­

ções fibrado f: E, -----v £  ^ (ver K-Theorv - Atyak) .

Aplicando a definição de espaço vetorial dual temos que o dual de F^( Ç ) é

o espaço vetorial dos operadores lineares de F^( Ç ) ---- ^ IR, onde a estru

tura de espaço vetorial do dual é obtida de forma natural da soma e produto 

em Fb ( E, ).

Era particular, dado x F^( £ ) temos o operador linear produzido pelo 

produto escalar de x por elementos de F^ ( E, ), produto este garantido pe­

la métrica euclidiana de Ç . D e  fato todos os operadores lineares de F^(Ç) 

era 3R são /obtidos deste jeito, observando-se que a cada x corresponde um 

L^. Além disso esta correspondência é um iscmorfismo fibra por fibra jj7, p. 

124 J . Ê claro que a correspondência achada é um isomorfismo.de fibrados. 
Consideremos a correspondência que a cada (b, x) £  E, faz corresponder 

(b, L ). Vejamos que este ê um isomorfismo L de £ e Hom( E, , 6 .

Por construção veraos que é um isomorfismo de F^( E, ) em 

F^(Hom( E, , Ç. )̂ = Hom(F^( Ç ), IR), falta-nos ver que é um homecmorfismo 

(é claro que 3R = F^( £. ) .

Em particular, a correspondência L estabelecida é uma bijeção e portanto in 

duz una topologia em Bom( E , E "*") que ê a topologia padrão deste fibrado. 

Portanto, L é naturalmente um homecmorfismo.

XX XX X K X XX X X X X X5QQ0 bDC50DDCSQQ<XXXXXXXXX>CXX>CXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Usando o teorema do produto de Whitney, temos:

- 27 -
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w  ( c f ) = w  ( © £  .1) = w  ( fjp *) ... w  ( ^  Jj) 

w  ( cT ) = (1 + a) n+^ ou

, <V. _ , ' / n+l 
w  ( ç/ ) - 1 + , n+l V 2 , ,2 j o. * •a +

Precisamos, para efeitos de cálculo em H (P 

coeficientes binomiais nódulo 2:

m l  n 
n J

/2) da seguinte tabela de

1

1 1 

0

1

1

1 0 

1 1 

1 0  0 

1 0 

0 1 0  

1 1 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

0

1

1

0

1

1

i : 

o o 

o o 

0 0

0

1

1

0 1

O lado direito deste triângulo pode ser ignorado já que pára calcular os 

w(Pn ) tem-se que h P ^ Í P 11 , 2/2) = o. Por exernplo: 

w(P8) = 1 + a + a8

3.12 - Qorolârio - (Stiefel) - A  classe w(Pn ) é igual a 1 se e sanente se n+l ê

una potência de 2 .

Portanto os únicos espaços projetivos que se podem paralelizar 

são P1 , P 3, P7, P15, ...

Prova: (a+b) ̂  = a^ + b^ = a^ + 2ab + b^ , mód. 2

2r 2r
= $ >  (1 + a) = 1 + a zr

Portanto se n+l = 2 , entao:

írin, /T, \ n+l , . n+l , .
w(P } = (1 + a) = 1 + a = l  + o porque n+l > n

Da mesma forma quando: n+l = 2 m  , m  impar, m  >1 temos

/ \ /Ti \ n+1 / t \ 2 m  , -< 2r* nn . ■]
w(P ) = (1 + a) = (1 + a) = (1 + a ) logo

, 2r> in n . „ _2r , 2.2r , , ,(1 + a ) = 1 + m  a + m(m - 1 ) a + __^ 1

já que : 2 < n+l



3.13 - Teorema (Stiefel) - Suponhamos que exista uma operação bilinear

p: ]Rnx !Rn -----J>Kn, sem divisorès de zero. Então o espaço projetivo

ri“*l
P e paralelizãvel e portanto n deve ser uma potência de 2.

Prova: Seja b^, b 2,..., bn base padrão para o espaço vetorial ]Rn . A  corres

pondência: y ------ —------- p(y, b^)

define um isomorfismo do K n en si mesmo, já que:

i) y 6  ]Rn ■ p(y, b-̂ ) £  3Rn logo, a cada y corresponde um p(y,b^) 

e vice-versa, assim a correspondência é biunivoca.

ii) y= v(p (y, b-^) ; V  y £  ]Rn

1> v  ê ima transformação linear, assim esta correspondência

define um isomorfismo de 3Rn ----- D' 3Rn .

A  igualdade v^ jj3 (y, b-^)J = p(y, b^) define uma aplicação de 

]Rn ---- -í>nRn , tal que:

i) v± [p(x + y, bĵ ) | = p (x + y, b±) = p(x, b±) + p (y, h±) =

= v±{ p(x, b ^ )  + v±( p(x, bj)).

ii) k v±(p (y, bx )) = k p( y, b±) = p ( k (y, b±)) = 

r v i [ k P  (y, b2)J , assim v^ é linear.

Como p ê bilinear, sejam:

x = p(y, bx) e o = v^x) + a2 v 2 (x) + ... + an v <x) =

= p(y, bx ) + ... + an p(y, bn ) =

= p (y, a 1 b-ĵ + ... + an bn) ==(> b±+  .. . + an bn = °
porque y ^ o e p não tem divisores de zero, logo:

a, = a0 = ... = a = o.
± 2  n

Conclusão: v-̂  (x), v 2 (x) —  v^ (x) são linearmente independentes pa­

ra x ^ o.

Além disso v-̂ (x) = x.

As funções v~, —  v dão origem a (n-1) secções do fibrado vetorial,
^  .11

ou seja, para cada linha L através da origem podemos definir uma 

transformação linear:

v± : L ---------- {> L , tal que para x fc_L, temos (x) a irragem da

n t
v^(x) sob ã projeção ortogonal 3R ---------- È>L .

Portanto o v^ = id^, ou seja, v~2 .... vn são secções.
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Assim = o porque ele será a projeção sob a origem. Esta projeção

sobre dã origem, a menos de uma rtiudança de coordenadas, a uma ma-

que provan da projeção ortogonal

no piar» perpendicular a v-̂  na -

origem da matriz de posto n- 1  cu

jas colinas são os vetores colu

nas v-, v 0, ... , v .
Z ò n

- 30 -

Imersões

Assim ... , vn sao independentes. Pelo teorema 1.20 çj n_j ê

ri“l
fibrado vetorial trivial, portanto P é paralelizãvel donde, pelo co 

rolãrio 3.11, n deve ser uma potência de 2.

x x x x x

rtfk
Se una variedade M  de dimensão n pode ser imersa no espaço euclidiano ]R en­

tão o teorema da dualidade de Whitney: 

w. ( y ) = w± ( 5 ^m )

implica que o dual das classes de Stiefel-Whitney ( c ^ )  são zero para i > k, 

jã que a classe de um fibrado de dimensão k (no caso y ) è nula por ser de di­

mensão maior que a dimensão do fibrado (axioma 1). Consideremos o espaço projetivo 

9
P . Entao:

ü 10 9 fi
w(P ) = (1 + a) = 1 + a + a  (tabela da página 28)

e usando expansão em sêrie de potências temos que:

—  9 2 8  -1 2 4 6  9
w  (P ) = (1 + a + a ) = 1 + a + a  + a , o u  seja, se P pode ser imer

9+^ _ _ g
so em E  entao k ê no mínimo 6 porque a partir de Wg (P ) temos que as outras 

classes • se anulam.

n  — ir
Os rrais surpreendentes resultados sobre P sao cbtidos quando utilizamos n = 2 .

Agora:

w  (Pn ) = (1 + a)n+^ = 1 + a + a11 

e w  (Pn ) = l + a + a ^ +  ... + a n ^

Então:



2r 2r+k ~ t r
3.14 - Teorema - Se P pode ser imerso em 3R então k deve ser, no mínimo, 2 -1.
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Em 1944 Whitney provou que toda variedade diferenciãvel coirçacta de dimensão n. > 1

, .  ■ -!r>2n-l
podia ser imersa era E

O teorema acima nos dã uma melhor aproximação. Por exanplo, ccmo, segundo Whitney,

7 12 8
P não pode ser imerso em 3R segue, por este teorema, que P também não pode ser

_12
imerso em B  .

Dn [*5 3 Hirsh trabalha com imersões an espaços euclidianos e utilizando noções tais 

coitd: fibrados, variedades paralelizãveis, classes de Stiefel-Whitney ele prova os 

teoremas: - Se M  é paralelizãvel ele é imersivel em Ek+1.

- Se M  é imersivel em E11 (n qualquer) oom fibrado normal trivial ela ê i- 

mersivel em

~ - -r 4
- Toda variedade cornpacta de dimensão 3 ê imersivel em E .

~ 8
- Tbda variedade compacta de dimensão 5 é imersivel em E .

Além disso, trabalhando com espaços projetivos Pn ele prova resultados que refinam 

os conseguidos por Whitney. São eles:

- As seguintes imersões são possíveis: P 3 ---£>Ê , P^ ---£>E7, P^----- ??E7,

P7----- S> E8, P9 -----0. P16.

k -r Jc+1 ~ k+1 - ~
- Se k é par, P ê imersivel em ET então P ê paralelizãvel.

NOMERCS DE STIEFEL-WHITNEY 

Aqui teremos contacto com os chamados números de Stiefel-Whitney definidos envol­

vendo as classes de Stiefel-Whitney e que nos permitirão comparar variedades dife­

rentes .

Seja M uma variedade diferenciãvel n-dimensional.

Usando coeficientes rrõdulo 2, existe u m  única classe fundamental de homologia: 

y M  €  Hn (M ; Z /2) - [a, pág. 273J .

Portanto, para qualquer classe de cchomologia

v  £  flHfM ; 1 /2) o índice de Kronecker

^  v, y : H3"1 (M , 2 /2) Ê Hn (M) ----- í> Z /2

está bem definido Jl_3 , pág. ^3^j.



Sejam r^, ... , inteiros não negativos oom: '

r, + 2r~ + ... + nr = n.
1 2 n

Então correspondendo a qualquer fibrado vetorial Ç podemos formar o monómio: 

r ] r 
w1 ( Ç ) ... wn ( Ç ) n em H11 (B ( Ç ); 2/2)

3.15 - Definição: 0 correspondente inteiro nódulo 2
IT 2T *\

/ Wi( Ĉ jyj) 1 ..... W ( d M ) n , V M ) é chairado NOMERO DE STIE-

- rl rn
FEL-WHITNEY de M  associado con o monómio w, ..... w  .------------  1 n

Sejam duas variedades M  e M 1.

M  e M 1 tem o mesmo número de Stiefel-Whitney se:

/  V  rl ^  rn \  Y  rl /T ; rn
\ wl (cV  ..... wn ( d  M ) , y M  /  = \ wl ( J M ’} — W n^ M' } ' y M'

rl rn
para todo monómio w, ......w  de dimensão total n.
^  1 n

Como ilustração podemos examinar os números de Stiefel-Whitney7 para a variedade que 

nos ê mais familiar, Pn .

Seja Çf  o fibrado tangente de Pn, se tonarmos n par temos que

wn ( d  ) = (n^~) a11 = (n + 1) a11 que ê não nula, o que implica na não nulidade do 

número de Stiefel-Whitney.

Assim também como w^( £/) = (n + 1) a ^ 0 então (Pn )y^ O.

Examinemos o caso em que n é uma potência de 2:

XI — ' -
w  ( J  ) = 1 + a + a , segundo a tabela da pagina 28, sendo os outros números zero. 

Os outros números podem ser oonputados mesmo que n não seja uma potência de 2, como 

produtos de coeficientes binomiais.

2k 2 k
Examinemos o caso em que n é ímpar da forma 2k-l ==í> w( J  ) = (1 + a) = (1+a ) 

(corolário 3.12), 

como w  (P̂ ) = 1 

w  (P̂ ) = 1

w  (P^) = 1 + a2 + a^ 

w (P7) = 1

9 2 8 -
w  (P ) = 1 + a + a ..., conforme tabela da pagina 28, entao existira j im-

nf
par tal que: w^( J  ) =  O.

2k-l ~
Assim . todos os números de Stiefel-Whitney de P sao zero, já que todo monómio



de dimensão 2k-l deve conter um fator de dimensão inpar.

APLICAÇÃO DOS NÜMEBDS DE . STIEFEL-WHITNEY:

3.16 - Teorema. £ Pontrjagin J

Se B é una variedade (n + 1) dimensional diferenciável e compacta 

com bordo igual a M  então os números de Stiefel-Whitney são todos 

nulos.

Prova: Seja a classe de hcmologia fundamental:

y B £  (B, M), com coeficiente em ? /2 e consideremos o homomor

fismo:

0, . Hnfl(B, M) ----- r>Hn (M),

que leva u a M  . (_ 3, pág. 57 J

Agora consideremos qualquer classe v  (z H11 (M) e denotemos por ô o

homomorfismo que leva H^M) ----- M)

Assim: ,/v, 3 y  v, jl3, pãg. 93 J

Consideremos o fibrado B restrito a M  bem como o subfibrado cJ^.

_ /V _
Utilizando uma métrica euclidiana sobre como n e Y sao

rs Já JM

conplementares temos que: a cada x Çz M  podemos associar:

vetor exterior normal a M  em x, de modo que teremos una aplicação do

tipo M ----- Ç> y M  G  m  x IR11, continua e diferenciável. Portanto, po

demos falar em um único campo vetorial normal ao longo de M, gerando 

fibrado trivial £  (Teorema 1.20). Assim, segue que:
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um

Pensando em termos de classes de Stiefel-Whitney e considerando 

trivial podamos afirmar que:

as classes de Stiefel-Whitney de çj g restritas a M  são iguais as 

classes de Stiefel-Whitney de Ü  pois:

W i ( = w j ( ^  = Wj ( J  M ) •

Tomemos a sequência:

1) H^B) ---- ---- p H11 (M) ---------- H11"1"'*' (B, M) onde i* é o homo-

morfismo restrição. 1) faz parte da sequência exata do par (B, M)

F 1 3 , pág. 19 j portanto ela ê exata, ou seja: ira i -Ker
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r -j r 
1 n,

Assim tonos que: 6 (w-̂  ... ) = 0 e portanto:

^w-j1... w nn , <5 (w-ĵ ... w n , y B ^> = 0

Conclusão: Itodos os números de Stiefel-Whitney de M  são zero.

3.17 - Teorema - f~Thom | - Se todos os números de Stiefel-Whitney de M  são zero,
--------  L_ J

então M  pode ser realizada como o bordo de alguma variedade dife­

renciãvel ccmpacta.

Prova - A  prova deste teorona não é fácil. Utilizando-se j~ Í2j podemos 

chegar a ela.

3.18 - Definição - Duas n-variedades diferenciáveis fechadas e pertencan a

mesrra classe de cobordismo se e somente se sua união disjunta 

Ü  Mj é o bordo de urra variedade compacta (n + ^-dimensio­

nal e diferenciãvel.

Dos teoremas 3.15 e 3.16 temos:

3.19 - Corolário - Duas n-variedades fechadas e diferenciáveis pertencem a mesma

classe de cobordismo se e somente se todos os seus corresponden 

tes números de Stiefel-Whitney são iguais.



CAPlTULO IV

EXISTÊNCIA DAS CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

Seja Ç um ]Rn-fibrado qualquer ccm espaço total E, espaço básico B e aplicaçao pro

jeçao ti .

Consideremos: Eo - o conjunto de todos os elementos não nulos de E.

Fq  - o conjunto de todos os elementos não nulos de uma fibra típica

F = TT -1 (b).

Corto F C  E temos: F = F f\ E .
o o

Vejamos a seguir que usando resultados conhecidos teremos:^

m

Já que F é um espaço vetorial isortõrfico ao 3Rn (definição de fibrado vetorial) te 

remos:

H1 (F, Fq ; Z /2) = HT*~ ( 3Rn, R n- {0} ; 3 /2) 

utilizando o Teorema da Dualidade de Poincaré j~3, pág. 164J :

K ^ C R 11, í*n- {0} ; 2 /2 = H ±( JRn , - {0} ; Z /2) [Í3, pág. 149/

(Z /2 ; para n-i = m 
H i ( 3R / R  - {0} ; Z /2) = -\ I 3, pág. Ill]

1̂ 0 ; para n-i / m

logo:
. f O; i ^ m

H ( R n , ]Rn- {0} ; 7i /2) = •(
Z /2 ; i = m

Queremos ver que:

Í
O para i < n

.i-n

li (B, Z /2) para i ̂  n 

Para tanto precisamos mostrar que E = B:

Seja ^  : E x I ----- í>E onde (b, v) €  E e B = { (b, 0^)}

^  t (b, v) =(b, tv)

^ o í b f  v) = (b, ( y  = ^ ^ 2= id̂ , e Q : E ---- £ E - Ec

~f>1 (b, v) = (b, v)
'Po E—Eo 

Assim: E -- •------£ E - Eq -----------B. Basta v e m o s  que:



cano

ldE

E-E : E - Eo 
o

-£> B é um homeamorfisrno, temos:

Sejam f = II I o 1 g = ( ) entao:

fl = ÍC

ldB

Assim, usando |^9, pág. 106 j com j + n = i para i ̂  n temos:

H ^ 11 (B; 2 /2) = H1 (E, Eo; 2 /2)

Da mesma forma para i < n temos i-n < o, logo:

H1“11®  ; 2 /2) = O

4.1 - Teorema - O grupo H1 (E, E ) é zero para i < n e H11 (E, Eo ) contém uma única

-1,
classe y tal que para cada fibra F = II (b) a restrição: 

y L _  _ , £ H^F, F ) é a única classe nao nula em H^F, F )
| vi1 r ° °

Prova:

Além disso a correspondência x 

no

[]â, pág. 110 J .

-r> x y define um isomorfis-

H^ÍE) -----H^+n (E, E ) , V  k.
O

4 . 2 -  Definição - O isonorfismo de Thom $ : (B) ------^ H ^ Í E ,  E ) ê definido

como sendo a conposiçao de dois isomorfisnos:

-9 H ^ f E ,  E ) .(B) — — $ hNe) — U-^-

Com o objetivo de verificarmos os axiomas relativos às classes de Stiefel-Whitney 

introduzimos aqui os axiorras básicos para os "Quadrados de Steenrood" £Í1, pág. l^J

*
aplicados a H (E, E ).

1) Eara todos os inteiros i 7/ o e q > o, existe uma transformação natural de 

funtores que ê um honomorfisno

Sg : H11 (X, A) ------- $>Hn+1(X, A); n ^ o

2) Naturalidade: 

Se f: (X, A) - -(? (X’, A ’) = p  Sg o f* = f o Sg
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3) Se a £  H11 (X, A) = £ >  S^(a) = a U  a para dim a = n

4) Se i > dim a; S^(a) = 0

5) Fórmula de Cartan:

k ^  i i 
S (a vj b) = 7̂ S (a) O  S (b), s e a o b  está definido.
q ^  q q

Com o auxilio destes axioitas e do isomorfismo de Thon $ podemos agora definir as 

classes de Stiefel-Whitney como:

:(D  wi ( ç  ) =  ̂ _1 sg  [ *  ( i ) J

Assim: w^( Ç ) é a única classe de cohomologia em H1 (B) tal que:

* i [ w i( Ç ) J = /r T w i ( Ç ) U y  ê igual a S^ (1) J = S^( y )
, , ,

onde ff^B) ---- ------ P H1 (E) ---- V-í---j> H1 (E, E ).

Introduzindo a operação quadrado total:

S (a) = a + S1 (a) + S 2 (a) + ... + Sn (a) com a £  H ^ S ,  A)
q q q q

assim a fórmula da Cartan pode ser escrita:

S (a u  b) = (S a) Ü  (S b)
SI Si Sl

Da mesma forma a correspondente equação para o produto cruz jl3, pág. 110J  usando:

S ( a x b) = S (a) x S (b) {11, pág. 2 ^
Si Si

e a fórmula (1) fica:

w( Ç ) = $ -1Sq $ (1) = $ _1 s ( y ) .

4.3 - Verificação dos axiomas:

Axioma 1 - Ccmo $ : H1 (B) ---------- P H^+n (E, E )

e w±( Ç ) = l ' 1 sj í (1) então w± ( £ ) £  H1 (B) 

wQ ( Ç ) = $ _1 S° <E> (1) = $ _1 s ( y ) = 1 

e • ,w^( Ç ) = Sq $ (1) = $ ^(o) = o, para i > n .

Axioma 2 - Seja f: £ ------- £> una aplicação de fibrados então ela indu­

zirá una aplicação g: (E, E ) -----p (E1, E^) .

Se y' denota a classe de cohomologia fundamental em H ^ E ^ E ’ ) 

então a induzida g ( y') é igual a classe y fc. PpCE, E ) . pela 

definição de y (Teorena 4.1).

Segue que os isomorfismos de Thom $ e $ ’ satisfazeiri a condi-



Axioma 3

çao de naturalidade g o $' = $ o f

a partir desta igualdade e da propriedade 2, teremos:

-1 .
f w,( Ç 1 )= f $>' Sq (1), mas f $' = $ g

1 * X ' * i i *
- 4> g S $ (1) , iras g S = S g

^ q ' i r  q q
1 ■ ^ j | ^

= $ Sg g .$ (1) , mas g $ = $ f

*] * * 'h
- ® Sg $ f (1) , mas f (1) = 1

$ 1 Sg $ (1) , nas $ 1 Sg (1) = w± ( Ç )

= w± ( Ç ) .

Consideremos o fibrado produto Ç"= Ç x Ç 1 com projeção

'7Í x j?J 1 : E x E 1 ----- í> B x B'

e sejam y €  fí"(E, E ), y' £  H11 (E1, E^) as classes fundamen—  

tais de Ç e Ç '.

Coroo Eq  é aberto em E e E^ é aberto an E' o produto cruz: 

y x y' €  Hm fn( E x E ’/ E x E^ U  Eq x E') |T B, pãg. 266^ 

está definido.

Seja (E x E^) U  (E x E') C  E" = E x E' entao:

(E x E^) \J (E x E 1) = E^ porque esta união nos dã exatamente 

E x E^ , que serão os vetores não nulos de E".

Nosso objetivo é mostrar que y  x y '  definido acima é exatamen 

te a classe fundamental y " £  Hmfn(E"/ E^) e para isso é sufi­

ciente mostrarmos que a restrição y x y 1 í é a classe de
! (F",F^)

cohomologia não nula em Hmrn (F", F^) .para toda fibra F"= F x F'
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de

cruz de

(teorema 4.1). Porém esta restrição é igual ao produto

y
(F, Fo )

y
(F1, F p

onde y e y' são gerado

res de espaços, logo diferente de zero. Assim y x y' é nao 

nula pág. 266 J .
_ r*j * - * _ * _

Agora se a = (a) fc H (E) e b = ii (b) c H (E1) entao segue 

da equação com coeficientes em 2 /2, portanto sem sinal:

(a x b) \J ( y x y ) = (a U y ) x (b U  y 1) j^lB, pág. \] 

que $"(a x b) = $ (a) x $'(b), onde:

(E) -----£> H^+n (E, E').

Assim, agora podemos coiiputar as classes de Stiefel-Whitney para 

Ç" usando a fórmula:

*" [ w (  ç")j = Sq ( y") = Sq í y X j ' )  = Sq ( y ) X  Sq ( .y') =

= $ jjvV ( g ) J x $’ £ w ( Ç )J = $" w  ( Ç ) x w ( E,' )J  

= P  $" [ w (  £")] = é "[w( z ) X W (  Ç’)J

1 $ " [ w (  Ç")J = $"_1 $ " [ w { ç ) x  w ( Ç')_

logo, w  (Ç x Ç1) = w  ( Ç ) x w  ( Ç') .

Supondo que ç e ç' são fibrados sobre o mesmo espaço base B 

tonamos o mergulho diagonal conforme foi feito na página 16 

(Somas de Whitney) e obtemos:

w( £

Seja ^  j ° fibrado linha canónico assim o espaço de vetores de 

comprimento menor ou igual que 1 no seu espaço total é uma faixa de 

Moebius M, limitada pelo circulo M  .

Sejam (Eq , E ) x I

( £x, sj , t)

-ò (M, E ) ; tal que

C X'
ts + (1 - t) À- (s)1 com

(M, M0 )

"f ' “ (E, E

-£> (E, E0 ) logo: j o i = id ̂  } e 

. logo: M  é um retrato de deformação de E.

Com X (s) =
exp. (-l/s ) ; s ^  o 

2
-exp. (-l/s ) ; s < o
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Da mesma forma: Se (M, M  ) -í> (M, M)

com M
o £ ~0 Mq ; onde Mq = M - { conjunto de (x, o), x £  S 1} 

= identidade

e ( [x, s] , t)

entao 3>o e uma retraçao e M  = M  . 

Assim o diagrama comutativo:

(1-t) + s t

M -6 M i> E

k ★ "k 0
inplica H (E, Eq ) = H (M, M  ) = H (M, M)

temos que: H ■ (E, E ) = H (M, M ) .

2 2 - 2 2  
Por outro lado se mergulharmos o disco D em P entao P - D e ho

meorrórfico a M, pois:

2
trabalhando no plano complexo teremos que o disco D e dado por:

{x + iy} = { p ei6, p <1 } ,

i0
onde x + iy = cos 6 + i sen 6 = e

Seja a função f que associa:

2 2
P - D :: S 1 /Z2 ---------- b S' tal que o seguinte diagrama seja

comutativo:
i0

e
S'

aplicação
identificação

%

e
-J? S'

2i0

/ homeanorfismo
(transgressão)

/

s'/z2& £  2 , pág. 12lj

, Í0 , Í0 , i0 -i0, , Í0 i(0 + 'ÍT ).
onde Z2e = {1, -1} e = { e , e  } = { e , e  .

jã que: {1, -1} = {e°f e" }.

Usaremos o teorema da Excisão:

Seja (X, A) um par de espaças e U ̂  A  um subconjunto com 

U Ç  Int A. Então a aplicação de pares: 

i: (X - U, A  - U) ---------- p (X, A)

induz um isomorfismo: 

i* : H*(X, A; G) ----- H* (X - U, A  - U, G)



Prova: [ O

Assim, teremos: H*(M, M) = H * ( P 2, D 2).

Portanto existem isomorfisrros naturais:

h N e , Eq ) ----- í> ffVi, M) ----- H ^ P 2, D 2) -----í> H1 (P2)

para toda dimensão i £ o.

Corro y é  H1 (E, E ) não ê zero, pois ela ê classe fundamental, de 

ve corresponder ao gerador a 6  H^"(P2) sob o isomorfismo composto, 

logo Sg ( y )  =  y U  y  deve corresponder a S^(a) =  a <J a.

Mas a ^ a / o  pelo teorema 4.1.

Segue que:

w^( ^  Sg( -y ) deve também ser não nulo.
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CAPÍTULO V

UNICIDADE DA.S CIASSES DE STIEFEL-WHITNEY

Seja M  una variedade diferenciãvel de dimensão n no espaço coordenado IR . A  cada 

ponto x £  M  associamos o espaço tangente II C  E  e tomamos EM como um ponto
X  X

—

num novo espaço topologico G ( IR ) .

~ ri"}"3c —■
5.1 - Definição - G (IR ) e chamado "Variedade de Grassmann" e consiste do conjun

to de todos os planos n-dimensionais através da origem do espaço 

coordenado H n+^ .

^ OO ^
5.2 - Definição - A  variedade de Grassmann infinita Gn = Gn ( IR ) e o conjunto de

00

todos os subespaços lineares n-dimensionais de UR , topologiza- 

do como o limite direto ĵ 3, pág. 155^J da sequência:

Gn (JRn ) C  Gn (]Rn+1) C  Gn ( ^ n+2)C

_  CO CO .̂

Observaçao: o espaço projetivo infinito P = G-̂  ( IR ) e igual ao limite di-

1 2
reto da sequencia P C  p C  ...

5.3 - Fibrado Universal ^  n - Sejam:

1) E( /^P) C  G^ x3R o conjunto de todos os pares:t
CO

(n-plano em JR , vetor deste .n-plano), topologizado corvo um 

subconjunto do produto cartesiano.

2) TT : E( /̂ pn ) ---------- k Gn / tal que: ll (X, x) = X e defi

nir as estruturas de espaço vetorial nas fibras como fizemos 

anteriormente.

5.4 - Lema - ^  n satisfaz a condição de trivialidade local.

Prova: £ 2, pág. 64^ .

Unicidade das classes de Stiefel-Whitney:

5.5 - Teorema - Existe, no máximo, uma correspondência £ -------- p  w  ( Ç ) que

associa a cada fibrado vetorial sobre um espaço básico paracompacto 

uma sequência de classes de cohomologia satisfazendo os quatro axio 

nas para classes de Stiefel-Whitney.

Prova: Suponhamos que existam duas correspondências:

K ------------w  ( Ç ) e Ç ----------------( Ç ).
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Utilizando p fibrado linha canônico , sobre P^, temos:

w( ^  j) = w  ( = 1 + a

Mergulhando ^  ̂  no fibrado linha ^  ̂  sobre o espaço projetivo

E (
t i ’------“--------- *  E ( T 1’

% h

v V

p1 ------ ------------- D P

I X  1— I
teremos que: w ( ^  ) = w ( ^  ) = 1 +  a, porque por jj3, pág. 90J

terios que H* (P °° , 2-/2) ê úma álgebra polinomial sobre Z /2 com

um gerador a e chamemos:

w  ( ^  1 ) = 1 + a 

Passando para o n-produto cartesiano:

£ : x x ... x e tonando os a^, ccmo as ima-

gens ü ^ (a) induzidas pelas aplicações projeçoes:

C f  CO

II ^ : X ---------------frP , teremos:

Ç : x •'̂ 1 x ... x = ( '\f1 © ... ©. OÍ* y 1)

Assim, pelo axioma 2:

ç = 1 ® 1 ® ® IK
e w( Ç ) = w  ( Ç ) = (1 + a^) (1 + a2) ... (1 + a ). Lema 3.8.

Por teorema ! D, pág. 65 existe una aplicação de fibrados:

n * —
Ç ---------- & £ e sabendo-se que H (G ) e injetado monanorfica

*  0 0  o d

mente em H (P x __x P ), ja que:

— * * * oo oo
g : H (G ) ----------- ?> H (P x __x P ) e um homomorfisno

£ 2, pág. 85.) . Então:

w  ( ^  n ) = w  ( ^ n )

Agora utilizemos o teorena citado acima para um n-plano fibrado 

qualquer sobre um espaço base para compacto, escolhendo una aplica-

?cao de fibrados f : r. ----------P OC'n

Pelo axiona 2 teremos:

w( n ) = f w( %  “) = f w  (•* - n.
^  ) = f w  ( ) = w  ( n )•

u
_  _
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