Esta tese foi julgada adequada para.a obtenggo do titulo de
"MESTRE EM CIENCTIAS"

especialidade em Matematica, e aprovada em sua forma final pelo Curso
de Pos—Graduacao em Matematica da Universidade Federal de Santa Cata-

rina.

wll - 1 A fidh

Professor William Glenn Whitley, Ph.D.

Coordenador

Banca Examinadora:

P s

Professor Italo Jose Dejter, Ph.D.

Orientador

./I>1&Vv4214 Z1k%p;x{w\f4§¢liéc¢3%457l

Professor Donald Morriso Sllbe ger,fh.D.

| @/7/

Professor Tarcisio Praciano Perdira, Ph D.




UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

ZILA MARIA DA SILVA E SOUZA

dezembno /1980



A minha mae,

Maria Virginia.



AGRADECIMENTOS:

- Ao Professor Italo José Dejter pela valiosa orientacao e amizade.
- Ao Pedro Paulo, Daniel, Rafael, Carolina e Tia Zeze pelo apoio e

carinho.

Aos colegas de departamento pela amizade e estimulo.

- & Universidade Federal de Santa Catarina.



"RESUMO

Este trabalho trata das classes de Stiefel—Whitney de um

fibrado vetorial, sua existencia, unicidade e aplicacao.
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INTRODUCGCAO

Este trabalho oferece uma apresentagao axiomatica das classes de
Stiefel-Whitney definidas como certas classes de cohomologia as-
sociadas a fibrados vetoriais sobre espacos topolagicos, seguin-
do as ideias de J.W.Milnor em [9] . A existencia e unicidade
das classes de Stiefel-Whitney assim definidas e dada ao  final
do trabalho, sendo que o objetivo fundamental e o de usar as pro
priedades de tais classes e dos nﬁmerog de Stiefel-Whitney que
elas determinam para estabelecer o teorema de Thom, o que e atig

gido no Capitulo III.



1.1 - Definicao:

LArLIUVLL L

FIBRADOS VETORIAIS

Um fibrado vetorial real ¢ sobre um espago topologico fixo B,

chamado espago base, consiste de: |

i) um espago topologico E chamado espacgo total.

ii) uma aplicacdo continua j : E — 4B chamada aplicagao pro
jegao.

iii) para cada b € B a estrutura de um espago vétorial scbre

os reais no conjunto "l\;"_l () .

Satisfazendo a seguinte restrigao:

1.2 - Definicao:

Para cada ponto b € B existira uma vizinhanga UC B, um intei-
ro n % o e um homeomorfismo h: U an+p1T_l(u) tal que, pa
ra cada be W, a correqundéncia x—+h(b, x) define um iso-
morfismo entre o espago vetorial R e o espago vetoriall —l.(b).

Un sistema de coordenadas locais para £ & um par (| ,h) muma

1.3 - Definicao:

1.4 - Definicao:

1.5 - Definicao:

1.6 - Definicao:

vizinhanca de bg B.

Se & possivel escolher W igual ao espago basico inteiro entao

’ £ sera chamado um fibrado trivial.

O espago vetorial M -1 (b) & chamado fibra sobre b. Denotaremos

por Fb.

A dimensao n de F, & fungdo de b. Em muitos casos de interesse

esta funcio & constante, entio falamos mum R -fibrado.

Fibrado vetorial diferenciavel - e um fibrado vetorial onde B

1.7 - Definicao:

e E sao variedades diferenciaveis, Ty & uma aplicacdo diferen-
ciavel e para cada b€ B existe um sistema de coordenadas lo-
cais ("W, h) comb € U tal que h & difeomorfismo.

Fibrados isomorficos.

Sejam dois fibrados vetoriais £ e n sobre o mesmo espago B.
£ € isomorficoan , £ = n , se existe um homeomorfismo
f: E(f ) —>pE(N ) é.ntre os espagos totais, que mapeia cada

espaco vetorial Fb( £) isanorficamente sobre .0 espago vetorial



1.8 - Exemplo:
1.9 - Afirmacao:
Prova: i)

ii)

1.10 - Eb(gzglo:

correspondente Fb( n .

9 E—fibrado trivial com espaco total B x R’ com a aplicacdo
’17' (b, x)=b e cam a estrutura de espago vetorial nas fibras defi -
nidas por: tl(b’ xl) + t2(b, x2) = (b, tlxl + t2x2)
Um R°-fibrado sobre B & trivial se e isomente se & isomorfico a

6 n

B

Se ¢ @ um R -fibrado trivial B, entdao { = 62

Seja £ um R -fibrado trivial scbre B entdo B= W e, pela con-

-dicao de trivialidade local temos que o homeomorfismo

h: B x R" b W 1(B) mada mais & que um homeomorfismo — que

leva: E(§ ) —>E(E ), logo: £ = E L.

Por outro lado se g g = g temos que existe homecmorfismo
-1

f: E( E,g) ——E(E ), ouseja, f: Bx R E( £ )="Tr

Logo a condicao de trivialidade satisfeita nos da B=l.

(B).

Assim: ¢ € um R -fibrado.

a;,l—fibrado tangente de uma variedade diferenciavel M.

Espaco total de ET M—variedade DM consistindo de todos o©s pares
(X, v) com x € M e v tangente a M em x.

Aplicacdo projecao - W (%, v)= X

Espago base - M

a estrutura de espaco vetorial em Tl (x) & definida por:
tl(x, vl) + t2(x, v2)= (%, tlvl + t2v2).

Verifiquemos a condigdo de trivialidade local:

Como M & uma variedade diferenciavel .temos que para cada X € M‘
existe fungéo‘diferenciével h: U'—> R, definida sobre um
aberto N'C R" e tal que h mapeia ' difeomorficamente sobre
uma vizinhanca U de x em M. Da mesma forma existirad h' que ma

peara % x w difeomorficamente sobre uma vizinhanca (x, v) em

DM, conforme desenho abaixo: A
Mc R




1.11 - Exemplo:

- j' -

localmente teremos gie se x €M e MCM @ um aberto contendo x

entao a aplicagao H: W x R——+DWU serd um difeomorfismo pois -

LI , . , . - L
h e um difeomorfismo. Assim, considerando a correspordencia

1

X ——dH(b, %) teremos um isomorfismo entre R e 'ﬁ’-_ (x).

. ~ ~NS . . \ -
Observacao: Q}M e un exemplo de um fibrado vetorial diferencia
vel, porque M e DM sao variedades diferenciaveis, W & aplica-

cao diferenciavel e.H & difeomorfismo. -

Fibrado normal ¥ de uma variedade M C .

Definicao: Espago normal - para cada X € M o.espago normal deM em x @ ©

complemento ortogonal de DM em R”. 0 denotarenos por N ).

Definicao: Fibrado normal & definido como sendo o conjunto:

Y= {x,v) € xR, v € N (1))

W

onde a estrutura de espagco vetorial em f(—l (x) @ dada por:
r\l — - —

W Gv)=x g 1) (x,v)) + £, (X,v5) = (x,8,v) + £5v,)
Usaremos este fibrado com o objetivo de provar o Teorema da
C -vizinhanca:

Teorema da E —vizinhanca:

Seja M C R" uma variedade sem bordo campacta .e sejam dados na

C n

mero positivo € e M® o conjunto aberto dos pontos em . R
com distancia menor do que €& Je M.

Se € @ sufientemente pequeno, entdo cada ponto w € M®  pos-
sui um Unico ponto mais proximo em M, denotado por ‘r (w). A-
lém disso a aplicacgao: \f : Mf——5 M & uma submersao [ 4,
pag. 70]. Quando M nao & compacta, existe ainda uma submers3o
“F :ME—— M que & a identidade sobre .M, mas agora ¢ e

uma funcao diferenciavel positiva schre M e Y @& definido co

m: {wERY |xv] < £ (y) para alqumy € M }
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Proposicao: Se M c R entdo y (M) @ uma variedade de dimensao N e a
projegdo G : y (M)——> M & uma submersao.
Prova: Definamos M 1oca1ment-;e:
ao redor de qualquer ponto de M, ache um conjunto aberto {):\ -de

R e una submersao R S L — RE onde K = codim M, tal que:

U=Mn’11= ¢ — (0)

O conjunto N (W) = vy (M) O (UxR") & aberto em y (M). Para
cada y€ U ; do,, : B — R e sobrejetiva, ja que ¢ €& sub~
mersao e tem kernel ’I‘y (M), pela definicao da ¢ . Portanto sua
transposta leva R® isomorficamente sobre Yy ™). [4, pPag. 7l:u.
A aplicagio ¢ : Ux R — %N (W) definida por:

vy, v) = (y, d¢§ v), orde dq;; € a transposta de dq)y e por-
tanto bijetiva e & um mergulho de W x R em M xR, isto &, Y
e um horﬁeomorfismo. Iogo N (W) & uma variedade parametrizada
pela P com dimensao igual a dim U+ K =dim M + codim M =.n
[4, pPag. 24] ja Que todo ponto de vy (M) tem uma vizinhanca
entao y (M) & uma variedade. E cam (o ¢: Wx RS ——— "\
coincide com a submersao candnica entdo (U @ uma submersao.

Passemos & prova do teorema da £ -vizinhanca:

Prova : Seja h: yM)——— R” com h(y, v) =y + v, h & regular em to-

do ponto de M x {o} em +y(M) ja que h & una submersao em todo
ponto de M x {o} , pois através de (y, o) passam duas varieda-

des complementares de y(M), M x {o} e {y} x Ny M). A deriva-
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da de h em (y, o) mapeia o espaco tangente de M x {o}em (yv, 0)
sobre Ty (M) e o espaco tangente de {y} x Ny (M) sobre Ny M. Lo
go ela mapeia sobre Ty M) + Ny ™) = ]Rn. Sabemos que h mépgia
M x {0} difeomorficamente sobre M e & recqular em cada (y, o)

entio h deve levar uma vizinhanga de M x {o} difeomorficamente

" sobre uma vizinhanca de M em R, j& que:

Afirmacao: Suponha que a derivada de f: X —»Y & um isomorfismo quan

Prova:

do x pertence a subvariedade Z C X e suponha que f mapeia Z di
feomorficamente sobre f(Z). Entao f mapeia uma vizinhanca de 72
difeomorficamente sobre uma vizinhanca de f£(Z).

Achemos inversas locais gi: 'lki————ax

onde { U;} & uma colegao localmente finita de subconjuntos a-
bertos de Y cobrindo f(Z). |
Seja w ={ y€& U;, para algum i, tal que g; (y) = 9 (y) sempre
quey € U N U }

e g: w——FX

Basta provarmos que w contém uma vizinhanga aberta de £(2Z).

Por absurdo: suponhamos que w nao contém vizinhanca aberta de

f(Z). Deve existir z € £(Z) e uma sequéncia Z, que converge a

Z; Z.¢ W.
i

Existe uma Gnica inversa local h de
f gque coincide com todos os gl defi-
nidos em Z; entao existe uma Unica
gj definida em Zi' Mas todos os Zi

hH pertencem ao mesmo U; entdo Zy € w.
Agora gualquer vizinhanca de M contém alqum M® , isto & claro
quando M & compacta pois neste caso teremos que qualquer cober

tura admite uma subcobertura finita o gue implica na existen-
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cia de M . Pensando em termos gerais teremos que mostrar que
qualquer U de M em R contém algqum Y® e além disso, seM @
compacta £ pode ser tomado como uma constante.

i) Qualquer vizinhanca U de M em R” contém algum M€ onde

ME ={w Rn."w-y]< €, para alguny € M}

- S— e

Seja uma vizinhanca U de M em R". Sempre podemos fixar um &

conveniente tal que se x € Ue x €M se tenha que existe —m
conjﬁnto aberto cujos pontos x estejam de y€ M a uma’ distancia
menor que . Assim existe M® .

ii)y M e compaéto entao toda cobertura admite uma  subcobertura
finifa. Assim tomamos para M a cobertura aberta { U_}CM. Pelo
teorema da particao da unidade [4, pag. 523} existem funcoes

diferenciaveis {ei} sobre X subordinadas aos { U }. Pela afirma
¢ [vo ~J = ’ -
¢io i existe & tmlque: U C W.

o

Assim éGi C\_, . = %,, porque para qualquer yé& M teremos que:

i
G o
U
Assim Gi Ei =E, porque para qualquer v € M teremos que:
§ei(y)=1 e 0< 6, < 1 donde:
- S i - 2e &
€= Z Uy 8 & (max )(291)—naxn.~i.1.

Utilizamos, assim, o fibrado normal de uma variedade para pro-
var o Teorema da & -vizinhanca. Com relacio a Y (M) nos falta
ria mostrar que vale a condicao de trivialidade local, fato es-
te que sera comentado em 2.12. |

1.12 - Exemplo: ’a“ L - fibrado Linha candnico sobre PP
O espaco projetivo p" pode ser definido como © conjunto de to-
dos os pares { -x, x }, com x variarndo sobre a esfera unitdria

S n C Rn+l e topologizado como um espago quociente de - S o
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1.14 -

Sejam: 1) E(’Jwi) - subconjunto de P Rn+l consistindo de todos

os pares ({ + x}, V) tal que V e maltiplo de x - es-
te & o espago total. |
) W - E(erl) —P"; W({+x,V) ={+x} -& a

projegao.
3) P - espaco base.
Assim cada fibra T —l({'i x} ) pode ser identificada cam a 1li-

1

nha atraves de x e —x em R , que tem a sua estrutura usual

de espaco vetorial.

Cordicao de trivialidade local para ’3\111

Seja WCs?h qualquer conjunto aberto suficientemente peque

no para nao conter nenhum par de pontos antipodais e Ul a ima-

gem de U am P". Entdo o homeomorfismo h: leJR —P riT'—l (Ul) e
definido por:
h({ &} ,t) = ({ + X}, tx), para cada (x,t) € UxR.

Assim, conforme definicao 1.2 o par (Ul’ h) e um sistema de co-

ordenadas locais para ’J\ i, logo ’J ;Ll e localmente trivial.

Definicao: Uma secgao de um fibrado vetarial § com espago base B @ uma

fungao continua: s: B —pE( £ )
que leva cada b & B na fibra correspordente Fb(g. ) e tal que

Mo sb)=Db para cada b € B.

Exemplo - Fibrado produto

E

N

~ R ~
Consideremos o fibrado (B x F, ’lT' , B), onde il & a projegao so

bre o primeiro fator e a fibra @ F. Fixando F, definimos s(b)=

= (b, F) onde s: B—— B xF. Assim I : BXx F —bB €

Tim=rF

,*}

&

secgao

/
N ¥

¥

s

Definicao — Campo de vetores

Seja uma seccao s: M ————pDM da funcao W e oM —M, aque



1.15 - Definicao
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associa a cada ponto m do seu dominio UC M um vetor tangenﬁe S

em m. Quando U intercepta o dominio V de uma fungao diferencid--
vel f: M ——p R definimos uma fungio:
sf:M—alRemUanor
m—p (Sm) £ [6, pag. 38] |
a secgao s & chamada campo de vetores em M, se todas as fungoes

Se sao diferenciaveis. Seus dominios sao necessariamente abertos

em M.

~ Variedade pararelizavel

1.16 - Afirmacao

Prova -

Um conjunto ordenado de n-campos de vetores indeperdentes X1 1%

ey X, €mum subconjunto aberto U de uma variedade M de dimen-

a0 m & chamado uma paralelizacao em U.

- Uma variedade que admite uma paralelizacao global & chamada

paralelizavel. [6, Pag. 51]
- ’J\I]; Nao tem seccao.

Suponhamos, por absurdo, que Wi admita uma secgao s: PsE (3}11)

e consideremos a composicao:

gt pR_s 'E(Txlu)

f 1 :
B e

tal que *f : s
({+x} tx) x) € E(’é‘lll) onde t(x) & uma funcdo continua

(exemplo 1.12). Além disso, como trabalhamos em lp,t(—x)=-.t(x).

Levando-se em conta o fato da conexidade de S" temos garantido

pelo Teorema do valor médio que deve existir um %5 tal que:
t(xo) = 0.

- ) 1 -
Conclusao: s( { + X H=({ + Xo} , 0), ou seja, ,J’n nao tem
seccao, pois haviamos suposto existir secgao distinta de zero.
Assim, em outras palavras, provamos que (a"rlx € nao trivial,pois
n3o admitindo seccdo distinta de zero implica que nao podemos
supor P'= U, ou seja, a ndo trivialidade de 2‘»;

Por exemplo, examinando em especial o espago E( ’&7 i) com
14, Bl

S P*, temos que cada ponto pode ser escrito



[i (cos 8, sen 8) , t{cos 8, sen e):) com o £ e\<’|“ et &€ R;
esta representacao .€ Gnica exceto aquela que o pbnto

[i (cos 0, sen o) , t(cos 0, sen o)] e igual a

[i (cos T, sen 11 ) , —t(oos’\T,‘sen’l’TZ} , para cada t.

Ou seja, o espaco total E( ’04%) pode ser obtido identificando-se
a fronteira da mdo esquerda [o] xR com a fronteira da mao di-

reita [’IT:’x]R sob a ocorrespondéncia (o, t) —p ( rlT' , —t). Assim

E (’0\ %) & una faixa de Moebius aberta.

(0\* L‘ . . Esta descricao nos da uma prova alternativa
de que /A\% é nao trivial, pois sobre esta

faixa para irmos de -x a x forcosamente pas-—

\ g samos por zero o gue torna ?TJi nao trivial.
—— (7 1)
Lom) % R - |
1.17 - Definicao: As secgOes Syr Spres-s S, sao independentes se, para cada b€ B,

os vetores s;(b), s,(B),..., s (b) sao linearmente independen—-
tes.

1.18 - Lema - Sejam ¢ e n fibrados vetoriais sobre B e f: E( E )—>E ( n)u
ma funcao continua que mapeia cada espaco vetorial Fb( £ ) isomor-
ficamente sobre o espago vetorial Fb( n ). Entao f & necessariamen-
te um homeomorfismo. Portanto £ =1 .

Prova - | 9, pag. 19 .
1.18 - Teorema - Um R'-fibrado % & trivial se e somente se £ admite n-seccles
Sqr Soreeey Sh independentes.

Prova: i) Sejam S1r Sgreees Sp secgoes de g independentes

Definimos f: B x R—pE pox:
f(b, x)= Xy sl(b)+ Xq sz(b)+...+ X Sn(b)

f & continua porque € uma combinacao linear dos vetores linear-—
mente independentes S1 (b), S, b),..., Sh (b). |
Pela maneira como foi definida ela mapeia cada fibra de Eg nu
ma fibra de § , e pela mesma razao Como Sq L) ,..., sn(b) sao
linearmente independentes em E{( § ) a aplicagac f & 1-1 e sobre,

ja que associa o par (b, x) € Bx R" a X189 (b)+...+xpsn (b) €& E.



ii)

1.20 - Definicao:

1.21 - Definicao:
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Assim f & um isomorfismo de fibrados e £ & trivial (afirmagdo
1.9). |
Agora suponhamos que § € trivial, com sistema de coordenadas

(B, h).

—— —

Definindo s, (b)=h i b©,..., 0, 1, O,..., o)lé F (& ) com

—

o 1 na i-ésima posicao entao

si; Syrees Sp 530 independentes.
Tlustrando:
Seja sl C Rr? e Tol= {(x, v), x € sl, y € szl_}' o

seu fibrado tangente.

Seja G : R x]RZ, com G (Sl) CT st a1 que:

Tei= (1 o 16+ T/2)
onde ( por construcao &
funcao continua. Assim
g e seccao de T Sl
distinta de zero, ou se-
ja, s admite um campo de vetores, logo st e paralelizavel. Da
mesma forma se usarmos a fOrmula de Moivre teremos: |

i8 e+ T2y (

e = (x,y) e -y, X)

entdo: (| (x)= [(x, v), (=y, X):}

dhkkhkkkkkkkkikhkAhkkhkkkhhkhkrixhhk

Fibrados vetoriais euclidiancs:

Dizemos que a funcao de valores reais u s0bre um espago ve
torial de dimensao finita V & quadratica se y puder ser
expresso sob a forma:
pwv= > g,v) 2", (v) com g e ', lineares.

Assim temos que uma funcao quadratica determina um par simé-
trico e bilinear v, w —5v. wde VXV ——R .

onde v. w= %— {‘U (Vi) - H(v) - U (w)] & o produto intermo.
- u & dita definida positiva se H (v) > o; v # o.

Um espaco vetorial euclidiano & um espaco vetorial real V fi

nito com uma funcao quadratica definida positiva.
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MV —m—R

1.22 - Definicao: Um fibrado vetorial euclidiano & um fibrado vetorial real jun .

to com. uma fungéc; continuia u : E( £ ) —pR, tal que a res—

tricao de p para cada fibra de £ & definida positiva e qua- -

dratica.

Obser\/a@~o: 1) p sera chamada uma métrica euclidiana sobre o fibrado veto

rial §&
2) seja (7 M © fibrado tangente de uma variedade M entao uma

méetrica euclidiana U : DM ————hR & chamada Métrica Rie-

maniana e M com a metrica U e dita uma Variedade Riemanig_

na.

Como um exemplo podemos utilizar o fibrado tangente de - ]Rn,

que & trivial, temos que R" possui uma métrica Riemaniana pa-
drao o que implica, se consideramos uma outra variedade MC R
sob a composicdo D MC DR — ¥ R, que a variedade M tam-

bém & uma variedade Riemaniana.

1.23 - Lema - Seja & um fibrado vetorial trivial de dimensao n sobre B p e

Prova:

qualquer métrica euclidiana sobre § . Entao existe n secgOes
S1r Sorecey Sh de £ que sao normais e ortogonais no sentido de

que:

13
para cada b € B.

S5 (b) sj (b)= 8.. (delta de Kronecker)

Portanto £ & trivial também como. um fibrado vetorial euclidiano.
Este lema, em outras palavras, nos garante que os conceitos de tri

vialidade para fibrados vetoriais e fibrados vetoriais euclidianos

coincidem.
Sejam ST sé, cees 51,1 n gquaisquer seccoes independentes entao
s (b), sy(®)yeees s, (b) sao vetores linearmente independentes e

portanto uma base para Fb( £ ). Aplicando o processo de Gram-Sch-
midt, ja que U & métrica euclidiana sobre £ , obtemos si(b),...,
.. .,s;‘l(b) que seré uma base ortogonal para Fb( £ ), dividindo cor-

respondentemente pelas normas destes. vetores obtemos:
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sy (b), s, ®),..., sn(b) que sgré uma base ortogonal para 'Fb( £) ou

seja: s, (b) s. (b)= § ...
J 1 3 ) i3
AhkKAAkAKAAkAAAAAk AR KkkAAArAh kA hkhkhkkhkhkkkk

% % % k¥ % % k% % %k %k % %k k k% % % %

* k k* % * %k *k k¥ %k *x k *k k k% *x %k *

k k% %k %k k% k * k k k %k k% %k k &k *x *x %

hhkAhkhkhkhkhkkkhkhkkkkkhhkhhkhkkrkhkhkhhhkhkhkkihk



CONTRUCAO DE NOVOS FIBRADOS VETORIAIS A PARTIR DE FIBRADOS CONHECIDOS

2.1 - Restricao de um fibrado a um subconjunto do espaco base:

Seja & um fibrado vetorial cam projegao i : E——PB e B C B. Fazendo

ot = E ——»B obtemos um novo fibrado vetorial que sera

E= T ®e W
denotado por & ] ‘B ‘e chamado: Restricdo de ¢ a B

Cada fibra Fb( £ "—é ) e igdal a correspondente fibra Fb( £) e tema mes-
ma estrutura de espaco vetorial.
Exemplo: Sejam: M - variedade diferenciavel
- subconjunto aberto de M.
Tomardo o fibrado tangente desta variedade, teremos:

M - espaco basico

DM - espaco total e Tf’ : DM — M
f

Seja aberto YT M= V= ’iT_l(”LL), tomando ’i\”v=

— . . —~
teremos T : V bW assim d,u= QJM

2.2 - Fibrados induzidos:

Sejam & um fibrado vetorial com projecao W =E——FBe Bl' um espa
¢o topologico arbitrdrio. Para qualquer f: B, —% B construimos o cha-

mado Fibrado induzido f* £ sobre Bl’ da seguinte forma:

Espaco total de f* § - E, C B, x E, que consiste de todos os pares (b, e)

T (o).

com f(b) =
.~ . — . ~

Projecao de £* & - i : E, —FB; definida por |l l(b, e)= b.

Espaco basico de f* £ - B -

Assim o diagrama:

-

b, e) B £ b E ©)
/
(b) Bl £ - P B (b)

comf (b, e) =e & comtativo (diagrama de pull-back) pois:

-“;T[%(b, e):] = T(@=b e f L“n’l(b, e)] = f() = b
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e a estrutura de espaco vetorial sobre ’ﬁ’_l (b) & dada pbr:
tl(b’ el) + t2(b, e'2) = (b, t) e+t ez).
Assim a funcao f(b, e) leva cada espago vetorial de Fb(f*E ) iscmorficamen-—
te sobre o espago vetorial F my B
Se (W, h) & um sistema de coordenadas locais de g torrandol& = f_l('U )r
definimos: '

h

1 W x R? T Il('l'\l) por:
%mmd=WJ1&M,ﬂ}
Temos que ("lil, hl) € sistema de coordenadas locais para f*g ou seja:
f*¢ @ localmente trivial. |
2.3 - Afirmagéo: Se ¢ e um fibrado vetorial diferenciavel e £ uma aplicagao di
ferencidvel, entfo E; & um subvariedade diferenciavel de B;x E
Prova: i) B x E e variédade diferenciavel:
E & variedade diferenciavel e B, espaco topologico arbitrario
con f: Bl —P B uma fungéo diferenciavel e B variedade diferen
ciavel entao By tambem & variedade diferenciavel. Assim: B, x E
@ variedade diferenciavel |2, pag. 5] .
ii) By & variedade diferenciavel:

B xE uc R

Como Bl x E & variedade diferencidvel k-dimensional entio . para
cada ponto (b, e) £ Bl X E existe uma vizinhanca F em Bl x E
que & difeomorfica a um conjunto aberto Y ¢ R~. Tomando “m en
[3
4

tao E; e variedade diferenciavel.

Assim, como El C Bl X E temos que El e subvariedade de Bl

x E.
Sejam & e .n fibrados vetoriais:
2.4 - Definigao: Uma aplicagao fibrada de n para & & uma funcdo continua:

g: E(mn ) ——PE ( £), gue carrega cada espago vetorial Fb(n)



2.5 -

2.6 -
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isomorficamente sobre um dos espagos vetoriais Fy, ( g).

Fazendo g (b) = b' temos no diagrama de pull-back:

E(n) g —PE ()

rn

X, "2
\ —

B (n) d pB (£)

A funcdo resultante: g : B( n ) ——pB (&) & continua porque
— ~ =1 v ‘
= M
g i 1 9960 9¢
Lema: Se g: E(n ) —E (g) & um aplicagao fibrada e se

g:B(n)—pB (£) &a correspondente aplicacio dos espagos ba
ses, entao 1 & isomorfico ao fibrado induzido g* g .
Prova: Definamos h: E ( n) ———pE (g¥&) por:
hee) = (T (o), g(e).), onde ‘W & a aplicacdo projecdo de m
h & continua porque ‘i’ e g o sio e mapeia cada fibra Fy( ‘n ) isomor
ficamente sobre a fibra correspondente F, (g*g) entao n = g*
(Lema 2.3).

Produtos cartesianos - Dados dois fibrados vetoriais 1 € £ 5 com aplica-

GOes projegoes: ’Wi: E, —B, ; i=1, 2

o produto cartesiano ¢ 1¥ &5 & definido camo serndo o fibrado com proje-

cao fl'Tl X rlrzz E; X E, —pB; X B, em que cada fibra tem a estrutura de
um espago vetorial e a condicao de trivialidade local & visivel peia propria
construgao do fibrado. |
Exemplo: M;, M, - variedades diferenciaveis.
Seja a variedade M= Ml X M2 e tomemos o0 seu fibrado tangenté gM
Assim existe £ = id (que & um homeomorfismo sempfe) gque mapeia ca-

~ da espago F( ’JM) sobre o correspondente espaco vetorial

~ ~~y

F ( & x ¢ ) entio:
(bl, b2) Ml M2
—~ ~ r~
< m C)M % €JM
1 2

Condicao de trivialidade local:
Seja ( W, h) sistema de coordenadas para Ml e (%, g) siste-

ma de coordenadas para Mz, Se tomamos um aberto w = ‘UNT de
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M; x M, podemos achar um _fungao “)O =h x g tal que:
. —~
(w, \f ) sera um sistema de coordenadas para UM b M.
1 2
2.7 - somas de Whitney:
Consideremos dois fibrados ,El e £, sobre o mesmo espaco basico B.  Seja
d: B—hB x B 0 mergulho diagonal definido por: b —S—p (b, b).
3 ,
E v E % E,
,En r'\iiox,'Tl
Y \
B d PBxB
; * - _ .
Denomirnamos d* ( Elx 62) = El@ '52 a soma de Whitney de Ele 52.

2.8 -

2.9 -

Assim, cada fibra F) ( £ 1 & 52) e isomorfica a soma direta
Fy( El) & Fb( £5).

Definicao - Subfibrado

Sejam dois fibrados vetoriais § e p sobre o mesmo espaco B com

E(E) C E( n), entao & & um subfibrado de n se cada fibra
F, (& ) & um subespaco vetorial da correspondente fibra Flno ).
Escrevenos: EC n

Lema - Sejam &1 e & subfibrados de n tal que cada espaco vetorial
Fb( n ) & igual a soma direta de dois subespacgos F( £]) e F( £5). En-

tao n € isomdrfica & soma de Whitney F,l & 62.

Prova: Como Fy ( n ) =F ( g¢) & F ( g,) definimos f tal que:
f: E ( £, 8 £, —DPE( n)e f(b,(el, e,))) =¢e +e,
i) £ (b, (el, e2)) =e te, & funcao continua ja que leva elemen

tos (b, (el, e2)) de Fb( gl o 52) em e + e, orde ele Fb( El)
e e, c Fb( gz)', pois:
FOn)=F( g) 8F( &), e para qualquer b temos que ela
associara o par (b, él’ e,5)) a soma e; + e,

ii) f e transformagao linear pois:
a) (el + e2) + (ei + e‘lz) =f [b, (el, ez)j + f [b, (ei, 8'2): =

—

1] 1]
f [b,(el+e1, e2+e2)J e

-
| e (e e J=ct [b, (e, ez)J
por definicao f e bijetiva, logo:

b)

. Hh

0



- 17 -
f leva cada fibra de Fb( n ) isomorficamente sobre a correspon
dente fibra de Fb(, & & gz) , assim:

pelo Lema 2.3 7} = g 8 &y

2.10 - Complementos ortogonais:

Nosso objetivo agora e: dado um subfibrado £ de n,ouseja, EC n.

vamos encontrar um outro subfibrado g)’ de £ tal que este se decomponha

como ur@ soma de Whitney, ou seja:r M = ¢ & g’L

Considerando n provido de uma métrica euclidiana entao cada samando com

plementar pode ser construido como segue:

Fy ( EL) - subespaco de Fy ( n ) consistindo de todos os vetores v tal

que V. w%o, para todo w er(€ ).

E ( gl) C Ev(. n) - a unido dos Fy( g‘/), para todo b € B( ).

2.11 - Teorema: E( g‘\' ) & o espago total de um subfibrado g‘LC_ n . Além disso
n = &g8¢ >

Prova: cada espaco vetorial F, (n ) e a soma direta dos subespagos Fbti )
e Fb( S’L) pela propria construgdo, portanto o Unico problema con-
siste em verificarmos a condigdo de trivialidade local para &% .
Assim, dado qualgquer ponto b 5 ¢ B, seja U vizinhanca de bo suficien

temente pequena de modo que El U € n ! U sao triviais. Sejam

¥

) ~ . . '
Syr Syr --er S SECCOES ortogonais normais de EI g €8'yre-er 8y

secgoes ortogonais normais de N orde m e n sao as dimensoes das

U
respectivas fibras (Lema 2.4). Portanto a matriz m x n

[Si(bo)' sﬁ (bo):} tem posto m, com nym.

Renumerando os sﬁ, se necessario, podemos supor que as primeiras m.
colunas sao linearmente independentes.

Seja V € U o conjunto aberto que consiste de todos os poﬁtos b
para os quais as primeiras m colunas da matriz [Si b). sﬁ (b):] sa0
linearmente independentes. Entac as n.secgoes:

1] ) -~ . .
Syr Spreeer Sy Srm—l""' s, de nlU sao linearmente mdependentes

em gualquer ponto de V. Aplicando novamente o Processo de Gram-
Schmidt a esta sequencia de secgoes obtemos secgaes' normais. ortogo-

nais sy, Syr---s S ] y- Nosso.objetivo e pro-

m’ S

melrccr Sy de M
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var a condigcao de trivialidade local, assim um sistema de -.coordenadas

L n-m o
locais para & , (w, h) com h: v xR —pE(E ) e dado

Xo-m Sn (b).

por: h(b, x) = Xy sm+l(b) + ...+
Supondo e € E( E‘L) temos que a igualdade:

/_J . - . .
h “(e) = [ﬁ'e, (e. Snﬁ-l( i e, ..., e. s ( ﬂ/e) € uma identida-
de. Assim, h & um homeonorfism.

Como exemplo tomemos duas variedades diferencidveis M, Ncom MC N C ]RA e N

N

com um métrica Riemaniana.

onde e chamado fibrado normal Yy de M em N.
2.12 - Corolario - Para alguma subvariedade diferenciavel M de uma variedade dife-

renciavel Riemaniana N o fibrado normal vy é& definido e:

U;devéj

N

i M
Observagao: Agora, com este coroldrio nos & possivel falar na condicdo de

trivialidade local para o fibrado vetorial y visto sabermos

M N
mar que ela tanbém vale para Y .

¥ ~
que a mesma vale para e J ' , 0 que nos leva a afir-
M .

Ainda sobre o corolario 2.12 para generalizambs esta idéia su-
ponhamos que M e N sao variedades diferencidveis, sendo N Riema
niana € f: M ——PN umna imersao. Entao para cada X € M o es—
pago tangente DNf (x) decompoe~se como a soma direta da imagem
DfX (DMX) e seu complemento ortogonal. Da mesma forma o fibrado
induzido pela £, £* ~ sobre M se parte como a soma de Whitney

Ju
de um subfibrado isomdrfico a UjM e um subfibrado complementar

Yg- Iogo:
2.13 - Corolario - Para qualquer imersao f: M ——35 N com N Riemaniana, existe uma

decomposicao em soma de Whitney:
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- Ve
£ yN: JM@ Y £

2.14 - Funtores continucs de espacos vetoriais e fibrados vetoriais:

Seja V a categoria consistindo de todos os espacgos vetoriais reais de dimen-
finita e todos os isomorfismos entre tais espagos vetoriais.
2.15 - befinigNO: Uma operacao T: V x V——V que associa:
1) a cada par v, w £ V de espagos * vetoriais um espago  veto-
rial T(v, w) € V e
2) acada par f: v—pV'; g: w —Ppw' de isomorfismos um
isomorfismo:
T(f£, g9) = T(v, w) —>T (v', w') tal que:
3) T(I, I) =1

v Tw T(v, w)
4) T( £ o £,, gy 0. gy) =T (fy, g7) o T(f,, gy) e chamada um

e

Funtor.

- Um funtor & continuo se T (£, g) depende continuamente de f e g.

- O oconceito de funtor continuo T: V XV x ... X V em K variaveis & definido
similarmente.
Exemplo: a cada par v, w de espagos vetoriais reais associamos O espago ve
torial dos homomorfismos de v em w  (Hom(v, w)).

Fibrado T ( _ El, EZ... Ek)i

Seja T: VX V x ... x V um funtor continuo de k variaveis e g, &... g
fibrados vetoriais sobre uma base comum B.
B Construimos um novo fibrado vetorial scbre B como segue:
Para cada b € B seja F, = T(FL( g)re-er By E)) eEa uniao disjunta
dos espacos vetoriais F, e definimos: W : E——>B por W (F)) = b.
Assim, partindo do funtor dualidade V ——pHom(V , R) obtemos o funtor
£ — (romd g,ﬁl) que associa a cada fibrado vetorial seu fibrado veto-

rial dwal.



CAPITULO IIT

CIASSES DE STIEFEI~WHITNEY

Neste capitulo usaremos H (B, Z /2) que & o i-ésimo grupo de cohamologia sin
gular de B com coeficientes no grupo dos inteiros modulo 2.

Nosso objetivo & definir as classes de Stiefel-Whitney e o faremos de  forma
axiamatica, nao nos preoéupando, por ora, com problemas relativos a sua existéncia
e unicidade, a tratar nos Gltimos dois capitulos deste trabalbo.’

Axioma 1l: A cada fibrado vetorial £ corresponde uma sequencia de classes de coho-
mologia. _
w;(E) € H(B(E), 2/2); i=0, 1, 2,...

chamadas "CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY" de & .

Blém disso: i) w_( £ ) = & o elemento unidade 1 € @t ), 2/2)
~ii) w, (g ) =oparai>nsef @ um R"-fibrado.

Axiama 2: Naturalidade

Se f: B( & ) ——bB(n) & coberto por uma aplicacao fibrada de £ am

n , entio:
*

w,(g)=£f w(n)

~Axioma 3: Teorema do produto de Whitney

Se £ e n- sao fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base, entao:
K
. =
i=G -
onde Y e o produto cup de classes de cohomologia [3, pag. 143 j

- 4 - :
Axiama 4: A classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha canonico /&, sobre o circu-
_= 4 :

lo P w (1) #o.

al\ e o fibrado introduzido no exemplo 1.12.
A

L A L
7 7 7

Consequéncias dos quatro axicmas:
Como consequencia imediata do axioma 2, temos:

3.1 - Proposicao: Se & @ isamdrfico a n entao wo (g )= wi( n ),
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vetorial Fb( £ ) isohorficamente sobre o espaco vetorial correspordente Fb( n), lo
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existe homeomorfiemo:. £: E( £ )——pE(n ) que leva cada espago

go f & una aplicacdo fibrada (definicdo 2.4).

Assim f: B(

£) ——~—&B( N ) & coberta por uma aplicacao fibrada, ou seja, o dia-

grama abaixo comuta:

£

E(E) 4 E (M) | E (&) DE ()
~ i, ou

1N :

:S '
¢ v B (&) =B (N)
£ —n

B (&) B (n)

onde f: B( & ) ——HB( n ) induz em cohomologia

£ H B (1)) —AH (B(E ). Temos, pelo axiama 2 que W (E)=fw (n).

Supondo f= id temos: w; ( g )=wi( n.)

*
ja que (id)

= id.

3.2 - Proposicao: Se € & um fibrado vetorial trivial entdo w, ( € )=o0, para i>o.

Prova: ¢ @ trivial, entao:
E(T) £ AV existe um aplicacdo de fibrado de
v ! ¢ para um fibrado vetorial n SO
B(vﬁ) Ve X bre um ponto.
Assim fica induzido um homomorfismo de grupos:

£ H(x) —aHE® (£).

IOgOWi(f,)= f*(wi(h ))=0 para i>0 por ser B(n )= x um ponto cuja ho

mologia & nula se i >o.

3.3 - Proposicao: Se C é’tr.w'?\vial entao wi( T8 n)=w.(n).

Prova:

i
wk( £ e n )= }?owi( Cyw Wk—l( n ) - pelo axioma 3,

mas wi( €)= O, para i>0 - pelo axioma 2, dorde

Wl Te n)=w (E)w(n)+w (&) w 1 (n) +wy( E)w_,(n)+

+ ... +wk(‘E,)wo(n ).

Lo w, (T & n)=w(n).
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3.4 - Proposicao: Se " & & um R-fibrado com um metrica euclidiana que possui uma

sécc;éo nao nula em todo lugar entao w (E)=o

Se £ possui k secgoes independentes entao:

n—k—l—l( £) = n—k+2( £) = ... =wn( £) =o.

‘Prova: Pelo teorema 3.3 e pelo lema 2.4 segue que & se parte como uma Ssoma

Observacao:

S i E - . ct . ~
de Whitney ¢ + T onde é trivial e C tem dimens3ao n-k.

c §
pssim g% €K T ,n—k+l<s<n e |
1
n, _ k k = -
Wokis( & )-nk+s(£ (BE /_w.‘E nk+(51)(t")_
c _ .
(onde para que w =k (5= l)( L ) =0 teremos que ter:

n-k+(s-i) >n-k; s-i > 0; s > i.)

Assim com mais razao s+l > i. Voltando a igualdade:

mAR+4 A
- Lzbf,)ws+l( E‘ ) Y “n-k+s- (s+l)( €)=
- - Mm= 1
= K+4ws+l( ¢ ) u W —k+l( £7); onde:

Azt

a) ws+l(

3.2).

k)= o, porque s+l>o0 e Ek & fibrado trivial (proposigao

AR :
b) Wy T ) =0, porque nk+13 nk, que & a dimensao de & (axio
ma 1l).

Com o0 mesmo procedimento temos demonstrado o teorema.

Quando a soma de Whitney £ @ n & trivial, temos:
s wi(g)+wn)=o

wyl ) +w(E)w(n)+w,(n)=o
rxk w'3( E) +w,( ) wl('g ) +wi(E) wy(n)+wy(n)=o étc....
Utilizando estas igualdédes podemos cbter 'wi( n ) expressado como. um
polindmio nas classes de Sﬁefel—Whimey de €.

Assim: Wl( n) = —wl( £ ), substituindo em .,

wo( &)
donde wz(n)=wl(E)wl(£)—w2(€)

wilg)w(g) +w,(n) =0

que substituida em ,,, dara: _
W3(£ )-wz(g ) wi(g ) +wl(£ ) Lwl(g ) wl(g ) - w2(£ )J +w3(n-) =0
entao:

w3(n)=—w3(E )+w2(E)wl'(E) E)w E)+W(£)w g)

com procedimento andlogo chegamos a w.(n).
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E conveniente introduzir o seguinte formalismo:
v ' _

3.5 - Definicdo: H (B; 2 /2) denotara o anel consistindo de todas as series infi--

nitas formais:

a=aj + a; +a, +... , com ay Hl(B; .Z!,/Z)

onde a operagao neste anel & dada por:

(a oraptast. .. ) (bo+bl+b2+. c )= (aobo+albo+aobl)+ (a2b o+albl+aob2)+ .
3.6 ~ Definicao: Classe total de Stiefel-Whitney

A classe total de Stiefel-Whitney de um R -fibrado £ scbre B & de
finida como sendo o elemento:
w(g )= 1 +,¥l(g ) + wz(g ) +ooot wn(g ) + o+ ...
do anel H (B; 2 /2).
Nota: Utilizando esta notagcao formal no teorema do Produto de Stiefel-
.Whitney, terenos:
w(g-® n) =w(E)w(n).
3.7 - Lema: A colecao de todas as séries formais infinitas

W

w=1+wl+w +... ¢ H (B: Z /2)

2
com o primeiro termo 1 forma um grupo comutativo cam relagao & multipli
cagao.

Prova: i) Propriedade comutativa:

1
|

Sejam: w W bW, oL e w=1l+w, +w, + ...

2 1 2
entaoc: ww = 1 + (wl+wl)+ (w2+wlwl+w2)+
e ww=l+(wl+wl)+(w2+wlwl+w2)+---
b WW=WW

ii) Existéncia de elemento neutro: w* =1 +0 +0 + ...

wwr = (l+wl+w2+...) AQ+o+0+ ...) =
=1+ (o+w1)+ (o+o+w2)+ (o+o+o+w3) +eeo =W

iii) Propriedade associativa: Sejam

w = 1+wl+w2+..., w = l+wl+w2+..., w*= 1+ wi+w§ +...

e * 4 (o W * 4 (w w. '
(W w)w 1+ w l+(wl+ wl) + w§ +(wl+ _wl)wl +(w2+wlwl+ wz) +...

W w¥) = *4 o7 . * 4 wowk + w.
ww w¥) 1+ (wl+ wl)-}-.wl + w3 + wlwl+ w2 wl(wf+ wl)+ Wy +...

= (Ww) W = w (W w¥*)
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iv) A inversa w = 1 +\7v_l +7~72 + ... de um dado elemento

-

w=l+wl+w2+ ce. €0
W=l—wl+ (wi-wz) + (-—wi+2wlw2—w3) + ..
que também pode ser computada pela expansao em série de poténcias
[1+ (W) + Wy + ... )] -1
Consideremos dois fibrados § e n 'sobre o mesmo espago basico. Do. Lema 3.7 temos
que: w(E® n ). =w (&) w (n ) pode ser resolvida univocamente como:
win)=wi(E)w (E® n)
e, em particular, se § ® n é trivial, entao:
win)=w (&)
porque: w( £ ® n ) & a classe total de Stiefel-Whitney do R -fibrado
£ ® 1n que pode ser escrita como uma série formal:
wlg+ n)=1+w(&+ n)+w,(E+ n)+ ...
Como £ + n & trivial, pela proposicaco 2, temos que:

w(g@n)=l+o+d+... . .

3.8 - Lema: Teorema da dualidade de Whitney

Se ’J’M e o fibrado tangente de uma variedade M no espaco euclidiano e
Y & o fibrado normal, ent3o:

wi(y ) =%, (J |

Este resultado se deve ao fato de podermos olhar o fibrado Y @ 9' M

camo um fibrado trivial j& que os seus componentes sao sempre linearmen

te independentes, podendo os mesmos serem.pensados camo geradores de u

ma base para O espago todo.

A seguir faremos a computagao de classe de Stiefel-Whitney para alguns

casos:
~

Exemplo 1: Seja ¢’
w ( J ) =w(s™) & iqual a 1, em outras palavras, o fibrad tangente de

o fibrado tangente da esfera unitiria S". Entio a classe

s & ponto de vista de classes caracteristicas ndao pode ser disﬁingui—
do do fibrado trivial de S.
Prova: Seja h o mergulho padrao s"C R, 0 fibrado normal y de s” & trivial
porque podenos tomar s" .com> sendo o aberto U. do fibrado e o me.fcjulho h

como a fungdo que levard U xRS ——b W—l .
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~ N )
Como w(g)) w(y) =1 porque w,(Yy ) =w, ,(‘”JM) pelo Iema 3.8 e ja que vy

1 1

é trivial, entao: w ( y ) = 1.

Assim: w(g)=l.

e . . TS | )
Exemplo 2: A classe de Stiefel-Whitney total do fibrado linha canonico ﬁn (exem
plo 1.12) sobre P & dada por: w(ﬁ‘ 3‘1) =1+ a.
Prova: Seja a inclusao padrao j: pl P” (exemplo 1.12), j & coberta pela
Tova pa

aplicacao de fibrado de /d\i para 3‘3‘1

P 5 > p"
A >
w7
“1 K PAN .
<
’ s rs”

Iogo, utilizando os axiomas 2 e 4, temos:
* 1, _ 1
3w D = (D £ o
logo wl( /A'\ 31) nao pode ser zero, portanto deve ser igual a algum a # o.
Como as classes de Stiefel-Whitney restantes de fd‘ 3‘1 sao determinadas pelo

axioma 1, temos:

w( /Jwrll):1+a

Exemplo 3: O fibrado linha canonico 8‘ rl1 sobre Prl & um subfibrado do fibrado tri-

-
vial € ™ por ser fibrado ortogonal ao fibrado tangente de /3”‘ :er

: > 1 ¢ ntl
Seja ’&\ o complemento ortogonal de W n &m -

3
)

, ou seja, e}

que consiste de todos os pares:
1

espaco total E( 9

({+x}, v € P'x R

1
Iogo w( ) =1 +a+a*t ... +an

comv | x.

, A
Prova: Como E ntl_ ,()ﬂ i @ 9 e trivial, temos:
N B N
w(/‘})=w(a«i):(1+a)l=l+a+a2+...+an.
Este exemplo mostra que todas as n classes de Stiefel-Whitney de um ]Rn—f_i_-

brado podem ser nao nulas.

~ n . _ 1 1
3.9 - Lema: O fibrado tangente ¢/ de P & isombrfico a Hom( /a\ N 9 ).

Prova: Seja L uma linha através da origem em ]Rn+l interceptando s” nos pontes +x,
1

e seja LtC_ R o0 n-plano complementar. Seja f: st —> P’ a aplicacao



canonica f(x) = {+ x }

Dy

Assim a imagem pela Df: DSrl ———I>DPn de dois vetores .'(x, v) e (=X, =V) a
mesma, pois por Df estaremos trabalhando com planos paj:alelos, .é se v & o
" vetor tangente a um arco régu—- |
lar p por x entao -v & o ve
tor tangente do arco regular —-p
por -X.
Portanto a variedade  tangente

pp" pode ser identificada com o

conjunto de todos os pares
{{(x, vi, (=%, -v)} satisfazendo x.x =1 e X.v=0, jaque x € L pode ser

pensado como um vetor.

Assim cada par {(x, v), (=X, -Vv)} determi

na univocamente uma transformacao:

P
2 : L —pL ; 2 (xX) =v.

Assim, ¢ associa a cada x um vetor v, ou seja, o espaco tangente de P’ em
1
{+=x } & isomdrfico ao espaco vetorial Hom(L, L ) por um isomorfismo
~ n 1 A
j{+X}: dXP Bom () x’/(}\x)
-~ . . ’ 1 - :
Conclusdo: O fibrado ¢ & isomdrfico ao fibrado Hom ( /(}\ n ,9 ), pelo isomorfismo
de fibrados cuja restrigcao sobre { + x } & j + x}°
— a
3.10 - Teorema: A soma de Whitney ¢ & £l & isonbrfica a (n + 1)-vezes a som
s

de Whitney: a‘rll@ ﬂ‘iGB .. & 2\}1 . Portanto a classe total de

Stiefel-Whitney de P & dada por:
wEh = 1+ a)n+l= *(nd{l.)a + (n;l) a2+ ..+ n;l) a .
Prova: O fibrado Hom( 9 111 , ?frll ) & trivial j3 que & um fibrado linha

COm uma sSecgao que nio -se arula em nenhum lugar, basta tomarmos
idLX €  Hom( 9“%1 , /a‘ i) em X, a aplicacao que associa x——bide e
e gue nao € nula.
Portanto: o ® & T = Hom (-’&*ie ’&\1) ® Hom (7h 2 o L
porque pelo lema 3.9: &VE Hom (%Ill, ’f)j' ) e camo EL & tri-

vial, entao E 1z Hom ( Z\xl) ; 2“;) - ver afimmacao 1.9.
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(1) & isomborfico a:

3
on GL, Fw P smm (Pl €
e portanto: Hom(@‘i, E—le Ele_,,e El);
Hom(/a"rl), El)a...e Hom(/(}i,f_l).

Veremos em 3.11 a seguir que ?)\rl) tem uma métrica euclidiana o que

IR

implica, no nosso caso, que Hom( 9131 , £ l) = /a'\rll .
.Assi_m: g&ilgi}i@...ﬁaﬁ“i.
isomorfico a seu fibrado dual Hom( £ , E,l), onde:
Hom( & , El) € o espago fibrado vetorial de todas as. aplica-
coes fibrado f: £ —3 © T (ver K~Theory - Atyak).
Aplicando a definigao de espago vetorial dual temos que o.dual de };‘b( g ) e
O espago vetorial dos operadores lineares de Fb( £ ) —p R, onde a estru
tura de espago vetorial do dual € obtida de forma natural da soma e produto
emF  (E). | |
Em particular, dado x & F (£ ) temos o operador linear L produzido pelo
produto escalar de x por elementos de Fb( £ ), produto este garantido pe-
la metrica euclidiana de § . De fato todos os operadores lineares de Fb €)
em R sao cbtidos deste jeito, observando-se que a cada X corresponde um
L. Além disso esta correspondencia & um iscmorfismo fibra por fibra E7, P
124] . E claro que a correspondéncia achada € um isomorfismo.de fibrados.
Consideremos a correspondéncia que a cada (b, xX) € £ faz corresponder
b, L,). Vejamos que este & um isomorfismo L de { e Hom(¢g , ey,
Por construgao vemos que L, & um isomorfismo de F, (& ) em

Fb(Hom( £, E l) = Hom(Fb( £ ), R), falta-nos ver que € um homeamorfismo

Lyy.

(& claro que R = F_( €
Em particular, a correspondéncia L estabelecida & uma bijegao e portanto in

duz uma topologia em Hom( & , € l) que € a topologia padrao deste fibrado.

Portanto, L & naturalmente um homecmorfismo.

Usando ¢ teorema do produto de Whitney, temos:
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v ) =w Y e v v (D)

wi(d)=a+a ™ N

w(y) =1+ <n—{l) a + (n;l>a2 oot (rr;l)an.
: *

Precisamos, para efeitos de calculo em H (®" , 2 /2) da seguinte tabela de

ooeficientes binomiais mbdulo 2:

1

1 1
Py 1 0 1
P, 1 1 1 1
Py 1 0 0 0 1
P, 1 1 0 0 1 1
P 1 0 1 0 1 0 1
P6 1 1 1 1 1 1 1 1
P 1 0 0 0 0 0 0 0 1
Pg 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
P9 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1

0 lado direito deste triangulo pode ser ignorado j& que para calcular os
w (™) tem-se que gl ®" , %z /2) =o. Por exemplo:
wel) =1+a+a®

Corolirio - (Stiefel) - A classe w(P") & igual a 1 se e somente se nt+l &

uma poténcia de 2.

Portanto os Unicos espagos projetivos que se podem'paralelizar

sao Pl, P3, P7, P15, .
Prova: (a+b)? = a2 + b2 = a® + 2ab + b% , mBd. 2
— (1+a) F=1+a ¥
Portanto se n+l = Zr, entao:
wE?) = (1 + a) S R A RN porgque n+l> n

Da mesma forma quando: ntl = 2rm , m impar, m>1 temos

n+ 5 2r, m

wE™ = A +a)™= @ +a)fm = 1+ a2 1ogo

1+a?) Pc1+naZimm-1) a4+ ... %1
3

ja que : 2F < ntl



- 29 -

3.13 - Teorema (Stiefel) - Suponhamos que exista uma operagao bilinear

p: R™x R” 4———§>Rn, sem divisorés de zero. Entao o espago projetivo
Pl paralelizavel e portanto n deve ser uma potencia de 2.

Prova: Seja bl’ b2,. cey bn base padraoc para o espago vetorial R". A corres

pordéncia: y 4 ,b p(y, by)

define um isomorfismo do R em si mesmo, & que:

i) vy € R? —3 p(y, bl) ¢ r" logo, a cada y corresponde um p(y,bl) ,
e vice-versa, assim a correspordéricia e -biunivo,ca.

ii) y=v(p (v, b)) ; vy € R
== v & um transformacao linear, assim esta correspondéncia
define um isomorfismo de R —— RP.

A igualdade v, [p (v, bl)j = ply, b;) define uma aplicacao de

R ——p ]Rn, tal que:

i) v, [px +y, bl)] =p (x+y, b)) =plx, b)) +p (y, b)) =
=v; { P, b)) + v, (plx, by)).

11) k vy(p (v, b)) =k p(y, b) =p (k (y, b)) =
= vy [k p (v, lbl)] , gssim vy € linear.

Como p e bilinear, sejam:

X = ply, bl) e o= o4 vl(x) + oy vz(x) t.ootoay vn'(x) =

ay Ply, b)) + ...+ o ply, b)) =
=p , oy by +...+ o b)==po bh+...+ o b =0

porque 'y # o0 e p nao tem divisores de zero, logo:

0 = Oy, = ... = o =o.
Conclusao: vy x), vyx) ... vn‘(x) sao linearmente independentes pa-
ra x # o. |
Alem disso vy (%) = x.

As fungSes Vs -.. v dao origem a (n-1) secgées do fibrado vetorial,

ou seja, para cada linha L através da origem podemos definir uma
transformacao linear:

- X - ‘

vy L ——Pp1L , tal que para X € L, temos vi(x) a imagem da

~ L
v, (x) sob a projegao ortogonal R ——— bL .

v, oV, =i ' S sa 0es .
Portanto vy i ld'L’ ou seja, V, ... V, Sa0 secgoes.
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Assim 51 = 0 porque ele sera a projegdo sob a origem. Esta projegao

N L
sobre L da origem, a menos de uma rudanca de coordenadas, a uma ma-

. ’ A
triz de posto n-2, rl 0 0...0 que provem da projegao ortogonal

0O 1 0...0 noplano perpendlcular aVl na .«

............ . origem da matriz de posto n-1 cu

R A 00 0...1 ] jas colunas sao os vetores colu

{ / -
| ‘ /o
| / ﬁ'\q LL Mas Vo, Vas oees vn.
{ i :
{ A

~’ -
o

Assim V., ... , §n sao independentes. Pelo teorema 1.20 n-1 €

2’
fibrado vetorial trivial, portanto Pn_l e paralelizavel dorde, pelo co

rolario 3.11, n deve ser uma poténcia de 2.

XX XXX
Imersoes
: . . ~ . s mtk
Se umna variedade M de dimensao n pode ser imersa no espago euclidiano R en-

tao o teorema da dualidade de Whitney:

w (y) =:§i (o
implica que o.dual das classes de Stiefel-Whitney Gi ( QJM) sao zero para i > Kk,
j& que a classe w; de um fibrado de dimensdo k (no caso Y ) & nula por ser de di
mensao maior que a dimensao do fibrado (axioma 1). Consideremos o espago projetivo
p°. Entdo:

8

wE) = (1 +a) =1+ a%+a® (tabela da pagina 28)

e usando expansaoc em série de poténcias temos que:

w (Pg) = (1 + a2 + a8)_l =1+ a2 + a4 + a6, ou seja, se P9 pode ser imer

SO em rIK entao k & no minimo 6 porque a partir de WG (Pg) temos que as outras
classes 'se anulam.

Os mais surpreeridentes resultados sobre P s3o cbtidos quando utilizamos n = 2.

Agora:

n
-~
+
2
!
}_l
+
)
+
u

" (Pn)

I
=
+
o]

+
I

+
+
o

e w Y
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r r
3.14 - Teorema - Se P2 pode ser imerso em ]R2 K entao k deve ser, no minimo, 2F-1.

Em 1944 Whitney provou que.toda variedade diferenciivel compacta de dimensao n. > 1

podia ser imersa em r&7L,
O teorema acima nos da uma melhor aproxj_magéo. Por exerplo,v cono, segurido Whitney,

12

P7 nao pode ser imerso em R seque, por este teorema, que P8 também nao pode ser

imerso em Rlz;

Em .[5 ] ‘Hirsh trabalha com :LmersGes. em espacos euclidianos e utilizando nogoes tais
como: fibrados, variedades paralelizaveis, classes de Stiefel-Whitney ele prova os
teoremas: — Se M & paralelizavel ele & imersivel em L

- Se M & imersivel em E"(n qualquer) com fibrado normal trivial ela & i-

mersivel em E’k +l.

- Toda variedade compacta de dimensao 3 & imersivel em E4.

- Toda variedade compacta de dimensao 5 € imersivel em E8.
Alem disso, trabalhando com espacos projetivos P’ ele prova resultados que refinam

os conseguidos por Whitney. Sdo eles:

e ~ o= . 3 4 05 7 6 7

- As seguintes imersoes sao possiveis: P —JE°, PO —pE', P ——%E,
P ES,' p? o pl,

k+1

- Se k & par, P* & imersivel em EXTF entfo P & paralelizavel.

NOMEROS DE STIEFEL-WHITNEY

Aqui teremos contacto com os chamados nimeros de Stiefel-Whitney definidos envol=-
vendo as classes de Stiefel-Whitney e que nos permitirao comparar variedades dife-

rentes.

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensiomal.
Usando coeficientes mbdulo 2, existe uma Unica classe fundamental de hamologia:
Wy € H M z/2) - |9, pao. 273'].
Portanto, para gqualguer classe de cchomologia
v € H'(M i 2 /2) o indice de Kronecker
L v “'M> : H'M, 3/2) @ H (M) — 7 /2

esti bem definido [13, pig. 93].
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Sejam Tyr Loy eee o I inteiros nio negativos com:
rl+2r2+...+nrn=n. |
Entao correspondendo a qualquer fibrado vetorial g podemos formar o monomio:
r T
1 .
wi (E) 7 cow (E) " emH(B (E); 2 /2)
3.15 - Definicao: O oorrespondente inteiro mbdulo 2
(254 r ‘
/w(._/) ...... w(cl)n,u\échamadoNf]MERODESTIE-
n' ¥M M/ . =
FEL-WHITNEY de M associado cam 0 monomio Wy e wnn.

Sejam duas variedades M e M'.

M e M' tem o mesmo 'nﬁmero de Stlefel—mtney se: -
\wl(c)M) ...... wn( " 'UM (J ...w () gy
r T
para todo monomio Wy Teeeens W de dimensao total n.

Como ilustracao podemos examinar os nimeros de Stiefel-Whitney para a variedade que

- . o n
nos e mais familiar, P .

Seja Q/ o fibrado tangente de P , Se tomarmos n pa.r temos que

n

w(d)—< T) a

= (n+ l) a’ que & nao nula, o que implica na nao nulidade gdo
nimero de Stiefel-Whitney. |
Assimtémbémcomowl(:j) =(n+1) a#0 entao (wi1 (Pn)>;£o.
Examinemos 0 caso em que n & uma poténcia de 2:
( :7 ) =1+a+a, sequndo a tabela da pégina 28, senao 0s. outros numeros zero.

Os outros nimeros podem ser computados mesmo que n nao seja uma poténcia de 2, como

produtos de coeficientes binomiais.

Examinemos o éaso em que n é.impar da forma 2k-1 =P w( Z}J) = (1+ a)Zk = (l+a2)k
(corolario 3.12), ‘
como w (Pl) =1

w () =1

w (P5) =1+a2+a4

w (P) =1

W (P9) =1+a%+ad ..., conforme tabela da pagina 28, entao existirad j im—

Y
par tal que: w.( o ) = O.

Assim , todos os numeros de Stiefel-Whitney de PZk—l sao zerc, ja que todo mondmio
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de dimensaoc 2k-1 deve conter um fator wj de dimensao impar.

APLICACAO DOS NOMEROS DE .STIEFEL-WHITNEY:

3.16 - Teorema. [Pontrjagin_j _
Se B € uma variedade (n + 1) dimensional difereﬁciével e compacta
com bordo igual a M entao oé nameros de Stiefel-Whitney sac todos
nulos.
Prova: Seja a c;asse de hamologia fundamental:

LIS € x 1 (B, M), com coeficiente em Z /2 e consideremos o homomor

fismo:

Q :H (B M P H M),

que leva v a M " E‘B, pPag. 57]

Agora consideremos qualquer classe v € H M) e denotemoé por § o
homomorfismo que leva = (M) ———DHn+l B, M)

Assim: <v, Bu B>= <6 v, }*B> [13, pag. 93J
Consideremos o fibrado Z‘J B restrito a M bem cono o subf;brado 9;,1
Utilizando uma métrica euclidiana sobre S/B’ como Q/B e Y, sao
complementares temos Qde: a cada x €& M podemos associar:

vetor exterior normal a M em x, de modo que teremos uma aplicagao do

tipo M — v M &M xR, continua e diferenciavel. Portanto, po

demos falar em um Gnico campo vetorial normal ao longo de M, gerando

um fibrado trivial E l. (Teorema 1.20). Assim, segue que:
C) B}M = JM B O .
Pensando em termos de classes de Stiefel-Whitney e considerando 1
trivial podemos afirmar que:
as classes de Stiefel-Whitney de JJ B restritas a M sao iguais as
L
classes de Stiefel-Whitney de ¢ M’ pois:
o ~ C1 o ~
W, ( c)B) —-wj( dMe c ) = v ( ‘JM)’

Tomemos a sequéncia: 7

3 *
1) 5B ——i-—P H (M) ——ES——D Hn+l(B, M) onde i* & o homo-
morfismo restricao. 1) faz parte da segquéncia exata do par (B, M)

i *
!:13, Pag. 19:’ portanto ela & exata, ou seja: im i =Ker
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ry ro
Assim temos que: ee W ) = O e portanto:

T1 Tn n
<wl...wn, au > < ...wn,uB>=O

Condlusao: Tedos c;s numeros de Stiefel-Whitney de M sao zero.

3.17 -~ Tecrema - ]:'Ihom] - Se todos os numeros de Stiefel-Whitney de M s3o zero,
entao M pode ser realizada como o bordo de alguma variedade dife-
rerciavel compacta.

Prova - A prova deste teorema nao e facil. Utilizando-se [’IZJApodemos
chegar a ela.

3.18 - Definicao - Duas n-variedades diferenciaveis fechadas Ml e M2 pertencem a

mesma classe de cobordismo se e somente se sua uniao disjunta
My U M, € o bordo de uma variedade compacta (n + 1)-dimensio-
mal e diferercivel.

Dos teoremas 3.15 e 3.16 temos:

3.19 - Corolario - Duas n-variedades fechadas e diferenciaveis pertencem a mesma

classe de cobordismo se e somente se todos Os seus corresi)ondeg

tes nlmeros de Stiefel-Whitney sao iguais.




CAPITULO IV

EXISTENCIA DAS CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

Seja £ um R"-fibrado qualquer cam espacgo total E, espagio basico B e aplicagao pro
- ' ' '
jecao i .
Consideremos: Eo - o conjunto de todos os elementos nao nulos de E.
FO - o conjunto de todos os elementos nao nulos de uma fibra tipica
F= T 1om.
Como F C E temos: FO=F N Eo’

Vejamos a seguir que usando resultados conhecidos terenps:’

i N _fOparai;ém
H (F, Foi 2/2) = LZ/2parai=m

Ja que F & um espago vetorial isomdrfico ao R (definicdo de fibrado vetorial) te
remos:
H'(F, F; 2 /2) SH (R, R~ {0} ; 2 /2)
utilizando o Teorema da Dualidade de Poincarée [ 3, pag. 164_, :
n o.n ' - |
By (R R - {0} 2/2) A3, pag. 149)

I

"H(RY, ®R- [0} ; 2 /2

‘4 . Z/2; parani=m  _ _
H_;(R,R-{0}; 7/2) = LB, pag. 111]
O; para n-i #m
logo: ( :
. O; 1 #m
H(RY, R™- {0} ; #/2) =<
\LZ/2;1=m
Queremos ver que:
: Opara i ' n

Hi(E, E;: Z /2) = ,
- ° g B, % /2) para i> n P
2

i

Para tanto precisamo's mostrar que E = B:

Seja \P:EXI———-—-onnde (b, v) € E e B= {(b, O)}
oo, v =0, tv)
(b, v) = (b, O) ==qﬂol=iaE e‘FO:E—aE—EO
Tk, v) = b v ;

Assim: E o E - EO ~—£_:—E9-——b B. Basta vermeos que:



ﬂ
como N E-E E - EO ——— » B & um homeomorfismo, temos
o}
Sejam f = ’lTlo"Fo e g-= (‘TI )"l entao:

Assim, usando [_9_, pag. 106] comj+n=1i para i) n temos:
H P (8; % /2) ZH (E, Eo; 7 /2)

Da mesma forma para i < n temos i-n < o, logo:
H (B ; /2) =0

4.1 -~ Teorema - O grupo H (E, Eo) @ zeropara i<n e g (E, E)) contém uma unica

-1

classe u tal gque para cada fibra F = i (b) a restricao:

U € Hn(F, FO) 2 a Unica classe nao nula em Hn(F, 'Fo) .

(F, F,)
Além disso a correspondencia x —d x V U define um isomorfis-—
mo BN (E) ——s B (E, E), ¥ k.

Prova: | 9, pag. 110 |.

.= . . -+ - .
4.2 - Definicao - O isomorfismo de Thom & : H‘k (B) —————PHk rl(E, EO) e definido
como sendo a composicao de dois isomorfismos:

~ *
BB L FE —HE o g

E, EO) .
Com o objetivo de verificarmos os axiomas relativos as classes de Stiefel-Whitney
introduzimos aqui os axiomas basicos para os "Quadrados de Steenrood" [ll, Pag. l]' '
aplicados a H* (E, EO).
1) Para todos os inteiros i o e g > o, existe uma transformagcao natural de

funtores que & um homomorfismo

s; : X, 3) —E(x, 2); n 3o

2) Naturalidade: .

Se f: (X, 3) ————m——LH (X', A') =P Sé o f* = f*o Sci;[
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3) Se a(iI-Irl(X, A):bsg(a) =alUa paradima=n
4) Se i > dim a; S(iz(a) =0

5) Formula de Cartan:

ko -
sfaub) = = st@ U stp), seaub esta definido.
g i:O g g

Com o0 auxilio destes axiomas e do isomorfismo de Tham q>. podemos agora definir as
classes de Stiefel-Whitney como:

, _ -1 4 T

@) wi(g)= o s [eom]

Assim: wi( £ ) & a Tnica classe de cohomologia em H (B) tal que:

‘ - N . - .
@'i[wi(g)J=:l:l’wi(g)Uu éigualaSé[@(l)J=S;(u)

onde H(®) —— 21 ® —Li p #E ).
Introduzindo a operacao quadrado total:
Sq(a) =a + S(Jz'(a) + Sé(a) + ... +~Sg-(a) coma € Hn(S, A)

assim a formula da Cartan pode ser escrita:

S U b) = (S U (S_.b
q(a ) = ( q a) ( q ) ~

Da mesma forma a correspondente equagao para o produto cruz [13, pag. 110 J usando:
Sq( axb) = Sq(a) X Sq(b) Lll, pag. 2}

e a formula (1) fica:

_ -1 _ -1
wig)= 078, 0 (1) = @S (u).

4.3 - Verificacao dos axiomas:

Axiom 1 - Camo ¢ : H (B) —— b o g, E )

e w(g)= 0 -1 S; ¢ (1) entao wo (g ) € H (B)
_ -1 o _ -1 _
wo(g)— o Sq & (1) (] Sq(u) 1
e w (g)= ?CD_lSé‘[ o (1) = <D—l(o)=o,parai> n .

Axioma 2 - Seja f: & ——— &' uma aplicacao de fibrados entao ela indu-
2ird uma aplicagao g: (E, E)) —P (E', E]).
Se p' denota a classe de cohomplogia fundamental em Hn(E',E‘ o)
- * - .
entao a induzida g ( u') e igual a classe ué& H(E, Eo)' pela
definigdo de u (Teorema 4.1).

Segue que os isomorfismos de Thom ¢ e ' satisfazem a condi-
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Axioma 3 -
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. *
¢cao de naturalidade g o ¢' = ¢ o f
[0)

e T

Hm T gy Uk P geng g
b A o
* *
f g
L . )
e (5')— 1 B (') ——LE o e )
@I
a partir desta igualdade e da propriedade 2, teremos:
% _* -1 i \ * ..—1 -1,
fwi( g)y=£f o' Sq ' (1), mas £ o' = & g
et st o elogt g
= ’ Ir’as =
9 g 9 5% " %"
_l i * J * v %
= 9 Sgg $ (1) , mas g $ = ¢ f
. 3 % %
- q)ls; o T ,msT (1) =1
-1 1 -1 1
= S 1) , mas S 1) = w.
® g ¢ (1) o g ¢ (1) 1( £ )
=W ( £€).
Consideremos o fibrado produto g"= £ x {' com projegao

fﬁx ‘T{J":EXE'————beB' ,
e sejam p € H(E, EO), p' € g (E', Eé) as classes fundamen--
tais de £ e E'.
Como E_ e aberto em E e El € aberto em E' o produto cruz: |

uox u' € Hmm(ExE", ExE('3 U EO x E'") [9, pag. 266]
esta definido. |
Seja (E x Ec'>) U (B x E') C E"=E x E' entao:
(E x E(;) U (E) x E') = E’ porque esta uniao nos da exatamente
E x E , que serao os vetores rnao nulos de E".
Nosso objetivo & mostrar que p X y' definido acima & exatamen
te a classe fundamental " € HUD(E", E') e para isso & sufi-

ciente mostrarmos qué a restricao py x ' & a classe de
{ (F"’F")
o

cohomologia n3o nula em g (F", Fc':") .para toda fibra F"=F x F'
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de  g" (teorema 4.1). Porém esta restrigao & igual ao produto

e u' o onde | e p' sao gerado
| (F, FJ) (F*, FO)

cruz de

res de espacos, logo diferente de zero. Assim u X ‘u' @ nao
nula [3, pag. 266] .
Agora se a = ﬂv*(a) € H*(E) eb = {l.ir,'*(b) € H*(E') entdp seque
da equagao com ooeficientes em Z /2, portan’co-sem sinal:
(@ x b) vU (p x W) = (a U ) ox b U u") [10, pag. ]
quer p"(axb) = ¢ (@) x ¢'((b), onde:
o": B (®) —p BE, EY).
Assim, agora podemos computar as classes de Stiefel-Whitney para
g£" usando a formila:
o" [wi g ] = 550w =Sglux w) =S (u) x5, u") =
= ¢TW<g>jx @Lw(g)_’ @"Lw () x w( g')]
=3 q)"[w "]= ® [w(g)xw( g’)]
cp"_ " [w( ")J @"[:W(E) x w{ .E';J
logo, w(g x‘ g) = w( g) X w( Vg').
Supondo que ¢ e g sao fibrados sobre o mesmo espago base B'
tomamos o mergulho diagonal conforme foi feito ma pagina 16
(Somas de Whitney) e obtemos:
wieg ® g)=wlg)uwl g).

Axioma 4 - Seja '/()’\ 10 fibrado linha canOnico assim o espago de vetores de
comprimento menor ou igual que 1 no seu espaco total € uma faixa de
Moebius M, limitada pelo circulo M.

Sejam (EO, EO) xI-———ou>d (M, Eo) ; tal que
([x, s] , t) ——J{————D [x, ts + (L - 1) A (s)] com

M, M) — 3> E) logo:\?o i= id(M, M) e

i o\f = idg g ) logo: M @ um retrato de deformacao de E.
" To

n
Y
0]

exp. (=1/s2)

" Com A (s)
<0

0n

~exp. (-l/s2)
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Da mesma forma: Se (M, MO) _—% M, M

oomMO——:f—l—o Mo ; onde MO =M - {conjunto de (x, o), x € S‘}

) identidade

N 1
e ([x, s], ————@————-—b[_x, .—— stj

=] "

entdo ¢ & um retragao e Mz =M.

Assim o diagrama comutativo:

=,
\/

implica B (E, E) =y (M, M ) = (M M)

M

*
temos que: H - (E, EO) = H M, M).

Por outro lado se mergulharmos o disco D2 am P2 entao P2— D2 e ho
meomdrfico a M, pois:
trabalhando no plano complexo teremos que o disco D2 & dado por:

{x + iy} ={pele, p<l1},

onde X + iy = cos 6 + i sene=e:Le
Seja a funcao f que associa:

P" - D" = S'/Z2 —— b S' tal que o seguinte diagrama seja

comatativo: i e2ie

St b gt

/ﬂ
aplicacao e homecmorfismo
identificacao P (transgressio)
s/
s /2, 2, pag. 121]
2 -~ Pag- J

onde Zzele = {l, ‘l} elez {ele, e_le} = {e19, el (6 +u )}
38 que: {1, -1} = {&, €'}.

Usaremos o teorema da Excisao:

Seja (X, A) um par de espagos e U C A um subconjunto com
U C Int A. Entao a aplicacdo de pares:

i: X-U, A-U) —— (X, B)

induz um isomorfismo:

i* : B*X, A; G) ———F H*X - U, A -U, G)
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Prova: [l]

2.

Assim, teremos: H* (M, 1\'4) = H* (P2, D
Portanto existem isomorfismos naturais:

H(E, E) —> H 04, W¢— & (P2, D) —p B (#9)

para toda dimensac i # o.

Como y & Hi(E, E)) nio & zero, pois ela & classe fundamental, de
ve obrresponder ao gerador a € Hl (P2) sob o isomorfismo composto.

1
q

Mas aYa# o pelo teorema 4.1.

Iogo S (p ) =y YU u deve corresponder a Sé(a) =awu .a.

Segue que:
1, _ -1 1 - ~
wl( /6‘ l) = o Sq( ‘u ) deve tambem ser nao nulo.

* %k %



CAPITUIO V

UNICIDADE .DAS CILASSES DE STIEFEL-WHITNEY

~

- . ~ +k
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n no.espago coordenado R

+k

. A cada

ponto x € M associamos O espago tangente DMX C R e tomms DMX como um  ponto

num novo espaco topologico G, ( ]Rn+k) .

e~ n+k, - = . " , .
5.1 - Definicao Gn( R ) @ chamado "Variedade de Grassmann" e consiste do conjun

to de todos os planos n-dimensionais através da origem do espaco

coordenado ]Rn+k .

5.2 - Definicao - A variedade de Grassmann infinita G, = Gn( R ) e o conjunto de»
todos os subespagos lineares n—dimensionais de R = , topologiza-
do como o limite direto [3‘, pag. 155] da sequéncia:

n n+l n+2 '
G, (R) C G (R C G (R"IHC ...

Observagao: o espago projetivo infinito P "= G (R “) & igual ao limite di-

reto da sequéncia PlC pc ...

5.3 -~ Fibrado Universal ?P 0. Sejam:
{J
1) E( /a«n) C G, ¥R o conjunto de todos os pares:
(n-plano em R ® , vetor deste n-plano), topologizado como um
subconjunto do produto cartesiano.
2) W : E( hy — A G, tal que TI, X, x) =X .e defi
: : =
| rb’\ n’ que: r L
nir as estruturas de espaco vetorial nas fibras como fizemos
anteriormente.

5.4 - Lem - @’\ U satisfaz a condigcao de trivialidade local.
Prova: [9, Pag. 64] .
- Unicidade das classes de Stiefel-Whitney:

5.5 - Teorema - Existe, no maximo, uma correspondéncia § ——p w (£ ) que
associa a cada fibrado vetorial sobre um espago basico paracompacto
uma. sequéencia de classes de cohomologia satisfazendo os quatro axio
mas para classes de Stiefel-Whitney.

Prova: Suponhamos que existam duas correspondéncias:
g —————>bw (E) e £

<
1
Yy
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Utilizando o fibrado linha candnico a\l , Scbre Pl, temos:
il @1) =% (/@1)

Mergulhando /a“ 1 ™ fibrado linha /&« socbre O espago projetivo

[s0]

P

E( ’a‘i) i b E( fgﬂl)

{1

4

iy

v . v
pt = DP

teremos que: w ( ’a-\l) =w ( ’asl) = 1.+ a, porque por LB, Pag. 90]
temos que H*(P° , % /2) & uma algebra polinomial sobre 2 /2 com
um gerador a e chamemos:

w(@"l)=l+a

Passando para o n-produto cartesiano:

£ : /0\1 X /d\l X oes X /0\1 e tomando os a;, como as ima-
' L * - -
gens |} 5 (@) induzidas pelas aplicacoes projecoes:
Y ©
“ : - P ; teremos:

?’\ a X vee X 2\15(71/1 \l)@...ﬁ)-(in/aq
Assim, pelo axioma 2: |

ﬁle '{Tle... ® ’J‘l
e w(E)=%W(E)=(0+a)+a,) ... 1 +a). Lema 3.8.
Por teorema [ 9, pag. 65_’ existe uma aplicacao de fibrados:
§ —————bh gn e sabe;ldq—se que H* (Gn) e injetado monomorfica
mente e.mH*(Poo X ...xP% ), ja que:
x %

* oo [es] -
g : H (Gn) —> H (P X...x P ) & um homomorfismo

[9_, pag. 85:‘ . EntSo:
n

w( a\n) =W (0
Agora utilizemos o teorema citado acima para um n-plano fibrado
qualquer sobre um espacgo base para compacto, escolhendo uma aplica-
cao de fibrados f: 1 —m —p a'\n.
Pelo axioma 2 teremos:
w(in) =% w P =T 3§ (1,
{

+ n
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