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RESUMO

Este trabalho descreve o invariante de Hopf por meio
do produto "cup'" em cohomologia singular, e desenvolve algumas

propriedades relacionadas.
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ABSTRACT

This work describes the Hopf invariant by means of the
cup product in singular cohomology, and develops some related

properties.
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INTRODUCAO

.‘A Tépologia Algébrica traduz situagoes de problemas to-
pologicos em problemas algébricoé. Desta forma, a espagos topolo-
gicos e aplicagOes continuas correspondem grupos abelianos - ou
mais geralmente R-Modulos - e homomorfismos compativeis. Observa-
~se nesta diregao que a homologia e a cohoﬁologia singular s30
invariantes homotdpicos. A partir de um desenvolvimento eiementar
destas ferramentas; tratamos com certo detalhe o curso de idéias
que levam é estrutura do anel de cohomologia, através do produto
“cup", o que nos permite abordar o relevante invariante de Hopf
[9, 13], em cohomﬁlogia singular, Espécial atencao temos tido em
aplicagoes do Método dos modelos aciclicos, especialmente na pro-
va do teorema de Eilenberg Zilber e a Formula de Kﬁnneth. Isto
nos permite abordar os produtos que nos levam a compreensao do
anel de cohomologia. Além disso, diversos exemplos foram interca-

lados para melhor entendimento das ferramentas desenvolvidas.



CAPITULO I

TEORIA DA HOMOLOGIA SINGULAR

1.1. Definigao
Se ASR™, o fecho convexo de A é a intersecdao de todos

. n - -
os conjuntos convexos em R", que contém A.

1.2. Definicao

Un p-simplexo s emR™. & o fecho convexo de uma colecio
' n
de (p.+ 1) pontos {xo,...xp} emR .no qual X7 7 Xgseee, Xp X,
formam um conjunto linearmente independente. Observamos que este

conjunto independe da escolha de x.

1.3. Definigao

Se os vertices de s tem uma‘ofdem especifica, entao s €
um simplexo ordenado. Sejabs um simplexo ordenado com - vértices
xo,xi....,xp. Definimos Op como o conjunto de todos os pontos
(to,tl,...,tp)€1R~p+1’com Ity =1 ety » 0, para qualquer if Se

a fungao f: o » s for dada por_f(to.tl,...,tp) = ItiXy, entao

P 1

f sera continua. Por outro lado da unicidade das representagdes
e do fato de que op e s sao espagos de Hausdorff compactos segue
que f & um homeomorfismo. Assim cada p-simplexo -ordenado € a ima-
gem homeomorfica natural de Oy Observemoquue o € um p-simplexo

com vértices x) = (1,0,...,0), x] = (0,1,000,0),00s, x),=(0,0,...,1).

9 € chamado p-simplexo padrao com ordenagio natural.



1.4. Definicao

Um p-simplexo singular em X & uma fungdo continua
$: op + X. Observemos que o 0O-simplexo singular pode ser identifi
cado com os pontos de X, o l-simplexo singﬁlar com os caminhos em
X, o 2—simp}exo singular com os triangulos em X (incluindo o seu

interior), o 3-simplexo singular com os tetraedros em X, e assim

por diante.

1.5. Definigﬁo
Se ¢ € um p-simplexo e i€ Z com 0 < i ¢ p, definimos

2, ¢, um (p-1)-simplexo singular em X, por

B i .¢.(t0’tl)"_'9tp_1) = ¢ (tO’.tl’.‘.’ti"'l,O’ti’-..‘tp‘l)

0,9 € a i-ésima face de ¢.

1.6. Definigio

Se f: X » Y €& uma func@o continua e ¢ € um p-simplexo
singular'em X, definimos um p-simplexo singular f#(¢) em Y por
f#(¢) = f o ¢, Observemos que, se 'g: Y > W & continua e id: X » X

€ a aplicagao identidade, (g o‘f)#(¢) = g#(f#(¢)) e (id)#(¢) = ¢

1.7. Definicao

Se X & um espago topoldgico definimos Sn(X) como sendo
o grupo abeliano livre cuja base € o conjunto de todos os n-sim -
plexos singulares de X. Os elementos de Sn(X) sao chamados n-ca

deias singulares de X, e sao combinagoes lineares formais I Ny - ¢
¢

onde ng € um inteiro, igual a zero para todos menos um numero fi-



nito de ¢. Uma vez que o operador i-ésima face O i € uma  fungao
de um conjunto de n-simplexos singulares em um conjunto de (n-1)-
simplexos singulares, existe uma Unica extensao para um homomor -

fismo I)i : Sh(X) > Sn_l(X)'dado por @ i(z n¢.¢) = T n¢. ) ; o

Definimos o operador bordo como o homomorfismo D: Sn(X) > Sn_100

2.+, + n - 3 1o
-9, ¢ ver + G179 = 2 (D) ;e

2 1=0

dado por .= 9

O bordo de uma'O-cadeia e definido como sendo 0.

1.8. Proposicao

(2

- v ) D
A composicdo @ o @ em Sn(X) 5 Sn-l(x) > Sn_z(X)
zero. [4]. |
’ Geometricamente esta afirmacao diz simplesmente que o

bordo de qualquer n-cadeia €& uma (n-1)-cadeia nao tendo bordo.

1.9. Definicoes

Um elemento ¢ € S_(X) € um n-ciclo se 9(c) = 0. Um
elemento d € S_(X) ¢ um n-bordo se d = @ (e) para algum
e € Sn+1(X). Como 9 & umlhomomorfismo,'seu Kernel, o conjunto de
todos os n-ciclos € um subgrupo devSn(X) denotado por Zn(X). De
modo analogo, a imagem de @ em Sn(X) € o subgrupo Bn(X) de tddos
os n-bordos. A proposigao 1.8 implica que Bn(X) g,Zn(X) € um sub-
grupo. O grupo quociente Hn(X) = Zn(X) / Bn(X) € o n-ésimo grupo
de homologia singular de X, Dois ciclos sao equivalentes se sua
diferenca forma um bordo de uma cadeia de dimensao imediatamente

mais alta.



1.10..Definig50

Um complexo de cadeia € uma sequéncia de grupos abelia-

nos e homomorfismos

na qual a composigao Q.17 ©© , = 0, para cada n. Equivalentemen

te, um complexo de cadeia € um grupo graduado C {Ci} junto com

um homomorfismo @: C » C de grau -1, tal que @90 @ = 0. Se C e

C' sao complexos de cadeia com operadores bordos @ e D', uma
aplicacao de cadeia de C em C' € um homomorfismo ¢: C - C' “de
grau zero tal que @' o o, = ¢, © @ para cada n. Denotando pof

Z,(C) e B,(C) o Kernel e imagem de @ } respectivamente, a homolo
gia de C & o grupo graduado H,(C) = Z,(C) / B,(C). Notemos que,
se ¢ € uma aplicacdo de cadeia @(Z*(tj) c z2,C') e #(B,(C)) €
B,(C'). Portanto o induz um homomorfismo sobre grupos de homolo-
gia
¢,.: Hy(C) » H,(C")

Neste sentido o grupo graduado S,(X) = {Si(X)} torna-se um com-
plexo de cadeia sobre o operador bordo @ , de modo que o grupo de

homologia de X € a homologia deste compléxo de cadeia. Se f:X » Y

€ uma funcgdao continua e ¢ & um n-simplexo singular em X, existe o

n-simplexo singular f#(¢) = f o¢ em Y, Existe uma Unica exten-
sao. f#: Sn(X) > Sn(Y) '~ para todo n. Assim f#:Sn(X) - Sn(Y)
€& uma aplicagio de cadeia e existe induzido um homomorfismo de

grau zero f,: H,(X) » H,(Y). Notemos que isto &€ convenientemente
funtorial no sentido de que para uma fungdo continua g: Y » W e.a

identidade id: X + X, (g o f}, = g, o f, e id, € o  homomorfismo



identidade.

1.10.1. Exemplo

Seja X o espago topoldgico constituido de um Unico pon-
~ to. Existe um Unico p-simplexo singular ¢p: Op > X (aplicagao
constante em X). |

Portanto

¢p_l * p par
(4, =

, p 1impar

Para p par: 9(n ¢.) =n < ¢_ =1 ¢ . Como (n ¢_) € um ciclo,
P P p-1 P

entao o (n ¢p) = 0 de onde n ¢p—1 = 0. Dai os ciclos
sao zero e Zp = 0. 0 bordo & numa dimensdo mais alta @ (n ¢p+l)=

(p+1)impar

n.0

=n @ ¢p+1 0 de onde Bp = 0. Portanto para p

B =12_ =0,
par p D

Para p impar: 9 (n ¢)p) = n aq)p = n.,0 e ©(n ¢p) = 0 de onde
S —

qualquer simplexo € ciclo e Zp = Sy, 2 (n ¢

p+1)
= n a‘¢p¥l = n ¢p . Portanto qualquer simplexo € bordo e"Bp =S

0 vy P par > 0

Concluimos entao qué Zp - Bp =
Sp , p impar

Logo Zn(pt) = Bn(pt) para n > 0. Contudo Zo(pt) = So(pt) e cicli-
co infinito enquanto Bo(pt) = 0, Lembrando que Hn(pt) = Zn(pt) /
Bn(pt) temos:

Z sen =0
H,(pt) =
0 sen>20

b



"1.11. Proposicio

Se X € um espago nao vazio, conexo por caminhos, entao

temos o isomorfismo

CH,() A Z [1]

1.12, Proposicdo

Se X € um espago e {Xa: o € A} sao componentes por ca-

minhos de X, entao

Hk(X) A | pX 'Hk(Xa) [1]
: o € A
1.13. Definicao
Suponhamos que C = {Ci’ D} e C' = {Ci , '} sao com-

plexos de cadeias e T: C » C' é um homomorfismo de grupos gradua
dos de grau um (mas nao necessariamente uma aplicagéo de cadeia).
Entao consideremos o homoﬁorfismo 2'T ; To2: C > C' de grau ze-
ro, que & uma aplicacdo de cadeia [1]. Dadas aplicagoes de ca-
deias f e g : C » C'; f e g sao homotopicas por cadeias se existe
um homomorfismo T ::C » C' de grau um com ©'T + To = f - g, T
& denominada homotopia de cadeias. Dados espagos X e Y, duas apli

cagoes £, 0 £ 1 X > Y sao homotdépicas se existe uma éplicagéo
F:XxI-»>Y , I=[0,1],

com F(x,0) = fo(x) e F(x,1) = fl(x), para todo x € X. A aplicagao
F & uma homotopia entre £, e £;.

Equivalentemente, uma homotopia € uma familia de aplicacoes



{f:} o ctgl de X em Y, variando continuamente com t.
Seja f: X » Y e g: Y » X aplicagbes de espagos topoldgicos. Se as
composicoes f o g € homotdpica a identidadé em Y e g o f é& homoto
pica a identidade em X, entao f e g sao homotopias inversas uma
da outra. Uma aplicacao f: X » Y & uma qquivaléncia de homotopia

se f tem uma homotopia inversa. Neste caso X e Y sao ditos terem

o mesmo tipo de homotopia.

1.14. Teorema

Se £ , £, : X » Y sdo aplicagoes homotopicas, entdo
fo* = fl* como homomorfismos de H,(X) em H,(Y).
Demonstracao:

Vamos usar o teorema dos modelos aciclicos (ver épéndi-
ce). Sejam X espago topoldgico, I = [0,1] e £, £ » X > Y apli
cagoes homotépicas. |
Consideremos F: X x I » Y uma homotopia enfre fo e fl’ Definamos
aplicagaes 8o 8 + X » X x I por go(x) = (x,0) e'gl(x) = (x,1).

"Entao no diagrama

S

cada triangulo € comutativo, isto &, f, = Fo g, ¢ F



Consideremos as aplicagoes de cadeias 8ot gi# ¢ S,(X) » S.(Xx I).
Para o, © n-simplexo padrao, denotamos por T, € Sn(on) 0o elemento
representado pela aplicagao identidade. Notemos que, se f: o, X
€ um n-simplexo singular em X, entao o homomorfismo induzido
f# : Sn(on)-+ Sn(X) tem f#(rn) = f o T, = f. Sejam T e T' os fup—

tores covariantes tais que (X,f) - (S,.(X), f#) e

(X,f) - (S, (X x I, (fx idI)#). Do diagrama comutativo

X » X x I
_f f x 1dI
Y » ¥ x I
obtemos a equivaléncia natural
¢
<
HO(X) > HO(X x I)
£, | (f x idy),
) .
>
Ho(Y) H (Y x 1)

Uma base de S, (X) sera {T(f) (en)-; f:0_ ~-» X} = {f#(en)} =

id f
= {fO eyt o0y o+ O, 7 X} e Tn = 0. = Tﬁ para n < 0. O conjgnto

{(T(£)(e)} = S,(X) & tal que H (T (o)) = H, (s*(on))'= H. (o) = 0
para i > 0. Entao T(on) = Ma sao modelos aciclicos._Pédemos entao

tomar como segue: T(.) = S,(.) e T'(.) = S,(. x I) onde . € um es

pago topoldgico. Por outro lado g#i T - T' induz ¢. Sabemos pelo



10

"Teorema dos modelos aciclicos que cada par de ¢ que elevam ¢ sao
homotopicas por cadeias. Para isto ser aplicado, sejam f,go e g

definidas como anteriormente., Entao temos

go# = ¢
S, (X) > S+(Xx 1)
S, (£) = £ | | (£ x I) = (£ x idy) #
go# =0
S, (Y) ¥ s, x 1)
gl#

Em nivel zero gox = B+

go* = gi*
Hy (X) > H_(X x I)
£, (f x id;).
H (Y) > H_(Y x I)

Como em nivel zero ambas Bo+ © By« coincidem entao Eox © 8y« sao

homotopicas por cadeias.

1.15. Definicoes

1.15.1, Tripla Exata

f g
>

Uma tripla € D -+ E de grupos abelianos e homomor -

fismos € exata se a imagem da f & igual ao Kernel da g.
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1.15.2. Seqiiencia Exata

Uma seqliencia de grupos abelianos e homomorfismos

f“l '

f £
-+ G 0=

f .
) 32 g, o3

. € exata se
3 n

> G

+
[7p]
¥

1

cada tripla € exata. Isto €, Im f; = Ker f; , , para cada i.

1.15;3. Seqliencia Exata Curta

" Uma sequéncia exata da forma 0 - C > D+ E » 0 €& chama

a“ . f
da de exata curta. Para a seqliencia exata curta 0 - C » D » 0O,on
de f & um monomorfismo, C' = £(C) € D e g &€ um epimorfismo  com

Kernel C', a menos de um isomorfismo posso escrever:

i
0+-C' >D 5 D/C - O.

Exemplog:

Seja f: Z ) = Z() o monomorfismo definido por £(0) =0

— — ~ £ _
e £f(1) = 1. Seja a seqllencia exata curta O » 222 > 2Z6 >~ 0. A me
nos de um isomorfismo posso escrever O - 22 £Z6 -%Z()/f(zz) +0

. Como Zzé/f(]ZZ) N ZZS obtemos a seguinte seqllencia exata curta

onde g € o epimorfismo com Kernel _f(ZZ).

1.15.4. Homomorfismo de Conexao

Sejam C = {C_}

ws)
1]

{b,} . E = {E )} complexos de ca-

. ' g - a
deias e 0> C - D =+ E + O e uma seqliencia exata curta onde f
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e g sao aplicacoes de cadeia de grau zero. Para cada p existe uma
f* *

tripla associada de grupos de homologia Hp(C) > Hp(D) § Hp(E).

Consideremos um diagrama infinito em que as linhas s@o seqliéncias

exatas curtas e cada quadrado € comutativo:

: . f . g . S
0 ———->3n Cn PDn >En———-——>0
O —3 Cn—l 3 Dn 1 )En_'r——'» 0
v
0 —— C_= > D — >E — > 0

Seja z & Zn(E), isto €, z € E e 9z =20. Como g € um epimorfis-
mo, existe d € Dn com g(d) = z, e do fato de g ser uma aﬁlicagéo
de cadeia temos g( @d) = 9(g(d)) = @9z = 0. A exatidao implica
que 9d esta na imagem da f,}assim seja ¢ e‘cn—l com f(c) = 9d,
entao f(9c) = D(f(c)) = (9 d) = 0. Mas f & monomorfiémo, en-
tao ®c =0e c € Zn_l(C). Mostremos agora que a correspondén -
cia associada sobre os grupos de homologia ¢ um homomorfismo bem

definido. Sejam z,z' € Z (E) ciclos homdologés, isto &, que dife-

rem por um bordo. Entao existe e €'En+1 com D(e) = z-z'. Sejam
d,d' € Dn com g(d) =z, g(d') = z' e ¢c,c' € Cn-l com f(c) = 24,
f(c') = O d'. Mostremos que ¢ e c' sao ciclos hom6logos. Existe
um elemento a € D,y com g(a) = e, pois g € um epimorfismo. Pela
comutatividade do diagrama g( © a) = © g(a) = @ ¢ = z-z', Sabe-

mos da definigao de d que g(d-d') = z-z' e isto implica que

g((d-d') - 9 a) = 0, Como neste nivel a seqlléncia € exata, exis-
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te b € Cn tal que f(b)'= (d-d')- 2a e do fato do diagrama ser
comutativo, temos: £( @ b) = ® £(b) = D (d-d'- D a) = Dd- 24’ =
f(c)-f(c') = f(c-c¢'). Como f &€ monomorfismo, temos que c-c' =@ b~
e c e c' sio ciclos homologos. Portanto a correspondéncia. induzi
da sobre os grupos de homologia € bem definida e deve ser um homo

morfismo. Este homomorfismo € denotado por
A Hn(E) -> Hn—l(c),

e € chamado homomorfismo de conexao para a seqliencia exata curta

0O+ C £D§E+O.

1.16. Teorema

£
Se 0 - C~+D>E >0 €& uma seqliéencia exata curta de

complexos de cadeia e aplicagdes de cadeia de grau zero, entdo a
seqlliencia longa

fx g* A fx g* _
» H (D) » H_(E) > H _,(C) » H _;(D) »~ ... & exata. [4]

1.17. Definicgao

Seja X um 'espaco topoldgico. Uma colegao WU de subcon -
juntos de X & uma cobertura de X, ou recobrimento de X, - se
X g:&Jueﬂ. U. O interior de U (Int U) & a unido de todos 0s
subconjuntos abertos de X que estiao contidos em U . Trabalhare -
mos com o0s conjuntos U tais que Int UL € um recobrimento de X.
Para qualquer recobrimento U de X, denotemos por §ﬁ (X) o.subgru
po de Sn(X) gerado pelos n-simplexos singulares ¢: o, X para os

quais ¢ (o) esta em algum Ue W . Entdo a Imagem de ? ;¢ esta
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contida na Imagem de ¢ para qualquer i e 9 : §: (X) ~» SZ{l(X).‘
Associado com quélquer recobrimento W de X existe um complexo de
cadeia SEL(X) e a inclusao natural i: é% (X) » S, (X) € uma aplica
géo de cadeia. Observemos que se U € um recobrimento de um espa-
¢co Ye f: X > Y € uma aplicagao tal que para cada U€ U , £(U)
esta contida em algum V de ¥, ent3o existe uma aplicacao de ca-

w
deia f,: S. (X) » ST (Y) e £

4 o f,.

4 o] iX iY 4

1.18. Teorema

Se U € uma familia de subconjuntos de X tal que IntU
€ um recobrimento de X, entdo i,: Hn(gg (X)) » H (X) évum isomor-
fismo para cada n. [1]. Uma das aplicagoes deste teorema sera o
desenvolvimento de uma técnica para o estudo da homologia de um
espago X em termos da homologia das componentes de um recobrimen-
to U de X. Num caso mais simples nao trivial, o recobrimento U
consiste de dois subconjunto:s U e V tal que Int UV Int V = X.
Dado um conjunto arbitrario A, podemos construir um grupo abelia-
no livre com base A que deéignamos por F(A). Sejam A' o conjunto
de todos os n-simplexos singulares em U e A'' o conjunto de todos
- os n-simplexos singulares em V. Fagamos Sn(U) = F(A'), Sn(V) =

= F(A'') , SA(U AaV) = F(A'N A'Y) 52 (X) = F(A'V A"Y),

Notemos que existe um homomorfismo natural h: F(A') & F(A'') >

+ F(A' V A'') dado por h(ail, aﬁ') = ai + ai' que €& um epimorfis

mo. E ainda o homomorfismo g: F(A'N A'') » F(A') & F(A'') onde

g(bi) = (bi , —bi) que € um monomorfismo. Entdo h o g = 0. Supo-
' [ ] = : -~ ' LI B

nhamo; que h(y n,at , zmja ) 0, isto e, ¢ njal + zmjaj 0.

Isto implicaAqﬁe ai = aj' para algum j, e mj = -n; de onde

a} € A' v - = .a! enta alt = - -
i Nn A ‘e se X ) nla1 entao ¥ mJaJ X e temos
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x €EF(A'N A'"') e g(x) = (2 n.al, I mjaﬁ‘). Portanto .Ker(h) C Im(g)

e conseguimos a seqliéncia exata curta

o N
0+ FA'N A" s F(A') ® F(A'') » F(A'V A'') = 0 ou seja

g# _h# g .
0 ~» Sn(Ut\ V) -» Sn(U) ® Sn(V) > Sn (X) » 0. Definimos um comple

xo de cadeia S,(U) & S,(V) colocando (S;(U) ® S*(V))n =

= Sn(U) ® Sn(V) e pondo o operaddr bordo como o bordo usual so-
bre cada componente. Entdo a seqliéncia acima torna-se uma seqlién-
cia exata curta de complexos de cadeia e aplicacoes de cédeia de
grau zero. Pelo teorema 1.16 existe associada uma seqllencia exata

longa de grupos de homologia

A gx ’
. > Hn(U nv) » Hn(S*(U) ® S,(V)) ~»

*

Hn(éE(X)) g Hn;l(Unv3->”.
Pela definicgao de.compleio de cadeia € evidente quelggs*(U)w S. (V)
€ isomorfo a'Hn(ﬁ) ® H (V) e pelb teorema 1.17 temds Hn(§}(XD

isomorfo a Hn(X). Colocando esses isomorfismos na seqiiéncia exata

longa temos estabelecida a SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS

A gx hs A
LSH(UNAYV) > H (U) @ H (V) » H (X) 5H _;UAV) > ..,

1.18.1. Exemplo

1

Sejam X = S° = {(x,y) € R 2; xz + yz = 1} ; z =polo nor-
te; z' = polo sul ; x e y = pontos do equador ; U = Sl‘~ {z'} ;
v = st - (z}.

9
X ¢
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Entao {U,V} & recobrimento aberto de stevuyv = Sl.‘Na seqiéen=

cia de Mayer-Vietoris associada com este recobrimento temos:

hs 1. A . g* .
Hl(U) ® Hl(V) > Hl(S ) > HO(U ny)-» HO(U) ® HO(V)
O primeiro termo € zero pois U e V sa@o contrateis (1.10.1 - Exem-
plo). Assim A € monomorfismo e'Hl(Sl) A Im(A) = Ker(gy). Um ele-
mento de Ho(Uff\V) N Z®Z poisUNV = sl - {z,2'} & conexo

por caminhos e possui duas componentes conexas (Prop. 1.12), pode

ser escrito na forma ax + by , a,beZ

ho(ys2) = ko(y) + 2.(2) » ga(X) = (in(X) + = §40X))

g« (ax + by) = (i,(ax + by), —j*(ax_+ by)Y). Como U e V sao cone-
X0Ss por Caminhos, i,(ax + by) = 0 se e somente se a = -b e analo
gamente para j.. Assim,bKer(g*) € o subgrupd de HO(U V) consis-
tindo de todos os elﬁﬁentos da fofma ax - ay = a(x - y), que € um
subgrupo ciclico infinito gerado por x - Y. Podeﬁos concluir en-
tao, que Hl(Sl) ~ Z . Geometricamente, um gerador w para o gruﬁo
Hl(Sl) sera representado pela soma de duas cadeias c + d, onde
c€Ued€V tal que ©(c) = x -y = - d(d). De fato, considere

mos o diagrama infinito
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g : h o
O————%>Sn(Utﬂ”V)——*ﬁ~%>Sn(U) ® Sn(V)~———ﬁ4>Sn(X)——~———%>0

V. sk Y hy
0—»s, _(UNAV)—>5 () &S (V) —S__;(X)——>0

l

¥ o og# 4 h \'2 -
0—»S, (U AV)—>5 ,(U) 8 Sn_Z(V)—-—-ﬁ’S_n_z.(X) ———»0

Seja z = c + d € Sqrj;(x), um ciclo. Entao © (c + d) = 9(c) +3(4d) =
= 0. Como hyg € epimorfismo pela exatidao das éequéncias cuftas,
existe d € Sn(U) ® Sn(V) tal que h#(d) = c + d. Do fato de h# ser
aplicagao de_cadeias hg( 9d) = €>(h#(d)) = @(c + d) = 0, A exa-
tidao implica que 9 d & imagem de algum elemento de Sn—l(U av).
Chamemos éste elemento de ¢ = x - y com g#(c) = 9d., Notemos 'que.
-g#( D cC) = dg#(c) =9(2d =20c¢e como g4 € monomorfismo, -pela
exatidao das seqllencias 9c = 0 e ¢ €1, 4,UNYV), isto €, ¢ € um
ciclo em Sn_l(U N V). Para n > 1 a porgao da sequéncia de Mayer-
Vietofis |

| | h+ 1, &
Ho(U) @ H (V) > H (8D 3 H 0V

tem H (U) ® H (V) = 0 e H_,(UN V) = 0 pois U,V e U NV sdo con-

trateis (Ex. 1.10.1). Portanto Hn(Sl) = 0. Entao temos completado

/A | n =1
Ho(sh) % |
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1.19. Teorema

Para cada inteiron 3 0, H*(Sn) € um grupo abeliano 1li-

vre com dois geradores, um na dimensao zero e um na dimensao n. .

Demonstracao:
= . R = <
Lembremos que S {(Xl""’xn+1)’ xieJR ,zxi 1}
: . n n+1
e que na forma usual R ¢ R como o conjunto dos pontos
(xg4+++,%,,0). Vamos usar a-indugao para o calculo da homologiade
n | | n n+l n-1 n
S" para cada n. Sob a inclusio R <R y S S S como o}
"equador'". Sejam z = (0,...,0,1) e z' = (0,...,0,-1) polo norte e
sul de SP. Pela projecdo estereografica S - {z} ¥ R
n n = . n . n
S - {z'} *R . Além disso S" - {z Uz'} ¥ R - {0}.
Afirmacgao:.
n-1 - ~ n
S e um retrato deformado (ver apendice) de R -{0}.

Entao a seqliencia de Mayer-Vietoris para U = st -{z}; V = Sn—{z'}
tal que Unv=28"- {z,2'} &: A
h*‘ gx

. n n . n A n-1 n n
H (R ) 8 H (R) » H(S) >H _ (7))~ H ;(R)®H J(R)

: » n n n n
Param > 1 , Hm(lR ) 8 Hm([R ) =0 e Hm_l([R ) & Hm_l(IR ) =0
(contrateis, 1.10.1). Entdo A é um isomorfismo, de onde Im(a) =

. -1
= Ker(gs«) e Hm(Sn) g Hm_l(Sn ).

Param = 1, n > 1, g, € A sao monomorfismos de onde Hl(Sn) = 0.

Portanto
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- 1.20. Aplicacao da Seqliéncia de Mayer-Vietoris

Nesta altura vamos aplicar a seqliencia de Mayer-Vieto-

ris para éalcular a homologia de alguns espagos topologicos.

1.20.1. Calculo da Homologia da Adjuncao N de S

1

Seja a; € sl um ponto.na i-ésima coordenada de (Sl)n.

Entao definimos
v st =
n

({aglx...x{a _;1}x Sl)

Vamos mostrar que

WA

H (vsh)» {nZ
M n
0
- usando indugao.

Paran =2, Y st = slys! = (s
/A
H (st v shr <2z

0
Para tanto reprgsentemos S1 Vv S1

¥

R

(Slx{az}x...x{an}) U ({al}xslx{as}x.f.x{an})u Y

U ({al}.x 81)



20

e denotemos V = SV S1 - {a} U = S1 \Y% S1 - {d}. Notemos que

1

U = Sl, :'S1 e UNV =z ponto, onde o simbolo = & lido como ho

motopico. Assim temos a seqliencia exata de Mayer-Vietoris:
d g 1 1. A
. +Hm(Ulﬁ V) » Hm(U) ® Hm(V) -+ Hm(S VvV §7) ~» Hm_l(U Nnv) »

Mas H, (U0 V) = H (ponto) e Hy(U) = H,(V) = Ho(sh).

1

Para m -‘0, como S° V S1 € conexo por caminhos temos HO(Slvsl)%ZZ

n-

Para m 1, a seqléncia acima tem a forma

B A -
0 3 Z + Z Hl(S1 \) Sl)-+~ZZ-. Observe-se que g € um monomor -

fismo (pela exatidao) e que g € um epimorfismo. Logo B € um iso-

morfismo de onde Hl(S1 ' Sl) N7+ = 2Z . Param > 1, a se-

o : A
qliencia acima tem a forma O - O -~ Hm(Sl_V Sl) + 0 de onde se con
clui que Hm(S1 \Y Sl) = 0. Vamos supor que seja verdadeiro
jz m =0
H(V shy ¢ -1)Z m=1
n-1
0 ' m> 1

Usando as hipOteses de indugao vamos provar que
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Hwsha dnZ m=1
m=n
0 m>1
Sejam X = V Sl , U=z Sl , V. 2 Vlsl e UN YV = ponto. A seguir ilus
n n- . =

tramos estes espagos para n = 4,

X u V
Assim temos a seqllencia de Mayer-Vietoris

. o B 1. A
.—+Hm(U Nnv) > Hm(U) ® Hm(V) > Hm(x SH) +.Hm_1(U nv) »

para m 0, como X S1 € conexo por caminhos temos HO(V Sl) N Z .
n

n

Para m 1, a seqliencia acima tem a forma

0 3 Z+ (n-1)Z 14

HvshH - zZ
n
B € monomorfismo, pela exatidao, e g € epimorfismo. Logo B € iso
morfismo, e podemos entio concluir que Hl(V Sl) N n Z . Para m>1,
_ n

a seqliencia acima tem a forma

-
0%o0eo0inwshto
m-n

B € monomorfismo e epimorfismo, pela exatidao, logo B € isomorfis

mo e concluimos que H_(V Sl) = 0,
n
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1.20.2. Calculo da Homologia do Toro (T7)

Consideremos as seguintes figuras:

: L : . : :
o
o o .. ‘ :
: ) : @ : | '

b

fig (D fig (T1) LU gie(w)

0 toro representado na fig(I) € obtido do cilindro na fig(II) por
identificacao conveniente das componentes conexas de seu bordo,
que sao circulos. Neste cilindro temos como subespago 0 espago.Tre

presentado na fig(III) que corresponde no toro da fig(II) a um

1 1

subconjunto homeomérfico a S° v S° como ilustra a fig(IV). Reci-

1

procamente, o toro 2-dimensional obtém-se de S™ v S1 por adjuncgao

de uma 2-célula. Podemos considerar a 2-c€lula como sendo o qua -

drado X = [O,i] x [0,1] desde que existe um homeomorfismo deste

2

X com o disco DZ = {(xl,xz); xiéiﬁi 2; D 1}, sob o qual se

correspondem os bordos, respectivamente. Basta entao definir uma

1

aplicacgao f do bordo 9X-em S1 v S que produza por adjungao o

Tl’ como ilustra as seguintes figuras:

v P

(oW

eY

s'vs!
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1,c1

vst = (slx 3 U (yn x sty € stxst . [o,1] x [o,1]
A |

S

Entdo £: 92X » S¥ v s1 &  definida por £(i,s) = (s,x) e f(t,i) =

= (y,t) onde i 0,1. Ve-se que o espago de adjungao induzido por
esta aplicacao € homeomorfico ao Ty, ja que lados opostos do re-
tangulo X se identificam por meio de £, ao processar a adjuncao

a S1 A Sl.

Seja UEX& X\Jf(S1 Vbsl) (1.22) um quadrado (c,d) x
(g,h),com0<_"c<d<1 e 0<g<'h<1',esejav=Tl-{p}og
de p corresponde ao ponto (1/2, 1/2) € X, pela inclusao de X em
X(Jf(sl v Sl). Entdo {U,V} é um recobrimento de T,, para o qual a

seqlléncia de Mayer-Vietoris é:

B A o B
oo *Hy(U) ® Hy(V) > Hy(Ty) » Hy(UNV) > Hy(U) & Hy(V) > Hy(T{)~ ..

1 1

Sabemos que U UV = T., U= pt(U & contratil), V = S v .S e

1,

1

Uunvs=1u- {p} = S, Ho(Tl) n Z ., pois T, € conexo por  cami-

nhos. Sabemos ainda que

H,(U) & H,(V) = 0, Hl(‘Slj‘ vZ equeH (s vsh a Ze g

-

Como g € um epimorfismo, o Kernel de ¢« € 7 e a imagem de o €
zero. O Kernel de g € igual a imagem dé o que € igual a zero. Lo
go g € monomorfismo. Como B & epimorfismo e monomorfismo, B € iso
morfismo e temos Hl(fl) A Z® Z . Por outro lado A € monomorfis-
mo, pela exatidao, e A epimorfismo.pois im(a) = Ker(a) = Z .

Portanto A& € um isomorfismo e concluimos que H,(Ty) &% Z. Logo

Ho(T)) #Z, H(TP & LOZ e Hy(TD a7

1.20.3. Calculo da Homologia do Bi-Toro (T,)

0 processo de decomposigao do Bi-Toro se ilustra nas'fi

guras seguintes, o qual mostra que o Bi-Toro pode se obter de
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v S1 por adjungdo de uma 2-célula em uma forma conveniente.

A _
a
Q.
b
d
= N
-C l) ‘

O processo de recomposicao do Bi-Toro que permite o calculo de
sua homologia se ilustra nas seguintes figuras, cada uma das

quais mostra uma forma diferente de tal composigao, sendo a ulti-
ma delas mais explicita em funcdo do calculo da homologia, usando

a seqliéencia de Mayer-Vietoris.

o
N
4
K
L AN
N
7
a
L, &
~
d Y
-C
i
AN
£
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Seja X o espago mostrado na figura (VII). Seja U um subespago con
tido no interior de X, V = T2 - {p} onde p € U C X. Entao { U,V }
€ um recobrimento de TZ’ para o qual a seqllencia de Mayer-Viero -

ris e:
o B A a B
cee HZ(U) ® HZ(V) > HZ(TZ) > Hl(U fj V) » Hl(U) ® Hl(V) > Hl(Tz) T e

Sabemos que U'n’V =U - {p} - S} U= pt, V=Y st Sabemos ainda que

4
H,(U) @ Hy(V) = 0, Hl(Sl)% Z M) = 0e Hl(X shy v a2z .

HO(TZ)% 2 , pois T2~é conexo por_caminhos. Como B € epimorfismo,
entiao Ker(a) = Z e im(a) = 0. O Ker(B) = im(a) = 0, entdo B &
monomorfismo. Como B & monomorfismo e epimorfismo, entdo B € iso
morfismo e concluimos que Hl(Té) N4Z . N e monomorfiémo, pela
exatidao e A € epimorfismo, pois im(A) = Ker(a) = z . Logo A ¢

isomorfismo e temos HZ(TZ)% Z .

Portanto H_(T,)% Z , H(T,) ¥ 42 e H,(T,)% Z

1.20.4. Calculo da Homologia do Tri-Toro (T;)

O processo de decomposigao do Tri-Toro se ilustra  nas

figuras seguintes:




26

N\
/
0 processo de recomposicao do tri-toro que permite o calculo de
sua homologia se ilustra nas seguintes figuras:
> N
e A
2’/L

.]u'cd(V”l)7C . }""di'x)
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Seja X o espago mostrado na fig (X) que € homeomorfo a TS’ Seja
U o subespago contido no interior de X, V = T, * {p} onde
'p EUCX= T3’ Entao {U,V} & um recobrimento de T3, para o qual

a seqlléencia de Mayer-Vietoris é:

o . B A o : B
e 2H(U) B ﬁZ(V) SHy(T) > Hy (U NV) > Hy(U) 8 Hy(V) > Hy(T;) > ...

1 1

Sabemos que U~ pt, V= v SS e UNV =U - {p} - S . Sabemos ain-

v
6
da que H,(U) = 0, H,(V) = 0, Hl(sl)% Z , Hy(U) = 0e H(Vx62Z
Sabemos ainda que Ty € conexo por caminhos e concluindo de manei-

ra analoga as anteriores (para o toro e o bi-toro) que B e A sao

isomorfismos, podemos afirmar que

Ho(Ty) X 2 Hy(T3) %6 Z H,) (T5) & Z

- 1.20.5. Calculo da Homologia da Garrafa de Klein (K)

A garrafa de Klein K,
que € uma superficie fechada em
R4 [ 4], pode ser obtida por

lVSl.

adjuncao de uma 2-célula a S
De fato, cortando conveniente -
mente a garrafa de Klein K, se

obtém a figura (XI),

%




onde os lados opostos se identificam com as diregoes indicadas.
Este espago obtido da garrafa de Klein por dessecagao, representa

1 v Sl

do pela fig (XI) seja denctado por X. Entao K sc obtcm de S
por adjungao conveniente da célula X.
Consideremos U como sendo um subespago contido no inte-

rior de X, V = K - {p} onde p€ U< X. Entao {U,V} € um recobri -

mento de K, para o qual a seqliencia de Mayer-Vietoris é:
A o B A i
> Hy(U) ® Hy(V) » Hy(K) > Hy(UAV) > 1 (1) @ (V) > H(K) > H (UNV) -

> HO(U) ® HO(V) >

1

Sabemos que U NV = U - {p} = S, U= pt, V= S1 v Sl.

Sabemos
ainda que HZ(U) ® HZ(V) = 0, logo A € monomorfismo, ou seja,HZ(K)
€ isomorfo a Im(A) = Ker(a) = 0. Temos Hy(Unwvy 2z , H(W =0,
Hl(V)% Z 7 HO(U NNy 4, HO(U)% A e HO(V)% Z . Como
Ker(a) = 0 entao Im(a) = Ker(B) = 0 @ 27 onde 2Z ={2Zn,neZ}.
Por outra parte f € epimorfismo ja que Im(a) = 0. Entao pelo teo-

rema do isomorfismo,

HI(K) "N HI(U) & Hl(V)/Ker(B)k 707 /00 272% Z/00 Z/2Z %

N Zo® '22.
Como a garrafa de Klein é conexa por caminhos Ho (K% V78 Logo
H (K)%& i H (K Z 0 Z, H,(K) & O

1.21. Definicoes

Séja n » 1 e suponhamos que f: S" » S" € uma aplicacdo

contifita.: Escélhemos um gerador o de Hn(Sn)Q;'ZL e notemos que o
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homomorfismo induzido pela f sobre Hn(Sn) tem f,(a) = ma para al
gum inteiro m. Este inteiro & independente da escqlha do gerador
pois f.(-a) = -f,(a) = -mg = m(-a). O inteirom € o érau da f,
denotado por gr(f). O grau de uma aplicagao € uma generalizagao
direta do "niimero de voltas" associado com uma aplicagao do circu
lo nos numeros complexos nao nulos. As seguintes propriedades ba-
sicas do grau de uma aplicagdo sao conseqliéncias imediatas de nos
S0s resultadqs'anteriores:
- a) gr(id) =1
b) se £ e g: S™ » S" s3o aplicacbes, gr(f o g) =
= gr(f) . gr(g)
c) gr(aplicacao constante)= 0
d) se f e g sao homotopicas, entao gr(f) = gr(g)

e) se £ &€ uma equivaléncia homotopica entd@o gr(f) = +.1

'1.22, Definicoes

Suponha A, X e Y espacos com AS X e XNY = f. Seja
f: A > Y uma fungao continua e X UY um espago topologico no»qual
X e Y sao ambos dbertos e fechados, carregando suas topologias
originais. Seja n~ a menor relagao de equivaléncia sobre X UY tal
que.x ~ f(x) para todo x € A. O espago de identificagao X UY/n &
o espago obtido por colagem de X em Y via f: A > Y e & costUmeirg
mente denotado por X U, Y. Um caso de importancia & quando X =pt
eA=s"1= 9p™ o espago p" (Jf Y € chamado o espago obtido

por colagem duma n-cé€lula a Y via f.

1.22.1. Exemplo

2 1

Seja X = D%, A = st = @p?

e Y uma copia de st disjun-
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ta de X. Sejabf: A + Y a aplicagao padrao de grau dois dada = em

coordenadas complexas por f(eie) = eZiQ. 0. espago de identifica-
¢ao X L/f Y € entdo o plano real projetivo IR P(2).

1.22.2. Exemplo

Seja f: gén-1 g1, - C P(n-1) a aplicacao iden-

tificacao. Mostremos que o espaco formado pela colagem de - ° uma
2n-célula a € P(n-1) via f & homeomorfo a €P(n). Seja o diagra

ma

S2n—1 C; 'DZn

£ | '—f_

€ P(n-1) — 23 CP(n)

A aplicacao inclusao i leva o elemento [zl,...,znj em [O’Zl"”’zn]'

Definimos f extendendo f por: f(z) = [ /1—[z|2 , il,...,zn] onde

2 = (21,00002,) epMcch » |z] € 1. Suponhamos que |z| <1 e
— —_ / '
|w|] <1 para w € Dzn. Se f(z) = f(w) entao ( v/ 1 - |z} , zl”..,ag
_ , _ \

= e19 (/1 - [w]z , wi,...,wn). Como v 1 - ]z|2 € real maior do

2 = . .
que zero e 1 - |w| e real maior ou igual a zero, devemos ter

eie =1, z = w. Assim f restrita a célula aberta an, aplica inje
tivamente, é sua imagem € CP(n) - @CP(n-1). Por outro lado, £
€ uma -aplicacao fechada de p?n »
a an € uma aplicagao fechada em &€P(n) - C P(n-1), isto e, e

em € P(n), de onde sua restrigao

um homeomorfismo. Aplicando a proposigao 12 (ver apendice) con-

cluimos que € P(n) & obtido por colagem de uma-2n-célula - a
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2n-1

@ P(n-1) via a projecao f: S Szn'l/m . Paran = 2,

@P(1) = 83/a = S2.

1.23. Grupos de Homologia Relativa

Este conceito € analogo ao do quociente de um grupo por -

um subgrupo. Se A & um subespaco de X dizemos que duas cadeias de
X sao iguais médulo A, se sua diferenga € uma cadeia ém A. Em par
ticular, uma cadeia em X & um ciclo médulo A se seu bordo esta
contido em A..Para introduzir a Algebra Homoldgica necessaria pa-
ra este conceito, séja C = {Cn, © } um complexo de cadeia.

D= (D

®} € um subcomplexo de C se D, & C, para cada ne o

n’ n

operador bordo para D € a restricao do operador bordo de C. Defi-

na o complexo de cadeia quociente C/D = {c,/D,, @'} _ onde
@'{c} = { @ c} para {c} a classe lateral contendo c. Em outra no
tagao ®'(C + D)) = DC+ D _,. Existe uma seqliencia exata cur-

ta natural de complexos de cadeia e aplicagoes de cadeia

i .
O - b > C - C/D > O

onde i € a inclusdo e v a projecdo. Pelo Teorema 1.16, esta leva

a uma seqtiéncia exata ionga de grupos de homologia

A hm Y E© Y i L s L
n n n n-1°
Para maior clareza dendfemos por { } a relégéo de equivalencia em
C/D e por <> a relagao de equivaléncia em homdlogia. Seja {c} um
ciclo em Zn(C/D). Para determinar-A(< {c} > )vrepresentemos {c}
por um elemento ¢ €C  com 3c € D _,. Certamente 'E)c éfzn—l(D)

e assim representa uma classe em Hn—l(D)‘
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A< {c} ») =<Dc> € H _1(D)

. Mais geralmente, se E< D € C s3o complexos de cadeia a subcomple
xos de cadeia, existe uma seqiléencia exata curta de complexos de
cadeia a aplicagoes de cadeia 0 » D/E - C/E » C/D » 0. Em corres-

pondencia €xiste uma seqliencia exata longa em homologia
A - | A -

onde o homomorfismo de conexao & dado por A'(< {c} >)v= <{¢c} >
onde < {c} >= c + Cn e < {9c} >= Dc + En—l' Por um par de espa-
gos (X,A) entendemos um espago X'juhto com um subespago A & X. Se
(X,A) € um par dé espagos S, (A) pode ser visto cbmo um subcomple-
xo de S,(X). O complexo de cadeia singular de X modulo A & defini
do por S,.(X,A) = S, (X)/S.(A). A hdmologia deste complexo de ca-
deia, a homologia relativa singular de X médulo A, & dada por
'Hn(X,A) = Hn(S*(X)/S*(A)). Pelas observagées_anteriores qualquer
par (X,A) tem uma seqliéencia exata de homologia
A i, T A

oo > Hn(A) > Hn(X) > Hn(XfA) -> Hn_l(A) > e
i, € um isomorfismo de grupos graduados se e somente se Hh(XJU = 0,
Dados os pares (X,A) e (Y,B) uma.aplitagéo de pares f:(XJU + (Y,B)

& uma funcdo continua f: X - Y para a qual f(A) € B.

1{24; Lema dos Cinco

Se o Y C, 5 C - C, —5C
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€ um diagrama de -grupos abelianos e homomorfismos no qual as 1i-
nhas sdo exatas e cada quadrado & comutativo, e ainda:
i)'Se f2’ f4 sao epimorfismos e f5 e um.monomorfismo,eg
tao £, € um epimorfismo.
ii) Se fz,'f4 sao monomorfismos e fl e um. epimorfismo,

entdo f; € um monomorfismo. [4]

__Note que como um caso especial deste lema, se fl,fz, f4

e f5 sao isomorfismos, entao f3 € um isomorfismo.

1.25. Teorema da Excisao

Se (X,A) € um par de espacos e U € um subconjunto de A

com‘ﬁ contido no interior de A, entao a aplicagéolincluséo
ir (X - U, A-U) - (X.A)
induz um isomorfismo sobre grupos de homologia relativa
i,: H,(X - U, A - 1) > H, (X,A)
Istd €, tal conjunto U pode ser excindido sem alterar o grupo de

homologia relativa.

Demonstracao:

Denotemos por U o recobrimento de X dado pdr dois con-
juntos X-U e Int A, Por suposicao, seus interiores cobrem X. Sen-
do assim, seus interiores‘também cobrem A. Chamemos este recobri-
mento de A, de ‘W' = {A-U, Int A}. Entdo pelo Teorema: "Se W &
uma familia de subconjuntos de X tal que Int U € um recobrimento

-~ . ‘L - . .
de X, entao i,: H (S, (X) » H (X) & um isomorfismo para cada n" [,
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0 homomorfismo inclusio de cadeias i: st ) - 5, (X) e i':SE}A) >
+ S, (A) ambbs induzem um isomorfismo'sobre homologia. Consideran-
do sf (A) Coﬁo um subcomplexo'de-S%'(X) existe uma aplicacgao de
cadeia e complexos de cadeia j: S% (X)/Sg.(A) + S, (X)/S,(A) -
= S,(X,A). As aplicagoes de cadeia i,i' e j dao lugar ao seguinte
diagréma de grupos de homologia |

T U o " 2t
cer S H(SE (0) > H Sy (0) > H (S 00/5% (A) > H_J(Se () + ...

i, | i J i,
> H@ > HE® > HEXA > H () > ...
Como i) e i, sao isomorfismos, segue pelo lema dos cinco (1.24)

que j, € um isomorfismo. Podemos escrever SE’(X)»cbmo a soma de

dois subgrupos SE’(X) = S, (X-U) + S,(Int A), mas nao necessaria-

mente cémo uma soma direta..Similarmente SB'(A) = S, (A-U) +

+ S, (Int A). Entao pela teoria elementar de grupos, S} (X)/é&}A)%
S, (X-U)/S,(A-U) = S,(X-U, A-U). Compondo este isomorfismo com

a aplicacao de cadeia j existe induzido-em homologia o isomorfis-

mo desejado H,(X-U, A-U) - H,(X,A).
1.26. Definicio

Uma seqléncia exata curta de grupos abelianos e homo-

morfismos

€ exata decomponivel se f(A) € um somando direto de B.
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CAPITULO 1I

TEORIA DA COHOMOLOGIA SINGULAR

2.1. Definicao

"~ Se A, B e C sao grupos abelianos, uma aplicégﬁo

¢: AxB > C & bilinear'se: ¢(a1 + éz,b) = ¢(ai,b) + ¢(a2,b)

e <p(a,b1 + bz) ¢(a,b1) + ¢(a,b2)

Se AxB € a usual estrutura de grupo produto ¢ ndo serd homomorfis

mo, exceto em casos especiais,

2.2. Definicdo

Seja F(AxB) o grupo abeliano livre gerado por AxB. Um
elemento de F(AxB) tem a forma Zni(ai,bi) onde a soma &€ finita,
a; € A,b,€ B e n, € um inteiro. Seja R(AxB) o subgrupo de F(AxB)
gerado por elementos da forma (al+az,b) - (al,b) - (az,b) - ou

(a,bl + b2) - (a,bl) - (a,bz) onde a,a5,4a, € A e b,bl,b2 &€ B. 0

Produto Tensorial de A e B € definido por

A 8 B = F(AxB)/R(AxB)

b + a, @b

(a1 + az) 8 b ay

a@(b1+b2) a@b1+a@b2

Se ¢: AXB » C € uma fungdo entdo existe uma Unica extensfio de ¢
3 ', i ' =

- para um homomorfismo ¢': F(Ax?) +~ C. ¢'(Z ni(ai,bi)) Zni¢aﬁfbi)'

Além disso, se ¢ € uma aplicacao bilinear, ent3o ¢'(R(AxB)) = 0

ja que o' ((a; + a,,b) - (a;,b) - (a,,b) = 0 e ent@o existe ‘induzi
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db um homomorfismo ¢": A @ B » C que € ﬁnivocamente . determinado
por ¢. Isto fornéce a seguinte propriedade universal com respeito
a aplicagoes bilineares, que pode ser usada'para caracterizar o}
produto tensorial. Existe uma aplicagao bilinear 1: AXxB - A 8 B

dada por (a,b) » a ® b onde a 8 b € a classe lateral contendo
(a,b). Dada uma aplicagao bilinear ¢: AXB - C existe um unico ho-
momorfismo ¢$": A ® B » C tal que a comutatividade vale no diagra-

ma:

AGB

Como os elementos (a,b) géram F(AxB), segue que os elementos a @b

geram A@B. EmAGSSB temos'n(a 8 b) =na®b =a® nb para cada

n €Z 0O®b =0=2a@0 para qualquer a,b e (a1 + az) @
(by +b,) = (a; +a,) 8b + (a; +a,) 8b =a, ®b; +a, 8b;, +
+a; @ b2 + a, ® bZ'

2.3. Proposicio

Existe um Unico isomorfismo ©: A 8 B ¥ B @ A tal que

6 (2a@b) = (b8 a)

AXB ——~——~——%P B @ A

R
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2.4. Proposicio

Dados homomorfismos f: A -~ A' , g: B > B' existe um ﬁhi
co homomorfismo f ® g: AR B > A" @ B' comf @ g (a @b) =
= f(a) @ g(b) |

» A' @ B

T | s =f@g 1

2.5. Proposicoes

(a) Se f: A>A' , £': A' > A" e g: B> B' , g':B' > B"

entao
(f' o £) ® (g' o g) = (£' @ g') o (f B g) ;

(b) Se Ay @& Aj entao A @ B Y & (Aj 8 B)

(c) Se existe homomorfismo fj: A +‘A‘, fara cada j &€ J
tal que para qualquer a € A, fj(a) € nao nulo para
um nimero finito de valores de j, entdo podemos de-
finir z fj: A - A;. Para qualquer homomorfismo

g: B » B' segue que
(z fj) @ g = Z(fj 8 g)

'(d) Para qualquer grupo abeliano A, Z 8 A ¥ A.

(e) Se A & um grupo abeliano livre com base {aj} e B e
um grupo abeliano livre com base {bj}. entao A @ B

€ um grupo abeliano livre com base {a; @ bj}.'[}]
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Exemplo:

Veremos que Zp 8 Zq= 7 (p,q), onde (p,q)=m.d.c.{p,q}
Seja r = (p,q) tal que p = rs, q = rt, (s,t) =1

Zp'= Z/pZ , Zq = Z/qZ onde pZ c Z € o subgrupo di

visivel por p. :

Zoe Za= Zivd o Zial % Z o Z/in(i, 8 id)+in(id 6 i,)
oY Z /im(il) + im(i,) ® Z/pz + qZ 7
%Z /rsZ + rtZ R Z/rZ = Zr = Z(p,q)

Por exemplo:

'ZZG Zz %Zz; ZZQZ‘S:(); 268‘4215 N ZS'

2.7. Proposicao

o - -~ . -
Se A > B E C » 0 e uma seqliencia exata, entao - para

qualquer grupo abeliano D, a seqliencia A & D,“_§ id B&D S
C@D -0 €& exata. [1]

2.8, Definicao

Relembremos que todo grupo abeliano A € a imagem homeo-
morfica de um grupo abeliano livre. Seja F um grupo abeliano 1li-
vre gerado por elementos de A e seja w: F » A um epimorfismo nétg
ral. Se RE€ F, R = Ker(w) éntéo R & grupo abeliano livre pois R &

subgrupo de F [3]. Entao existe uma seqliencia exata curta

i ' . -
O~+R -+ F A0 que e denominada Resolucao Livre do grupo A,

; ; -~ . j T -
Generalizando, a seqllencia exata curta 0O ~» G1 l Go - A >0 e uma

resolugao livre do grupo abeliano A, se_Gl e Go sao ambos grupos



"abelianos livres. Dada uma resolugao livre de A € .um grup
liano D, sabemos pela proposigdo 2.7 que vale a exatiddo
qiencia

j 8 id 1t O id
G ® D ——> G, @ D —> AR D-——%?O

2.9. Definigio
Definimos Tor (A,D) = Ker (j 8 id). Isto mede a

sao na qual j @ id falha em ser um monomorfismo.

2.9.1. Exemplo

Calculemos Tor (Z p, Zq) para qualquer par d

TOS p e q.

Seja a seqllencia exata O >7, Y)‘ZZ )ZZp >0 onde ¥(
para qualquer inteiro n. Obtemos uma seqiiéncia exata
0—>Tor( Z p, Zq)—>2Ze Zq—>/16 Lq—>Lp®
5lq — 1

(s,t) =.1. Entao

que toma a forma 0—Tor( Z v,

(4]

onde r = mdc(p,q), p = fs, qg =1t

Tor (Zp, Zq) = Im(g) = Ker(a) = {X t.q.a(X) = 0}. Se 4
= pxX = 0, entao p(x) = nq de onde x = mt. Por outro iado,

que o = j 0 id. Entao temos o diagrama comutativo:

72 o> 7
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'onde m = projecao can6nica,r't ‘Zbrt =t 'Z/ft Z = Zr ' e
/A Zirt D = .ZZq 0 Ker(d) = :ZZr . Logo Tdr(_ZZp, Zq)

T .

2.10. Definicao

Suponha que C = {C €>} 5 um complexo de cadeia livre,.

n’
isto €&, cada Cn € um grupo abeliano livre. Para qualquer grupo
abeliano livre G, definamos um novo Complexo de cadeia C @ G, por
C®G=1{C @G, O 8 id}. E evidente que (D 8 id) o (D @ id) =

= 0. Se f: C » C' € um complexo de cadeia, o homomorfismo associa

do £ & idG': C®G~>C'RG tem
. [

(£@id) o (9 8id) =fo D8 id= ' of ® id = (D' ® id) o
(f 8 id)

de modo que f ® id & também uma aplicacdo de cadeia. Fixemos  um
grupo abeliano G. Para cada par de espaéos (X,A) podemos usar o
complexo de cadeia livre S,(X,A) para construir um novo complexo
de cadeia S*(X,A) ® G. ESte complexo de;cadeia, denotado por

S.(X,A;G) € o complexo de cadeia singular de (X,A) com coeficien-

tes em G. Como existe um isomorfismo natural S, (X,A) 8 Z ¥ S,.(X,A),
referimo-nos a S,(X,A) como um complexo de cadeia singular com
coeficientes inteiros. A homologia de S,(X,A;G) & denotada, | por
H, (X,A;G). Notemos que s¢~f:(X,A) + (X'",A') & uma aplicacgao de pa
res, existe um homomorfismo induzido f#: S*(X,A) > S*(X',A') e um
homomorfismo induzido f# %] idG : SL(X,A;G) » S,(X',A';G) que in-

duz o homomorfismo f,; H,(X,A:G) - H,(X',A';G).



2.11. Teorema do Coeficiente Universal

Se C € um complexo de cadeia livre e G & um grupc

liano entao Hn(C Q G) » Hn(C) 8 G @& Tor(Hn_l(C),G)

Demonstracao

2.11.1: & facilmente pfovado o fato algébrico que
f: G+ G' e g: G' » G sao homomorfismos de grupos abelianos
g o £ = id entao G' = Im(f) ® Ker(g). 2.11.2: Denotemos comn
pre por Bn‘; Zn€; Cn os subgrupos dos bordos e ciclos, resg
menté. Se C € um complexo de cadeia livre, entao cada Bn e
rd um grupo abeliano livre. Fixemos um grupo abeliano G e ¢

a“ . i
o c cur -> -+ 0.
remos a seqllencia exata curta O 2, > C, <« B 0

N
Notemos que, como B__, & livre, a seqliéncia & decomponivel.

sim, se {xi}é'uma base para Bh—l’ para cada i existe um el
. €& .= X.. Defini .) = C.
4 C, com 9cy i efinimos Y (x;) C; © notemos que

se extende univocamente como um homomorfismo na seqliéencia d

"nivel. Por outro lado, como B._1 é€ livre, Tor(B G) =0

n~1’

seqléncia exata curta € preservada quando tensoriamos com G

0+2 8G6+C 06Gg_2>__ B @ G » 0. Esta seqliéncia e

ponIvel'também peld homoﬁorfismo Y ® id. 2.11.3: Por outro

a seqliencia exata curta O -» B, i z, »H (C) >0 & uma res

livre de Hn(C), portanto, torna-se uma seqliencia exata a

0 + Tor(H_(C);G) > B ecj@idz 8 G H(C')GG 0
MR ’ 7 ®n > n > Ha >

2.11.4: Calculamos a homologia de C @ G, dando'para

Ker 96 id/im( ® ;) @ id no seguinte diagrama



. J Q@ 1d

n
@ id <i: ij> k & id
> C O G

o8 1d> :
C G
n+1.
d.eid
* N
Z.., 86
(i @ id) e (k © id) sao monomorfismos e (5)3 @ id) epimorfi

Assim Ker( © 8 id) = Ker(9, 8 id) e im(D, 6 id) pode ser id
2 . 1 P

ficada como im(j ® id). 2.11.5: Consideremos os grupos e homo

fismos
. g j & id .
0 > Tor(H_ _,(C);6) +B _,86G =~ Z,.1 8 G>H _;(C) 8¢G
D, 8id |, v® id
\V
Cn ® G

onde a linha horizontal & exata. Como temos observado, o grup
ciclos em C 8 G € o Kernel de (j 8 id) o (9, 8 id). Port
© < 8 id & um epimorfismo e Kernel de j 8 id € igual a imagem

g, e temos:

| | -1
Ker(j 8 id) o (95 8 id) = (D5 6 id)  (g(tor(H _;(C);G))).

Assim existe um homomorfismo

. , : D .
-1 _ 3 @ id
(95 6 id) g(Tor(H _,(C);G)) <—<?75-755 g(Tor(H _;(C);G6))
1 ’ : .

para o qual a composigdo (9, 8 id) o (ve@ id) € a identidade

Combinando essas afirmagGes, temos o grupo de ciclos expresso
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mo soma direta Ker(j ® id) o (253 ® id) =

= Ker(Z)3 ® id) & ( vy @ id) g (Tor(Hn_l(C);G)) dnde
Ker( ;8 id) ¥Z 8 Ge (v 8 id)g(Tor(H _;(C)) & Tor(H _;(C);6).

Assim podemos identificar o grupo de ciclos em C, @ G coma soma
direta Zn @ G ® Tor (Hn_l(C);G),'e o grupo de bordos com a imagem
de B, ®6G~>2Z 8G que esta inteiramente contida no primeiro so

mando direto. Finalmente, tendo em mente a exatidao de

B,®8G~> 2 ©G~>H(C)®G~>0 concluimos que a homologia do

complexo de cadeia C @ G € dada por

H (C@6) ¥ H (C)8 G © Tor (H _,(C);6).

2.12. Lema

0 Tor (A,B) independe da resolugao escolhida para A.

Demonstracao

Consideremos o seguinte diagrama onde as seqalliéncias ho-
rizontais sao duas resolugoOes de A e as aplicagoes Yo, ¥ sao
aplicagoes de cadeia convenientemente escolhidas, e T; © Ti sao

homotopias de cadeia que se definem na continuagao
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9)
0 > € >C, 2 S >0
‘K v Yy AN “ <0
<, ¢/ > N 5 e '
0 > ¢} 7 cp = > A >0
' { '
¥, ¥ s ‘
< . ! v © AN :” ,(‘)o
0 >Cy 7 C, —* > A > 0
v, B
Ny A 19} b>) :
0 >C} > C! > A >0
Mostremos que DT + T =U - P' onde ¥y = ¥' o ¥ e P' = id., isto
e, ¥ e V' sao homotopicas por cadeia.
Definimos T, tal que 97Ty + T O = 0. Teria que ser9T, = - Ty @
Basta: observar que - To© € bordo. Isto define Tq- Definamos

T, tal que dT, + 1,9 =Y - P, Entao T, =¥ AN T, 9

1

DW -V =T D) =d¥- DY - (D1 ) =

=y -V - (-T,09)
=W -¥v)o +0
=0
Entao ¢ - ¥ -'TIZD € ciclo (€ ciclo em C,: por exatidao ao re-

dor de Co na terceira linha & imagem de elemento de Cy- Portanto

€ bordo) e € bordo, o que define T,y
Definamos Tgi DTy + T,0 = v -y

QW - ¥ -1, ) =2VY- Y - DT, =

Vo -vo - (- 1,29+ V0~ ¥'D )

PO - Y'Id + 1.9 - Yo + YP'o

1
0



Isto define 1. Portanto y e y' sao homotopicas por cadeia
(1) 0T+TO=‘P'0‘P-idC>
Analogamente mostra-se que

(2) o' +1'D =V oy' - id_,

o
(1) e (2) implica em ¥' o ¥ = idC ey ovy'= idc,
Y e y' sao homotopias inversas uma da outra.
Logo (¥. o ¥3) = (Y o ¥"), = idH* onde ¥, € epimorfismo, e
(v! o ¥,) = (¥' o ¥), = id onde ¥, & monomorfismo, de onde se

H,

conclui que ¥ & isomorfismo e V,: Hl(Cl) N Hl(Ci).

Tensoriando com B cada elemento das duas resolugoes de A, usadas

anteriormente temos:

. 20 id o
06eB 5 C; 6B > C,8B > A@B » 0
| v @ idy | |
08B - C} @B > Ck®B > A@B > 0
¥ 6 idg: C; 8B > C @ B

1
Analogamente ao que foi concluido para Y(isomorfismo) podemos mos

trar que (¥ @ id) é isomorfismo e portanto
. .
- m []
(v 8 idg),: H;(C; 8 B) » Hy(Cj 8 B). Mas H;(C 6 B) =
= (Hl(C) @ B) & Tor(HO(C),B) = Tor(A,B) pois Hl(C) =0 e

HO(C) = A. Portanto Tor(A,B) % Tor'(A,B).

2.13, Corolario

Para qualquer par de espagos (X,A) ,
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H (X,A36) % H (X,A) ® G @ Tor(H,_; (X,A;6)

2.14. Lema

Para qualquer grupo abeliano A e B, Tor(A,B) % Tor(B,A)

[3]-

2.15. Teoria da Cohomologia Singular

"Sé A e G sao grupos abelianos, chamamos de Hom (A,G) o
grupo abeliano de homorfismos de A em G, onde (f + g)(a) =
= f(a) + g(a) para cada a € A. Se ¢: A + B € um homomoffismo,

existe um homomorfismo contravariante induzido
¢#: Hom (B,G) ~ Hom (A,G) .

définido.por ¢#(f),= f o ¢. Notemos que se $: B > C & um homomor-
fismo, éntgo (v o ¢)# = ¢# o} w#.

Para um>complexo de cadeila {Cn, 9 } e um grupo abeliano G, defini
mos grupos ébelianos c? = Hom(Cn,G). Entao o operador bordo
> Cn induz a#: ¢t Cn+1 coma_# 05)#= (Do )# = 0.

9 : Cn+1

Um complexo de cocadeia € uma colecao de grupos abelianos e homo-

morfismos {Cn , 6} onde §: ch o, Cn+1 e §o 6§ =20.0 homomqrfismo

& & o operador cobordo. Observemos que, se {C", §} & um complexo

. . = c-n 5 = 8-
de cocadeia e definimos D = C.7, ©=46: D, > D 4,

entao {Dn,Q}
€ um complexo de cadeia. As duas nogoes sao duais uma da = outra
e as definigoes basicas para complexos de cadeia podem ser dupli-
cadas para complexos de cocadeia,

Se {c", §} e {D", &'} sdo complexos de cocadeia, a aplicagao de

cocadeia f de grau k € uma colecao de homomorfismo f: c - Dn+k
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tal que f o § = 6' o f£. Seja C = {c", 8} um complexo de cocadeia

e definamos z2%(C) = Ker &: c - Cn+1, 0 grupdvdos nf¢ocic105- e
n

B™(C) = Imagem &: 1, ¢ , o grupo dos n-cobordos. O n-ésimo

grupo de cohomologié de G € entao o grupo quociente

H"(c) = z"(c) / B"(C)

Se A= {AM}, B = ({B" e C

{Cn} sao complexos de cocadeia' e

O+ A>B>C>0 & uma seqliéncia exata curta de aplicagoes de
cocadeia de grau zero, entdo existe uma seqliéencia exata longa de

grupos de cohomologia

et o HMA) 5> HB(B) - BP(C) 5 E'™1(A) > ..., onde o homomorfis

mo de conexao A € definido devmon analogo ao homomorfismo de co-
nexéo paré homologia (1.15.4). Sejam (X,A) um par de espagos, G
um grupo abeliano. Definimos Sn(X,A;G) = Hom (Sn(X,A);G) como o
grupo de cocadeia n-dimensional de (X,A) com coeficientes em  G.

n+1(X,A;G) dado por § = o . Isto define um

Seja §: S™(X,A;G) » S
complexo de cocadeia singular de (X,A) cuja hbmologia € o grupo

*
graduado H (X,A;G) como o grupo de cohomologia singular de (X,A)

com coeficientes em G.

Se f:.(X,A) + (Y,B) €-uma éplicagéo de pares, entao existe um
homomorfismo induzido £ : H' (Y,B:G) » H (X,A;G). Se g:(Y,B) + (W,C)
€ outra aplicacdo de pares, entdo (gf)* = f* o g*. Cada uma das
propriedades covariantes de homologia singular torna-se proprieda

de contravariante de cohomologia singular (Apendice).

2.16. Proposicao

. i m ‘
Se 0 - F + H »k-»0 & uma seqllencia exata decomponivel
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(1.26) e G € um grupo abeliano, entao

| n# ift -
0 » Hom(K,G) » Hom(H,G) > Hom(F,G) - O & exata. [1]

2.17. Definicoes

i
Seja E um grupo abeliano e O -+ R ~» F TE = O uma reso
lucao livre de E. Ent3ao para qualquer grupo abeliano G, a seqlien-
cia

| # iff | ‘
0 > Hom(E,G) > Hom(F,G) > Hom(R,G) & exata. Definimos Ext(E,G)=

= coker(i#) = Hom(R,G)/im(i#). As propriedades basicas de Ext sao

duais aquelas de Tor:

(a) Se E € abeliano livre, Ext (E,G) = 0.
(b) Ext (E,G) & independenfe.da'escolha da resolugéo.pg
ra E.
(c) Ext (E,G) & contravariante em E e covariante em -G
isto €, dados homomorfismos f: E » E' e h: G - G’ existem.induzi-

dos homomorfismos_f*: Ext(E',G) » Ext(E,G) e h,:Ext(E,G)~» Ext(E,G').
(d) Se 0 » A 1 B - C >0 ¢& uma seqllencia exata curta, .
{

- . k "
entao a exatidao vale em 0 - Hom(C,G) » Hom(B,G) 1 Hom (A, G) >

* *

h 5
+ Ext(E,G) » Ext(B,G) 3 Ext(A,G) - O.
Definimos Sn(X,A;G) = Hom(Sn(X,A);G) o que nos leva a adotar a se
guinte notacao: Se ¢ € S*(X,A;6) e c € Sn(X,A), entao o valor de
¢ sobre ¢ € o elemento de G denotado por < ¢, ¢ >. ¢(c) =
= < ¢, ¢ > € G. Observemos que esta "forma" & bilinear no senti-

do de que

<SPyt by s C > =Py, COF <y, >
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< ¢, <1 tc, >= < R cp >+ < by Cp >

Em particular, para qualquer inteiro n, < ¢, nc> = < n¢, ¢ >. Por
tanto a '"forma" produz um homomorfismo Sn(X,A;G) %] Sn(X,A) + G pa
ra cada n. Nesta notagao, os operadores bordo e cobordo sao adjun

tos, isto €,

» #
<¢1DC>=<'6¢1C>; G(b:a#; J ¢(C)=¢ Oa(c)’

Além disso, se f: (X,A) - (Y,B) & uma aplicagao de pares,
¢ € S"(Y,B;G) e c €S _(X;A), entdo < b, £4(c)> = < £4(8), ¢ > .
A cocadeia ¢ € S™(X,A;G) & um cociclo se e somente se < 8¢, C'> =

= 0 para qualquer c'€ S (X,A), ou equivalentemente, se

n+1
< ¢, Dc'> =0, Portanto ¢ € um cociclo, se e somente se, anula
Bn(X,A). Por outro lado, suponhamos que ¢ = §¢' € um Cobordo, on
de ¢'€ Sn—l(X,A;G). Entao <¢, ¢c> = <8¢', c> =.<¢'; 2 ¢ >, de modo
que se ¢ € um cobordo, entao ¢ anula Zn(X,A). Seja x G‘Hn(X,A;G)

representado por um cociclo ¢ e y G.Hn(X,A) representado por um

ciclo c. Entao definimos uma "forma'

<, >: H'(X,A;6) @ H_(X;A) > G por < X,y >= <¢, € >

Esta "forma" €& chamada indice de Kronecker e pode ser vista como

um homomorfismo

a : HP(X,A;G) ~ Hom (H,_(X,A) ;G)

2.18. Proposicao

?e X € um espago topologico e {Xd} € a decomposi-

o € A

¢ao de X em suas componentes por caminhos, entao HO(X;G)% i Ga

o€ A
o produto direto de copias de G, um para cada componente por cami
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nhos de X. [1]

2.19. Lema

Se f: C » D € uma aplicagao de cadeia de grau zero en-
tre complexos de cadeia livres, tal que f induz um isomorfismo de
grupos de homologia, entio f € uma equivaléncia homotdpica por

cadeia.

Demonstracao:

Para provar este Lema vamos utilizar o "cilindro algé-
brico da f" que € o complexo de cadeia que definimos na continua-
gao.

®D e, OD(,y) = (-9x, 2y + f(x)). Vejamos

“Seja Ci(f) = Cpy a

que € um complexo de cadeia bem definido:

Qolx,y) = 2 (- 9x, 2y + f(x)) = (-oo0x,29y + 9f(x) -
- f a (x)) = (- @29x, éay + 2f(x) - 2 f(x)D = (0,0).

Vamos provar agora que H,(f) = 0. Se (x,y) esta em Zn(f) entao
- 9x=0e 9y + f(x) = 0. Como -9 = 0 entao x & Zn_l(C). Como
Oy + f(x) = 0, temos - 2y = f(x) e assim f(x) ean_l(D). Do fa
to de f, ser um monomorfismo temos que X Gan_l(C) e portanto
existe x' G.Cn tal que 29 x' = x. Entao 0 = 2 y + f(x)v =

= Dy + fOx' = D (y + £f(x')) e portanto y + f(x') G Zn(D). Do
fato de f, ser um epimorfismo sabemos que existe x" e_Zn(C) tal
que £, {(x")} = {y + £(x')} ou seja f,(x" + Bn(C))7= y + f(x') +
+ Bn(D) de onde f(x") =y + f(x') + Dy' ,y' € Cn+1(D) ou seja
f(x" - x') =y + ODy'. Portanto 9 (x" - x') = -x, onde x" & ci-

clo e x' tem bordo x. Portanto O (x" -x, -y') = (- @ (x" - x') ,
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£(x" -x") + D (-y') = (-(-x), y + Dy '+ D(-y)) = (x,¥) e
dai (x,y) € B_(£). Entdo H,(f) = 0. Como B__;(f) & livre (2.11.2),

a sequéncia exata O » Zn(f)c+ c,(£) 3 B _,(f) » 0 e decomponivel.

a—

‘Logo C,(£) = 2 (£) ® W onde W & levado pela restrigdo o de 9

isomorficamente em Bn-l(f)‘ Entao Cn(f) = Zn(f) ® Wn e

—_ -1 -1
9 = Q: W »2Z_ .(f). 9 2 L (f) > W_, 9 : Z_(f) ~»
‘ |wn n n-1 IWn n-1 n Wn+1 n

-> Wn+1 C Cn+1(f).

Definimos T: Cn(f) > Cn+1(f) de modo que T(x,y) = (0,0) se

(x,y) € W, e T(x,y) = Dl,,',,i (x,y) se (x,y) € Z,(£).

+1

0 + S

Se (x,y) & Wn entao 9 T(x,y) ‘+ T 92 (x,y) Iw'n+1 Q,(x’y) -

= (x,y). Se (x,y) E,Zn(f) entao O T(x,y) + T 2 (x,y) =
= (»)D_

1 .
|w (x,y) + 0 = (x,y). Portanto 9T + To® = 1id - 0. Lo
n+l _

go T é Homotopia .por cadeia.

Consideremos os homomorfismos T': C_ » C T": D_ » D

e
n n+l ° . n n+1

h: D> C  de modo que T(x,y) = T'(x) + h(y), k(x) + T"(y)). En-
tho (O T+ TO)(x,y) = (- & (T'(x) + h(y)), & (k(x) + T"(¥)) +
$ T+ h) + TEDx, Dy + £() <[ - 3T - 9h(y)
DK(x) +DT(y) + £fT'(x) + fh(y)] +L-T' @ x + h @y + hf(x),
KX+ T Dy + )] = (-DT'(x) < Dhiy) - T' D (x) +
Fho ) + hEG), DKG) + DTy + £1'(x) + £h(y) - k D (x) *

P TV Dy TUE(R) = (x4y).

Se x 0 na primeira coordenada entao - @ h(y) + h & (y) = 0. Lo-
go h &€ uma aplicagdo de cadeia. Se y = 0 na pfimeira' coordenada

e x = 0 na Segunda coordenada temos O T'(X) + T' ® (x)v=
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‘"= x=-ho f(x) e @ T"(y) + T" a)(y) =y - f o h(y). De onde ‘se
conclui que f e h sio homotopias por cadeia. f € uma equivalencia
de homotopia por cadeia e h € uma homotopia inversa por cadeia da

f.

2.20. Teorema da Excisao

Seja (X,A) um par de espagos e U< A um subconjunto com

U € Int A. Entao a aplicacao inclusao de pares
i (X-U, A-U) > (X,A)
induz um isomorfismo

* * . * ‘
i : H (X,A;G) - H (X-U, A-U;G)

Demonstracao:

Podemos provar o teorema da excisao afravés do Lema
2.19, da seguinte maneira: Pelo Teorema 1.25 i#: S, (X-U, A-U) %
+ S, (X,A) induz um isomorfismo no grupo de homologia. Pelo lema
2.19, sabemos que i# € uma equivaléncia de homotopia por cadeia.
Assim i#:.S*(X,A;G) +.S*(X-U, A-U;G) é.uma equivéléncia de homoto

* - - »
pia por cocadeia e i € um isomorfismo.

2.21. Lema

G para k = n
¥ (s™, X, G) %

0 para os outros casos
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Demonstracao:

Notemos primeiro que Hk(SO, Xy3 G) e isomorfico por

excisao a

Kk G para k = 0
H™(pt.G) &
0 para k > 0 .

Seja-¢ € §°(pt,6) = Hom(S_(pt,G) = Hom (Z, G) = G. ¢:Z » G. Se-
ja c & Sn(pt). Sabemos que @ Con+1l = 0 e D€y, = Cono1t Entao

usando a notagao definida em 2,17

, 0 >

]
o

= = <
<8 4’Zn’ Con+1 77 < ¢2n » O C2n+1 > ¢2n

<8 ¢2n-1 ’ CZn > =< ¢2n—1 » D CZn > =< ¢2n-1 : CZn-I:> € G

§ ¢,,.7 tem o mesmo efeito como homomorfismo de Z + G que ¢, ;-

Vamos calcular agora as homologias. Nas dimensoes pares temos:

22 (pt,6) = s (pt) e B (pt,G) = SZ"(pt). Logo H M(pt,G) = 0.

Nas dimensoces impares, temos: Zzn_l(pt,G) =0e an—l(pt,G) = 0.

2n-1

Logo H (pt.G) = 0.

-2.22. Teorema (Extensao do Teorema do Coeficiente Uni -

_versalj

Dado um par de espacos (X,A) e um grupo abeliano G,exis

te uma seqliencia exata decomponivel

0 » Ext(H__;(X,A);6) 8 Hh(x,a50) & Hom(H_(X,A);G) » 0O

Demonstracao:

(I) Seja a resolugdo livre de H__(X,A):
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| i ___
0> B 1 (X,A) » 2, (X,A) > H__;(X,A) > 0.

Para qualquer grupo abeliano G a seqiéncia

) it ) iff H B X A‘°G
0 ~» Hom(Hn_l(X,A),G > Hom(Zn_l(X?A),G) -+ ‘om( n-l( ,A) ;G)
- Ext(Hn_l(X,A);G) > 0 € exata. (Prop. 2.17). Logo
Ext(H__,(X,A);6) = coker i = Hom(B__,(X,A);G)/im(i¥) =
= Hom(Bn_l(X,A);G)/i#(Hom(Zn_l(X,A);G). Tentemos definir
Hom(B__; (X,A);6)/i¥ (Hom(z__; (X,A):G) B 2n(x,A;6) /B (X,A;0)

onde Sn(X,A;G) = Hom(Sn(X,A);G). Para que B esteja bem definida
de levar um elemento de Hom(Bn_l(X,A);G)'num elemento de Zn(X,A;G)
e um elemento de i#(Hom(Zn_l(X,A);G) num elemento de Bn(X,A;G){

Vejamos se isto acontece:

(i) Consideremos a seqliencia exata curta

° ' . .
0 -» Zn(X,A) s Sn(X,A) > Bn—l(X’A) +70. Como Bn_l(X,A) e abelia-
no livre, esta seqliencia exata se decompoe. Logo - Sn(X,A) =

=2 (X,A) ® W onde W & levado pela restrigao © de O . isomor

ficamente em Bn_l(X,A).'Construamos ¥y de tal forma que

¥ —
Bn-i(X’A) +Ge (Yyo2)e Hom(wn;G) ou seja Sn(X;A)

0+ (Y o) : ' , .
= Zn(X,A) ® Wn —> G. Portanto O + (¥ o © ) e um cociclo

em Z(X,A;G).

(ii) Seja ;: Zn?l(X’A) + G tal que i#(g) ou seja V¥

"
€

uma restrigao da ¥y de modo que temos Sn-l(X’A)

R 2

2,1 (X,A) ® Wn_l-—g—g—gébe Mostremos que (; ® 0) € imagem de

14

um. cobordo. Para isto mostraremos que 6(? ® O)v= 0@ (Y o 9)

1
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€ 7™(X,A;G). De fato, < 6(¢¥ #0),x > =< ¥ @ 0, ®x > =

=<y, DX > g( 2x) =vy(o x) ja que y & restrigao da ¥. Ago-

-~ -1
ra, <0® (Wo®), x>=<(yodD, d DX > =
=1 -1 . _
= (¢y 0 @)(o D x) =v(D x) onde @ D X € a projegao de .Xx
em W . Logo ¥ & O ¢ imagem de um cobordo. Portanto B esta bem
definida.

I1) Mostremos a exatiddo da seqliéncia

0 » Ext(H_ _,(X,A):6) & H"(X,A;6) > Hom(H_(X,A);6) » 0, ou seja,
que ker(a) = im(g) e além disso que B € monomorfismo e o € epimoxr

fismo.

- (i) Mostremos primeirovque, ker(a) € im(B) . ker(a)

{ v; a(y) = 0} vy: Sn(X,A)‘+ G, ¥ € um cociclo. a(¥) {x} =

L}

< a(W); {x} > =< v¥,x>=vy(x) =0, onde x &€ um ciclo. Portanto
ker(a) ={Vv; W[Zn = 0 }. Lembrando que S, = Zn(X,A) oW .,

— -1
W[w + G e que a imagem inversa da restricao do ©, o 2 leva
Bn_l(X,A) isomorficamente em Wn e calculando a imagem de B temos:

=L _ .. -1 =
B{(Wlw o )})=0606 (len 09 )od=08 ?'wn =y,
n . .

(ii) Mostremos que im(B) < ker(a), ou seja, que a 0 B
se aplica em zero.
o(B(¥)) = a(0 @ (Y 0D)) =0 porque
a{f0® ¥y 0d}({x}) =<00V¥YoT, x>=0

onde 0 e x estio em Zn(X,A).

III) Mostremos que ¢ € um epimorfismo e que a seqliéncia
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0 ~» Ext(Hn_l(X,A;G) E Hn(X;A;G) $ Hom(Hn(X,A);G) + 0 se detompGe,‘
ou seja, que podemos achar um homomorfismo Y : Hom(Hn(X,A);G) >
> Hn(X,A§G) tal que o o Y = identidade. Seja y € Hom(X,A);G) tal

que ¥ =¥ om. Temos

¥
H_(X,A) > G
n
N 7!
T
¥
Z,(X,A)
3
Sn(X,A) = Zn(X,A) ® Wn>, Wn ¥ Bn_l(X,A)
YTO0=(Yom) ®O
G
onde ¥ ® O é cociclo. Como a(;) (X) = <y,X>=<V¥,x> €G onde

x e H'(X,A) e v € H'(X,A;G), temos: a({¥ @ 0}){{x}) =<{¥ @ 0} ,

(X} >=<¥00,x>=¥(x) =¥on(x) =v{x}=<y, {x}>.

Logo, o € um epimorfismo. Podemos definir Y(W) =y 0 0. Vejamos

que g € monomorfismo. Seja O ® (¥ o 5) = Sy; P Sn—l + G. Em par
ticular y: Zn-l + G. Como < SV, X > = < P, DX > e<fPp, X > =
. * _ - 1

<00 (Y0D),x>=<V¥Y0D,9 O x>=y(Dx). Entao ¥

[4°2Y

restricao da y e ¥ € i#(Hom(Zn_l(X,A;G)). Logo 8 € um monomor

fismo.

2.22.1. Observacao

: FCalculamos a homologia da garrafa de Klein em nivel ze-
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ro, um e dois (1.20.5) e obtivemos os seguintes resultados:’
H (K} & Z, Hy(K) NZ20Z , e Hy(K) & 0. Usando o teorema 2.22 ob

temos a cohomologia da garrafa de Klein em nivel zero, um e dois:

HOK) » Z, HI(K) N Z e HZ(K) N2 ,- Como vemos, a parte livre
permanece e a de torsdo sobe um nivel, (o que de fato acontece em

geral). No nosso caso particular isto acontece ja que

Ext(b, zZ)y =2, EX(Z.;O) = Ob, EX(ZZ,Z)'= 'ZZZ e Ext(Z, Zz) =0.

2.23., Comentérios

2.23.1 - O Teorema 2.22 estabelece a primeira relagao

entre grupos de homologia e cohomologia.

2.23.2 - Quando o grupo de coeficiente & também um anel,
a cohomologia de um espago pode ser dada como estrutura natural

de anel (néo € verdade para grupos de homologia). Esta estrutura

algébrica adicional nos da outro invariante topologico (Ver Cap.3).

2.23.3 - A teoria de cohomologia € a situacgdo natural
para '"classes caracteristicas'. Essas sdo classes particulares de
cohomologia, originando-se no estudo de fibrados, que tem aplica-

¢oes, particularmente para a topologia de variedades [6].

2.23.4 - Existem "operagoes de cohomologia', naturalmen
te transformagoes ocorrentes em teoria de cohomologia, que tem

aplicacoes em teoria de homotopia [7] e [8].
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CAPITULO III

PRODUTOS - INVARIANTE DE HOFF

Consideremos C = {Cn, 2} eD-= {Dn, O } complexos de
cadeia. No capitulo 2 discutimos a formagdo de um complexo de ca-
deia tenéoriando um dado complexo de cadeia cdmbum grupo abeliano.
Como generalizacgao daremos um procedimento para.tensoriar dois

complexos de cadeia e formar um novo complexo de cadeia.

3.1. Definicoes

Definimos um complexo de cadeia C @ D como segue:

n
r C. 8D -k O operador bordo sobre um somando dire-
k=0 N -

t : C_ @D C @D 6C_8D é'da"elafarmula
© 93 by @ Dg > Gy B Dy 8 E, 0Dy € cadop | |

Dd(c e d) = .Z)c @ d + (—1)p c ® ©d. Para vermos que isto real-

~

]

®

=

Lo’
t

mente da um complexo de cadeia, basta notarmos que:

D(o(coed)) =o0(oced+ (-1)Pce 2d) = 95ced +

[}

+ (Pl 5cevd+ (DPoceodd+ (-1)%P(ce 9d4) = o.

Assim os elementos (c é d) geram C @ D e segue que~£9 o2 =0,

Notemos que se f: C » C' e gf D - D' sao aplicagées de cadeia en-
tre complexos de cadeia, existe uma aplicagao de cadeia associada
f@g: C@&D-~>C"@®D' caracterizada por £ @ g(c ® d) =£(c) @ g(d).

Suponhamos que C € um complexo de cadeia livre. A seqliéncia exata’
a ) N - ' . ' -~ - -

0o ~» Zn(C) + Cn > Bn_l(C) + 0 onde a € a inclusao, e decomponivel

uma vez que Bn~1(C) € livre (2.11.2). Portanto existe um homomor-

fismo ¢: C, +~ Z2,(C) que € a projecao sobre um somando direto, is
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to‘é, ¢ od = id sobre Zn(C). Consideremos os grupos graduados
Z,(C), B,(C) e H,(C) como sendo complexos de cadeia nos quai$ os
operadores bordos sao todos identicamente zero._Sejé ® a composi-
cio ¢ = 1 0 ¢, C, 2 Zn(C) 3 H,(C) onde 7 € a aplicagdo quociente.
Entao ¢ € uma aplicacgdo de cadeia entre complexos de cadeia por -
que ¢ (©c) =q104¢(Dc) =7u(0) =0=2(¢(c)) onde

aceB 1(C)

H3.2. Teorema

Se C e D sdo complexos de cadeia livres, a aplicagao de

cadeia ® @ id: C ® D » H,(C) @ D induz um isomorfismos
(¢ 8 id),: H_(C 6 D) > H (H.(C) 8 D)

{x 8 y} — {{x} ®vy}

Demonstracao:

Seja a seqliencia exata 0 -» Z,(0) $ C ~» B (c)y -0 onde

O tem grau -1. Como a seqliéncia € decomponivel podemos tensoria-
la com o complexo de cadeia D, preservando a exatidao. Obtemos en
tdo uma seqliencia exata 0 » Z,(C) @& D-E_§_1§>C @ D.fig_ig B, (C) Q

D » 0, e uma seqliencia exata de homologia

(o @ 1d) (90 id),
ceenH (2,(C) 8D —— %m®ny——~—>%lw(m@n)
ﬁ'Hn_l(z*(C) @ D) » ... onde (D @ id), tem grau -1 e A & o ho-

momorfismo de conexao. Por outro lado, a seqlléncia exata curta

0 + B,(C) E Z,(C) 3 H,(C) - 0 nao é necessariamente decomponivel.

Entretanto, como D é livre, a exatidao sera preservada em
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B @ id T @ id
>2,(C) ® D —>H, (C) 8 D+~ 0. Passando pa-

0+ B,(C) ® D

ra os grupos de homologia destes complexos temos a seqliéncia exa-

ta longa .

(B 8 id), | (m ® id),
..,-»Hn(B*(C) @ D) —m8m> Hn(Z*(C) R D) —mmm> Hn(H*(C)® D)
A)

-+ Hn—l(B*(C) ® D) » ... Veremos que estas duas seqliencias exa-
tas longas podem ser realcionadas de tal -maneira, que no diagrama

a seguir cada retangulo comuta, a menos de sinal:

Q) 6D) & H (2.0 8D oS ©8d.
n\Po* > nlo* _ Hn(c ® D) Hn—l(B*(C) e D)
- = (1ID) l(@ 0.id), (II) | =
(8 ® id), . (8 id), » \/

l'g](B (C) 8 D)——> Hn(Z (C) @ D) ——->H (H,(C) 6 D) +H 1(B (9] 8 D)

_é Hn_l(Z*(C) 8 _D)
LT
(B ® id). hd

> H_;(Z.(C) 8 D)

(I) Observemos que:

P n-p_- P n-p. - o -
(Ia) (B 8 id)(z @ c ® d ) =92 s ® di onde B € a inclusao,

e
(Ib) & (z o c? ) dlil_'p). - a(zced ) -

-z [acied, T+ (-DPFeoa; P onde-Z.cIi) ® d, e (C8D)
e [d cri) ® drix—p + (-1)P cI; ;] E)dxil-pe (C ® D.)n 1

Sabemos que o seguinte diagrama € de seqliéncia exatas curtas e'

quadrados comutativos:
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a ® id : | 98 i.d
0+ (Z,(C) @ D)n (C @ D)n (B.(C) © D)n -~ 0

l? B T

0 » (Z,,,.(C) e, _, - (Ce&D, _, > (B,(C)®D 4~ 0.

Entao existe um elemento a € (Z,.(C) @ D)n-l tal que (a @ id)(a) =

=z [ CI-l) @ d; P + (—'1)_p cr.l) 8 EDdi ] , € como a aplicacao € mono-

morfismo e inclusao temos que a = L [J cli) 8 d; Py (-1)P cli) ® @di ]
Mostraremos que os elementos (Ia) e (Ib) estao numa mesma .classe,

ou seja, que diferem por um borbdo.
Como (B,(C) ® D)n__2<—> (W, @ D) n-1 pois Wn AV Bn-l entao

P_P h-p

Pedd; P z(-1) w8 9d;

0=z(¢-1DP2w;
Portanto E[acri) ] dl.ll—p o (-1)P cIi) )] dril_p] -9 cli) ® dril_p‘

_ (_11P D D= _ _1\P(,P 4 P n-p _ P, .P_
2(-1)% cf 8 ©d; z(-1) (2§ + wj) @O dy (onde z% + wi

_ b
ci)
- _13P P n-p 93P D n=p. _ : P n-p '
z(-1) zi@E)di + (-1) wiﬁadi 9(z z; 8d; 7) onde
o n-p
Lz3 e di € 2,(C) 8 D. Portanto (I) comuta.
(II) SeJa T Cp 8 d P e (C 8 D)rl um ciclo., Entao
p P- B p P P P o n-p -
a(zcled —Z[aciﬁdi + (1) cf @2d; "] =0 e
P “P . P .P n=p - .

I 9c 8 di = - z(-1) cl ® E)_di . Observemos que:

(I1 a) (aﬂid)(ZcIi)@d )—Zacrl)@dnp=-):(l)p peadp

(II b) (¢ © id)(: cP 8 d“ P) = Z:{zp} Q d“ P onde {zp} € H(0)

-P

(II c) A'(e @ id)(Z cpednp) = A'(Z {zp}ed ).«

Consideremos o diagrama de seqliéencias exatas
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g @ id - g 8id
0 > (B,(C) @ D) (Z.(C) & D) (H,(C) 8 D) ~» O

L l =3

-0 > (B,(C) @ D)n-l + (z,(C) © D)n-'l i (H*(C) ® D)n-l -~ 0 .

Pela exatidao sabemos que existe um elemento b € (B,(C) 8 D)n_1

p

_ n- )
tal que (g @ id) (b) = z (-1)P z? 8 S)di e como B ® id € um mono-

_ n- .
morfismo e inclusdo,b = Z(—l)p.zg @ o di P e assim em (IIc) vem :

- i ‘
A' (T {z?} e di p) = ):(-1)p z? Q d? p. Mostremos que (IIa) e

(IIc) diferem por um bordo (a menos de sinal) e portanto estao nu

ma mesma classe.
_1 P P n-p _ . (_.1yP P np_ . 1PPgod P -

t(-1) cisz:é)di z(-1) Zi‘@adi T (-1) wi®é_>di
= 9 (= wg ® dg—p)..Vendo que I wg 8 d?-P €.(B*(C)‘® D), conclui-
mos que

(I1) comuta a menos de sinal.:

. P n-p. _ P n-p
(II1) (a Q id)(z 2 @ d; ") =z zf ®@d; T ¢ (C@D)
(0 8 id)(a ® id)(z 2P @ a}"P) =z (20} @ &P

P

]

. p n- P n-p
(r @ id) (Z ?i 8 di ) T {zi} ® di .

Portanto (III) comuta. Entao pelo lema dos cinco (1.24) conclui -

" mos que (¢ ® id),: H (C®D) > H (H,(C) 8 D) € um isomorfismo.
Y .

3.3. Comentarios

Este Teorema reduz o problema de calcular a homologia

do complexo de cadeia C @ D em calcular a homologia do complexo

de cadeia mais simples, H,(C) @ D.
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3.4. Coroldrio - Férmula de Kunneth para complexos dé
cadeia livres.
- Se C e D sao complexos de cadeia livres, entao

H (C® D) % H_(C) @ H_(D) ® £ Tor(H_(C), H_(D
n( ) N p+§=n p (0 q(D) vt or(H_.(C), H (D))

‘Demonstracio:

Se c @ d € H (C) ®D, entdo o (c 8 d) = -1Pce o4,

de modo que a menos de sinal o operador bordo € justamente

id @ 9 : H_(C) @ D " H_(C) ® D
1d 89 : Hy(©) @Dy ~  Hy(C) @Dy y

Por isso, para p‘fixo Hp(C) @ D € um subcomplexo de H,(C) ® D, de

~fato um somando direto, e concluimos que
H, (H,(C) @ D) = g Hn(Hp(C) ® D)

Agora.se‘dois operadores bordos diferem por um sinal somente, e
evidente que eles produzem o mesmo grupo de homologia. Assim pode
mos supor que o operador bordo num éomplexo de cadeia Hp(C) @ D é
id ® © . Notemos que a componente n-dimensional deste complexo

€ Hp(C) @D Como D € um complexo de cadeia livre, podemos

n-p°
aplicar o teorema do coeficiente universal, no complexo de cadeia

H,(C) @ D, H, (C@D) = Hngﬂ*(C) 8 D) = I H,(H,(C) e D)
H, (H,(C) @ D) = H (D 8 H () % Hn_p(n) @ H,(C) ® Tox(H, o, (0).H,(0))

¥ H,(C) @ H_ (D) @ Tor(H,(C), H __ (D))

/

A soma membro a membro destas relagoes para todos os valores de P

constitui a Formula de KUnneth para complexos de cadeia livres.
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3.5. Exemplo

Veremos que torsao comum em Hp(C)'e Hq(D) produz. clas-

ses de homologia em H 1(C @ D). Suponhamos que c € Zp(C) mas

p+q+
que c nao € um bordo. Suponhamos ainda que r.c = dc' para al-
gum c¢' € C e algum inteiro minimal r > 0, tal que c representa

p+l
uma classe de homologia de ordem.r. Isto €, r.c em homologia se

comporta como representante de zero. Dizemos que r € a torsao de
c e que ¢ é elemento de r torsao. ({c} # 0; r{c} = 0). Similarmen
‘te, seja d € Zq(D) representante duma classe de homologia de or-

dem r tal que rd = @d' para algum d' € D Entao em

q+l’

(C 8 D) o elemento (c' 8 d - (-1)P ¢ 8 d') ‘€ um ciclo porque

ptq+l
D' 8d-(-1)Pceod)=9oc ed+ (-1)P1c g oa -

- -1DP c e ar - (—1)2p c 8 94d', (mas como ©d = 0 e ©c =0 )
=rc®d-c®rd=1r(c®d-c®d = 0. |

3.6. Formula de Kiinneth para Complexos de Cadeia Singu-

lares

Dados espagos topologicos X e Y, a formula de  Kinneth
do corolario 3.4 pode ser aplicada em complexos de cadeia singulg‘
res S,(X) e S,(Y) para dar 6 isomorfismo

H (S,(X) 8 S,(Y)) & £ H(X)®H(Y) & Tor (H_(X).H_(Y)).
P20 @S, 0) % T HO0 @ H M 8 T Tor(H (X).H (1)

Passamos agora ao problema de relacionar Hn(S*(X) @ S.(Y)) a
Hn(x x Y), a homologia do produto cartesiano de X e Y. A solugao
deste problema sera estabelecida em termos do teoremavde. modelos
aciclicos, uma'ferramenta Util na algebra homongica (Ver apendi-

ce).
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3.7. Teorema de Eilenberg-Zilber

- Para quaisquer espagos X e Y e qualquer inteiro k exis-’

te um isomorfismo ¢,: Hk(X xY) > Hk(S*(X).® S.(Y)).

Demonstracao:

Precisamos aplicar o teorema dos modelos aciclicos, pa-
ra relacionar a homologia do complexo de cadeia S, (X x Y) com a
homologia de S,(X) ® S,(Y). Seja & 3 categoria de espagos topold

gicos e fungdes continuas. Denotemos por @ x % a categoria cu-

jos objetos sao pares ordenados (X,Y) de objetos em % e cujos
morfismos sao pares ordenados {(f,f') de morfismos em ,‘@D com
f: X > X" e f': Y > Y'. Seja ¢#6 o conjunto de todos os pares

6P, b, P, 9 > 0 em > x_@%_onde ok € o k-simplexo padrao. Defi
namos dois funtores de x<é> na categoria de complexos de ca-
deia e aplicacoes de cadeia por T(X,Y) =‘S*(X x Y) e T'(X,Y) =
= S,(X) 8 S*(Y). Veremos’que ambos os funtores T e T' sao. livres
com os modelos de_JWg. Além diéso, ambos tem os modelos_acIclicos
em dimensoes positivas. Vamos provér que Tﬂ ¢ livre com modelos

n
n n 3 . ] = d
(¢, 07). Con51deremo§. Tn(X,Y) ® (Sm(X) ® Sn_m(Y)) e

m=0
d}én = {(", M1 C b xd. Seja Ty o™ » o™ definido por
e (t t ) = (t t ,0 0). Entao como m < n, ot bode
l o,.-.,_m o,.-.,m, 90 e 0y . Y p
n m . : n-m -
ser mergulhado em ¢ , de onde T4 € um gerador de Sm(X) © T, e

n n ' m n-m _
(7, o). Portanto Ty ® T, é

‘um gerador de Sn_m(Y)'onde (X,Y)

‘ . m n-m
um gerador de Sm(X) e Sn_m(Y). Logo T © T, €& Tﬁ(cn, o) .
n-m - ' -
- T, =" ™, oM, Sejam as aplicagoes ¥yt ot > X e szon m sy,

Existem aplicagoes Wi:'on + X e Wé: o + Y tal que o0s seguintes
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diagramas sao comutativos

Vemos que (wi; wé) D", o™+ (X,Y)

f: M » x
o

Entdo (v 8 ¥3)g o0 (t; 8 1,) = (¥] 0 1)) 8 (Y5 0 1,) =¥, B,

Tﬁ(?i, Té) = Wi ® Yé. Por outro lado (Yi ® Wé)# o ( T8 TZ)

' ' = ‘ ¢ = . _
Tn(wl, Wé)( 1 ] Tz) ¥y e ¥oe Portanto provamps que Tn e 1i
vre com os modelos (o7, on).

Vamos provar agoré que Tn(X, Y) com os modelos (cn, cn) e livre.

| n o ony _ -
Lembremos que Tn(X,Y) Sn(X X Y) e que Tn(o , 0 ) = Tn(Ma)

= Sn(on X on). Seja T GlSn(on x»on) onde T = ] X T, | e

. ~ ' n n n
T, = T, = . T= T T g+ .
1 , = id gn. Entao 1 X Tpio I Y

Seja ¥y X ¥, o » X x Y. Vemos que (Yl, Wz):(on, on) -+ (X,Y). En

tao T, (¥, ¥)) = (¥3 X ¥p), (¥p x ¥)y (1y x 1)) =

#
= (v x ¥,) o ('rl X 1,) = (¥;0 11) X (wz o T,) = ¥y XY, = 6.
0 .que prova que Tn(X,Y) com os modelos (on, on) € livre. As compg
nentes por caminhos de X'x-Y sao da forma C x D; onde C e D sao
componentes por caminhos de X é‘Y, respectivamente. Como um resul
tado existe um isomorfismo natural.Ho(X x Y) 2 HO(S*(X),8 S.(Y))

porque HO(S*(X) 8 S,(Y)) % HO(X) ) HO(Y) pela formula de Klnneth

- - -1
do corolario 3.4. Das transformagoes naturais ¢ e ¢  aplicamos o
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‘teorema dos modelos aciclicos em cada diregao para concluir = que

existe aplicagdes de cadeia ¢: S,(X x Y) ~ S,(X) & S,(Y) " e
E: S.(X) 8 S, (Y) - S,(X x Y) que induzem ¢ e ¢-1, respectivamente,
em dimensao zero. Portanto, ¢ o ; & uma aplicacio de cadeia de

S,(X) ® S,(Y) em si mesmo induzindo a identidade spbre.a homolo -
gia‘zero-dimensional. Mas a aplicacao de cadeia identidade também
tem esta propriedade, entéo.pelo teorema dos modelos v acfclicos,
¢ 0'3 € homotépica por’cadeia_avidentidade. Similarmente a compo-
sicao E o ¢ € homotopica por cadeia a identidade sobre S, (X x Y).

Portanto
¢_*:- H, (X X Y) >~ H, (S*(X) ® S*(Y))

€ um isomorfismo com inversa ¢,. .

3.8. Teorema - Formula de Kinneth para Homologia Singu-
lar.
Se X e Y séo»espagos, existe um isomorfismo natural

Hy (X x Y) % p+§=n Ho(X) @ H (V) e r+sEn_l_Tor(Hr(X), H, (Y))

para cada n.

Demonstracao:

Basta combinar o teorema 3.7 com o corolario 3.4.

3.9. Produto External de Homologia

Como decorréencia do Teorema 3.8 temos a seqliéncia exata

0> T H(X) ®H()»HXxY) » I Tor(H_(X),H_(Y)) » 0
p+q=n ' q r"'S:n"‘l S .
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"Entao a composigao
. . ¢_;.]. R
Hy(X) 8 Ho(Y) » H o, (S.(X) @ 5,(1) %0 H , (XxY)

que leva {x} @ {y} na parte livre de {x @ y}, & chamado produto
external de homologia. A imagem de {x} ® {y} sob a composigao €
denotada usualmente por {x} x {y} e para qualquer escolha de p e

q, o homomorfismo dado pelo produto external & um monomorfismo.

3.10. Produto External sobre Cocadeias

Se a € SP(X;6;) e B € SU(Y¥;G,) entdo a: 5,(X) » 6 e

B: Sq(Y) > G2 sao homomorfismos. Denotemos por a X 8 o homomorfis

a @ B

mo dado pela composigao Sp+q(x x Y) 2 S*(X)v@ S, (Y) > G, 8 GZ’

onde o @ g € definido como sendo zero sobre qualquer termo nao

pertencente a 5 (X) 8 S, (¥). Assim, o x 8 € SPTA(X x Y;6; 8 G,).

1

Isto define um produto external sobre cocadeias

SP(X;Gl) 8 s3(Y;6,) > sP*A(x x Y; G, @ G,)

1

. 3.11. Proposicao

Se a € SP(X;GI)' e g € Sq(Y;GZ) sao cocadeias e

a X B € sp*q(x X Y; G1 @ GZ) € seu produto external, entao

§Ca x 8) = (8a) x B + (-1)Pa x &8

Demonstracao:

O diagrama
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‘ ¢
Spaqe1(X X ¥) > S.(X) 8 5, (V)

P
' . a @& 8

Sprq(X x Y) S.(X) 8'S,(Y) - G, @G,

¥ -©

comuta por ser ¢ uma aplicagao de cadeia. Assim

6(a._x»8)=(a@30¢)oa=(a88)0.90¢-

Por outro ladd (6a) x B = ((8a) ®B) o ¢p € ax 88 = (a @ &B)OFY

Portanto, € suficiente mostrar o comportamento destes trées homo -
morfismos sobre a imagem de ¢. Seja e 8 c um elemento base de
S.(X) 8 S,.(Y). Entao (o ® B) 0 © sera zero sobre e 8 c a menos

que

(1) e€s ,;(X) ec €S (¥) ou

(ii) e esp(x) e ;ésq+1(Y).

No primeiro caso (¢ ® B) o @ (e ® c) = (o ® B)(DPe B c +
(-1)p+1 e ® Ddc =0(De) ® g(c) + 0 = sale) @ g(c) =

+

((6a) ® B)(e ® c). No segundo caso (a¢ ® B) o © (e @ C).?

(a®g)(Dedc+ (-DPed oc)= (1P ale) ® (0 c) =
(-1)P (o ® s8)(e @ C).

Como os trés homomorfismos sao zero sobre qualquer elemento Dbase
excluindo-se os da forma (i) ou (ii) concluimos que &§(a X B) =

= (8a) x g + (-1)P (a x sp).

3.12, Corolario - Produto External de Cohomologia

Fica Induzido um produto external bem definido  sobre

grupos de cohomologia Hp(X;Gl) @ Hq(Y;GZ) -> Hp+q(X x Y;G; @ GZ)

dado por {a} ® {B} = {a x B}.
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‘Demonstracao:

Isto segue imediatamente das trés seguintes conseqlién-
cias da proposigcao 3.11:

um cociclo.

(2

(a) cociclo x cociclo

um cobordo,

(¢2

(b) cociclo x cobordo

um cobordo.

(¢2Y

(c) cobordo x cociclo

Se 6a = 0 = 88, entao S(a x B) = (8a) x B+(—1)pax §e= 0.

Isto estabelece (a).(b) e (c) seguem de modo similar.

3.13. Lema

Se f: X' > X e g: Y' - Y sao aplicagoes e {a} € HpOQGl)

e {B} € Hq(Y;GZ) entao
(£ x g)° ({a} x {8}) = £ {a} x g {B)

em Hp+q(X' xY'; G

Demonstracao:

£*{a} x g {B} bas

Para.provar que (f x g)"({a} x {B})
ta provar que (f x g)#(a x B) = f#ta) X g#(s). Seja o GZ'SP(X;GI)

e BE Sq(Y;GZ). a X B. & a composigao
o 6 . 2 ®8B ' .
Sp+q(X X Y) > S,(X) & S,.(Y) > G1 @ G2 .
Entao o ® B € Sp(X;Gl) ® Sq(Y;GZ) e a X B €.Sp+q(X X Y;G1 ® GZ)..
Sabemos'que (o x B) 6 (f x’g)# = (o © f#) x (B o g#);

Do diagrama comutativo
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. : (f x g)# ' . ) @ ® B v
SprqX' X YD)~ Spaq(X X ¥) > 8,(X) 85, (1) > 606,

= 5, (X') 8 S, (Y')

temos que

(@®B)odo (fxgly=(a88) o (£ffxgh o

= (a0 £ 8 (Bogy oo = ) @ ghe)] oo = ) x g#(B).

3.14. Produto External de Cohomologia com Coeficientes

num Anel

Seja R um anel comutativo, associativo com unidade [2].
Assim existe um homomorfismo pu: R @ R - R dado por u(a @ b) = ab.
Particularizemos o produto external de cohomologia no caso onde

G1 =R = GZ‘ Para a &€ Sp(X;R) e B élSq(Y;R) definamos

a Xy B c Sp+q(X X Y;R) como a composigao

o a @ B
Sp+q(X x Y) 2 SL(X) ® S, (Y)  ~» R ® R~ R. Isto induz um produ-

to bem definido sobre grupos de cohomologia

HP(X:R) @ HI(Y;R) » HP* (X x Y:R) levando {a} ® {8} em {d x, B}.

3,15. Lema

Seja {a}EEHp(X;R) e {B} € Hq(Y;R). Definamos a aplica -

¢ao T: X x Y » Y x X por T(x,y) = (y,x). Entao-

T*; Hp+q(YxX;R) -+ Hp+q(XxY;R) tem T*({B}) X4 {a}) =

= (-DPUa} x; (8],
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Demonstracao:

Definamos T': S,.(X) 8 S,(Y) ~» S*(Y) Q@ S.(X) sobré um
elemehto base e ® ¢, onde é G_SP(X) e C E.Sq(Y) por T'(e ® c) =

= (-1)pq ¢ ® e. Consideremos o diagrama

s, (X xY) ¥ 5,00 @s,(Y) -1Ph 8

*) | \LT* | lT' O =, ROR 5 R
S, (Y x X) 3 S.(Y) @ s*(x)%a : ,

Como R & comutativo, (-1)pq po(a@®B)=nupo (B®a) oT':

1P o (w ®8)(e 8 c) = (-1)P4y (ale) B B(c)) =

CDPYaCe) . Be) = (DPYa(e).Ble) = (1P () ale)=

1

CDPYyB(c) ®ae)) =pno (B@a)(-1)PTcoe-=

1

pno (B®a) oT'(e @ c).

Restringindo'nossé atengéo ao retangulo em (*) acima,
observamos que a composigdo ¢ o T, € uma aplicagao de cadeia, pois
ambas ¢ e T, sao aplicagoes de cadeia. Veremos que também & verda
de que T' o ¢ € uma aplicagao de cadeia. Para estabelecer isto €
suficiente mostrar que T' € uma éplicagéq de cadeia. Seja

€ 5. (X €S (Y). Enta
e‘ Sp( ) ec q(Y) Entao

T' o 9(e ®c) =T'(De 8 c + (-1)Peeac)

1P DA goes (-1PPAD 5 g0

(-1) (p'l)q c

o=

De+ (-1)PYoc @ e.

Por outro lado © o T'(e ® c) 0 ((—1)pq c ®e)>=

= (-DP2ceer ((DPTcpDe=(-NPIDcoe +
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+ (_1)(p+1)q c 8 J e.
Como as duas expressdes sdo iguais, concluimos que T' & uma apii;
cacao de cadeia. As composicoes T' o ¢ e ¢ o T, induzem transfor-

magoes iguais em homologia zero dimensional. Aplicando o teorema

dos modelos ‘aciclicos (ver apendice) concluimos que estas duas

~ aplicagles de cadeia sdao naturalmente homotopicas por cadeia. Por
tanto a classe de cohomologia representada pela composigao
uo(Bxa)og¢oT, € amesma classe representada por

'(—l)pq u 0 (o ®B) o ¢. Em outras palavras

T*({8} x; {a}) = (-1)?? {a} x; {8}.

3.16. Lema

Se {0} € H (X;R) e {g} € H (Y;R) e £: X' » X,g:Y' » Y

sao aplicacoes, entao (f x g)*({a} Xy {R}) = f*{a} X4 g*{s}.

Demonstracao:

E analoga a do lema 3.13,

3.17., Lema .

Se {a} € H (X;R) , {8} € H (Y;R) e {y} € H (W;R) entdo
({a} x; {81 x; {y} = {a} x; ({8} x; {¥}).

Demonstracao:

Sejam o € Sp(X;R) e B € Sq(Y;R). Consideremds.

o ® B

S.(X) 8 S, (Y) R & R s ) xxy) 2 XF
* * - e p+q( > ) -+

R 8 R.

oy
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Temos que o X; B e SP*4(X x Y;R) onde a X, B € a composigao
¢ ' « @8 u
Sp+q(X x Y) > S,.(X) & S.(Y) > R® R > R«

Consideremos o seguinte diagrama comutativo

(a ®8B8) &Y
(Sp(X) ® Sq(Y)) ® Sr(W) > - (R® R) @8 R

ss 3

‘a ® (B ® Y ‘
SP(X) @ (Sq(Y)_® Sr(W)) > R® (R®R):

< :
| 4q%3¢

R .
XxYx W) > SP(X) 2] Sq+r(Y x W)

a® (B x; V) n '
Speq+r > R®R>R

Na primeira linha do diagrama a composigao uy o ((a X B).Q Y) o ¢

nada mais & que (g X B) X; Yena ultima linha a composicgao

po (a®(Bx; Y) o¢ nada mais € que a x; (8 xl.Y)'

3.18. Produto "CUP"

Se Y = ponto, entao H*(Y;R) = HO(Y;R) ~Reo ptoduto '

external H*(X;R) ® H*(Y;R) > H*(X X Y;R) tem a forma |
* » *
H (X;R) @ R. - H (X;R)
(x,r) - XY

Como esta &€ uma forma bilinear, temos:
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(x, (r + ")) x(r+7r') =71TXx+ 1'X
((x + X'),r) = 7r(x + x') = rx + TX'
(x, fs) | > TSX = f (sx).
Isto da a H'(X;R) a estrutura de um R-modulo graduado [2]. Além

disso segue pelo lema 3-16 queAqualquer aplicagao f: X' » X induz

um homomorfismo de R-mddulos (2], £ H*(X;R) > H*(X';R), tal que
£(r (a}) = r£7(a) e (id x £) (la} x; {8}) = {a} x £ {8}

Para qualquer espago X seja d: X » X x X a aplicagao diagonal da-

da por d(x) = (x,x): Entao a composigao
HP(X;R) @ HA(X;R) » HP*A(X x X;R) 5 HP'Y(X;R) levando {a} 8 {B)}

*
em d ({a} x; {8} define uma multiplicagao no R-médulo H*(X;R). Es

ta composigao € chamada Produto "Cup" e € usualmente representada

por {a} U {B}

3.19. Observagao

k

Uma R-algebra graduada M = 1, M € comutativa se, dados

quaisquer elementos homogeneos mp e MP ¢ mq<£ M4 temos

mp . mq = (ll)pqrmqmp em MP*a

3,20, Teorema

Para R um anel comutativo, associativo com unidade, X

- - * - - )
um espago topologico, H (X;R) e uma R-algebra graduada comutativa
associativa com unidade. Qualquer fungao continua f: X' » X induz

um homomorfismo de R-algebra,

* * . *
f : H (X3R) = -H (X';R) de grau zero, tal que



76

£(r o) = 1 (@) e (id x £) (r x; {a}) = id (1) x; £ ({a}) =

= f*(r {a}) = rf*({a}) .

Demonstracao:

Para dar uma estrutura de anel a um grupo abeliano A,
basta muni-lo de uma forma bilinear ..
* * * .
AXA>A.H(X;R)y H (Y;R) » H (Xx Y;R). Se Y = ponto,

-H*(X;R) ® R » H*(X;R). A associatividade da estrutura de anel vem
do lema 3.17. Comutatividade graduada_é garantida pelo lema 3.15
onde T" toma-se como a identidade. Finalmente H (X;R) tem unidade

em HO(X;R).

3.21. Observacao

E impbrtante observar que tudo o que foi usado no desen
volvimento dos produtos até aqui tem sido em termos de ~ espagos
simpleé por motivo de clareza; a mesma construgao podé ser dupli-
cada usando pares de espagos e hdmologia relativa e grupos de co-
homologia. E importante apontar que neste contexto, o produto CaI
tesiano dé_par¢s € outro par dado por (X)A) x (Y,B)=(XxY,XxB U AxY)

[31.

3.22. Aproximacdo Diagonal

O instrumento essencial usado para definir o produto

“"cup" de duas classes de cohomologia é a composigao de'aplicég6es
de cadeia ,

d ¢

3

S, (X) 4 S.(X x X) S.(X) @ S,(X) .



Mais geralménte, suponhamos que T: S,(X) -~ S,(X) ® S,(X) é‘uma

aplicagao de cadeia tal que
(i) 1 (a) = a ® a para qualquer O-simplexo singular a

(ii) 1 comuta apropriadamente com homomorfismos induzi-

1dos'por aplicagoes de espagos.

Tal T deve ser homotopica por cadeia a ¢ o d#, o que
pode ser visto usando o teorema dos modelos acfclicos_(ver apendi
ce). Dai vem que o produto “cup”'sobre classes de cohomologia e
indepehdente da escolha de t enquanto que as Condigaes es;abeleqi
das sao satisfeitas. Uma aplicagao de cadeia 1 com estas proprie-

dades € usualmente chamada uma aproximacao diagonal.

3.23. Aproximacao Diagonal de Alexander-Whitney

_ . ) n
Dado um n-simplexo singular ¢: ¢ -~ X num espago X. de
finimos a i-face frontal 1o 0 < ig n, como sendo o i-simplexo

singular
i¢ (to,t.o,ti) =¢(to,aoo,ti, O,'...,O).

Similarmente seja a j-face posterior ¢j’ O0g< j<n, o j-simplexo

singular

65

j (Egrennty) = 800,00,0, eyt )

Entao definimos a aplicagao de cadeia 7! S,(X) » S, (X) @ S, (X)

por t(¢) = I ;4 8 ¢.

, onde ¢ € um n-simplexo singular em X,
i+j=n J : ‘

como sendo a aproximagao diagonal de Alexander-Whitney, que satis

faz (i) e (ii) em 3.22.
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_3.24.:Produto "cup' Usando a Aprbximagéo Diagonal de

Alexander-Whitney

Seja o € SP(X;R) e B = SA(X;R) e ¢ um (p + q)-simplexo
singular em X; Entao < a U B, ¢ > € a imagem da composigao
T a8 B u
¢ > Z,¢0 ¢j > a(p¢) e B(¢q) > 0‘(pd>) . B(¢q)

- Portanto < a VB, ¢ > = < qa, p¢ > . < B, ¢q >

3.25. Calculo do Anel de Cohomologia do Toro Dois-Dimen

sional (Tq)

Desejamos calcular o anel de cohomologia do Toro dois

dimensional T1 = sl X Sl. Lembremos que Hl(Tl; ZZ)%.;Z ® Z (1.20.2)

e seus geradores podem ser representados por o e B como na seguin

te figura:

Para HZ(Tl; Z) ~ Z podemos usar como gerador a 2-cadeia o - v .
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onde $(0) = a, , ¢(1) = a; , ¢(2) = a, e ¥(0) = a, , ¥(1) = ag

o
e p(2) = az. Neste retangulo identificamos os lados opostos como
em 1.20.2 para ve-lo como o Toro. Realmente, ¢ - ¥ € um gerador,
isto é; € um ciclo pois tem bordo nulo. Os simplexos singulares
¢ e y (assim como foram definidos) levam os vértices do simplexo
padrao (O, 1 e 2) nos vértices dos triangulos (ag, a; e ay)) e
~(ao, a, e 33)’V

Usando o teorema do coeficiente universal, Teorema 2-22, veremos
que Hl(Tl; 2Z) % Hom (H, (T ; Z), Z ). Temos a seqliencia exata de-

componivel

0 » Ext(H (T, Z), Z) » H((T,, Z), 2) $ Hom( (1, Z), Z) + 0
Logo, H (T}, Z) % Hom(H,(T,, Z ), Z) @ Ext(H (T, Z), Z).

Mas Ext(Ho(Tl. Z), Z) =.O de oﬁde Hlle,ZZ ) N Hom(Hl(Ti,Z?);ZZ).
Escolhamos‘COmo geradores a, é com a(E)'= 1, o(B) = 0, B(@) =0 e
B(B) = 1. |
(¢‘- ¥) G:SZ(Tl) € um representante do gerador de HZ(T1)° Para sa
ber como o U B age, basta verificar sua égéo em ¢ - Yo

<aus,'¢-q)>=<a,1¢>.<s,¢l>-<a,lxp_>.<8.wi>



<o, (0,1) >.< By (1,2)> =<a, (0,1)> .<B, (1,2) >

<o, (ao,al) > . .< B, _(al’aZ) > - < q, '_(ad’?3) > . < B,(as,az) >

<a,a>.<BB>-<a,B8>. <B,q>

1.1-0..0

1-20
1

Por outro lado

<°‘§1¢>'<'0‘.¢>‘,<°h1w'>'<0‘,‘111>

1
< a; (011) >e< 0Oy (1'2)> = <0 (0’1) >e< 0, (192)>

<o Voa, ¢-19>

< a, (ao,a1)> . <, (al,az)> - <°"(ao'33) >. 0, (as,a2)>

=K, O >< O, B >-<A,B > <, O >

= 1.0-0.1
= 0-0
= 0

Similarmente < BV B, p=-yp>=0
Como, pelo teorema 2.22, HZ(Tl, Z) N Hom(HZ(Tl,ZZ y: Z) x Z
agora temos calculado o anel de cohomologia H*(Tl, ). Assim

H*(Tl, Z) € a algebra graduada sobre Z gerada por elementos
o € g de grau 1, sujeitos as relagoes

0l =0<aUa, ¢ ~y>=10) , a8 =~ Ba (<aUB, ¢

|
<
v
i

= =< BUa,¢"w>)

3.26. Definigao - Aplicagao de Hopf

~ ~ h .
- Seja a aplicagao identificagao s3 3 Ss/m = CP(1) onde
h(zy,2,) = [zl;zi]. Logo CP(1) & o espago complexo projetivo 1-di

mensional. Notemos que CP(1l) = S2 ja que existe um Unico espago
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obtido por adjungdo de uma 2-célula a um ponto). A ~ aplicagao

3 2

h: S + S assim obtida, & chamada a aplicagdo de Hopf e & de im-

portancia particular em teoria de homotopia. De forma analoga po-

4 onde HP(1) € o es-

de-se obter uma aplicacio h: S’/ - WP(1) = S
pago.quaternianico projetivo de dimensao um. Existem aplicacoes
de qualquef graﬁ inteiro sobre S" sempre que n > 0. Uma importan-
te propriedade € o resultado teSrico de homotopia de Hopf, que &
0 seguinte:'se grau da f € igual ao grau da g entdo f e g sao ho-
mot6picas (olhar 1.21d). Assim o grau € um invarianfe algébrico

completo para estudar classes de homotopia de aplicacoes de s™ em

Sn

3.27. Invariante de Hopf

2n-1 , gn g uma aplicagdo onde n > 2.

Suponhamos que f: S
"Associemos com tais aplicacdes um inteiro H(f), o invariante de
Hopf da f. Veremés adiante que tem sentido denominar este inteiro
como invariante homotopico de Hopf. (Ver proposigao 3.30). Este
H(f) pode ser definido usando o produto 'cup". Sejam {a} e {8}
geradores dos grupos de cohomologia Hzn_l(szn_l;?z ) e Hn(Sn, Z),
respectivamente, representados por cociclos o.e B. Como {B} U {B}
={B V B}= 0, o'cocicio B U g deve ser uﬁ cobordo, isto €, existe

2n-1(sn

uma cocadeia Y € S i1 Z) com 8§y = B U B. 0 cociclo

£ (g) €.Sn(82n-l; Z) € um cobordo pois Hn(SZn—l; Zy =0, Veja-

2n-1

mos que isto € verdade: Hn(S ) = 0 (1.19). Pelo 2.22 temos que

H(s2l, 2y o Hom(Hn(SZ""l); Z) o Ext(Hn_l(S.zn'l); Z) .

2n-1

CH 8T =0 (1.19). Logo Ext(H__ (s*"1);Z) =

= Ext(0, Z) = 0 (2.18a). Portanto H"(s?™1; 2y »
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Hom(un(sz’“"l); Z) = 0.

Entao existe uma cocadeia ¢ em Sn-l(SZn-l; Z) tal que 8¢ = f#(B)‘.

Agora, ¢ VU f#(e) e f#(Y) sdo cocadeias em SZn—l(SZn—l) ; Z); pois como

c e Sn-l(SZn-l; Z) e f#(B) = Sn(SZn-l; Z ) entao
e U fHp) € SZn-l(SZn-‘l; Z. ). Por outro lado vimos que §Y= B VU B

onde Y € SZn—l(Sn; Z ) entdo £H#(y) e sZn-l(SZn—l;Z ). Além disso

s U i) - £Hv)) = s v £Hp) - s ()

it

se U £#()) - £#5(v)

5(c v sc) - £F(g Y p)

1§

s(e U se) - fH() v £H(g) (1)

Sabemos que (por 3.11)

§(a x B) = (6a) x 8 + (-1)P o x 68 coma € SP e sé s, Entdo
§(c U se) =8e Use + (-1)7 ¢ V 66e ondereZ . Como §ée = 0

vem (-1)T ¢ U §6e = 0 de onde §(e VU 8e) = 8e U 8e. Substituindo

este resultado em (1)
sc U £#p) - £#(y)) = se U e - gy v £Hp) = 0

Assim, definimos H(f) como sendo o inteiro que, quando multiplica

do por {a} da a classe de cohomologia de € V f#(B) - f#(Y).

te usfeg) - () = HE) . (o} - -

3.28. Fatos para outra definicao de H(f)

Seja f: s21 5 s uma aplicagao de invariantede Hopf k.

Se g: g1, Sz?l"l e g: S® » 8™ sio aplicacdes de grauq e p
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respectivamente, determinamos H(g f) e H(f T).

- L £ g
Consideremos as aplicagoes gn-l [ gn I ogn

* . ‘ g* * f* * - . . *
H (™) 5 H' (™ > H (s?™ 1), seja {pleH" (™) e

Zn—l) 2n-1

{a}EH (5 . Existe Y€ S (S™) tal que §Y=8 U B e existe

1,..2n-1

(52" 1) tal que s = £#(p). Seja '€ sPi(s??

também ¢ € S

)

tallque gg' = f#g#(e)e.Sabemos que H(f) = k, satisfaz;
{fe U £(g) - (M } = k {a) -
A classe representada por ig#(B)} coincide com p {B} onde p € o
grau da g. Queremos provar que.H(g(f)) = pzk. Sabemos que
o1 u dghp) - sheh (1)) = HgH) (o) -

(e'(J’f#g#(B) - f#g#(Y)) também € um ;o;iclo, portanto representa

uma classe de cohomologia

sgh(v) = gs(m = gf( v g) = gh(g) U g¥(B) = pP(BUB) =
= p%(s(Y)) pois g#(g) = p{p} = p 8. Entdo sgh(p) = sp’y e
| g#(Y) = pzy“, a menos de um cobordo. Sabemos que §e' = f#g#(e)_ = -

= f#(pe) = pf#(s) e 8e = f#(s). Dos dois fatos concluimos que
de' = pée , ou seja, €' = pe + cobordo. Entao f#g#(s)k= pf#(s).

Substituindo em {e' U fg#(p) - fHgh(v) = H(gf) () ven:
pite U £H(p) - (1)) = HgH) ()
p’k {a} = H(gf) {a)
H(gf) = p’k
Vamos mostrar agora que H(f F) = gk. Consideremos

f

2n~-1 2n-1

ol

£+ _ -"g‘* ;
s s s L H (s™ - WPl 3 opfs?l



84

2n-1

Seja ' = E#f#(ﬁ) onde ¢" & Sn_l(S ). Sabemos pgla' definigao

de H(f g) que {e" U ghef(p) - E#g%Y)} = H(f g) {a} (2)

e também que E#(a) = qa. Entao, como H(f) = k satisfaz:
{e W _f#(e) - "1} = k {a} vem E (e u £y - £y -

= E#(e)‘J E#f#(s) - E#f#(Y) . Usando cobordo, observa-se que

R (B)), sc

sgt(e) = E#(a(_g:)') £#g) e sem = gheh(p).

Logo GE#(E) =.6(e"); Entao E#(e)-= e'" + cobordo. Substituindo is

to em (2) vem:
(ghe veftp) - £#(M) = HE D) (o)

Como E#(a) = qa, entao E#(na) =.qa, onde na € multiplo de a.

Assim temos:

q (e U £#() - £H(v) = H(Ff T) {a}

q k {a} = H(f g) {a}
H(fg) = q k
Relacionemos agora os graus de g e g através do invariante de

Hopf. Seja o diagrama comutativo

.18 -
SZn 1 > SZn 1
£ f
g

onde f tem invariante de Hopf k, g tem grau p e g tem grau q.

Sabemos que H(g f) = p2k e H(f g) = q k.
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Assiﬁ)pela comutatividade do diagrama, H(f g) = H(g f} e entao.
kq = kpz, de onde'p2 = q.

De acordo com o que foi desenvolvido até aqui, podemos dar outra
definicdo. de Htf).

Relembremos que s” pode ser visto como um espago dado pof colagem

" de uma n-célula a um ponto (0-célula). Dada uma aplicagao

f: SZn—l + S" denotemos por S? o espago obtido por colagem 'de uma
2n-célula a S™ via f (1.22). Entido Sg possui tres célulés, de di-
n

mensao 0, n e 2n. A cohomologia devSf € dada por

_ Y para i = 0,n,2n
HY (Sp) % |
0 nos outrOS’casqs

(Aplicando 1.28 e 2.22).

. Z) um par escolhido

Denotando por b € Hn(Sg; Z) e a E.Hzn(Sf;

de geradores, definimos H(f) como sendo o inteiro para o qual

2

b2 = H(f).a em HZP(S":

f’
variante da classe de homotopia de f, necessitamos do seguinte

Z ). A fim de mostrar que H(f) € um in-

‘resultado devido a J.H.C. Whitehead.

3.29. Proposicao

Se £, f;: SP » X sao aplicagoes homotdpicas em um
espaco X, entao a aplicagao identidade de X se estende 'a uma equi

valéncia de homotopia

h: Xgo > Xgy

Demonstracao:

Seja {f.} uma homotopia entre fb‘e f, e denotemos um
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elémento dé Dp+1 por 6 u, ondé ucsSPeo0g¢ o< 1. Dado um raio
num disco colado em Xfo’ a metade interior deve ser_levada sobre
o correspondente raio em Xfi' Entao a metade éxterior € usada pa-
ra tracar, por fora, o caminho de homotopia de fl(u) em fo(u). De

finimos uma aplicagao h por
h(x) = x ‘para x € X

h(6u) 2 8u para u csP;0gceo < 1/2

h(eu) =_f2_29(u) para u € Sp;-l/Z € 6 ¢l

h & continua ([12], pg 82). Definindo uma aplicagao similar
h': Xfl -> xfo ‘vemos que as composicoes h o h' e h' o h sao homo-

topicas as respectivas identidades.

3.30. Proposicao

Se £, f;: s?n-1 | g™ 53, aplicagoes homotopicas, en-
tao H(f)) = H(f;).

Demonstracao:

. n - n : ) ~“ . - .

Seja h: Sfo + Sgq uma equivalencia de homotopia dada
. _ . . ] _ : . n
na proposigao anterior. Se e (Dzn, S2n 1) > (Sfo’ Sn), e

2n Z2n-1

ipr (D77, 8 ) » (Sfl’ s™ denotam os homeomorfismos relativos

correspondendo a fo e fl,'o diagrama

i,
2 2n-1 ° n
(O, $T) > (S, ST

Ny o

n n
(Sgy » S
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& comutativo em homotopia. Esta homotopia € definida por
g.(®u) = hoi (Q1 —‘1/2 t) ® u). Isto implica que o diagrama

de grupos de cohomologia

h*

2n 0
> B (sg,, 8™

9

€ comutativo. Portanto, a escolha de uma orientagao para p?m  di-

tada em compatibilidade com a escolha de geradores

n
f1°

n
fo’

5& €-H2n(S Sn)'e a, € Hzn(S Sn) e correspondentes escolhas

2n,.n 2 '
de geradores a1€Z H n(Sfl) e ag € H n(S?O) tal que h*(a1)4= a.

- . n,.on | n,.n ~
Alem disso, se b1.€:H (Sfl) e b0 € H (Sfo) sao geradores corres -

pondendo a uma orientacdo escolhida de D", entdo como h & a iden=

tidade sobre S", segue que h*(bl) = b,. Portanto

H(E)) « 3, = bl = (h"(b)))?
= h* (b )
= h*(H(f,) . ai))
= H(£;) . h*(a;)
= H(fy) . a,

e H(£) = H(E).

3.31. Observacao

Convém observar que, se n &€ impar, a comutatividade do
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produto "cup' implica que b2 = - bz, de modo que H(f) = 0, Por-
tanto, o invariante de Hopf pode ser diferente de zero somente
para aplicagoes f: gin-1 , g2n

3.32. Proposicao

Para qualquer n > 0, existem aplicagoes de S4n_1 a Szn,

de invariante de Hopf par arbitrario [1].

3.33, Teorema

2n-1

Se existe uma aplicacao f: S > S™ de invariante de

Hopf impar, entio n € uma poténcia de 2 Dﬂ.

3.34. Observacao

As aplicagoes seguintes sao aplicacoes padroes de inva-

riantes de Hopf um, e seus respectivos espagos de colagem:

S > ‘S espago complexo projetivo
7 o4 A L
S > S espago quaternionico projetivo
15 8 e .
S*V + 8§ espaco de Cayley projetivo

3.35. Comentarios

Existe um teorema importantissimé devido a Adams [9]
que diz que para n # 1,2 ou 4 ndo existe nenhuma | aplicagao
f: Sdn-l + Szn de invariante de Hopf impér.;A conseqliéncia impor—.'
tante deste teorema € que somente os valores de n para os quais'

R" leva a estrutura de uma ilgebra de divisao real sao:
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n = 1 (nGmero real), n = 2 (ndmero complexo) e n = 4 (nGmero qua-
ternionico) ([10], pg. 320).
Como uma referéncia para informagao sobre o invariante de  Hopf,

recomendamos Hu [11].

Citamos um resultado posterior: duas aplicacoes de 83 em S2 sao

homotopicas se e somente se elas tem o mesmo invariante de Hopf.
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APENDICE

1. GRUPO ABELIANO LIVRE

. Um grupo abeliano G € livre se existe um subconjunto
A £G tal que todo elemento g em G tem uma tnica representacgao
g = z “nx;x, onde n, € um inteiro e igual a zero para todos me

X e A
nos um nimero finito de x em A. O conjunto A € uma base para G.

2. GRUPO (ABELIANO) GRADUADO G

Um grupo (abeliano) graduado G & uma colegdo de grupos
abelianos {Gi} indexados por inteiros com operagao componente por
componente. Se G e G' sao grupos graduados, um homomorfismo
f: G » G' & uma colegao de homomorfismos {f.;} onde f,: G; ~ Gl p

para algum r inteiro fixo. r & dito grau da f. Um subgrupo H & G

de um grupo graduado € um grupo graduado {Hi} onde H, € um sub-

conjunto de G;. Um grupo quociente G/H € o grupo graduado {Gi/Hi}‘

3. ESPACO CONEXO POR CAMINHOS

Um espago X € conexo por caminhos se dados x,y, € X,
existe uma fungao continua y: [0,1] - X tal que y(0) = x = e

(1) =vy.

4. ESPACO CONTRATIL

Um espago € contratil quando ele tem o mesmo tipo de

homotopia que um ponto.
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5. RETRATO DEFORMADO

Seja A C X. A & um retrato de X se existe uma aplicagio
continua r: X » A tal que r o i = idA. r € uma retragao de X so-

bre A. A € um retrato de deformacdo de X se existe uma retragao

r: X + A homotopica a identidade, ou seja, existe uma retragao
r: X+ A e uma homotopia f: X x I » X tal que f(x,0) = x, para

x € X; f(x,1) = r(x) parax €X e f(a,t) = aparaacAet € I.

6. CATEGORIA

Uma categoria % g constituida de

(a) uma classe de objetos

(b) para todo par ordenado de objetos um conjunto
hom(X,Y), de morfismos (vistos como fungoes com do-
minio X e contradominiva) tal que sempre que
f: X Ye g: Y » Z sao morfismos, existe um elemen

to g o £ em hom(X,Z2).
Estes devem satisfazer os seguintes axiomas:

1. Associatividade: (ho g) o f = h o (g o £f)
2. Identidade: para todo objeto Y existe um elemento
ly.é.hom(Y,Y) tal que se f: X > Y e g: Y » Z sao morfismos, entao

1Y of=fego 1Y = g.

EXEMPLOS

(i) A categoria cujos objetos sao conjuntos e cujos mor
fismos sao fungoes.
(ii) A categoria de grupos abelianos e homomorfismos.

'(iii) A categoria de espagos topologicos e fungoes con-
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tinuas.

(iv) A categoria de pares de espagos e aplicagoes de pa
res.

(v) A categoria de cbmplexos de cadeia e aplicagées

de cadeia.

7. FUNTOR COVARIANTE

Se 4% e & sio categorias, um funtor covariénte
T: % > £ & uma funcao que associa a cada objeto X em % um obje-
to T(X) em H e a cada morfismo f: X > Y um morfismo T(f): T(X) -
+ T(Y) tal que:

(a) T (1Y) = 1T(Y)

(b) T(f o g) = T(£f) o T(g)

EXEMPLO

A correspondéncia (X,A) + S, (X,A)

[f:(X,A) > (Y,B)] > _lf#:S*(X,A) -> S*(Y;B)l e um funtor cova-

riante da categoria (iv) acima a categoria (V).

8. FUNTOR CONTRAVARIANTE

‘Um funtor K € contravariante se para f: X » Y,
K(£): K(Y) » K(X) (a') K(1y) = e o)

(b') K(f o g) = K(g) o K(£)

- T
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EXEMPLO

'A correspondéncia X » HY(X;G) e [f: X +-Y].+

> [f*: Hn(Y;G) > Hn(X;GI] € um funtor'confravariante da catego-

ria (iii) a categoria (ii).

9. TRANSFORMACAO NATURAL

Supbnha que % e O sio categorias e Tl,‘TZ: b - O
sdo funtores covariantes. Uma transformagao natural T: T1 > T, é
uma funcgdo que associa a cada objeto X em & um mbrfismo
7(X): Tl(X)-+ TZ(X) em O tal que a comutatividade vale em

T, (£)

T, (X) ———>T; (V)

T, (£)
T, (X) —2—>T, (Y)

sempre que f: X > Y € um morfismo em b .

10. MODELOS

Fixemos uma categoria qg . Suponhamos que‘ﬁ% = {Ma}ae A
€ uma colegao especifica de objetos em % . 0s M, serao chamados
os modelos de @ . Um funtor T de % na categoria de grupos abe -
lianos e homomorfismos € livre com réspeito aos modelos de N6 se

existe um elemento e, € T(M,) para cada a tal que para todo X

em @ o conjunto

{ T(£) (eq) |a € A, £ € hom(M_,X) }

,‘ ) . I
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€ uma base para T(X) como grupo abeliano livre. Um funtor T de
%% na categoria de grupos abelianos graduados € livre com respei-
to aos modelos de f26 se cada T, € livre, onde T, € a n-ésima com- -

ponente de T.

11. TEOREMA DOS MODELOS ACICLICOS‘

Seja 4@ uma categoria com modelosuﬂé e T, T' funtores
covariantes de ?%'na categoria de complexos de cadeia e aplica-
‘goes de‘cadeia tal que T, = 0 = Tﬁ para n < 0 e T € livre com os
modeios de/mﬁ. Suponhamos ainda que os modelos de /76 sejam acicli
cos com respeito a T', isto &, que Hi(T' (Ma)) = 0 para i > 0 e

Ma € b6 . Se existe uma transformagao natural
. \
¢: H (T) -~ H (T'")

‘ent3o existe uma transformacgao natural ¢: T - T' que induz ¢, e
além disso qualquer par de tais ¢‘séo.naturalmente_homotépicas por

cadeias. ([1], pg. 105)

'12. PROPOSICAO

Suponhamos que X;Y e W sao espagos de Hauédorff compac-
tos e A € um subconjunto fechado de X. Seja f: A - Y uma_apliéa -
gao continua e g: X UY » W continua e sobrejetiva. Se para cada
wWE W, g-l(w) € outro ponto simples de X-A ou a uniao de ﬁm- sim-
ples ponto y € Y juntd com f-i(y) eh A, entao W & hbmeomérfico a

XVeY ([4D.
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