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RESUMO

Neste trabalho & construido um funcional
Quadratico positivo definido, um funcional de Liapu-
nov, que produz condigoes necesséria e suficiente pa
ra a estabilidade assintotica das solugoOes da equagdo
matricial funcional diferenca-diferencial perturbada
X(t) = A X(t) + B X(t - r) + £(X(t)), com ||£(X(t))]|<

<k |l x(®)), k 2 1.
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ABSTRACT

This paper constructs a quadratic positi
ve definite functional, a Liapunov Functional, that
yields necessary and sufficient conditions for the asym
ptotic stability of the solutions of the matrix diffe -
rence-differential equation X(t) = A X(t) + B X(t-r) +

+ £(X(t)), with ||E(X(£))]| < k || X(t)]] , k > 1.
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INTRODUCAO

Consideremos a Equagao Matricial  Funcional

Diferenca-Diferencial

| X(t)= A X(t) + B X(t-r);r 2 0,t > O 1)
onde X(t) @ uma fungao vetorial de t com valores em R e
A e B sdo matrizes constgntes de ordem nxn.

INFANTE E CASTELAN [1 ], construiram um Fun
cional de Liapunov que produz condigoes necessaria e su-
‘ficiente de estabilidade assintotica das solugoes da equa
cao (1).

| NesFe'trabalho, (capitulo II) & . construido
um Funcional de Liapunov com a mesma éstrutura do constru
ido em [1 ] para garantir condigoes necessaria e suficien-
te de estabilidade assintdtica das solugOes de Equagao Ma
tricial Funcional Diférenga—Diferencial com Perturbagao ,

X(t)= AX(t) + BX(t-r) + £(X(t)) (2)
onde f(X(t)) & uma fungao continua definida em algum con-
.junto = aberto de RrR" com imagem em Rn e,

IE(X(£)) || sk|X(B) ) , k= L.

No capitulo I, daremos élguns resultados ba-
sicos sobre teoria de equagoes diferenciais funcionais,os
quais serao utilizados no desenvolvimento de nosso traba-

lho.



CAPITULO I

EQUACAO MATRICIAL FUNCIONAL DIFERENCA-

DIFERENCIAL PERTURBADA

Definicgao:

Denotamos por L,([ a,b ], ®") o Espaco de
Hilbert das fungdes de quadrado (Lebesgue) integraveis de
finidas em [a,b] com valores em RrR".

Consideramos o espago de Hilbert

ﬁ%= R" X L,([- r,0o ], R , r

v

0,

munido do produto interno

0
T
Uy, W= VY Vot [r 61 (8)6,(0) do

onde u; = (vi ’ ¢i)€ ﬁg, para 1 =1, 2, vT representa o
vetor transposto de v.

A norma natural, induzida por este produto
interno € a definida por: |

2 0
Hm . D= vl v +'[;: 0T (8) 6 (6) ae

Dado X: [-r , ) - R" , e para t 3 0 denota
remos por X  : -, 0] = R" a funcao definida por
X, () =X (t +9) , -rgp 50

Uma Equagao Matricial Funcional Diferenga-Di
ferencial com Perturbagao & uma relagdao da forma

X (t) = A X(t) + B X(t-r) + £(X(t)) (I-1)
onde A e B sdo matrizes n x n, r > 0, f uma funcdo conti-

)

n . N TR
nua em R , juntamente com as condigoes iniciais



Xy (0) = £, Xy =29 (I.2)

onde ( &, ¢) € ét;

Uma solugao para a equagao (I.l) &, para ca
da t > 0, uma funcdo X € L2([ -r, t], R") tal que X &
absolutamente continua (A.C.) para t 2 0 , satisfazendo
(I.1) em quase toda parte do intervalo [0, t] e ainda
X(0) = & e X(0) = ¢(0) para cuase todo 6e[- r, 0].

Em [ 2 ] e [ 3 ] & provado a existéncia e
unicidadé_das solugoes . definidas em [— r, «),.da equagao
(I.l) com condigbOes iniciais (X.2) quando f(X(t)) = 0 .

Ainda, se £f(X(t)) = 0, se ¢y & uma fungao
em % e X(¥) & a Gnica solugdo da equagao (I.l) com a
fungdo inicial ¥ em zero, o operador solugao T(t) R ——?ﬂ
& definido por

X, (V) =T (t) ¥
que satisfaz as segquintes condicgoes [ 3 ]:

a) A familia {T(t): t 2 0} @ um semigrupo
de transformagoes lineares, isto e,

T(t + s) = T(t) T(s) para todo t > 0, s> 0.

-

b) T(t) e limitado para cada t 2> O,

T(0) = I e T(t) e fortemente continuo em [0, ], isto &,

lim ||T(t) ¢- T(s)wﬂﬂf 0, para todo t > 0, ¥ em % ,
s—t

visto que HT|&;§ HTIE , B espago de Banach.

c) O gerador infinitesimal A da familia de
transformacoes T(t), t > 0 definido por Xt(w) = T(t)y e
dado por

dy (6)/ds -r <8 <0

Ay (8) = J(o

L = f. [dn®]v (e)e = 0.



d) O dominio do gerador A, (D A)) & denso
em ég, e para cada V¥ em £ (A)

L [rw v] = 1) v = A1) .

e) Se T(t), t > 0 & um semigrupo fortemen-

te continuo de operadores de um espago de Banach B em si

mesmo, se para algum s> 0, o raio espectral p =pt(s)¢;0

e Bs = iogp. entdao, para cada y> 0 existe constante
K (y) 21 tal que

vl < xkm e BV |y
para.todo t » 0, y em B.

Nestas condigoes o problema de valor inici

al (I.1) - (I.2) pode ser reescrito na forma,
X, (0) X, (0)
d t =ﬂ t (I.3)
dt
Xe Xy
onde C/l @ um operador definido por
X, (9) " AX, (0) + BX, (-r) 1
A t | t t
Xe Xy (8) -r<e < 0]
3 9

cujo dominio iD(dQ) € um sub-conjunto denso de ﬁ% , de

finido por

H (A) = {(g, cb)s'w 6 € A.C. em [-r, 0],
o' €L, ([-r, 0], ®M),9(0) =£}



Este operador GA— € o gerador do Co-semigru
po jP(t), onde \V(t):j%-—gt definido por

Fe) (gr9) = (X(t), X,)

E provado em [2] e [3] que, existe constan-
te Y tal que o espectro de R esta no semiplano esquer-
do Re ()) <Y, e que da proposicao e) para todo €> 0 ,

existe K > 1 tal que

| o) | <k elytelt
s (&,ég) (I.S)’
o espectro de A consiste dos nimeros complexos A que

satisfazem a equagao caracteristica

-Ar '
det [ \I - A -Be ]=o0 (I.6)

Uma representagao da solugao de (I.l) é da-

da para todo t >0, u >0, f£f(X(t)) =0 por, [3] ,

0
Yo (0 = 8@ Y (0) + j_r S(u -a - r)BY_(a)da (I.7)

onde a matriz S & a solugdo do problema de valor inici

al

d_ S(t) =S(t) A+ S(t~-r) B
at (I.8)

S(0) = I, S(t) =0 para t < 0.

O resultado principal deste trabalho & ob-
tido com o auxilio do seguinte teorema classico de esta-
bilidade segundo Liapunov, para as equagoes diferenciais

funcionais:



Teorema I:

"Suponha f : R x ¢ —» Rn, que leva R x(1li

mitado de C) em limitado de Rn, e u, v, w: rtsrY fun
¢oes continuas, nao decrescentes, u(s) e v(s) positi
vas para s > 0 e u(0) =v(0) =0, C = C([ a, b], Rnx

Se existir uma fungao continua V: R x C — R tal que

u(| ¢(0)] ) < vit, ¢) s v(|e¢])

e Vit, ¢) s - w ([¢ (0)])

entdo a solugao X = 0 da equagdo X(t) = f(t, ) e
uniformemente estavel. Se W(s) > 0 para s >0 entao
X=20¢& uniformente e assintoticamente estavel”. (A pro

va deste teorema encontra-se em [3]).



CAPITULO II

UM FUNCIONAL DE LIAPUNOV PARA UMA EQUACAO MATRI-

CIAL FUNCIONAL DIFERENCA-DIFERENCIAL PERTURBADA

Neste capitulo II faremos a prova do teore-
ma que da condigdes necessaria e suficiente para estabi-
lidade assintdtica da solugao da Equagao (I.1) - (I.2) ,
utilizando o teorema I.

Associado com a equagao Matricial Funcional
Diferénga—Diferencial (I.1) - (x.2), consideremos a for-

ma quadratica Simétrica v:® > R definida por

0
vig, 9 = & mg+ e [0 gTor e*%0 4 (g)as
el &

5(a+r)B (IT.1)

+ ET Q(0)g + 2€T J(O Qa+r) e ¢ (a)da
-r

+ 2 jo /O oT (o) BT 0(p-a) eS(OFBT2X)p 0y qg dy
- a

onde § & numero real, M, R sao matrizes reais constan -
tes positivas definidas e Q (o) & uma fungao matricial
continuamente diferenciavel para 0 < a< r que satisfaz

o0 problema de valor inicial

(AT +8I) Q(a) + e(Sr BT QT (r - a)

Q' (a)

0 s.a <r
(

Q (0) = 07 (0) =g Ir.2)



onde QO € uma Matriz simétrica, mas arbitraria.

A avaliagdao do funcional de Liapunov (II.1)
que & Frechet diferenciavel ao longo das solugdes das equa
cBes (I.3) - (I.4) com condicdes iniciais em £ (A) re-

sulta uma funcdo do tempo t que denotaremos por

i

V(t) = V(X_ (0), X.)

t t

ou seja,

_ T
N (0), Xt) = Xt‘ (0) M xt(O) +

<
t
Il

V(X

2
+ efr /O & (9) R 2°° X, (8)de

r (IT1.3)

0
+ X_(0) 0(0) X, (0) + 2 X, (0) | Q(orr) e hy (a)ac
-X

0 0' T 2
+ 2 J_rA £ (o) BT 0 (ga yeblath +2r)y X (g) dB da.

Teorema II:

"Consideremos a Eguagao Matricial Funcional
Diferenca-Diferencial Perturbada

X(t) = AX(t) + B X(t - r) + £(X(t))

com lExEe) )l <k [Ix( , k 21, e o funcional de
Liapunov V dado em (II.l).

- - AT .

Se, Y= max{ Rex| det[ AI - A - B e ]=0}

e € > 0, entao existem matrizes constantes positivas de-

finidas M e R e uma matriz diferencial Q(da), 0 < a< I,



com Q(0) = @'(0) tal que o Funcional V & positivo de

finido, limitado superiormente e Q <28 (Y + g)v,8 > 0."

E nosso objetivo mostrar que, atraves do
funcional (II.1l) e de sua derivada V(t) & possivel esti-
mar a razao de crescimento e decrescimento das solugoes
da equagao Diferencial Funcional (I.1l).

Mais especificamente, como conseqliéncia do

teorema enunciado no capitulo I, para isto, se

-A r]

Y =max { Re A /det[ A1 - A -Be =0},

devemos provar que ¥ e> 0 e - 6 =Y + 2 € & possivel
escolher matrizes M, R e Q(a) satisfazendo (II.2) para

0 qual existe constantes C e C

1 positivas e  : tails

2

que

ey e o) liZy < Vi, 9 < ¢y ies Dllg (1.0)

e
V(E, ¢) < - 2 62 V(E, &) ,2 > 0 (II.5)

e destes resultados segue que { V(g, ¢)}1/2 =’n€, ¢rnﬁg

€ uma norma equivalente 3 norma original em é@ e que nes

ta norma
N, ©, x), < WX @, xff, ¢ "
t 1 Sy I%Q s 0 70 l@%
ou
_ -8
“(Xt (0) , Xt)“% S{—&}l/z ”(XO(O), XO)‘%G t
C

-



Inicialmente consideremos uma escolha apro-
priada para a métriz Q(a) solugao da equagao (II.2) pa-
ra 0 <a <r. Em [4] €& provada a existéncia e unicida-
de das solugoes de (II.2) e também que o espago vetorial
linear de todas as solugoOes desta equagao tem dimensao

n®. com efeito, introduzindo a notagao

ql* (0(,)
Qa) = (g4 () ) =| ! = [axq (@) v on iy (0]
qn* (OL)

onde q 4 (a) e q*j(a) sao,respectivamente, a i - esima

linha e j - ésima coluna de Q(gy), definindo o ﬁz—vetor.

alo) = (Gyu (@revr s A (@ )7

e definindo a matriz S(a) = QT (r - o), a equagao

(IT.2) se reduz, usando o produto de Kronecker (ou produ
to direto) de duas matrizes, a um sistema de equagoes di

. P 2
ferenciais ordinarias de ordem 2n°,

. T
a(a) (a+sI)T @ ¥ eOF B B I q ()
a =
do
s(a) -I ® e(Sr BT -I R (A+6I)T s(a)
(I1.6)
com a condigao auxiliar
T
r - r T T T
gq (—2_) = [fl* 7 e ’ fn*J ’ S(Z )= [f*l’ .. f*n

(II.7)
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onde F & uma matriz n x n arbitraria. A solugao de
(I1.6) sujeita a (II.7), produz solugdes Q(a) com n2
parametros que podem sempre ser escolhidos para satisfa-
zer condicao arbitraria do tipo Q(0) = Q(O)T = QO' |
Associada a equagao (II.2) esta uma integral
cuja estrutura & similar para equagao diferencial ordina
ria. Com efeito, seja W uma matriz simétrica e seja S(t)

a solugao da equagao (I.8).

Consideremos a expressao

. 00

~ T 8 -0
Q(a) = j s”(u) e ws(u-q) eé(u )du (I1.8)
0
Assim para cada € > 0, llS(t)”g K e(‘Y+€)t para algum
i 21led§=- Y- 2 €, esta integral converge, com efei
to
§ (u-a) au “ <

IIVI: sTu) e w sw-a) e

IN

L/ []ST(u) %%y s (u-a) eé(u—a)”.du =
0 .

I

. e ot lwll.|ls-a)] . eSlu=a) gy o

j IsT (u) |
0

oo

~L g e(¥+8u = du | wiR e (Y+e ) (u-0) glu-a)q, -

tA

i

nwuﬁf elom 2ue gy = )y &2 &
0

2€

Por outro lado, segue da definigdo de . Q (o) que
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_5(“) = Q(-a), Q(0) = QT(O) e dado que S(t) satisfaz
(I.8), que:
§'(a) = - G(a) (A + 8T) - 3 (a+r) T B - sT(a) & w.
como Q'(a) = _d [éT (-a)] para o # 0, temos  também
do
que
o' () = (a+ 60T g(a) 48T &' §T(r-0)+ sT(-m) e %%.
destas felagGes acima, segue cue para o> 0, S(-a) = 0
que Q(a) satisfaz
G = AT + 1) G(a) + BT e &7 (r-o)0casr
- (I1.9)
6%0) = Q(0) = J; ST(u) e ey s(u) eV du
e dada a continuidade da fungao matricial 6 (a),
~l ~|T - T ~ ~
Q'(0) + Q' (0)= (A™+ S8I) Q(0)+ Q{0) (A + SI) +
(11.10)
+ BT e 3T(r) + 3(r) T B = - sT (O)w= - W

Estes resultados e a unicidade das so-
lugbes de (II.2) provam que Q(wn), dada em (II.8) & a
dnica solucao de (II.2) com condigao inicial dada pela
segunda igualdade de (II.9).

Vé-se que para cada matriz simétrica w
positiva definida corresponde uma Q(a) definida por
(II.8) que & a unica solugdo de (II.2) com a condicgao

inicial §(0) = 6(0)7T = I sT (u) e w s(u) e®%dau que

@ positiva definida. Reciprocamente para cada
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Q(0) = of (0) = Qy - a Gnica solugao de (II.2) produz

uma fung¢ao matricial diferencial Q(d) que por (II.lO)
define uma Gnica matriz simétrica W. Estas observagoes
mostram que a aplicacgao W _» 0(0) definida por
Q(0) = J%wST (w) eSY w s (u) e qu & uma aplicagdo do
espago das matrizes simétricas n x n, um por um € SO-
bre, e leva uma matriz positiva definida W numa ma-
triz positiva definida 5(0),

Com esta caracterizagao particular da fun
cao matricial Q) é'possivel dar uma forma especial
ao Funcional de Liapunov (II.l). Pois, substituindo

(I1.8) em (II.l) por Q(), produz

0
VE, ) =£TMa+e“j sT0) R eX0% ) & +
-

s 0
+ fodsesr [ stu-u-1) Bo ) du 3.

0
Aw e26u{s(u)£ + Jcr S(u-a - r) B¢ (a) dol) du.

Este funcional analisado sobre as solu-~

¢oes da Equagdo (I.l) e usando (I.7), temos:

0
T 5T
V(X (0), X)= XT(0)M x,_(0)+ T [

T 256
_p Xf®)IR e™7X, (g)ds+

[o0]

28u
+ fy Yy, (0 We Y., (0) au (II.11)

onde Y_, (0)= S(u) (X_(0)- £(X(t) ) +j_g S (u-a- r)BX{o)da,
2§
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e S & a solugao da equagao (I.8) e X (0) -~ £(X(t)) e

1

S
e
i

()]
m

uma condigao inicial. Com efeito, para t

como S(t) = 0 para t <0 e S8(0) =1I

Y, (0) = Yy (0) = Y (0)= S(0) (X (0)- £(X(0)) y+

t+u
26
0
+ ULr:S(-a—Jﬂ B X, (o) da
onde, YO(O) = XO(O) - £(X(0)
28
ou, Y,(0) =g - £(&) (I1.12)
24

A Gltima parcela de (II.1l) & ndo negati
va e,’p@rtanto,

)ZXT(O)MX

t (0) +

V(Xt(O), X

t t

0
ST T 289
t e Jcr X, (8) Re X, () de 2

v

T , ~-18! 0 T
A Lo XL(0) x_(0+ e 18T g X (602 ;, (RVX, (g)dg =

min -X

‘min M.X00) x (0 + 18T A w9 xTo)x (eras 2

Iy LR XE(0)X (0)+

W

min {Amin(M)’ € min

+ L% xT o) x. (6) ao



- 14 -

_ -8 2
= min { xmin (M), e 6] Xmin(R)}.II(Xt(O), Xt)%& . ou
V(E, ¢) 2 min {2 (M) e“l‘SI AL (R} 2
! - min ’ min .”(€’¢)H'£
onde Amin (A) representa o menor valor caracteristico
da matriz Simétrica A. Portanto
Ve, o) 2 cple ol (I1.13)
sendo C, = min{ A (M) 8 ]x A (R)}
1 min ! min
sendo () (5, 9) = (X(t), XD o gq
(I.5) vem:
1Y, @lln <ller, (01, Yl =1 F @ (v 0), ¥l =
= Jp(u)“ - K YO('O), Y)lk K e(Y+€)“_11(YO(0), YO)H
portanto
(IT.14)
(y+e)
Y (@ in < | (Y (0), Y| s K e¥7F Yle- £8), )
' ' 26

para ¢ > 0, Re X < y , X raiz caracteristica, mas,

e- £0g) v9) ||2 =[&- f(y] T [f—;- £(g) } f0¢T<e)¢(e)de=
-r
268 28 28

=eTe - 26T £e) + £5(8) £(8) + fo 6T (8) ¢(8) as <

26 28 26 -r
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Fo-2 e £+ £08) . EE) | +]leTe |+
28 28 28

A

+ fo o T(e)o (8) a8 =

-X

1
(52

Il

£ (|17 +] &l® +

1 T .
_[5_{” e .l £@ ] +

T
.+ \/:r o () ¢(6) de ,

por hipdtese || £(X(t) )|l s k|| x(t)], k 2 1, entao
- £ s 2 1™ 1. xjfel+ L k[l ell®+
28 |6 | 482
oo lEl” o+ /O 6T (8) o(8) do =
=X

=( k + k +1 )”g“z + ji) ¢T(e)¢ (6) do <

6| 482 E

T 0 T

< ( _k + k + 1) g g 4+ o (©) ¢ (6)ds

6] 4682 L JCr )
ou,seja,

e - £8), o] < ( x + x + 1. |j& of

28 6] 48” (I1.15)

NDe (II1.14) e (II.1l5) temos:

o T 28u o 2641 '
jb Vg (0) We Vipy(0)du Sxmax(W’JB e | ¥y 4 {Ollgndu
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[oed

< Améx (W) JB e26u K 2 o 2(y+e)ug‘(g _ f(g))Hz- du =
28
2 [ ® -=2¢€u 2 _
= nax 0K for T8 - £0)]17 du =

0

2 12 - ® -2€ u -
>\mélx (W) X ”g - gégl “ J% e du =

= Mnax (W) K e - £(8) H2 =
2¢ 268
= A - (W) K2 2
max | ( k_+ + 1) e Selt
2¢ |§] 4872
logo,
® 248u 2
fo Yt+u(0) We Yt+u(0) du < Améx(w) K
2¢€
( _k + + 1) g ,¢)]|2 , (II.16)
|8 | 4872
e de (II.ll) vem:
T
VX, (0) /X)) < Apz, (M) Xy (0) X, (0) +
-0 T
+ elblr f_r X, (0) Apz, (R) X (9) do +
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T
t

I

Amz“ix.(M) X

IS | 0 o
(0) X_(0)+ e Améx_(R)ir X, (8) X_(0)a0 +

(o]

T 26u <
+ /0 Ve, (0) We Y, (0) du <

\A

max { Xméx(M), e

- |8 |r 2
max {)‘méx M), e Améx (R) }“(grq))” +

o]

T 2%u
+‘/; Yt+u(0) W e

Yt+u(0) du =

8 2
|6 ]x I

s méx Dy (M), e Auax (R E 0N+
A s (W) K° 2
max S k o+ k + 1) e c0l° .,
2¢ |8 468°

sendo que a Ultima desigualdade segue de (II.1l6),ou seja,

V(g, d))S{ max [)‘méx (M), elﬁlr )\méx (R)] +

+ AEéEin_E— .k + k +1 )}IHE,¢)H2

2e 18] 467
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Seja
- S|l
C, = { max Dméx(M)' e| | xméx (R)] +
A (W) K2
max ( k + k +1)}
2€ |6 467
e assim
v E, ) sl ol?. (I1.17)

Com isto foi mostrado que, existe cons-

tantes C; e C,, positivas tais que ¥ (& , ¢) Eiie

cl|H£,¢)H2 SV (&, 9) < CZH(€ , ¢)H2 (I1.18)

como em (II.4).

Resta mostrar (II.5). Para tanto, consi
deremos a expressao (II.3); derivando ao longo das so-
lugoes de (I.l) vem:

V(t) = av (x,(0), X
dt

T T .
) = X (0) M X (0) + Xp (0) M X, (0)+

t t

+ xT(0) 0(0) X, (0) + Xp (0) Q(0) X_(0) +
+ 2 %0 (0 [ 0(arr) 800 B x (@) au
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0 .
+ 2 X° {0) J:r Q (o+xr) eﬁ(a+r)b Xt (o) do +

0 0 | s
+2 [ fy %T @ 8T o (8o &P(OFEY 20y (gag au+

0 ,0 .
* 2J_rja x; (@) BT @ (g-a)ef(O*B*2) 5 3 (g) ap da.

t
mas,
0 T 280 _
V/ X, (8) Re X, (8) do =
-
_ LT oW T =248r -
= Xt (0) R Xt (0) Xt (-xr) R e Xt (-r)

0
0
- _f o\ 256 _ T 266
J_r X ()R e®%0x_(0)ds -26 [ _ x{(e)R ¢*8%X (o) as

.‘f-o Q (g+r) eflatr) p it(a) da =
-r

= Q (r) e ST

B Xt(O) - Q (0) BX_ (-r) -

t

0 . | o
- @) ek (da - 6 [ o) ek (a)aq
-r -r

0 0 .
f / xri (a) BT Q(p-q) e®(¥+B+2r)y X, (8)dB da =
-1 o

0
= - X% (-r) / BT g (p+r) eS(BT) 5 x
-r

. (8) ag +

t

0 0 .
T T S (a+p+2r)
+\/_r J(a Xy (a) B” Q(B-a) e B X, () dg da-
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0 0
- aj f xT ()BT Q(B-0) °(¥+B+2r) o v gy 4p go+
J J, Tt £

0
T T 28 (o+2r)
+ U(r Xt (0) B™ Q (0) e B Xt (o) da .

0 6(a+8+2r)B i (8)

[0 Xz(q) BT Q(B-a) e ¢ (B)AB da =
Ja

-

.
g/— Xt (a) BT Q(- o) eﬁ(a+2r)B X, (0) da -~
-

t

0 T
—ir Xy (o) BT 0 (0) e B x, (@) do-

fo Sk @n” dpar XTI x (m)ap da -

-r o

0 0
T _ S (0+B+2r)
- § \j:r &/; Xt(u) B™ Q(B-a) e B Xt(B)dB do.

Levando estes resultados na expressao da

derivada e apds algumas simplificagdes, vem:

: - o T Sr,T _

V(Xt(O), Xt) = 2 Xt (0) M Xt(O) + e Xt (0)R Xt(O)

- fF Xz (-r) e~ 26T r Xt (-r)

+ 2% (0) 0 (0) X.(0) +2x% (0) o (r) & B x. (0)
t t t € t -

T

0
_ - 0xr vff 266
(0) Q(0) B X, (-r) 2§ e ¢ X (B8R e de

T
- 2 Xt
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(0) J’O o(a+r) () B x  (4) da -
-Y

t
0,0
-4 6]2 J; X, () BT Q(8-a) 8 (atB+2r)y X, (8)dg da +

0
+ 2 Xt (0) y/ir Q(a+r) 66(a+r) B Xt (o) da -

-2 % (0) BT\/lg Olasr) e20*) 5 x  (4) au -
- 2 X; (-r) d/'o BT g(p+r) o8 BT B x  (g) dg +
b
0 LT T § (a+2r)
+ 2 X, (a) B Q (-a) e B X, (0) da.
Jo %

Substituindo, Xt(O) por A X(t) +

B X(t-r) + £(X(t)) e utilizando as igualdades (II.2),

temos:

V(Xt(O), xt) = - 268V (X (0) - £(X(t)), X ) +
28

+ X (0) [ (AT + s1) @ (0) +

0(0) (A + §I) + (AT+ §I) M + M (A +6I) + e°F BT oT(r) +

+

T T

Sr -
£ (-r) B" M Xt (0)

or

te’ o) B+ 2e R] X (0) + 2 X

PN xz (0) R X

(0) - e % xT (-r) R X

t (-r) +

t
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+ £7 (X(£)) M+ Q(0) £ (X(t) )
26 4
usando (II.10)
V(X (0), X)) = - 28V (X (0) - E(X(t) ) +
238

+ xT () [-w+ @T + s1) M+ M +6T) +2 % R]x_(0)+

t t
+ 2 %7 (- BT mx (0) - e® xT(0) R X, (0) -
- e T (ar) R X, (-r) +

t t
T

+ £ (X(t)) M+ Q(0) £ (X(t) )

28

ou, fazendo W = 2 W*

V(X (0), X)) = =28V (X (0) - £(X (&), X ) +
26
T T Sr
+ Xp (0)[ - wr + (A7 46I) M + M (A +8I)+ 2 e RJX _(0)+
+ 2 xz (-r) BL M X, (0) - ot xz (0) R X_ (0) -
- 0r xf (-x) R X, (-r) + £ (X(€)) M + Q(0) £(X(t)) -
28
T
- X (0) wx X (0).



- 23 -

v (X, (0), X) = - 28 V(X

. (0) - £(X(£)) , X_) -

t

- [XT (O) r - e—érxz(_r)] G t A -l_H (II-lg)

t

- e X, (=-r)

onde

W* — (A + cSI)T M-M (A +8I) - R ear M B efr

T Sr Sr

H = XI (0) W* X, (0) - £T(X(t)) M + Q(0) £ (X(t))

28

Para obter a relagao (II.5) mostrare--

T

mos primeiro que H= Xt (0) w* Xt(O) - £ (X(t))

t

M+ Q(0) £ (X(t)) & nao negativa. Com efeito,
26

Ho= X (0) Wwr X, (0) - £7 (X(t)) k.( M +0(0) ) 1

28 k

f(X(t)) , k21

T T
2 Asn (WOXL(0) X (0)=h o (k. Mizfigl)_%_f (X (L) £(x(0) 2
> min pin )0 Apag( k- 222003 % (0) x,_(0)

28

como por hipotese ||f(X(t))| < k x| » kx 2 1, entao
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€ nao negativa.

Da relagao (II.1l8) e fazendo n=-f£(X(t))
26

2 86V (E+n,9) £ - 28 ClH(£+n,¢)H2 =

0
- 206c [emT (erm) + J(r s (8) ¢ (8) do =

0

r

T

—28c [g.g+ e [ 6T (0 ¢(eran =

26 (e, of®>+2nTg4nat ] =

2 |
~26c g, ol -26c [(n+e)Tn+ £)]+26c £

substituindo esta desigualdade em (II.19) vem:

: ‘ 5
VX (0, xps - 28 cfl 0, xpll©-2¢8c

t 1

[ (- £x(£)) + X(0)) T (- £(X(£)) + X_ (0) ) +
26 26
T T -6r T
+ X, (0) 2 6 Cy X (0) =[x (0), - e 7" X (-]
X, (0)
G - H
e 9T X, (-xr)
ou,

y 2
V(Xt(O), Xt)s -2 3 Cll“Xt(o)’ Xt)” - 2 3 Cl
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T
[(-f(x(t) + X, (0) . (-£(X(t)) + X, (0) )]
26 268

X, (0)

—[ X;JE(O),—e"Sr xﬁ(—r)] . G* - H
me"arxt(—r) (IT.20)

onde,

W*-(A+8I)M-M (A+6I) ~R ear—zacll , M B &%
G* =
BT M e(Sr R e(Sr

Para obter a relagao (II.5) e analisando a desi-
gualdade (II.20), indica que uma escolha ade@uada das ma
trizes W*, M e R mostra que a matriz W* & positiva semi
definida. Mas isto & possivel, por exemplo, escolhéndo
M=1I,RE= kR I, Wrx = kW* I com kW* >> kR >> 0 a matriz
G* & positiva definida e assim seu determinante & também
positivo, e a matriz se tornara positiva semi-definida
somente quando o determinante se anular.

Para a escolha particular feita temos:

i T Sr Sr
kw*I—(A +A) ~261 kRIe —26C1I B e
G* =
T Jdr §r
I B™ e kRe ]
ou uma matriz equivalente
_(al - _ Sr_ pnpl 6r
kW*I (A"+A) =261 kRIe chil BB e 0
kR
BT edr k I e(Sr
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e portanto,

_ Sr. : T
det(G*) =det[ kg I e ] . det[ kwg - (A" + A) -

Sr T -
281-28Cc, I -e (kg IT-_1 BB ) ]
kR
escrevendo k., = A (B BT )
! R max :
k = max {0, A_- (AT + A) + 28 (1 + C,) + 2 e(Sr
W* ' "max 1

\[Améx (B BT)} entdao G* & positiva semi-definida e,
conseqglientemente, de (II.20) .
f

|2

VE, 9 5 - 26c | (& (II.21)

De (II.4) temos

viE, 6 e, | 0 |lf
Ou,:

L Vv, ) ))&, ) Ik

Cy

ou ainda,

A
|

- e o) |l Lovi(es ¢)

e portanto

v (e, $) < - 28 C1_ Vv(g, ¢). (II.22)
¢
2

= 9> 0



como queriamos provar em (II.S).

Portanto, M, R, Q(a) podem ser escolhi
das para satisfazer (II.4) e (II.5).

Por teorema I : (II.4) e (II.5) impli-
cam que X = 0 & uniformemente assintoticamente esta
vel.

Reciprocamente, X = 0 estavel implica
Y< 0 e disto Y = -8 -~ € e logo as relagoes (II.4) e

(I1.5) s3o satisfeitas, e o teorema II estd provado.
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