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RESUMDPO

Sao obtidos resultados essenciais na teoria
dos grupos de Lie como aplicagao da teoria das distribuicdes de
Frobenius em especial € obtido caracterizacao do grupo de auto-
morfismos de uma pafalelizagéo originalmente achada por Kobaya-

shi.
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INTRODUCEO

O objetivo central deste trabalho é dar uma a
presentagao da teoria de grupos de transformagdes de Lie como a-
plicagao da teoria das distribuigoes de Frobenius, que nos conduz
ao teorema de Shoshichi Kobayashi sobre o grupc de automorfismos

de uma paralelizacgdo.

0 ponto de vista assumido &€ o de F. Brickell

and R.S. Clark, em Differentable Manifolds, An Introduction.

E de se notar que enquanto no Capitulo 1 nés
definimos distribuigoes e ainda fornecemos uma prova do teorema
de Frobenius (que usa colchete de Lie), no Capitulo 3 ao tratar
de Algebras de Lie de um grupo de Lie, obtemos uma construgao ba-

sica das bases de distribuicgoes.

De certa forma este trabalho complementa o
trabalho de Selma Veiga Korb, Um Enfoque de Variedades Diferen-
ciais com Aplicagoes a Equacoes Diferenciais, no sentido que tra-
ta termos complementares a aquele trabalho, no qual foi fornecida
uma visao das propriedades topologicas de variedades e aplicacgdes
diferenciais,'cém alguns exemplos relevantes, entre eles exemplos
de estruturas diferentes em um mesmo conjunto, campo de vetoreé,

operadores diferenciais, fibrado tangentes, variedades paralelizé

vels.

ho



CAPITULO 1

DISTRIBUICOES

Definigao 1.1 - Uma distribuigido p-dimensional em uma variedade M

de dimensao n é uma fungao £ em M tal que Qm é um
espago p dimensional de TmM (onde 0 < p < n) e que satisfaz a se-

guinte condigao de diferencialidade:

Cada ponto m do dominio de ? tem uma vizinhan
ca V sobre a qual os campos de vetores Xl""’Xp estao definidos,

tal que Qg é espandido por qu,...,qu se q € V.

Chamamos um tal conjunto de campos de veto-

res, uma base para  em m.

Existe uma distribuigao n.dimensional em M e

dada por
m— T M .
m
Definicao 1.2 - Uma carta x de M € chamada lisa com respeito a
distribuigao Q em M se os campos de vetores —§~;
: o
a = 1,...,p formam uma base para Q. 9x
Definicao 1.3 - Uma distribuicao em M é integravel se cada ponto
de M estd no dominio de uma carta lisa.
As distribuigoes integraveis podem  aparecer
assim:

Seja ¢ uma submersao de uma variedade n.dimen

sional M em uma (n-p)-variedade diferenciavel M', onde 0 < p < n.
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Dy

a aplicagao linear derivada, a funcao 9 definida por

mt nlcleo ¢

Dy

uma distribuicido integravel em M de dimensao p.

Un campo de vetores X & dito pertencer a uma

distribuigao Q se: X € @ para cada m no dominio de X.

Definicao 1.4 - Uma distribuigao € involutiva se [X,Y! & Q sempre

que X,Y ¢ Q.

Proposicao 1.1 - Uma distribuigao integrdvel & involutiva.
i

Prova:

Sejam X,Y campos de vetores pertencentes a u-
ma distribuigao integravel 9 e seja m um ponto do dominio de [X,Y].
X,Y € Q integravel, implica que, todo m € M estd no dominio de u-

ma carta lisa x.

"Se x € uma carta lisa com respeito a § em M

~ 0
entao os campos de vetores —3 oa=1l,...,p formam uma base para .
ax
Suponhamos m no dominio do campo de vetores

[x,Y].
Escolhamos uma carta lisa x cujo dominio U in

clui m. Entao qualquer campo de vetores X cujo dominio W toca 0]

: - . . ~ . i 09
concorda em Ul W com uma uUnica combinag¢ao linear IA —T> onde

dxX



A*:M + R esta definido por AY = Xx® para x' e M.

Nas condigoes acima

(L x/U = oxx2y Y/U = ov® 2o = 1,
ax Ix
c Devemos mostrar que [X,Yj € Q3 isto €&, [X,Y] é
a combinag¢ao linear dos vetores da base —éa
X

Por (1) e pela proposicao 7.1.2 (Referencia 1)
% [x,¥Y]/v = [X/u, Y/U]

e por definigao

[X,YTf = X(Y£) - Y(X£)

Entao
[X,Y]/U = 2(x(¥x*) - v(xx*®)) ~§a
Ix
€ a combinagao linear dos vetores da base 2
90X
Proposigcao 1.2 - Sejam X um campo de vetores em uma variedadel4tal
que
X #£0
e Y uma carta em m para a qual
d _ a
X, —3 = 0, Xy = 0 onde a=1,...,4d < n
oy

Entdo existe uma carta x em m em cujo dominio



3 _ 9 . 3 - X
axi Bya 8xd+”
Prova:

Suponhamos que Ym =0

Seja h a fungao diferencial

h = (yd+l,...,yn) : M > Rn_d

As condigoes sobre o campo de vetores X garan
te a existéncia de uma restrigdo que é h.relacionada a um  campo
n-d
de vetores Z em R

Para ver isto seja

Xt = Xyt (i=1,...,n)
Como
X:,"——B-é- = 0
oy

implica que .

ol

axa:o

9y
logo existem fungoes diferenciaveis 7t Rn_d + R tal que

x* = z%n
em uma vinzinhanga U de m.

Suponhamos que w = (wd+l,...,wn) &€ uma carta
identidade em Rn*d.

Se q € um ponto na intersecgao dos dominios

de X,y entao



b

AT:M + R estd definido por A’ = Xx* para x* € M.

Nas condigoes acima

(1)  X/U = zxX“—éa; Y/U = Tyx® -2
’ 9X axX

o = 1l,...,p

Devemos mostrar que [X,Y] e Q; isto &, [X,Y] &

. ~ . 0
a combinagao linear dos vetores da base —

ax

Por (1) e pela proposicgao 7.1.2 (Referencia 1)
[x,Y]/u = [X/u, Y/U]

e por definicao

[X,Y]f = X(Y£) - Y(Xf)

Entao

IX,Y]/U = 5(x(yx®) - v(xx*)) —ﬁa

ax
€ a combinagao linear dos vetores da base 2
ax®
Proposigao ;.2 - Sejam X um campo de vetores em uma variedade M tal
que
X £0
m
e Y uma carta em m para a gqual
3 _ a
X, —3 = 0, Xy~ = 0 onde a=1,...,d < n
ay '

Entao existe uma carta x em m em cujo dominio



(h,X )w®
" q
consequentemente
h,X =&
4 s
de modo que
h,oX = I
s
Segue que se
X' = X/U
entao
h,oX' =

onde Z € o campo vetorial em Rn»d

= X (wooh) = Xx° (s=d+1l,...,n)
q q

S ( 2
& aws

X

Yhg

S (2_ on)
S
ow §

X

Zoh

definido por

Os campos vetoriais X' e Z sao portanto h.relacionados

Como

Z0 £ 0

a proposigao 8.3.2 (Referencia 1) mostra que existe uma carta

de R"™¢ tal que

no dominio de ¢.

Se i € a carta identidade em Rd

morfismo.

senes D)
P
7 =
3¢d+l

entdo i x ¢ : BR" » R” & um difeo-



Consequentemente
x = (1 x ¢)oy

€ a carta de M em cujo dominio

onde a=zl,...,d e s=d+l,...,n

Ent3ao x € uma carta em m e veremos que tem as

propriedades requebidas.
No dominio de x
xx® = xy® = 0
Mais do que isso, como este dominio estd contido em U,

' 1
xx® = X x5 = X'(¢Soh)

.e assim, ja que, X' e Z sao h.relacionados

S

Xx

(Z¢°)oh = 3, d+l

Segue que no dominio de x

) i, . _ 9
X = 2 (XX )(axi) - axd_}_l
Equagao (2), mostra que
3 _ .
;;—i- = Bia, i=1, , N

e assim os outros requisitos sao satisfeitos.



Proposicao 1.3 - (Teorema de Frobenius)

Uma distribuigdo é integravel se sd se é invo
lutiva.

Prova:

A Proposicdo 1.1 mostrou a condigac necessa-

ria.
Devemos mostrar que a condicao é suficiente.

Vamos demonstrar isto por indugao na dimensao
p da distribuigao.

Para ps=l & verdadeiro pois toda distribuicao
l_dimensiohal é integravel.

Vamos supor que & verdadeiro quando p=d e mos
trar quando p=d+l.

Seja @ uma distribuigdo integravel em M de di
mensSO p=d+1l.

~Escolhamos m no dominio de Q SR A SPRR S S

uma base para Om. Modificaremos esta base para obter uma distri-

buigao involutiva de dimensao d em uma vizinhanga de m.

Como

entao existe uma carta u em m em cujo dominio

. 9
Tasl 5 T
u

Definamos os campos de vetores

. _ 1 9 . _ .
Xa = Ya (Yau ) R X Sl ) a=l,...,d.
du gu .



que formam uma base para £ em m.

Como @ e involutiva, os campos de vetores [X,X.];
(a,b=1,...,d) devem pertencer a {im portanto eles sao combinagoes

lineares de Xl’X2""’Xd+l'

Mas as expressoes para Xa,X em termos dos cam

b

pos de vetores nao envolvem 3/out e portanto isto também acontece
i
para [Xa,Xb].
Consequentemente [Xa,Xb] é uma combinagao 1li-

near de X ., X, somente.

1’0" d
Pelo exemplo 11.2.1 (Referencia 1) isto impli-
ca que a distribuigao d.-dimensional I determinada no dominio de u

: pelos campos de vetores Xa(azl,...,d) é involutiva.

Pela hipotese de indugd@o § € integravel  entao
por definigao existe uma carta lisa y em m relativa a distribuicao
I entao por definigao os —EE (a=1,...,d) formam uma base em m para

oy
z.

) . J .
Vejamos que os campos vetoriais 3 Juntamente

oy
com
- - by 9 DB
X = Xd+l L (Xd+l y) —5 5 P=l,....d
b AY
formam uma base em m para Q:
De fato
3 . a 3
I c + (X, . = (X y o)) —— =0
3y° d+1 d+1 5y2
ou seja
a 3 -
(Z(ca CXd+l v g;z) + CXd+l = 0

a ~ . . .
mas os 9/3y e X sao linearmente 1ndependentes, pois

d+1
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2 _ . . _ _
(Z c, g;a )+ cX4,1 ° 0 implica que c,ka =0ec=20
De fato se 3/3y> & uma base entio ¢, =0 ec =0 porque X ,, =0
Portanto
- cX 2 0 implica c_ = O
Ca a+1 ¥ T piica ¢y =

Concluimos que S/Bya e X sao linearmente independentes.

Vamos mostrar que X e a carta y satisfazem as
condigoes da proposigdo 1.2 e garantimos assim a existéncia de u-
ma carta X em m em cujo dominio

3/0x = 3/0y% e a/oxt = x

que formam uma base para e esta carta x € lisa para Q.
Desse modo ficara mostrado que © & integravel
X = B/Bul

e as expressoes para X (a=1,...,d) em termos dos campos de veto-

res 9/3u’ nio envolvem B/Bul

Segue que [X Xa] € uma combinagdo linear de

d+1°?

X ..,Xd somente.

1
[X, 3/3y®] sd3o combinacdes lineares de

a/ayl,...,a/ayd.

Se b=1,...,d temos
[x, 8/0y%] yP = 0

e portanto’

a..
[X, 3/3y®] = 0, a=1,...,d.

logo

[x, 870y v = xa/2y% y®) - 370y (xy®)



X1 = 0
x(3/3y2 yP) =
X6 =0 3 a+#b

entao

[X, B/Bya] yb =0 ~0=0

a._ . a _ B b b a
Xy -9 pols Xy = [xd+l E (Xd+l y) 3/3y ] y
1 1
1. 14, 1, dy 1, 9y~
Xy "Xd+l y {‘Xd+l v) - T+ (Xd+l A '
i y oy
Xy 2=X 2 . (x 2y vl . 0
Y R Y d+1 Y 7 =
3y
a_ a _ ' ay oy® _
Xy 'Xd+1 y (Xd+l yo) E;E =0

Portanto pela proposicao 1.2 existe uma carta x em m que

ra Q.
Consequentemente Q & integravel.

Veremos agora um tipo especial de

11

é lisa pa

variedade,

pois sao as variedades integrais de uma distribuicao f p-.dimensio-
nal em uma variedade M.
Definjgao 1.5 ~ Dizemos que M' é uma variedade integral de Q  se:

M' & uma subvariedade de M tal que ¥m ¢ M'

. - L4 1
Qm = 3*(Tm'M )

onde j:M' » M é a injecac natural.
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Os vetores de M que sac tangentes a M' perten

cem a distribuicgao.

Proposicao 1.4 - Seja ¢ uma curva integral ndo constante de um

campo vetorial X em uma variedade M.

O posto C de ¢ pode admitir uma estrutura na-

tural C que faz dele uma subvariedade 1l.dimensional de M.

Se X nao é zero entao C é uma variedade inte-

gral da distribuigao determinada por X.
Prova:
Seja j:C > M a injecao natural
Definamos a colegao de cartas

{Yy 03 : C > R} onde y:R - M

(02

uma restrigao de ¢ que seja um mergulho.

Como ¢ € uma imersao o dominio destas cartas

conjuntamente cobrem C.

Suponhamos que x e y sao duas tails cartas cu-
- ~ . . —l - . . -
jo dominio se interseptam. Para mostrar que yox e diferenciavel,
seja a um ponto no seu dominio e escrevamos

-1

(yox "Ja = b
de modo que ca = ¢cb = m

Entao c(a+t), c(b+t) sao curvas integrais de

X que comegcam em m e assim coincidem para valores suficientemente

pequenos de t.
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-1
Consequentemente yox concorda com a transla
gao que vai de s~ s + b - a em alguma vizinhanga de a e & por is

so diferenciavel em a.

Segue que a colecao de cartas acima & um atlas
de C em R e usaremos a letra C para denotar a variedade correspon

dente l.dimensional.

Seja m um ponto de C e escolhamosgs uma carta x

de nosso atlas cujo dominio inclui m.
Como cox é uma restricao de j, j € diferenciivel em m.

Além disso

0y = x

. ) - d -
1algidn 7 SR = calygp) m

Como Xm # 0 segue que j & uma imersao e por-
tanto C € uma subvariedade de M.
0 resto da proposicao & &bvio.

Nosso proximo objetivo € mostrar que varieda-
des integrais existem para qualquer distribuicao integravel § de

f

dimensao p em uma variedade M de dimensao n.

Para fazer isto precisamos definir uma estru-
tura C. no conjunto de pontos de M que faga dele uma variedade de

dimensao p.
Comegamos supondo que p < n.

Escolhemos um ponto g € M tal que x :M+RP xR TP

seja uma carta lisa em q com dominio U.

Denotamos p?(xq) = a e seja Ua=x”l(Rpxa)
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Entao u = pyox/U & uma injecdo M -+ RP com do
minio U_.
a

Como xU_ = (xU) N (RPxa) segue que u U, é a-

berto em R’ e assim u é uma carta p dimensional.

A medida que q varia no dominio destas cartas
cobrem M e assim temos sO que mostrar que qualquer par de cartas

- . » ~ . . .
com domlnlos que se interseptam sao relacilonadas diferenciavelmen

te.
Seja v:M - R® uma outra carta com dominio vy
definida por uma carta lisa y em um ponto » tal que p2(yr):b.
Suponhamos que os dominios Ua e Ub se 1inter-
septam e escolhamos qualquer ponto m e (U_ {1 V)
Mostraremos que uov ! & difervenciavel em v
Como os doils conjuntos de campos vetoriais
p) , ‘ -
S e ,aa ¢ = 1l,...,p sao ambos bases para Q sobre U.N V, segue
39X oy
x> .
que ——= = 0 o =1,...,py 8 = p+l,...,n, e assim, se denotarmos
3y
por x a fungéo xoy_l, as derivadas parciais XZ sao todas nulas.
Escolhamos uma vizinhanga cUbica C, x C, em

em RP x R""P com centro (vm,b) que esteja no dominio de Y.

Entao se z ¢ Cl

xs(z,b) = xs(vm,b) = a

Consequentemente uov ™t & definida sobre C, e

e concorda com a fungao



2> (X (z,b) ... xP(z,b)) = a
Portanto uov~l € diferenciavel em vm.

.. -1 -
Un argumento similar mostra gue vou e defe-
renciavel em (1) e assim as cartas u,v sdao relacionadas diferenci

avelmente.

o .
Denotamos esta nova estrutura C no conjunto

subjacente de M por M().
Finalmente, se p=n definimos M(Q):=M.
Lema l.l.‘Uﬁa*distribuigéo integravel Q em uma variedade M admite
M(Q) como uma variedade integral. |
Prova:

0 caso de uma distribuicao n-dimensional € es

pecial mas ldgico.
Suponhamos que p < n.

Escolhamos um ponto m € M e seja x uma carta
lisa de M em m. Isto determina uma carta u de M(Q) com dominio Ua,

onde a = pz(xm).

Se 1:M(Q) - M é a injecao natural, entao .,so-

f

bre U
a
x%i = u® 5 0 = 1,...,pP0
s . s=-
x%0i = a° P 5 8 = ptl,....n.
Usando as cartas x € u, 1 tem representantes
coordenados

z+— (z,a)
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e assim € uma imersao.

Consequentemente M(Q) é um subvariedade p-di-

mensional de M.
Como
K

i ( 3 ) . (Q(xo%l
“ _aua m K au®

concluimos que M(Q) é uma variedade integral de Q.

\

m

Proposicao 1.5. Seja Q uma distribuigdo integravel sobre uma vari

edade M.

Uma variedade M' € uma variedade integral ide

Q2 se e sO0 se € uma subvariedade aberta de M(Q).
Prova:

0 caso de uma distribuigao n-dimensional € es
pecial. Uma subvariedade aberta M' de M(Q) = M é uma variedade in

tegral de @, ja que j, =T M'" > T M & um isomorfismo.

Por outra parte se M' & uma variedade inte-
gral de O e tem dimensao n, ela deve ser portanto subvariedade a-

berta de M(Q).
Suponhamos que Q tem dimensao p < n.
Primeiro seja M' uma variedade integral de .

Como M' e M(Q) ambas tem dimensaoc p, temos sO
que mostrar que M € uma subvariedade de M(Q). Mostraremos que em
cada ponto de M' a injeg3o natural j':M' » M(Q) é diferenciavel e

tem posto p.
I

imer



i
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Escolhamos um ponto m € M' e seja x uma carta
de M que seja lisa com respeito a © em cujo dominio U inclui m.
Como M' é uma subvariedade de M podemos escolher uma carta w de
M! com um dominio conexo W tal que m e W C U. Como M' € uma varie

dade integral de Q, segue que

N S 3
(1) 3x0d) g oy =g,

ow

.,p 3 s = ptl,...,n

. - c . ~ ~ S . ~ "
onde j:M' - M e a injegao natural. As fungoes x 0] sao portanto
constantes em W e assim, usando nossa notagao previa, JW esta no

dominio Ua da carta u & M(Q).

Consequentemente em W

B B
uoj!' = x03 3 B = 1,...,D

B

As fungoes uoj' saoc portanto diferenciaveils em

m e assim j' é diferenciavel em m.

Além disso como M' € um subvariedade p-dimen-
sional de M, segue da equagao (1) que a fungao matriz considera

da

B .
3(x703) 0,821, .. ,p
¢4
oW

€ nao singular em m e assim j' tem posto p em m.

Receprocamente, suponhamos que M' & uma sub-

variedade aberta de M(Q).

Neste caso j' & um difeomorfismo e consequen-

temente se m g M

5 (T M()) = om
Py m
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Segue do lema: 1.1 que se 1:M(Q) + M € a injecao identidade

1,(T_M(Q)) = Qm
*Tm

e assim a injecdo natural j=ioj':M' > M é diferenciavel e

j (T _M') = &m
b m

:Concluimos que M' & uma variedade integral de Q.

Proposicao 1.6 - Uma distribuicdo Q em M é integravel se sé e se

qualquer ponto de M estd contido em uma varieda-

de integral de Q.
Prova:

Proposicdo 1.5 mostrou que a condigao é neces
saria.

N6s agora supomos que a condicao € satisfeita
e provamos que f & involutiva e por isso integravel.

Escolhamos qualquer par de campos Q vetoriais
X,Y € Q@ e seja m qualquer ponto no dominio de [X,Y].

Escolhamos uma variedade integral M' de Q que

H
i

contem m. Como X,Y sao tangentes a M', proposigao 7.5.7 (Referen-
cia 1) mostra que existe campos vetoriais X',Y'em M' que sao j-re

lacionados a X,Y.

Portanto [X',Y'] & j-relacionado a [X,Y] e

consequentemente
Xyl o= 3, X, yr] ) e am

segue que [X,Y] € Q.
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Definic3o 1.6 - Se Q é uma distribuicao integrdvel em uma varieda

de M de dimensao n, a componente conexa de M(Q)

contendo o ponto m e dita folha de Q através de m.

Ela é a variedade integral conexa maximal que
contém m. Se a dimensao de 9 € menor que n, M é dita uma varieda-

de foleada.

Definigad 1.7 - Sejam M uma variedade n-dimensional, M' uma varie

dade (n-p)-~dimensional onde 0 < p < nj; M > M
uma submersao, vimos que a fungao
m~ NUcleo ¢,
&m
&€ uma distribuigao integravel de Q em M.

A fibra F_ de ¢ através de m € o subconjunto
~l(d) ) de M. A proposigao 6.2.1 (Referencia 1) mostra que €& uma
¢ m G q

subvariedade de M.
Como J:F_ > M € a injecao natual, segue que
j*(TFm) = Nucleo Opy = D

e assim qualquer fibra é uma variedade integral de Q.

As fibras portanto formam um cobrimento aber-

to disjunto de M(Q).

Como as folhas sao subconjuntos abertos cone-

xos de M(Q) qualquer folha deve permanecer totalmente numa fibra.

Proposicao ‘1.7 - Seja j:My > M uma funcao diferenciavel cujo pos-

to permanece na subvariedade M' de M e cuja ex-

tensao esta na subvariedade M' de M.
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Se M' & uma variedade integral de uma distri-
buigd@o integravel @ em M e tem uma base contdvel para sua topolo-

gia, entao a fungao induzida £1:My > M é diferenciavel.

Prova:

Quando Q € uma distribuicgao n-dimensional, M!'
€ uma subvariedade aberta de M e nossa proposigao &€ conseguencia

da proposicao 5.4.3 (Referencia 1).
Suponhamos que { tem dimensao p < n.

Escolhamos qualquer ponto m, no dominio de f.

Seja x uma carta de M, lisa com respeito a

em cujo dominio U inclui m=_fml

Como f & continua, podemos encontrar uma vizi

nhanga conexa W de m, tal que fW T U.

1

Seja U = x T(RP x c), onde ¢ ¢ R'7P

Temos visto que estes conjuntos Up Que nao sao

vazios sdao dominios coordenados para M(Q).

Como M' & um subconjunto aberto de M(Q), os
conjuntos UBﬂW M' sao subconjuntos abertos disjuntos de M' e, co-

mo M' tem base contavel, os nao vazios sao contdveis em numero.

s
A imagem de W & qualquer uma destas xof e por

tanto um subconjunto contavel de R.

s
- - - .
Mas xof sao continuas e W e conexo e assim sua

imagem € conexa e deve ser um ponto simples de R.

Segue que fW Ua’ onde a = pz(xm), usando nos

sa notagao prévia, temos em W



o . a
uoj'of = xof § o =1,...,p

Como u & uma carta de M(f), uoj' € wuma carta

da subvariedade aberta M' de M(Q).

~ o ~ . Do
Como as fungoes x of sao diferenciavels em m

l:
sg1i 3 = f 5 O s 1
assim sao as fungoes u oj'of
Conseguentemente f' & diferencidvel em m .
Definigao 1.8 - Suponhamos que 2 € uma distribuicdo integravel de

dimensdao p em uma variedade M de dimensdo n e que

p < n.

Se x:M + RP x R™P & uma carta lisa de M com

dominio U e se a ¢ p,(xU), o conjunto

u, = x LRP x a)

sera chamado uma fatia de x.

Como Ua ¢ o dompinio de uma carta de M(Q), U,

€ uma subvariedade aberta de M(Q) e assim é uma variedade integral

de .

|

Qualquer componente ccnexa de uma fatia esta

justo numa folha.

Definigao 1.8 - Qualquer carta x de M com dominio U & dita regular
se € lisa e cada folha que toca U a intersepta em

justo uma fatia.

Uma distribuicaoc em M & regular se cada ponto

de M estd no dominio de uma carta regular.
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Proposicao 1.8 - Seja ¢ uma submersdao de uma variedade n-dimensio

nal M em uma variedade (n-p) dimensional M', on-

de 0 < p < n.

A fungao § definida por mi=» Nlcleo ¢,y € Uma

distribuicao regular em M de dimensao P.
Prova:

Supomos que cada ponto de M estd no  dominio

de uma carta regular.

q . b
Podemos escolher uma carta x de M, cujo domi-
nio U inclui m, cuja extensao €& uma vizinhanca cubica de xm, e uma

carta Y de M' tal que
o = x° , s = p +tl,...,n

Ja mostramos que x € uma carta lisa, mostrare

mos que € regular.

Uma fatia de x & um subconjunto aberto conexo
de M(Q), j& que € um dominio coordenado em M(Q) cujo posto &€ o cu
bo RP. Consequentemente uma fatia deve estar inteiramente em jus

to uma folha.

Por outra parte, uma fatia xnl(Rp X a) se pro
jeta sobre ¢ ao ponto Y_la e assim, duas fatias diferentes nao po
dem estar na mesma fibra de ¢. Segue que qualquer folha contem ao

maximo uma fatia de x.

Como cada ponto de U esta em uma fatia de x,

‘qualquer folha que toca U estd em exatamente uma fatia.

Logo x € regular.
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Proposigéo 1.9 - Quando 9 é uma distribuicao regular em uma varie
dade M, o conjunto M' das folhas de @ pode admi-

. © . '

tir uma estrutura C de forma que w e um submer-

sao de M em M'.

w & a projecao candnica de M sobre o conjunto M’

das folhas de Q definida por m+—> folha contendo m.
Prova:

Suponhamos que x:M > RY x R""P & uma carta re
gular em M com dominio U e seja U' = wU. Como x &€ regular qual-

quer folha que toca U o faz em exatamente uma fatia.

A fungdo x':M' + R"P definida sobre U' por

m p2(xm) onde m &€ um ponto de w ot N U, € portanto propriémeg

te definida.

Como x € uma injecao e sua extensao & um con-

junto aberto P,(xU), x' & uma carta em M'.

Os dominios de todas as tais cartas conjunta-
- . “ B
mente cobrem M' e mostraremos que e definida uma estrutura C nes

te conjunto.

Escolhamos qualquer ponto m'eM'. Mostraremos
que quaisquer duas destas cartas cujos dominios incluem m' sdo re

lacionadas diferencialmente em m'.

Consideremos o conjunto S de cartas regulares

' - N
em M e cujos dominios encontram L = folha w m'.

Duas tals cartas sao definidas como equivalen
tes se as cartas correspondentes em M' sao relacionadas diferen-

cialmente em m', o que da lugar a uma relagao de equivaléenciaemS.



poren

Seja S' uma classe de equivaléncia, a uniao

dos conijuntos (dominio x) {1 L, para todo x ¢ S' & denotado por
y(S') e & um subconjunto aberto nao vazio de uma subvariedade L
de M.

Se dois conjuntos V(S'), V(S") tem um pénto

em comum entao S',S" incluem cartas x,y com dominios U,V tais que

uUNnvnL+4oe

Como vimos, isto implica que X,y saoc equiva-

lentes e assim S'=8".

Segue que os conjuntos V(S'),Vv(S"),..., for-

mam um cobrimento disjunto de L.

Mas a variedade L € conexa e assim pode ter

somente um conjunto e uma s6 classe de equivalencia.

Nossa condicao & portanto satisfeita e temos

(e9]
uma estrutura C em M'.

Dado um ponto m &€ M, escolhamos uma carta re-
gular X de M cujo dominio inclui m e seja X' a carta corresponden

te de M'. Como

| X'® " Pow = x° ;7 8 = ptl,....,n

segue que w & diferenciavel e tem posto n-p em m.

Consequentemente w € uma submersac de M sobre

MT.



cAPITULDO 2

GRUPOS DE LIE

" Definicao 2.1 - Um grupo de Lie G € um grupo que fem a estrutura

de uma variedade diferenciavel e para o qual a a-

plicagao de grupo
B8:6xG » G
(gl :gZ)F"" glgz

€ diferenciavel.

Definigao 2.2 - Dado um elemento a de um grupo de Lie G, a fungdo

L.:G »~ G
a
g ag
é chamada translagao a esquerda.

Como a aplicagao de grupo 6 &€ diferenciavel,

L, & diferenciavel.

Sua inversa La—l & também diferenciavel e as-

sim L, é¢ um difeomorfismo de G sobre si mesmo.

0 mesmo se aplica a translacao a direita

Ra:gk+ g4

Proposicaoc 2.1 - Seja G um grupo de Lie

Entao a funcao VY:G - G

-1
grr g

& um difeomorfismo.
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Prova:

Como ¥ & uma bijegao e & sua propria fungao in

versa nos temos s6 que provar sua diferenciabilidade.

Basta mostrar que €& diferenciavel no elemento

unidade e, ja que dado g £ G

Y o=z Rg~1<aw o ngl

e a diferenciabilidade de ¥ em g segue da diferenciabilidade em e.

Para mostrar que ¥ € diferenciavel em e, esco

lhamos uma carta x de G com dominio U tal que xe = 0.

Exemplo 12.2.1 (Referéncia 1) mostrara que po

: . 2
demos escolher uma vizinhanga V de e tal que V T V
Denotamos a restrigao x/V por y

: n_p,n n -
Considerando f:R xR + R uma fungao represen

tante para ] que usa as cartas y X y e X para G x G e G respecti
vamente
Como
f(w,0) = w
segue que
i .
£.(0,0) = 6. (1,3 = 1,...,0)
J i3
Usando teorema da funcao implicita, existem vizi-

nhancas U' e V' de 0 em R tal que a um elemento dado w € U' cor-

H

responde um uUnico elemento v & V' tal que
flv,w) = 0

e a funcdo x:w » v & diferenciavel.



Como y € uma fungdo representativa para se-

ue que ¥ & diferenciavel em e.
g

Como vimos um grupo de Lie & um grupo que tem
a estrutura de uma variedade diferenciavel pela qual as fungoes de
grupo sao diferenciaveis, mas com isso restringimos a topologia

da variedade.

Definigao 2.3 - Um grupo topoldgico G & um grupo que tem a estru-

tura de um espaco topolbgico, pela qual as fun-

¢oes de grupos

5:6xG » G e

v:G - G
sao continuas.

Segue da proposicao 2.1 que o grupo de Lie
com topologia induzida por sua estrutura diferenciavel & um grupo
topoldgico.

Um subgrupo de um grupo topoldogico G que seja

um subconjunto aberto de G & chamado subgrupo aberto de G.

Um subgrupo aberto H de G e necegssariamente

fechado, ja que seu complemento G-H & a unido de todos os abertos

gH, onde g ¢ G~H, e assim & aberto em G.

Proposicao 2.2 - A componente Ge contendo a unidade e do grupo to

pologico G é um subgrupo normal de G.

As outras componentes sao as co-chasses de Ge

Prova:
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Como G € um subconjunto conexo de G, G, x 6

(O3

conexo e assim 8(G, x G_) € uma vizinhanga conexa de e.
Segue que e(ee X Ge) C G,
Mas G;l = ¥G_, também € um vizinhanga conexa de
. -1 ,
e e assim Ge - Ge

Consequentemente Ge € um subgrupo de G.

Como uma translacao em G € um homomorfismo de

G sobre si mesmo.

Se g ¢ G, gGeg—l € portanto uma vizinhancga de

e e assim permanece em Ge
Segue que G_ € um subgrupo normal de G.

Se Gg € uma componente de G contendo g, um ar

gumento similar msotra que gG_C Gg e portanto g~ngC:.Ge
Concluimos que

Gg = gGe

Proposigao 2.3 - Se o espago subjacente do grupo topoldgico satis

faz o axioma de sepragao T, entao satisfaz o axi

1

oma mais forte T2.
Prova:

Primeiro mostraremos que qualquer ponto dado

g € G que & distinto de e & separado de e.

Como G tem Tl_ topologia, podemos escolher u-
ma vizinhanga U de e que nao contém g. Entao exemplo 12.2.2 (Refe

rencia 1) mostra que existe uma vizinhanca V de e tal que V_lVCZU.
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Logo Vg e V sao vizinhangas disjuntas de g e e
respectivamente. Ja que h pertence a suas intersegdes entdo exis-
te um ponto k g V tal que kg = h. Mas entao

h e vilveu

g = =
e isto € uma contradicao.

Mais geralmente, supohamos que g,g' sao pontos

distintos de G.

Os pontos e e g—lg' admitem vizinhangas disjun

tas w e w'. Consequentemente g, © & sao vizinhancas disjuntas
de g e g'.
Proposicao 2.4 - A variedade subjacente de um grupo de Lie conexo

admite uma base contavel para sua topologia.
Prova:

Escolhamos uma vizinhanga coordenada U da uni-

dade e tal gque U = U_l.

Como U € homeomérfico a um subconjunto aberto
de Rn, podemos escolher um subconjunto contavel S de U que seja
denso em U,

. -1 - - -
0 conjunto S=8'U(S") =S . esta em U e e, cer

tamente, denso em U.

Denotemos por Ho grupo gerado por S, que Ccon-

siste de todos os produtos finitos de pontos de S.

H é portanto contével e nossa proposigao segue
da proposicao 3.3.6 (Referéencia 1) se mostramos que OS dominios

coordenados {hU}, ¥h ¢ H conjuntamente cobrem nosso grupc de Lie.
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Temos que mostrar que qualquer ponto g e G per

manece ao menos em um tal dominio.

Como G € conexo, G € gerado por U e assim
g % 8189>---58, onde g e U;a = 1,...,p

~Como a aplicacao de grupo 0 € continua, exis-

te uma vizinhancga Ua de g4, tal. que

Como S & denso em U, existe um ponto s, €S

tal que S, € Uu;o produto
h = s,s,..... spe H e he gU
Consequentemente

g e hU™Y = wU

Definigao 2.4 - Um grupo de Lie H que € ao mesmo tempo um subgrupo e
uma subvariedade de um grupo de Lie G e dito um

subgrupo de Lie de G.

Proposicao 2.5 - Um subgrupo H de um grupo de Lie G que & uma sub

variedade regular de G & um subgrupo de Lie de G.
Prova:
Seja J:H - G a injecao natural

A aplicagao de grupo 6:6 x G da lugar a uma

funcao diferenciavel

Bo(iJxj):H x H - G
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que tem valores em H proposigao 5.4.3 (Referéncia 1) mostra  que

isto induz uma fungdo diferencidvel
HxH~»H

que &€ a aplicagao de grupo para H.

Definigao 2.5 - O subgrupo de Lie H de G serd dito conexo se a va

riedade subjacente €& conexa.

Proposicao 2.6 - A componente G, que contém a unidade e de um gru

de Lie G & um subgrupo de Lie conexo de G.

Proposigao 2.2 mostra que as componentes de
um grupo de Lie saoc as co-classes a esquerda de Ge em G, e como
sao subvariedades regulares de G a bijegao de G, sobre Gg determi

nada pela' translacaoc a esquerda Lg sao difeomorficas.

Proposigao 2.7 - Cada componente de um grupo de Lie G & uma subva

riedade aberta conexa de G com uma base contavel

para sua topologia.
Prova:

Ver proposicao 2..4.

Definicao 2.6 -~ Um campo de vetores X em um grupo de Lie G diz-se

que ¢é invariante a esquerda se € invariante sob

todas as translagces a esquerda de G.

Se denotarmos a diferencial de L por

a,:TG » TG entdao X €& invariante a esquerda se e sé se

X(agl)=a (Xg) para todo a,g € G
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Umn campo vetorial invariante a esquerda X so-

bre G & determinado por seu valor naunidade e ja que

X, = a,(Xe) para todo a g G

Reciprocamente proposigao 2.8 mostrara a se-
guir que se v ¢ T G entdo g++ g,v &€ o campo vetorial invariante a

esquerda cujo valor em e & v.

Usando a operagao colchete para definirmos mul

tiplicacao, o conjunto DG de campos vetoriais invariante a esquer

“ da sobre G tem uma estrutura de Algebra de Lie de mesma dimensao

de G.

Proposigao 2.8 - A funcao DG - TeG definida por Xt X & um 1iso-

morfismo do espago vetorial DG sobre TeG.
Prova:

Como qualquer campo vetorial invariante a es-
querda X e determinado por seu valor em e, a fungao X~ X € um

isomorfismo de espagos vetoriais DG em T G.

Para mostrar que esta fungao & sobrejetiva em
TeG escolhamos um elemento v ¢ TeG e mostramos que a funcao X de-
finida por g g v & um campo vetorial de G invariante a esquerda

cujo valor em e & v.

Identificando T(G x G) com TG x TG nos defini

mos uma funcao diferencial G » T(G x G) por g+— (og,v).

Segue da proposicao 4.5.2 (Referencia 1) que
X & a composigao desta fungao com 6, onde €:6xG - G & uma aplica

gao de grupo.
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X & portanto diferencidvel e assim € um campo

vetorial sobre G e & invariante a esquerda ja que se a,g € G

a,(Xg) = a (g,v) = (ag) v = X(ag)

e seu valor em e &

Definicao 2.7 - Se v,w ¢ T G e se X,Y sao campos vetoriais inva-

riantes a esquerda sobre G tal que

definimos ,
[vow] = [x¥],
Com esta estrutura adicional, T_G & chamado de

Lie de G e € denotado por LG.

Proposicao 2.8 mostra que se ViseeeaV e um
base para o espago vetorial TeG entao o campo de vetores Xl"" .
onde Xr € definido por g > g,V..» forma uma base para LG.

Segue que

_ h C.
[Xi,XjJ = g Cinh (h,i,j=1,...,n)

- . h -~
Os numeros reals Cij sao chamados constanteseg

truturalis de G.

Em termos da base dada, multiplicacgaoc em LG €

dada por

[vi,vj] = I Cij vy, (h,i,j=1,...,n)
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Por outra parte, se S & uma subalgebra de LG entao [A&AB]EQ e as-

sim @ € involutiva.

Proposicao 2.10 - "Seja H um subgrupo de Lie de um grupo de Lik G

e J:H - G a injecao natural entao 3 e & isomor

fismo de LH sobre uma subalgebra de LG.

H € uma variedade integral da distribuicao in-

‘variante a esquerda sobre G cujo valor em e é j*(TeH).

Prova:

Como j € uma imersao, j'e é um isomorfismo do

espago vetorial TeH sobre um subespago vetorial de TeG'

Vamos mostrar que praserva o produto. Escolha-

mos um elemento a e TeH e seja
J %da
Se L'H é a translacdo a esquerda de H por um elemento h € H entao

(1) L ojzjoL’

h h

Consequentemente o campo vetorial invariante a esquerda B sobre G
Q

" determinado por b € j-relacionado ao campo vetorial invariante a

esquerda A determinado por a.

Segue proposigao 7.5.2 (Referencia 1) que, quan

do a

1 € um outro elemento de T_H, os campos vetoriais

.[B,BIJ e [A,AlJ

sdo tambem j-relacionados sé se

jufee] © ooha]



36

A subalgebra j$(TeH) de L.G determina uma distribuigao invariante

a esquerda 0 sobre G.

Se h ¢ H, segue de (1) que

= ol = (7 ' =3 (T
2h (Lh*O]*)TeH (3*0Lh*)TeH j*(_hH)

Logo H € uma variedade integral de Q.

Obs.: 1) Se H € um subgrupo de Lie de G, existe uma subalgebra de

LG que € isomorfica a LH

2) LH é formada por todos os campos vetoriais invariantes a

esquerda sobre G que sao tangentes a H em e.

Proposigao 2.11 - Seja S uma subalgebra de LG, hd um Gnico subgru

po de Lie conexo H de G tal que j, e & um isomor
fismo de LH sobre S onde j & a injecao natural

de H » G.,
»Prova:
A distribuigao invariante a esquerda § sobre
G tal que Qe=S é integravel.
Seja H a folha de Q contendo e.

Se g & qualquer elemento de G, a fungao Lgoj
€ um mergulho de H sobre G e desse modo seu percurso gH recebe u-

ma estrutura de subvariedade de G difeomdérfica a H.

Como © € invariante a esquerda a variedade gH
€ também uma variedade integravel de Q, e como é conexa esta na .

folha K de Q@ contendo g.
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Realmente, deve coincidir com esta folha, por

. -1 .
que de outra forma o conjunto g “K, com a estrutura de subvarieda
de difeomorfica aK, seria uma variedade integral conexa de § con-

tendo e e tendo H como subconjunto proprio.
Em particular, se g € H segue que gH=H.

Esta igualdade implica que, se g,h ¢ H entao

gh € H e,'como e € H entao gml e H.

Consequentemente H & um subgrupo de um grupo

de Lie G as co-classes a esquerda sao as folhas de q.

Para mostrar que H € um subgrupo de Lie de G,
temos que mostrar que a aplicagao de grupo Y:H.H » H que é induzi
da pela fungao diferencial go(j.j):H.H » G elas mesma diferencia-

vel.

Como H & uma subvariedade conexa de G, impli-

ca que permanece na componente G_.

Considerando proposicao 27, & uma subvarieda-

de de Ge e tem uma base contavel para sua topologia.

A diferenciabilidade de ¥ segue da proposigao

Como H € uma subvariedade integral de @

j*<TeH) = Qe = S
e consequentemente proposigéo 2.10 mostra que jme € um isomorfis-
mo de LH sobre S.

Para estabelecer a unicidade de H, suponhamos

que H' &€ um subgrupo de Lie conexo de G tal que j' & um isomor-
. e



38

fismo de LH' sobre S, onde j':H' + G & a injecdo natural.

H' & também uma variedade integral de £ con-

tendo e, e, como & conexa € uma vizinhanga de e em H.

Consequentemente H é gerado por H' e isto im-

plica que

H = H'.
Obs.: No caso especial quando S=LG € claro que o subgrupo de Lie
H é G_. Qualquer grupo de Lie tem uma algebra de Lie real

de dimensao finita. Ver (Referencia 9) teorema de Ado's.

Proposicao 2.12 - Qualquer campo vetorial invariante & esquerda X

em um grupo de Lie G & completo.
Prova:

Existe uma curva integral c de X que comega

em e e suponhamos que tenha dominio I.
~ - O -
Entao se g e um ponto de G, a curva cg=Lg c e

uma curva integral de X que comega em g e também tem dominio I,

*ja que, como X & invariante a esquerda.

cg = Lg*Oc = LgsoXoc = Xocg

entao proposigaoc 8.2.5 (Referencia 1) mostra que o campo vetorial

X &€ completo.

Definicdo 2.9 - Suponhamos que v € qualquer vetor de TeG e que Xv

e o campo vetorial invariante a esquerda sobre G

-tal que Xve:v.
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Se ¢ € uma curva maximal integral de Xv come-

gando em e a fungao exp:T G » G
vi— cf
é chamada funcao exponencial do grupo de Lie G.

Vejamos esta fungao sobre outro ponto de vis-
ta.

Os campos vetoriais invariantes & esquerda so
bre um grupo de Lie G de dimensao u forma um espago vetorial real

LG da mesma dimensao.

Um base X “’Xn de LG & uma paralelizag&asg

12
bre G e assim determina uma conexdac linear de G.
Segue seccao 9 (Referencia 1) que esta cone-

xao nao depende da nossa escolha de base.

0 Spray associado & chamado Spray invariante a

esquerda sobre G.

De acordo com proposigao 10.3.1. (Referencia
1), a geodésica maximal K deste Spray, com condigao inicial v e

uma curva maximal integral comegando de T'v em um campo invarian-

' te a esquerda gr gs.

0 Spray invariante a esquerda € portanto com-
pleto e sua aplicagdo exponencial v+— K& & definida sobre TG e €

denotada por Exp_ que € diferenciavel.

Proposicao 2.13 - A geodésica maximal com condicao inicial v eT G
do Spray invariante a esquerda sobre um grupo

de Lie G € a curva Exp tv.
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Prova:

Segue da proposicao 10.5.1. (Referencia 1)

expsv = Expesv ¥s ¢ R

Proposicao 2.14 - Se v ¢ TG e se r;s ¢ R entao
exp(r+v)v = (exprv)(expsv)
Prova:

Como exptv & uma curva integral de um campo
vetorial g+ gj comegando em &, segue do lema 8.2.1 (Referencia
1) que exp(r+t)v & uma curva integral deste campo vetorial come-

cando em exprv e consequentemente
exp(r+t)v = (exprv) (exptv)

isto € verdade sobre R em particular para um ponto s.

A proposicao 2.14 mostra que exptv:R - G €
um homomorfismo diferencidvel do grupo aditivo de Lie R no grupo

de Lie G.

Qualquer homomorfismo diferenciavel de R em

G & chamado um subgrupo a um-parametro de G.

Proposicdo 2.15 - Qualquer subgrupo a um parametro ¢ de um grupo

de Lie G & igual a exptv para um unico vetor
; i vV € TeG
Prova:

Como ¢0 € a unidade e de G o vetor

v = ¢0 pertence a TG
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Seja X um campo vetorial invariante a esquer-

da sobre G tal que

Como ¢ € homomorfismo

-¢oks = L¢SO¢S onde s £ R

onde A _ & a translacdao a-+ a+s sobre R.
o

Como o campo vetorial 3/9t é invariante sob qualquer tal transla-
cao

6570, (g (B/AT) )=(Ly ) (00)=X(45) 5

¢

segue que ¢ € uma curva maximal integral de X comegando em e e

assim deve ser exptv.

Proposigao 2.16 - Seja H um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G

e j a injecao natural de H em G.

Entao
exp o j*e = joepo
Prova:

Suponhamos gque U € TeH e seja v=j u

Como vimos na prova da proposicao 2.10, os campos vetoriais inva-
riantes a esquerda X,Y sobre G,H respectivamente determinados por

n,v sao j-relacionados.

Considerando proposicao 8.4.1 (Referéncia 1)

jo(epotu) €& uma curva integral de X, que comega em e. Consequen-

- |
temente esta curva e a curva exptv. i
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Segue que
j(epou) = expv = exp(j*eu)

Esta proposicao implica que quando um vetor
A > TeG é tangentela um subgrupo de Lie H o contra doeminio (ima-
gem) da curva exptv permanece em H. Ha uma reciproca da proposigao
2.16.

Com a restrigao sobre a topologia de H.

Proposicac 2.17 - Seja c uma curva em um grupo de Lie G cuja ima-

gem esta em um subgrupo de Lie H.

Se H tem uma base contavel para sua topologia en

tdao cada vetor '¢s € tangente a H.
Prova:

Seja H uma variedade integral de uma distri-

buigcao integravel sobre G. -

Segue Proposicgao 12.3.4 (Referéncia 1) que e-
xiste uma fungao diferenciavel

c:R » H definida por

c = joc!
consequentemente

H

és = j (c's)
se s pertence ao dominio de c.

Obs.: Seja G um grupo de Lie

Uma escolhe de base para TeG determina um isomorfismo pa-



drao de Te

b3’

n . . - .
G sobre R, se este isomorfismo e usado para iden

. . n ~ .
tificar R° com TeG entao, como temos visto no caso geral de

um Spray,

ta normal

ir outra classe

tores v sV

102V

consideremos a

1,...,p

i

onde o

a aplicagao exponencial TeG + G determina uma car

em alguma vizinhanga de e em G.

Usaremos esta estrutura de grupo para constru

de cartas de e.

Suponhamos que nos e dado um subespaco S de

i
Escolhamos uma base de TeG cujos primelros ve

formam uma base de S.

Seja § o isomorfismo correspondente TeG » Rr"

fungao x:T_G » G definida por
x=(exprs *v ) (exprsSv )
o s
e s=p+l,...,n

Se f:G » R é qualquer fungao diferenciavel cu

jo dominio inclui e, entao

onde i=1,...,n

(3/38 " (fox))y = (a/dt(foexpty,)),

Como exptvi € uma curva integral de um campo

vetorial invariante a esquerda X sobre G tal que Xe:vi, proposi-
i

gao 8.5.1 (Referéncia 1) mostra que

(d/dt(joexptvi))O = v, f



n

Conseqguentemente se X €& uma carta normal asso

ciada com abase dada de TeG

uéz (x]ox)o = (—EI - e 3.
N 3x J

e x e portanto um difeomorfismo sobre uma vizinhanga de 0 em T.G.

. - n .
Quando identificarmos Teb com R, a inversa w

deste difeomorfismo &€ uma carta de G cujo dominio inclui e.

Obs.: Suponhamos agora que S & uma subalgebra de L.G.
i Entao como vimos nas proposicoes 2.9, 2.10, 2.11, S determi
na uma distribuicao intégrével 2 sobre o grupo de Lie G.
A fOlha através de e & um subgrupo de Lie conexo H de G e

as folhas restantes sao as co-classes a esquerda de G.

Proposigao 2.18 - A carta w € uma carta lisa para a distribuigio Q

determinada por S.
Prova:

Como a dimensao de Q € P, basta mostrar que o

campo vetorial 8/ ow™ (a=1l,...,P) pertence a Q.
Para fazer isto, seja V o subespago de TeG
complementar a S expgndido por Vp+l""’vn

"Escolhamos qualquer ponto

g = (expviexps)

onde v ¢ V, s S no domimio da carta w.
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Dado um inteiro B tal que 1 ¢ 8 < p, conside-

remos em WB a curva coordenada

§ = (expv)(exp(s+tv8))v

Como

...3... g = SO

BWB

nos mostraremos que 60 € Qg, e para fazer isto, definimos uma cur

va c:R » G tal que

exp(s+tv,) = (exps)c

B

De acordo com a proposigao 2.16, exp(s+tv,) permanece em H para

B

todos os valores de t e assim a imagem de c esta em H.

Proposigao 2.17 mostra que <0 é tangente a H

e assim estar em Qe.

Como § = g, e @ € invariante a esquerda
§o = g¢(é0) e Qg

Obs.: Qualquer subgrupo H de um grupo de Lie G age como um grupo

de transformacoes sobre G com a fungao GxH =+ G

(g,h)+— gh
Proposigao 2.19 - Seja V um espago vetorial real de dimensao n com
a topologia padrao.
Se {Va} (¢=1,...,n) &€ uma sequencia de vetores

nao nulos de V convergindo a zero, existe uma subsequéncia {aacm}

tal que a sequéncia'{ca} de vetores tem limite nao nulo .
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Prova:

Escolhamos uma base para V e entao fagamos a

identificagdo padrZo de V com R"

Cada vetor Vo pode ser expressado como basq,

n-1 - n-1 - .
onde S, € S e bu > 0. Como a esfera S e compacta e satisfaxz

o0 primeiro axioma de contabilidade, {Sa} admite uma subsequencia

e c ,oon=1
convergente {Qy(a)} com limite zeS

Tomando a, - by(a) e Ca = Sy(q)

a subsequéncia'{aaga} de {Va{ tem a propriedade requerida.

Proposigao 2.20 - Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G

Se {Ca} (¢=1,...,n) & uma sequencia de vetores
de TeG com limite ¢ tal que exp(aaca) e H, onde {aa} € uma sequen
cia de nimeros reals nao nulos com limite zero, entao, exp Ay e H
para todo A ¢ R.

Prova:

Dado A & R, escolhamos um inteiro n, tal que

(A-n_a | < |a_|
aal o

e entao A € o limite da sequencia {nuao}

Entao Xz & o limite da sequencia {naaaca}
e portanto como a aplicagido exponencial € continua, explg & o li-

mite de'{exp(naaa;a)}b mas segue da proposigao 2.1lu que

n
exp(n_a ) 3 = (expa ¢ ) =
a oo ¢oo
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e assim qualquer valor desta sequéncia esta em um subconjunto fe-=

chado H de G.

Consequentemente exp AL ¢ H.

Lema 2.1 -~ Seja c:R -» G uma curva comegando em e cuja imagem esta

em un subgrupo fechedo H de um grupo de Lie G.
Se ¢ = c0 entdo exp Ar ¢H, para todo ) ¢ R.
Prova:
Para valores suficientemente pequenos (mas ndo
nulos) de t podemos definir ¢ como |

s— exp s(ks)

onde k & uma curva em TeG

Escolhamos uma sequéncia {a ¢t (gq=1,....) de
o
nimeros reais pertencentes ao dominio de k que tenha limite zero.
Entao a sequencia associada {Ca = kau}de veto
res de T_G tem limite c0. Para provar isto, escolhamos uma carta

normal X em e e seja
i

K o= L kY (3/oxT)
e

Entao se C = xocC

C: = xl(exp s(ks)) = s(k's)
Segue que
! . 1im yi _lim ts - (dCl)
T kTg = 2 =
s-+0 s=0 N
’ S dt
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e portanto

lim {z } = 1im {ka } = ¢O
a a
Por hipOtese, exp at, € H e assim nosso lema & uma consequencia
QL
imediata da proposicao 2.20.

Com o objetivo de mostrar que um subgrupo H

de um grupo de Lie G que & um subconjunto fechado de G
ou &€ um subconjunto descrito

ou admite uma estrutura de um subgrupo de lLie

de G

Suponhamos que H & um fechado e conexo do gru

po de Lie G.

Definamos um subconjunto S de TeG que devera

ser uma subalgebra de LG e entao mostraremos que o subgrupo de

t

de Lie conexo correspondente de G tem o mesmo subgrupo subjacen-

te de H.

Lema 2.2 - 0 conjunto S de vetores v ¢ TeG tal que exp Av eH, pa

ra todo X ¢eR & um subespaco vetorial de T 6.
Prova:

Consideremos a curva c:R -+ G tal que

c = (exptv)(exptw) onde v,w ¢ S.

Segue da formula de Leibniz's que

c0 = v + w
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Como a extensao de ¢ permanece em H, lema 2.1 implica que v+w € S

Como
exp Alav) = exp(ral)v se a € R, segue que se
v € S entao av ¢ S.
Proposicdo 2.21 - O espago vetorial S & uma subalgebra de L.G.
Prova:

E trivial se $=0 ou TeG

Caso contrario seguird da proposigao 2.19 se
pudermos provar que a distribuicao Q, definida em G por g— g S &

integravel.

Mostraremos que a carta w construida para pro
posigao 2.18 é uma carta lisa para § e para fazer isto usaremos a
notacdo da proposicgZo 2.18; nosso propdésito € o mesmo, porque nos

pretendemos mostrar que c0 permanece em e o que implica em
60 = g (c0)

permanecer em {g.

Pela definigao de S implica que exp(s+tv,) es

B
ta em H para todos os valores de t.
Consequentemente a extensao de ¢ estd no sub-

grupo fechado H e segue do lema 2.1 que c0 permanece em fe.

- -1
Se g e um ponto dado de G, a carta wolg e

uma carta lisa para 9 cujo dominio inclui g.

Consequentemente Q & uma distribuigao integra

vel.
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Proposicao 2.22 - Um subgrupo conexo fechado H de um grupo de Lie

de G
ou é a unidade e

ou admite a estrutura de um subgrupo conexo de

Lie de @G.
Pfova:

Com a topologia de subconjunto conexo, H é
un grupo topologico.
Considerando a subdlgebra S de LG determinada

por H como na proposicac 2.21, suponhamos que S:TeG.

Como exp T_G ¢ conexa, esta na componente G,
de G. Usando proposigac 23 segue que o dominio expS' de uma carta
normal gera Ge'

Mas

expS'C expSC H

e assim expS' €& uma vizinhanga de e em H e gera H. Consequentemen
te o conjunto subjacente de H e Ge coincidem e assim H admite a

estrutura de subgrupo de Lie Gy -
Suponhamos que 0 # S # T G

Usaremos S e o subespago complementar V &aTéG

para construlr uma carta w como na proposicao 2.18.

Restringimos w de tal maneira que sua exten-
sao &€ §(S'+V') onde S',V' sao vizinhancas de 0 em S,V respectiva-

mente.

Escolhendo V' suficlentemente pequena podemos

assegurar que o dominio U' da restrigido satisfaz.



(1) U' M H = expS!
Se este nao fosse o caso, poderiamos escolher
uma sequencia {V&} de vizinhancas de C em V convergindo a 0 e pa-
ra cada o existiria um vetor nao nulo vy € V& e um vetor s € S!

tal que
- Y o= Y
(expva)(expsa,(m H
Segue que exXpv ¢ H e portanto, como a sequég

cia {Vu} de vetores nao nulos de V converge a 0, proposicoes 2.19
e 2.20 mostraram que existe um vetor nao nuleo ¢ & V tal que

exp Az € H, para todo X ¢ R:
Logo ¢ ¢ S & uma contradigao.
Podemos supor que a equacao (1) & satisfeita.
Proposigao 2.11 nos diz que a subalgebra § de
termina um subgrupo de Lie conexo H' de & tal que
S =3, (T H"
se segue da proposicao 2.16 que

expS?! = epo,S”

onde S" & uma vizinhanga de 0 em TPH’.

Assim expS' esta em H' e, como exXpy, @ge como
um difeomorfismo em alguma vizinhanca de O em TGH', contém uma vi
zinhanga de e em H'. Portanto expS' gera H'.

Por outra parte, Ul H' é uma vizinhanca de

e em um grupo topoldgico conexoc H e assim gera H.



Os conjuntos subjacentes de H e H' coincidemn

e H admite a estrutura de subgrupo de Lie H'.
Finalmente, suponhamos que S$=0.

Seja V' uma vizinhancga de O enm T,6 sobre a

qual a funcgao exp & um difeomorfismo.

Escolhendo V' suficientemente pequena pode-

assegurar que

(2) expV'{} H = e

Se este nao fosse o caso, poderiamos esco-
lher uma sequencia {V&} se vizinhancgas de O em V' convergindo a
0 e para cada o existiria um vetor nao nulo Vg sV(1 tal que

T G
e

iu]

expv € H que implica na existencia de um vetor nao nulo ¢
a :
tal que ¢ € S. Como isto € impossivel, podemos supor que a condi
gdo (2) & satisfeita.
Segue entao que e & um subconjunto aberto de

H e assim gera H.

Consequentemente H = e.
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CAPITULO 3

TRANSFORMAGOES EM GRUPOS DE LIE

Definigao 3.1 - Um grupo de Lie G & dito que age em uma variedade

diferenciavel M como um grupo de transformacac de
Lie se € dada uma sobrejegao global ¢:6xM - M que
é diferenciavel e tal que se g,h € G e m & M

(1) (g, o(h,m) ®(gh,m)

i

Se g ¢ G entao d@:M -~ M dada por m— P(g,m) &

composicao de fungCes diferenciidveis.

Logo equacao (1) fica
¢),go (hh - (bgh

Como ¢ e uma sobrejecao <% ¢ a identidade so-

bre M, 332 que se m € M existe m' € M, h € @ +tal cue
9 . ] 4

hm! = m
h
e assinm
m = o¢, Jm' = m' = m
%& <(% mh (%h

segue que qé e <%~l sao fungoes inversas entre se e<%:M -~ M & um

difeomorfismo.



Definigao 8.2 - Um conjunto A de M €& dito invariante sobre G se

¢(GxA) C A
onde G age como um grupo de transformacoes sobre M.
Obs.: G preserva a relacao de equivaléncia P sobre M se:

(ml,mz) e p e ge G entao (gml’ng) £ D

Definigao 3.3 - Se m € M, a fungao @m:G -+ M, definida por

g— &(g,m) & diferenciavel.
Seja ZFM + TM tal que m»é-q%*v onde v ¢ TQG.
Identificando T(GxM) com (TG)(TM) definimos
M.+ T(GxM)
m— (v ,0m)

R(G,M) & o conjunto de campos vetoriais Z sobre M

gque aparecem desta forma

e mais v:R(G,M) -+ TeG
Vi 7 é¢ um homomorfismo.
Proposicao 3.1 - A curva maximal integral de um campo vetorial in

|

variante a direita Y sobre G que comega em e

[ORY

exptv, onde
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¢

Prova:
Se X € um campo vetorial invariante a esquer-
da sobre G tal que Xe=v entao

Y = Wmof~X)oW

A curva maximal integral de -X gue comega em
e € exp(-tv) e portanto, como -X e Y sdo ¥Y-relacionados, Yoexp(-tv)
€ a curva maximal integral de Y comegando em Y .

Proposigao 3.2 - Seja Z & R(G,M) tal que Z=yv entao (exptv)m.é u-

ma curva integral de Z com dominio R comegando

em m g M.
Pprova:

Como Y ¢ G e tal que Ye:v e %n relacionado a
Z, segue da proposicao 3.1 que ¢mo(exptv) €& a curva integral de 7Z

ha -
com dominio R comegando em LECH

Proposigao 3.3 - Seja G um grupo de Lie que age efetivamente so-

bre uma variedade de Hansdorff M como um grupo

de transformacao de Lie.

Entao o homomorfismo y:RG ~ R(G,M) & um iso-

morfismo.
Prova:

Supornhamos que yv € o campo vetorial nulo so-
bre M. Logo a curva integral de um tal campo € uma fungao constan

te e assim proposigao 3.2 implica que



exp(tv)m = m, para todo m € M
Como G age efetlvamente
exptv = e, para todo t

logo

Como seu nucleo e zero, v e um isomorfismo.

-

.4 - A classe de equivaléncia que contém um ponto m &

w

Definigao

a extensao da fungao ¢ ,:6 > M que denominamos or

bita de m.

.

Definigao 3.5 - 0 conjunto Hm = (¢;l)m consiste daqueles elemen-

I

- tos de G tal que g, = m que denominamos grupo 1so0

trépico em m, que & um subgrupo de G.

0s grupos isotrdpicos em pontos equivalentes

de M, séQ subgrupos conjugados considerando que se m’:gm entao
=1y 4 . -1
(gng )m'=m' e portanto gng C H e
Um argumento similar mostra que gHm,gmlc: H,
e consequentemente Hm’ = gng~1.

Se m € um ponto dado de M, ¢,:€ » M projeta a
una fungao sobre o conjunto quociente G/Hm; Wm:G/Hm + M definida

por gHﬁ~+ 8o cuja extensao é uma Orbita de m.

Sendo G um grupo de transformacgoes de Lie so-

bre uma variedade Hansdorff, H_ ¢ fechado em G e &



ou um subconjunto descrito de G

ou admite uma Gnica estrutura como variedade

regular de G.

Se m‘:grn temos visto que Hm e Hm’ correspon-

dem sob um difeomorfismo LgoRg~l:G » G.

Os grupos isotropicos em pontos de uma Orbita

sao portanto
1) ou discretos

1i) ou admitem ser subvariedades regulares de

G.

Se Hm (aberto) entao cada grupo isotrdépico &

uniao de componentes de G.

Se G tem numero finito de componentes  entao

G/HTrl é finito e Gm consiste de um numero finito de pontos.
sl

Definicao 3.6 - G age transitivamente sobre M se, dado quaisquer

o

dois pontes my M, € M, existe g ¢

entao existe uma Unica orbita qu

tal que mfgml

o proprio M e

®
®

assim para todo m e M; Wm:G/Hm +~ M &€ uma bijecao

e (6,T,)/H = M.

Definigao 3.7 - Um grupo G de transformacdes de uma variedade de

Hansdorff M & um grupo de transformagoes de Lie
se admitir uma estrutura de grupo de Lie tal que

i) a fungao &:{(g,m) > g ¢ diferencidvel

~11) se X € qualquer campo vetorial completo sobre
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M que e tangente a G, o homomorfismo sw+-WS e

um subgrupo a um.parametro de G.

Un grupo de Lie G de transformagoes de M tem
a estrutura de um grupo de transformagoes de Lie G agindo efetiva

mente sobre M.

Proposigao 3.4 - Uma condigao necessaria para um grupo G de trans

formagoes de uma variedade de Hansdorff M admi-
tir uma estrutura de um grupo de Lie de transfor
magoes de M é que o conjunto dos campos veto-
riais compietos sobre M tangentes a G seja . uma

algebra de Lie-finita-dimensional.
Prova:

Suponhamos que G e um grupo de Lie de trans-
formagoes de M, qualquer campo vetorial yv de R(G,M) € completo e
proposicao 3.2 mostra que as transformacgoes Y sao dadas por
m— (expsv)m e assim pertencem ao grupo G. yv & portanto um campo

vetorial completo sobre M que & tangente a G.

Por outra parte, suponhamos que X & qualquer
campo vetorial completo sobre M que €& tangente a G e WS as trans-

formagoes correspondentes de M.

Condicao 1i1) estabelece que s—- ¥ e um sub-
grupo a um.parametro de G e assim proposicgdao 2.15 mostra que

Yom = (expsv)m para um unico v € TeG.

Consequentemente os campos vetorials X e vyv

tem as mesmas curvas integrais maximais e devem coincidir.
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R(G,M) portanto consiste de todos os campos

vetoriais completos sobre M que sao tangentes a G.

Definicao 3.8 - Suponhamos que X "Xn sao campos vetoriails in-

17

dependentes que define uma paralelizacao sobre u-

ma variedade Hansdorff M.

Qualquer campo vetorial thX w e Rj; h=1,...,n

h’

sera chamado campo vetorial paralelo sobre M.

€

Proposigao 3.5 - Se X & um campo vetorial paralelo sobre uma vari

edade de Hansdorff com uma paralelizacao a fun-
cdo ExpX:M - M é um difeomorfismo e Exp(-X) & a

sua inversa.
Prova:

Escolhamos qualquer ponto m no dominio de Exp X
e seja y a curva integral maximal de X que comeg¢a em m. A curva ¢
definida por s~ y(l-s) € uma curva integral de -X que comeca em

ExpXm. Consequentemente
(Exp-X)(ExpX) = ¢l = y0 = m
Segue que

(Exp-X)o(ExpX)m = m

Isto & a equagao correspondente para O campo vetorial paralelo -X

juntos provam a proposicao.
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Proposicao 3.6 - Se X & um campo vetorial paralelo sobre uma va-

riedade de Hansdorff com uma paralelizacgao e se

a,b € R entao
(ExpaX)o(ExpbX) = Exp(a+b)X.

Prova:

Denctemos por ¢ o fluxo do campo vetorial X.
A proposicao segue imediatamente da equacao 8.31 (Referencia 1)

onde mostra que
¢(a,m) = (ExpaX)m

sempre que qualquer dos dois lados seja definido.
Suponhamos que ¢(a,m) seja definido.

Se y & uma curva integral maximal de X gue co
meca em m, a curva c definida por s~ y(as) &€ uma curva integral

de aX que comeca em m. Consequentemente
(ExpaX)m = ¢cl = ya = ¢(a,m)

Um argumento similar mostra que isto & verda-

deiro quando (ExpaX)m & definido.
Obs.: Suponhamos que M €& uma variedade de Hansdorff com uma para-
lelizacgao.

Usaremos a funcao exponencial para construir

um tipo especial de carta para M. i

Dado qualquer ponto m € M existe uma bijecao

‘natural Am de MxT M sobre TM definida por (g,v)— Xg onde X & um

campo vetorial paralelo sobre M tal que Xm:v.



Se y é uma carta padrao correspondente para

uma base vl,v2,...,vp de Tmm entao
Am(g,v) = Z(yiv)(Xig)
onde Xi & o campo vetorial paralelo tal que
X.m = v, ;0 1=1,...,n.

Suponhamos que nos & dado um subespaco pro-
prio S de,TmM. Escolhamos uma base para TmM de modo que os pri-

meiros vetores vl,...,vp sao uma base para S. Consideramos a fun

cao x:T M ~ M definida por
~ ' S o
x = Exp L vy Xs(Exp y va)
onde a=l,...,p,s=p+l,...,n. Entao x & ilgual a composigao

ExpoAmo{Exp(Zyava),ZySVS}

e & portanto diferenciavel

Além disso, se f:M + R € qualquer funcao di-

ferenciavel cujo dominio inclui m entao

% (fox) = [ F(Exptv.) = v.f
oy ™ at * *
0 0
porque Exptvi € uma curva integral do campo vetorial Xi' Conse-

gquentemente 'se x € uma carta normal associada com a base dada de

T M
m
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*—I (XJOX) T =
3y . x> ) J

e X & portanto um difeomorfismo sobre uma vizinhanca de 0 em TmM.

- . . . n .
Quando nos identificamos TmM com R, a inver-

sa deste difeomorfismo € uma carta w de M cujo dominio inclui m.

Definigdao 3.9 - Suponhamos que M & uma variedade de Hansdorff com

uma paralelizacgao X{5X55e .. 5X - Una transformacao

g de M € dito um automorfismo da paralelizagao se
g*oXh = Xhog ; h=1,....,n

0 conjunto G de todos tais automorfismos for- 2omo:

ma um grupo de transformacoes de M.

Proposigao 3.7 - Seja M uma variedade de Hansdorff com uma parale

lizacao. Se g & um automorfismo e X € um campo ve

torial paralelo sobre M entao
go(ExpX) = (ExpX)og

Reciprocamente, qualquer bijecao g:M + M sa-
tisfazendo esta condigdo para todo campo setorial paralelo X so-

bre M € um automorfismo.
Prova:

Suponhémos que g & um automorfismo e que X é
um campo vetorial paralelo sobre M. Seja m qualquer ponto de M e

seja y a curva integral maximal de X que comega em m. Como
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g oX = Xog segue que goy & uma curva integral maximal de X que

comega em g . Proposigao 10.3.1 (Referencia 1) mostra qmaEkp%{wl.

Consequentemente ExpX é definida se e s0 se ExpX(g_) é definida

e entao

g(Eprm)=g(yl)=(goy)l:Epr(gm)

Para demonstrar isto, escolhamos uma carta normal x em m determi

nada por valores de uma paralelizagao X ,X_ em m e uma carta

R
similar y em gn Segue da equagao 32 que para qualquer ponto P

no dominio de x

i . i
g (ExplI(x P)(Xim))~Epo(x P)Xi(gm)

e consequentemente a fungao representativa para a bijegao g, com
respeito as cartas x e y, & uma fungdc identidade sobre um con-

junto aberto.

Portanto g é localmente um difeomorfismo e, como € uma bijegao,

é uma transformacgao de M.

NGs também mostramos que g € um automorfismo
de uma paralelizacao. Para qualquer campo vetorial paralelo X e
para valores suficientemente pequenos de t, equacao 32 implica

que

g(Expt(Xm)):Expt(X(gm))
e consequentemente
g*(Xm):X(gm).

Obs.: O grupo G de automorfismo serd estudado através de suas Or

bitas.
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Proposicao 3.8 - Seja G uma orbita por um ponto m em uma varieda

de de Hansdorff M sob a agao de um grupo de auto

morfismos de uma paralelizacao sobre M.

Se v é qualquer vetor tangente de M em m tal

que Expv ¢ Gm entao ExpNv € Gm para qualgquer inteiro N.
Prova:

Seja g um automorfismo tal que gm=Expv. Afir-
mamos que gﬂ = ExpNv para qualquer inteiro- N. Provaremos 1isto pa-

inteiros positivos por indugao.

Seja X um capo vetorial paralelo sobre M tal
que Xm:v. Fazendo hipotese de indugao, suponhamos que K & um in-

~ teiro positivo tal que

gi': ExpKv

usando proposigao 3.7 e 3.6, segue que

g§+l = g(ExpKv) = ExpKX(g )
= (EprX)o(Epr)m
= Exp(K+1)v.

Para estabelecer a afirmagéo para inteiros negativos -K, notamos

que como

« .
g, ° Exp(KX)m

segue da proposicao 3.5 que

m = (Exp~KX)(g§)



65

proposigao 3.7 portanto mostra que

._.K_ _ - _
gy = (Exp KX)m = Exp-Kv
Obs.: Observamos que se M & uma variedade de Hansdorff conexa com
uma paralelizacgao Xl,Xz,...,Xn; o grupo G de automorfismos

da paralelizacgao age livremente sobre M; pelo seguinte fa-

to:

Proposigao 3.9 - Seja g um automorfismo de uma paralelizagao so-

bre uma variedade de Hansdorff conexa M.

Se g tem um ponto fixo, g deve ser a transfor

macao identidade de M.
Prova:

Como M & conexa, € suficiente mostrar que o
conjunto S de pontos fixos de g & aberto e fechado em MS € a ima-
gem inversa da diagonal em MxM sob a funcao (i,g):M - MxM, onde 1

€& a funcao identidade sobre M

Como M & uma variedade de Hansdorff essa dia-

~gonal é fechada e assim S & fechado.

Mostraremos que S € aberto. Consideramos qual
quer pontom € S e seja U o dominio de uma carta normal em m. Ca-
da ponto em U pode ser expressado como ExpXm onde X € algum campo

vetorial paralelo.

Proposicao 3.7 mostra que

g (ExpXm) = Epr(gm) = ExpXm
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e portanto U S. Consequentemente S & aberto.

Obs.: Se Gm € a 6rbita de um ponto m € M, segue da proposigao 3.9

que a funcao V. i6 » G definida por g— g, € uma bijecgao.

o0
Colocaremos uma estrutura C sobre G dando a

Gm uma estrutura de uma variedade regular de M.

Como temos visto na prova do corolario 10.6.4.1
(Referencia 1), ha uma estrutura Riemaniana definida positiva pa-

drao sobre M determinada, definindo os produtos escalares Xf%z %j

Como M € uma variedade de Hansdorff conexa pro
posigao 10.6.2 (Referencia 1) mostra que ela admite uma estrutura
métrica e que sua topologia concorda com sua topologia métrica cor

respondente.

Proposicao 3.10 - Seja M uma variedade de Hansdorff conexa com u-

ma paralelizacgao.

Qualquer automorfismo da paralelizacao € uma

isometria da estrutura métrica padrao sobre M.
Prova:

Seja g um automorfismo da paralelizagao Xlﬂ%,

-»X_sobre M e seja p a fungao distancia da estrutura métrica pa

drao sobre M.

Temos que mostrar que

p(gp,gq) = p(p,q) para todos p,q £ M.

Se Y € uma curva em M podemos expressar seu

levantamento como
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. i .
y = £ f (Xioy) ; 1i=1l,...,n

- i ~ . .
onde as fungoes f7:R » R sao unicamente determinadas por Y.
0 comprimento do vetor tangente Yq é dado por

. 2
v, 1% = nEe)

s
Denotamos por y' a curva goy. Entao como g € um automorfismo

VR S P - A - 2 - e
0% —g*oymgii(XiOY ) e portanto {sl !Ysi

Consequentemente, se ¢ € qualquer curva diferenciavel por partes
de p a q, entao goc é uma curva similar de gp a gq com O mMesSmo

comprimento que ¢. Isto mostra gue p(gp g9) < p(pg)

-1 - - . .
Mas g e tambem um automorfismo e assim

-1 -1
p(p,q) = p(g “(gp), g (ga)) < plgp,gq)

lelizacao.

Suponhamos que P & um ponto dado de M e que

'{ga} € uma sequéncia de automorfismo tal que

lim _
D = q

oL-reo a

Entao para qualquer campo vetorial paralelo

iiﬁ ga<EXPXP) existe e e igual a

X para o qual ExpXP e definida,
ExpXqg.

Prova:

Segue imediatamente da proposigao 3.7 uma
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vez que tenha sido mostrado que g esta no dominio da fungao conti

nua ExpX.

Mas supondo este fato

lim
o>

“lim
o+

i

ga(EprP)': Epr(gup) ExpXq

Vamos mostrar que g esta no dominio de ExpX.
Usaremos a funcao distancia padrao p sobre M.

Podemos escolher uma bola aberta U com centro

P, raio positivo g que esteja no dominio de ExpX.

Proposigao 3.7 inplica que ExpX é definida so
bre g U que, como g €& uma isometria, € uma bola aberta com cen-
o o

tro g P © raio .

Mas para valores suficientemente grandes de a,

p(gap,q) < ¢ de modo que q ¢ gaU'

Lema 3.2 - Seja'{ga} uma sequencia de automorfismos de uma parale
lizagao sobre uma variedade de Hansdorff conexa M.

Se existe um ponto g € M tal que iiﬁ g, e-

xiste entao

m' = lim m exlste para tocdo m e M e
g, P

QL =3-00

lim -1
m
oo =0,



Prova:

Denotamos por S o conjunto de ponto p € M pa-

. lim
ra os quais

g,P existe. Mostraremos primeiro que S & um sub-
conjunto abérto e fechado de M.

Consideremos uma sequencia {m:}c S com limi~
te m. Segue proposigao 1.4.6 (Referencia 1) que para provar que S
& fechado nos temos s6 que mostrar que m ¢ S. Para inteiros sufi-
cientemente grande K,my estd no dominio de uma carta normal de m
e assim mK:Exp(—Xm) onde X é Qualquer campo vetorial paralelo so-

bre M. Consequentemente m:Eprml.

- 1im
‘ . st -
Como mK esta em S, soreo gqu
11

lim . .
ma 3.1 mostra que oo B m existe. Portanto m g S.
o

existe e assim le

Para mostrar que S é aberto, consideremos o)
dominio U de uma carta normal de qualquer ponto dado P € S. Cada
ponto de U pode ser expressado como ExpP, para algum campo veto-
rial paralelo X sobre M, e lema 3.1 mostra que ExpXP ¢ S. Segue

que UC S e que S é aberto.

Agora escolhemos uma carta normal x em m' de-

terminada pelos valores da paralelizacao Xl’XQ""’Xn em m'.

Para todos os valores suficientemente grandes

de oy g m esta no dominio desta carta e assim

- -~ 1
g, Exp( Yam )

onde Ya = in(gam)Xi ¢ um campo vetorial paralelo com a condigao
que iig Yam = 0

Como m’:Eprd(gam), segue da proposigao 3.7
gque g&m’ = Exp Ydm“ Consequentemente
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Proposicao 3.11 - Seja G um grupo de automorfismo de uma paraleli

zacao sobre uma variedade de Hansdorff conexa M.

Entdao se P & qualquer ponto de M, a orbita Gp

& um subconjunto fechado de M.
Prova:

Dada qualquer sequéncia {ga} de automorfismos
_ lim . - . '
tal que q = g P, existe, entac e suficlente mostrar que esse
oo g, i

limite esta em Gp.

Para fazer isto, temos que encontrar um auto-

~

morfismo g tal que gp = q. Como uma consequéencia do lema 3.2 pode
mos definir uma fungao global g:M + M por gq °© gig g,m e certameg‘
te gp=q.

Provaremos que g € um automorfismo. Lema 3.2

também mostra que podemos definir uma funcio global -~ M + M por

s l lID - l o . : d o~ -y Y - = PR
mes . 8, M @ que e a inversa de g. Consequentemente g e uma bi-
jegao. Mais do que isto, se X €& qualquer campo vetorial paralelo
sobre M e se m & qualquer ponto no dominio de ExpX, lema 3.1 mos-

tra que

lim - _ v
oo ga(tprm) = Epr(gm)

i1

g (ExpXm)

segue da proposicac 3.7 que g & um automorfismo.

Proposicac 3.12.- Seja M uma variedade de Hansdorff conexa com u-

ma paralelizacao e seja Gm a orbita de um ponto
m e M sob um grupo de automorfismos de uma para

lelizacao.
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Se {Ca} € uma sequéncia de vetores de TmM com
com limite ¢ tal que Exp(aaga) € Gm, onde'{aa} € uma sequéncia de
numeros reais nao-nulos com limite zero, entao Exp r ¢ Gm para

todo A e R. .,
Prova:

Sabemos de propriedades gerais da aplicagao ex
ponencial que EXp Ag é definida para A ¢ I. Dado } ¢ I escolhe-
mos um inteiro n, tal que Jk—naaoj < ]aa] entdo A & o limite da se

quéncia'{naaa}. Consequentemente Az € o limite de {n a,t,}. Propo-
z }

Q

sicao 3.8 mostra que cada valor da sequéncia {Exp n a esta em

o oo
G- Como Ag estd no dominio da fung2o continua Exp, segue que es-
ta sequéncia tem limite Exp Az. Como Gm €& fechado, esse limite es

tad em G_.
m

Corolario 3.1 - Seja c:R » M uma curva que comega em m cuja exten

sao esta em G- Se z=c0 entdo Exp A{ € G Dpara to

do A € R
Prova:
Ver lema 2.1 - Capitulo 2.

Considerando uma distribuicao Q sobre M, uma
orbita G dara uma estrutura de variedade integral para essa dis-

tribuicao.

Lema 3.3 - Para qualquer ponto m € M, o conjunto Sm de vetores
V € TmM tal que Exp Av € Gm para todo A ¢ B & um subes
pago vetorial de TmM° E mais, a dimensaoc de Sm €& inde-

pendente de m.
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Prova:

Escolhamos qualquer par de vetores v,Ww ¢ Sm e
seja V,W os campos vetoriails, paralelos sobre M tal que Vmau wmmm

Como g+ g

“m

€ uma bijecdo entre G e Gm, definimos funcoes o,R:R+G
por (as)m = Expsv; (Bs)m = Expsw. Entao usando proposigao 3.7, se .

gue que

{(as) (Bs)Im=(as){(Bs)m}=C(as) {Exp(sw)m}=Expsw(Expsv)

e assim a curva c:R + M definida por s~ Expsw(Expsv) tem exten-

sao em G_.
m

Para calcular o vetor c0 ¢ T _M observamos que ¢ € a composigao
¢o(i,y) onde ¢ & o fluxo do campo vetorial W, i & a funcao identi

dade sobre R e Y € a curva integral maximal de V que comeca em m.
Uma aplicagao da formula de Leibniz's mostra

que c0=v+w e consequentemente do corolario 3.1, v+w € Sm. Como

Exp A(av) = Exp(la)v se a e R

segue que se v € Sm entac av € Sm.
Portanto Sm € um subespaco vetorial de TmM.

Seja X qualquer campo vetorial paralelo sobre
M e suponhamos que P estd no dominio de ExpX. Como esta funcao - é
um difeomorfismo (EXPX)*P ¢ um isomorfismo de T M sobre T M onde

q=ExpXP.

Mostraremos que

3 (ExpX) Sp (Z Sq
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de modo que a dimensao de Sp € no maximo igual a dimensao de Sq.

A desigualdade reversa segue entao do mesmo
argumento, quando X €& substituido por -X, e assim as dimensoes de

Sp e Sq sao as mesmas.

Logo a dimensao de Sp € a mesma em todos os
pontos do dominic de qualquer carta normal de M. Como M & conexo,

isso implica que a dimens@o. € a mesma para todos os pontos de M.
Estabelecemos agora a inclusao 3

Seja v qualquer vetor em Sp. Definamos a fun-

¢ao ¢:R » G por

i1

(as)P Expsv

entao usando proposigao 3.7, segue que

i

(as)g ExpX(Expsv)

e assim a curva c:R » M definida por

s ExpX{Expsv)

com extengaoiem Gq. Corolario 3.1 mostra que

(ExpX) v = c0 € Sq

[}

Obs.: A fungao Q:m+— Sm & definida sobre qualquer variedade d
Hansdorff conexa com uma paralelizacao. A dimensao do subes

paco Sm é chamada dimensao de Q.



_ Proposicao 3.13 ~ Seja M uma variedade de Hansdorff com uma para-

lelizacao. A menos que tenha dimensao zero, a

fungao Q & uma distribuicao integrdvel sobre M.
Prova:

Se a dimensao P de ¢ € igual a dimensao n de
M entdao € a distribuigao integravel mw— T M.
Suponhamos que 0 < P < n.

Escolhamos uma carta especial w de qualquer

ponto dado m ¢ M com S=Sm.

Para cada ponto g no dominio de w mostramos
que os vetores (a/awe)q,(6=l,,..,P) sao uma base para Sg. Seja V

sV

o subespagp de TmM complementar a S espandido por vp+1,.,. ne

Escolhemos
q=ExpX(Exps)

onde s € S e X € um campo vetorial paralelo sobre M tal que Xmev.
Dado qualquer inteiro B8 tal que 1 < 8 < P, con

B.

sideremos a curva coordenada w

Yy = Epr(Exp(s+tv8))

Como

temos que mostrar Y0 € Sq e isso segue de corolario 3.1 e podemos

mostrar que a extensao de y esta na orbita G

Da definicao de Sm vemos que, Exp(s+tv,) esta

B
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em Gm para todos os valores de t e assim vemos que existe a fun-

gdo A:R + G para a qual A_ € o Unico elemento de G tal que
(X, ) (Exps) = Exp(s+v8)

usando proposicgac 3.7

.(Az)q = (AZ){Epr(Exps)} =y,

Isto implica que a extensao de y esteja com

Gp.

Proposigao 3.1% - Seja M uma variedade de Hansdorff conexa com u-

ma paralelizagaoc. As Orbitas sob um grupo de au

tomorfismo de uma paralelizagao sao

ou todos conjuntos de pontos discretos sobre

M

ou cada um admite a estrutura de uma subvarie

dade regular de M.

Prova:

Usaremos a funcaoc  introduzida na proposicao
3.13. Primeiro suponhamos que a dimensdo P de 9 & igual a dimen-
sao n de M. Escolhemos um pontc m em uma orbita dada Gp. Por defi
nicao ExpSm C Gm. Mas Gm:Gp e no caso presente Sm:TmM e portanto

Exp TmM(: Gqg.

Em particular, o dominio de qualquer carta

normal de m esta em Gg.
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Segue que 3q € um conjunto aberto de M. Vimos na proposicao 3.11-
que Gq € também um conjunto fechado de M. Consequentemente, como

M & conexo, qualquer Orbita Gq coincide com M.

A proposicdo € portanto verdadeira neste ca-

so especial.
Consideramos agora o caso 0 < P < n.

Proposigao 3.13 estabelece que @ € uma dis-
tribuigao integravel sobre M e vamos mostrar que qualquer Orbita

Gq € unido de folhas de Q.

Seja L a folha que intercepta Gq e conside?e
un ponto m ¢ L {} Gg. Uma carta especial w de m, construida como
na prova da proposig¢ac 3.13 € uma carta lisa para Q. Uma fatiae a
través de m esta contida em ExpSm e tais pontos estao em G . Co-
mo uma fatia € um dominio coordenado de M(Q) encontra a varieda-
de L em um subconjunto aberto de L. Mas Gq & um subconjunto fe-
chado de M e L & uma subvariedade de M, logo L () Gg & também um

subconjunto de L.

Como L & conexo, L {1Gq é portanto igual a L

e assim Ggq € a uniao de folhas de Q.

~ <O -
Daremos a Gg uma estrutura C como variedade

integral de e Gq toma-se uma subvariedade de M de dimensao P.

Seguira da prova que, com esta estrutura, Gq

€ uma subvariedade regular de M.

: -

Para ver isto, consideramos um ponto m ¢ Ggq
i —~
e escolhamos a carta especial w em m. Usando a notagao da prova

da proposicao 3.13 restringimos w de modo que a extensao e
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y(S'+V'), onde S' e V' sejam vizinhancas de 0 em S e V respectiva

mente e y &€ a carta padrao de T M descrita na proposigao 3.5.

Agora mostraremos que escolhendo V' suficien-
temente pequeno podemos assegurar que o dominio U' da restrig&:sg

tisfaz a equacao

(3.3) Uu' N Gaq = ExpmS'

Como S' varia por todas as possiveis esco-
lhas, a colecao {ExpmS'} de vizinhangas coordenadas de m em Gq,
formam uma base em m para a topologia induzida de Gq. Equacgao
3.3 mostra que esses conjuntos sao todos abertos na topologia de

_MMWt;QB;onjunto de Gq. Como Gq € uma subvariedade de M, qualquer con-
junto aberto na topologia de subconjunto € também abertc na topo-
logia induzida. Segue que a colegdao também & uma base em m para’a

H

topologia subconjunto de Gqg.
Gq & portanto uma subvariedade regular de M.

Para estabelecer equagao 3.3, adaptamos um ar

gumento usado na prova da proposigao 2.22. i

Se nao fosse possivel obter esta equagaoc por
escolha de V' entdo dada qualquer sequencia {V&} de vizinhangas

de 0 em V convergindo a 0, existiria para cada inteiro a um vetor

[
¥V

nao nulo Vg € V& e um vetor s_ ¢ S' tal que

Epra(Expsa) € Gg = Gm

i
<

onde Xu &€ um campo vetorial paralelo sobre M tal que Xam

Podemos escrever



78

Exps = m
Py B
onde g, & um automorfismo e, usando proposicao 3.7

Y

ga(Expva/ = Epra(gam) e Gm

consequentemente Expva e Gm.

Proposicao 2.19 e 3.12 juntas mostram que e-

xlste um vetor nao nulo r ¢ V tal que Exp Az ¢ Gm para todo ) eR.

Mas isto implica que ¢ ¢ S e isto € uma con-

tradigao.
Finalmente suponhamos que P=0

Neste caso uma modificacao simples do traba-
lho presente, (correspondendo ao caso S=0 na prova da proposicao

2.22), mostra que cada ponto m e Gq tem uma vizinhaga U' tal que

U' N Gq

"
=]

Logo Gg & um conjunto discreto de pontos em M.

Obs.: Nosso objetivo e transferir a estrutura diferenciavel das
orbitas a grupos de automorfismos e mostrar quais grupos se

transformam a grupos de Lie de transformacoes.

Lema 3.4 - Seja M uma variedade de Hansdorff conexa com uma péraw
lelizacao. Denotamos por Gm a orbita de um ponto m sob

o grupo G de automorfismos da paralelizacao.
Entao existe uma bijecao ypq:Gp = Gq para

quaisquer dois pontos p,q em M.
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Se as oOrbitas sao conjuntos discretos de pon-
tos entao Vpq € um difeomcrfismo.

Prova:

-1
Definimos Vpg = Vp o Vq onde lembramos que,

para qualquer m € M, Vm:G -~ Gm € a bijegao g g

Se as orbitas sdo conjuntos nac discretos de
pontos, a relacaoc p nog ose Vpg € um difeomorfismo & uma relacao
de equivalencia sobre M. Consequentemente, o lema segue da conéxg
dade de M onde mostramos que a classe de eqdivaléncia € um conjun
to aberto de M.

Consideramos qualquer ponto P € M e suponha-
mos que o vetor v € TPM esta no dominio da funcao Exp. Seja X o
campo vetorial paralelo sobre M tal que Xp=v. Denotamos por g qual

quer elemento de G. De acordo com proposicao 3.7
ExpX(gp) = g(Expv)

o qual mostra que a fungao ExpX:M » M induz a funcao Vmp:Gp -+ Gm

onde m=Expv. Como ExpX & um difeomorfismo e como Gp,Gm sao subva-

riedades regulares de M, segue da proposicac 5.4.3 (Referéncia 1)

que Vmp € um difeomorfismo. Consequentemente P & equivalente a to
- - .

dos os pontos no dominio de uma carta normal em P e assim qual-

quer classe de equivaléencia é um conjunto aberto de M.
Obs.: Um campo vetorial zero sobre uma variedade & tangente a ca-
da grupo de transformacoes de uma variedade.

Um grupo de transformagoes é dito discreto se

ele & constituido somente de campos tangentes a um grupo.
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Usando estas definigoes estabelecemos teorema

de Kobayashi.

_ Proposigao 3.15 - 0 grupo G de automorfismos de uma paralelizagao

sobre uma variedade de Hansdorff €

ou um grupo discreto de transformacoes

ou admite a estrutura de um grupo de Lie de trans

formagoes

Prova:

Mostraremos que as duas possibilidades para a
estrutura de G correspondem com as duas possibilidades dada na

proposicao 3.1u.

Primeiro supcnhamos que cada orbita admite a

estrutura de uma subvariedade regular de M.

Escolhamos um ponto q € M e demos a G a dnica
estrutura C tal que Vg:G » Gg & um difeomorfismo. De acordo com
lema 3.4, essa estrutura c” @ independente do ponto particular es
colhido. Para mostrar gue G &€ um grupo de Lie de transformag&%stg

mos que demonstrar trés coisas.

i) Que a agao Y:6xM - M & uma funcaoc diferen-

ciavel.

Escolhemos qualguer ponto P € M e uma vizi-
nhanga V de 0 em TPM sobre a qual Expp € um difeomorfismo. Coloca
mos U:ExpPV e seja f a inversa da restrigac ExpD/V. Entao usamos

proposicao 3.7 para mostrar que
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gm:g(Exp(fm))zEpr(gp)

onde g € G, m € Ue X & um campo vetorial paralelo sobre M tal

que XP:fm.

Consequentemente, sobre GxU, vy e igual a fun-

¢ao diferencidvel
Exp o Ap o ((3 o Vp)xf)

onde j:Gp +~ M & a injecao natural e Ap:MprM + TM € o difeomorfis

mo global definido na proposicao 3.7.

Como P & qualquer ponto de M, segue que Y &

uma fungao diferenciavel.

ii) Com a mesma notagao, a funcao produto

0:GxG » G satisfaz a equacao

7 o Vp o 8 = Yo(ix(joVp))

onde 1 € a fungdo identidade sobre G. Como Gp & uma subvariedade
regular de M segue da proposigao 5.4.3 (Referéncia 1) que 6 é di-

ferenciavel.
Consequentemente G € um grupo de Lie.

Denotemos por Y qualquer campo vetorial com-
pleto sobre M tal que sao tangentes a G e seja ?:RxM » M seu Fflu-
xo. Dado s ¢R, a funcao ¢ 1M ®(s,m) € uma transformacao de M.
Para mostrar que G & um grupo de Lie de transformagoes de M & su-

ficiente mostrar, finalmente,

iii) que o homomorfismo h:R -+ G definido por

hS=¢S e diferenciavel.
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Escolhamos um ponto q ¢ M. Como Y & tangente
a G, a imagem da curva ¢(t,q) esta em Gg. Como Gq € uma subvarie
dade regular de M essa curva induz uma curva ¢' em Gg e conse-

: -1
guentemente h, que & igual a Vq o¢', & diferencidvel.

Concluimos mostrando que se as Orbitas sao
todos conjuntos discreto de pontos em M entao G & um grupo dis-

creto de transformagoes.

Seja Y um campo vetorial completo sobre M tan
gente a G e escolhamos qualquer ponto P € M. A imagem da curva
integral maximal de Y gue comega em P esta em G e & um subconjun

To conexo de M.

Consequentemente € uma curva constante com
Y

imagem P e assim YP=0.

Obs.: Se consideramos o caso para o qual G &€ um grupo de Lie de
transformagces de M segue da prova da proposicdoc 3.4 e 3.3
que o conjunto dos campos vetorials completos sobre M tan-
gentes a G formam uma algebra de Lie R(G,M) isombrfica a

dlgebra de Lie de G.

Obteremos R(G,M) diretamente de uma paraleli

zagao e isto leva a um método indireto de determinar G.

Veremos a segulr uma interpretacac do colche
te de Lie de doils campos vetoriais X e Y sobre uma variedade de

Hansdorff M.

Suponhamos que ¢ € o fluxo de X, como usual-

mente, seja. ¢_:M + M a fungao diferencidvel m— &(s,m).
w2



Essa fungao & definida se o numero real s es-

ta em uma vizinhanca suficientemente pequena de 0.

A prova da preposigao 3.5 mostra que ¢S e um

difeomorfismo cuja inversa e ¢ -

Proposigao 3.16 - Suponhamos que X e Y sdo campos vetoriais sobre

ES

uma variedade de Hansdorff e seja ¢ o fluxo de
X. Para qualquer ponto dado m & M definimos a

curva c:R *'TmM por

cs = (go Y of<gl)m

(g
S

Se identificamos os espagos tangentes TmM em

co com TmM entao

co = [Y,X]m

Prova:

Seja K uma curva em TmM e seja f € F(m). Defi

namos Kf:R - R por s+ (Ks)f.

Se identificarmos T, (T M) com T M entao
Ks " ™m m

(Kks)fF = & (KE))
dt

onde t € a carta identidade sobre R.
Desde que estabelecemos a proposigao mostran-

que ambos os lados da igualdade tenha o mesmo efeito sobre f, pre

cisamos diferenciar cf.
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Se

entao

(cs)f = (3$ Ym,)f = Ym,(fo¢8)

A curva maximal integral de Y que comeca em m' e v(t,m'), onde V¥
€ o fluxo de Y. Proposicdo 8.5.1 (Referéncia 1) mostra portanto
que

a .
( el

dt

(3.4) (ecs)f = {fo@sow(t,m’)})

t=0

Considerando esta equagao nos introduzimos di

. .. 3 2 , .. )
ferenciaveis F:R” = R e K.R” » R definidas nas seguintes formas

Flu,v,w) = f{o(u,¥(v,o(w,m)))}

carta identidade sobre R3 e

[ON
]

onde (u,v,w)
Kix,y) = F(x,y,-x)

onde (x,y) & a carta identidade sobre RZ

Entac segue da equacgao 3.4 que
\

(3.5) (co)f = _ﬁfﬁ)
\9x9y 0

A regra da cadeia mostra que

22K 52F ) '32_};'_\
%3y / dudv | avaw/

g



segue que

e consequentemente

portanto

85

Como

F(u,v,0) = f{o(u,¥(v,m))}

[\
C23 ) = (X)) (¥{v,m))

au /(o,v,o)

2
EL Ly e
Juaov 0

Flo,vy,w) = £{¥(v,o{w,m))}

com raciocinio similar mostra-se que

2
A°F = X (YE)
3vaw 0 m

Tomado com equagao 3.5, esse resultado estabelece a proposicao.

Corolario 3.2 - Com a notagdo da proposicdo 3.16

cs = {¢q$o[Y,X]o¢;l>m

Prova:

Usando equacao 3.1 podemos mostrar que se ¥y

€ uma curva integral de X entd@o ¢_oy também & uma curva integral.
<D

cionado a si mesmo.

Segue entaoc que o campo vetorial X & ¢ -rela-
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Y é ¢_-relacionado a um campo vetorial
<>

-1
YS B (b‘S :’:OYO(bS

e portanto

3.6 ¢, [Y.X]m' = [Y_,X]m

onde m=¢_m'
(>4

Mesmo que Yq nao seja um campo vetorial glo-
bal ainda podemos aplicar proposicao 3.16 a qualquer ponto m do

seu dominio. Consequentemente

[YS,X]m = c o

onde a curva c_:R » T M ¢ definida por

c z = (¢Z*OYSO¢;l>m
como equagao’ 3.1 mostra que ¢, 00, = b,
c z = cls+z)
e portanto
cs = éso = [Y ,X]m

0 corolario agora segue da equacaoc 3.6.

Proposigao 3.17 - Um campo vetorial completo X sobre uma varieda-

de de Hansdorff M e tangente a un grupo de auto
morfismos de um campo vetorial Y sobre M se sO

se [X,Y]=0
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Prova:

[23Y

Suponhamos que X tangente a um grupo G' de

automorfismos de um campo vetorial Y.

w

Entao se ¢ € o fluxo de X, as transformagoes

¢S pertencem todas a G' e assim

o -1
Qbs*OfOxj)S

v

=Y 3 ¥s g R

Para qualquer ponto dado m € M, a curva c des

crita na proposicao 3.16 tem valor constante Ym. Consequentemente
[X,Y]m = O

Reciprocamente, suponhamos que [X,Y}:O e esco

lhemos gualquer ponto m e M. Corolario 3.2 mostra que
cs = 0, para todo s g R,

e assim a curva c¢ tem valor constante. Consequentemente
cs = co = Ym

Como isto & verdade para todo m € M, ¢_ ¢ G' para qualquer s & R.
s

Segue que X & tangente a G'.

Proposicao 3.18 - Seja G um grupo de Lie de automorfismos de uma

paralelizacao Xl""’xn sobre uma variedade de

Hansdorff conexa M.

Entao R(G,M) € o conjunto de campos vetoriais

completos sobre M tal que
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Prova:

Como X €& tangente a G se e sO se & tangente ao

6]

grupo de automorfismos de X., a proposicao € uma consequéncia ime
. 2 - —

diata da proposicao 3.17.

Esta proposigac mostra que uma algebra de Lie

R(G,M), pode ser calculada diretamente da paralelizacgao.

A proposicao seguinte mostra que esta algebra

de Lie determina a distribuigao { associada com a paralelizacao.

Proposigao 3.19 - Seja G o grupo de Lie de automorfismos de uma

paralelizagao sobre uma variedade de Hansdorff
: conexa M. Entdo qualquer base para R(G,M) & uma

base para a distribuigao Q.
Prova:

De acordo com proposicao 3.3, existe um iso-
morfismo y:RG - R(G,M), onde RG & a estrutura da algebra de Lie

sobre FeG
'Seja z ¢ R(G,M) e

v o= y"lz

fu

proposicao 3.2 mostra que

Y, ° (exptvim

[

a curva maximal integral de Z que comega em um dado ponto m e M.

Temos duas condigoes conclusiva desta observa
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i) se Z € zero em um ponto dadec m entdo & um
campo vetorial zero sobre M. Jid que neste caso Yoo & uma curva cons

tante e, como G age livremente sobre M,
exptv = e
para todos os valores de t. Portanto

v = 0 e assim 7 = ro

-

e este e o campo vetorial nulo sobre M.

ii) se Z pertence a distribuicao. Ja que, se
m & qualquer ponto de M, a imagem de y_ estd na Orbita G_ que é u
: o i m mo =

ma subvariedade regular de M.
Proposicao 5.3.2 (Referéncia 1) mostra que
Zm = YmD
é tangente a Gm em m. Mas Gm € uma variedade integral de @.
. : .

- Nossa proposicao segue desses dois fatos.

Seja Zl"'

que G, e portanto § tem dimensao P. Esses campos vetoriais per-

.yZp uma base para R(G,M) de modo

tencem a §, de modo que € suficiente mostrar que seus . valores

Zlm,o..szpm sao linearmente independentes para todo ponto m de M.

Escolhamos qualquer ponto m e suponhamos que
Zaa(Zam) =0 3;a R, a=1,...,P

Entao o campo vetorial

v

L o= rLa 7
a o



pertencem a R(G,M) e &€ zero em m.

Consequentemente € um campo vetorial nulo so-
re M e, como Zl,...,Zp sao linearmente independentes sobre R, os

numeros reais a, sao todos zero.
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