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RESUMO

Desenvolvemos propriedades de equivalência ho 

motópicas entre variedades, era particular àquelas que 

resultam do fato que as variedades são vizinhanças de 

retração absoluta ( ANR's )•

Daremos algumas aplicações destas proprieda-’ 

des construindo equivalências homotópicas entre espaços 

de funções C00 e seus subespaços de mergulhos e de 

k-mersões•



ABSTRACT

We develop some hoiaotopy equivalence proper 

ties for manifolds, especially those that result 

from the fact that manifolds are absolute neighbor 

hood retracts (ANR's).

V/e apply these properties to construct homo 

topy equivalences between espaces of C00 functions 

and its subspaces of embeddings and k-mersions.
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1.00- Introdução
No estudo da Teoria da Homotopia de Variedades de Di­

mensão Infinita utilizaremos constantemente algumas definî  
ções eresultados, os quais relacionaremos à seguir:

1.01- Retração Absoluta (AR)
Seja X um espaço metrizável. Diremos que X é uma Retra 

ção Absoluta (AR) se, dado um subconjunto fechado Â de
um espaço metrizável Y e uma função contínua fíA--»X,
existe uma função contínua F:Y-- »X a qual extende f.

1.02- Vizinhança de Retração Absoluta (ANR)
Dizemos que X é uma vizinhança de retração absoluta, 

(ANR), se dados A, Y e f:A— como acima, existe uma 
vizinhança U de A em Y e uma função contínua F:U—*X 
a qual extende f•

1.03- ANR local/ou AR local
X e uma ANR local/ou AR local se, cada ponto tem uma 

vizinhança a qual é uma ANR/ ou AR respectivamente.

1.04- Espaço Paracompacto
Um espaço de Hausdorff X é paracompacto se cada co­

bertura aberta de X tiver um refinamento localmente fini 
to, i.é, cada ponto tem uma vizinhança que intercepta so­
mente um número finito dos abertos no refinamento.

Se X é Paracompacto e ® uma cobertura aberta de
X, então existe uma cobertura aberta ûe
{v«*} refina w -



1.05- Partições da Unidade 3
Seja Y um espaço de Hausdorff*. Uma família 

de funções contínuas K^iY— *1 é chamada uma partição da 
unidade em Y se:

i) Os suportes de Kec formam uma cobertura fechada 1 
localmente finita de Y.

ii) * 1 para cada y (esta soma é bem definida
porque cada y se situa no suporte de no máximo finitos 
K*. J.Dugundgi JéJ •
Obs:

i) Se { V M S }  é uma dada cobertura de Y, dizemos ' 
que uma partição  ̂l (3 £ BJ é subordinada a se °
supgr-te de cada K p se situa num correspondente Vp.

j) Se Y é paracomp8cto, então para cada cobertura a- 
berta ^U^ | «€ A ■ de Y existe uma partição da unidade su­
bordinada a w  •

k) Seja L um subconjunto aberto do Rn e ^Uo^^uma co-. 
bertura aberta de L. Existe uma família Kk de funções sa 
tisfazendo as condições i) e ii) da definição acima possu 
indo derivadas parciais de todas as ordens chamada de ... 
"uma localmente finita, partição da unidade infinitamente’ 
diferenciável subordinada à cobertura {ucx'}l̂éA» jjlj

1.06- Complexos Simpüciais
Dado um conjunto de índices A definiremos R^^ como

(A)o espaço vetorial real tendo A como uma base, i.e., Rv 1 
òonsiste de todas as funções f:A— >R tal que|t*€A;f(<*)j* Ôj 
é finito, onde identificamos c< (A com a função caracterís­
tica de Daremos a R^^ a topologia finita.

Seja K um complexo simplicial abstrato, i.é., uma co 
leção hereditária de subconjuntos finitos de um conjunto V 
chamado vértices de K, um n-simplexo de K é um elemen-



a, b £ C seja: | c= í̂ b + (l - ̂ -)a ; 0 == 
e a linha ligando a e b* Se esta linha ou segmento 
se situa todo em C para cada par (ayb), então C é di, 
to um conjunto convexo*

1*11- Casca Convexa
Seja A um subconjunto de um espaço vetorial L. A 

casca convexa de A, H(A), é a interseção de todos os 
conjuntos convexos que contém A.

Expressão de H(A) em termos A: para cada conjun
C A  seja <f(F) * £ y € L ; 
* (f (P) © chamado de simple-
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to finito F -

y = È V i i ' \ ^ 0' £ 7y =1X-1 <t=i
xo aberto gerado por a^y**«,an e é também denotado
por (a^,*..,an). Seja ACL , então H(A) = U^T(F) I •••
FCA e F ê finito^ •
Obs:

Um espaço é dito Localmente Convexo se cada ponto 
tem um sisteifia fundamental de vizinhanças convexas*

1*12- Propriedade de Extensão Homotópica (HEP)
Seja A um subespaço fechado de um espaço X. Dire 

mos que A tem uma "Propriedade de Extensão Homotópica" 
(HEP) em X com respeito ao espaço Y, se cada função 
contínua de [ x x{o}J U  [a X i] em Y pode ser extendi. 
da a uma função contínua de X X I em Y (i.é*, dada 
uma função f:X— >Y, cada homotopia de fj^:A— ».Y, po­
de ser extendida a uma homotopia de f :X— »“Y).

Se A tem uma HEP em X com respeito a todos' 
os espaços Y então A é dito como tendo "Propriedade 
de Extensão Homotópica Absolutan(AHEP) em X.

1*13- Meio Espaço
Seja V um Espaço Vetorial Topológico Real Local-



to (f= fv «• • •tV 1 de K com v . ...,v distintos.L o’ aJ ° n
Dado um tal (T definamos um subéspaço [(Tl de R^^por 

1(T|4) ;t.v. ; t ^ O  e J2 ̂ i*!/ » *•©•» 1̂ *1© a "casca '
l̂sO + ~ ^

convexa" de lv0**»»*vn f (°u seJa, a interseção de todos 
conjuntos convexos que contémjvQÍ...*vnj), e definiremos 
um subéspaço |k | de R^V  ̂chamado a "realização geométrî  
ca”T de K, por |K|*J[̂ |(r|. Um espaço da forma (k | é chama­
do um "complexo simplicial”.

Observemos que a função f: |kJ— *-X, onde X é um es­
paço, é contínua se e somente se fj|f| é contínua para ' 
cada (T € K, e visto que R^^x R onde PQ V̂»
uma família de funções indexadas h^ijKj—?X (t6 I) é uma
homotopia se e somente se ĥ.|jg.j :|0“l-->X é uma homoto-'
pia para cada (T £ K#

1.07- Nervo de uma Oobertura
Se é uma cobertura aberta de ura espaço X en­

tão o Nervo de é o complexo simplicial abstrato*
N cujo conjunto de vértices é A e cujos n-simpliciais 
são os conjuntos ... de vértices distintos tais '
que ,n (Si/. / 0, i = 0 *•
Observação

Agora suponhamos que £ jt<fcA© localmente finita e 
seja j^J^uma partição da unidade para X com suporte1 
^0(5^. Definiremos a função f :X— *> |n[ chamada de fun-' 
ção baricêntrica determinada p0r ^«j^pela expressão: 
f(x) <!*<*> *  (contínua por 0,* ser localmente fi-
nita).

Dado x 6X seja U uma vizinhança de x em X tal
que U 0 6^ í 0 somente se o<» = e seja W

( Alum subéspaço de dimensão finita de Rv * gerado por ...
. . . , Então claramente f é uma função contínua de



U em W, e visto que W é um subespaço de a fun
ção f:X— é contínua. Também se o<o,...,c>c são 
vértices distintos tais que cĵ (x) > 0 então x 6 
e (T = £c<0, •. * çxjl é um simpiexo de N. Claramente te­
mos f(x)£ |(T| de modo que f leva X em N#

1.08- Dimensão de um Espaço (Cobertura) de X
É o menor inteiro n tal que cada cobertura aberta 

de X tem uma cobertura aberta refinando-a, de
modo que (5^ D  ... 0  = 0 se ra > n e oCQ,... 1 
são distintos, (i.é., dim Nervo (£($<J)án) • Se, não e- 
xiste tal n, então dim X= o© .

1.09- Espaço Vetorial Topológico
Seja E um conjunto sobre o qual estão definidas u 

ma estrutura de espaço vetorial sobre um corpo numérico 
K, e uma topologia, Se:

1) a função (x,y)— *>x + y de E x E em E é con 
tínua,«

2) a função (k,x)— » kx de 1í x E em E é con 
tínua,

então temos um Espaço Vetorial Topológico.
Obs:

É sabido, sem dúvida, que nos Axiomas 1) e 2) con­
sideramos a topologia do produto sobre os espaços produ 
to. Uma estrutura de espaço vetorial e uma topologia so 
bre um conjunto são ditos como sendo compatíveis se os 
Axiomas 1) e 2) são cumpridos.

1.10- Conjunto Convexo
Seja C um subconjunto de um Espaço Vetorial, para
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V é um subconjunto '
1 é um funcional li-

1.14- Carta
Uma Carta ou Sistema de Coordenadas em um espaço' 

X, é uma função :̂(9— »-V, onde <5 é aberto em X, V 
é ura espaco vetorial topológico real localmente convexo* 
e a função <P leva (S> bomeoraórficamente sobre algum ' 
conjunto aberto de V ou do meio espaço de V.

* (EVTRLC)
1.15- Atlas

cartas de X tal que <$< cobre X.

1.16- Variedade Topológica com Fronteira
Uma Variedade Topológica com Fronteira é um espa­

ço de Hausdorff X, o qual admite um Atlas. Notamos ' 
que este é o caso, se e somente se cada ponto tem uma 
vizinhança homeomórfica a um conjunto convexo aberto em 
um "EVTRLC" ou em seu meio espaço. Por simplicidade a- 
breviaremos "Variedade Topológica com Fronteira” para 
"Variedade" neste estudo.

li 17- 0 Modelo de X
e um Atlas para X então devemos 

dizer que V ó o Modelo de X ou que X pode ser "mo 
delado sobre V"* Se V é ura EVTRLC metrizável (respec 
tivamente metrizável completamente) então diremos que X 
é localmente metrizável (respectivamente localmente me­
trizável completamente).

Ê bem conhecido ílO,Teor. 6.71 que um EVTRLC e me—

Um V Atlas para X é uma família f

mente Convexo. Um meio espaço em 
da forma | v€V | l(v)>ojonde 
near contínuo em V.



trizável se e somente se satisfaz o 12 Axioma de Conta 
bilidade, portanto uma Variedade X é Localmente Me- 
trizável se e somente se X satisfaz o 1̂  Axioma de
Contabilidade. Neste caso, dada alguma carta cf:$-- >• V
para X, segue que V é 12' Contável, portanto um ... 
EVTRLCM (metrizável)•

Se X pode ser modelado sobre V onde V e um Es 
paço de - Banach então X é chamado de Variedade de Ba— 
nach.

8
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2*00- Paracompacidade e Metrizabilidade 9

Aqui veremos alguns Lemas e Teoremas que nos 
dão condições de metrizabilidade e paracompacidade de 
Variedades.

2.01- Lema
Seja 0 um conjunto aberto em um espaço X* Se d 

é uma métrica limitada para CP então existe uma pseudo 
métrica contínua P  para X tal que /°(x,y) = 0  para 

X - (S, e se x £ (9 e /^(x,y) é suficientemente 
pequena, então y £ 0 e temos y°(x,y) = d(x,y).
Prova

Nesta prova, a distância de um ponto de ura espaço ' 
métrico limitado ao conjunto vazio é tida como o diâme­
tro do espaço.

Se A  é definida sobre o produto (5 x 0 por ... 
^(x,y) = d(x,(9-0) + d((5-$,y), então A  é simétrica e 
satisfaz a desigualdade triangular e segue que •.. 
/^(x.y) = min jd(x,y),A(x,y)^ é uma métrica para ($•

Para extender para X x  X, basta definir ...

(d(x,$-(9) se x £ y £ X-$ 
d(6-$,y) se x/£ X.-(S>, y £ (9 

0 se x a - ô ,  y é X-<9

Claramente vemos que ft é simétrica e /°(x,x) - 0.
A desigualdade triangular é óbvia se x,y£ <5* ou se 
x,y£X-(9rS<f xí(S e y £ X - 0  devemos mostrar que 
d(x,ô-0)é/°(x,2) +/̂ (z,y). Se zÇX -(9 isto é claro.
Se z £ (9 então devemos mostrar que

d(x,$-(S>)̂  min|^d(x,z), d(0-(5,x)+d(<9-Ô,z)j + d(z,ô-(9) 
Quando d(x^z) ̂  d(x,(J-<5)+d(z,ô-$) é ófyvio. Se nõo, t£-



remos que mostrar que d(x,ô-(9)éd(x,z)+d(z,(5-<9).
Se <9 - 0 é vazio, a última é trivial. Caso contra 

rio, escolho pn€ (5M9 de modo que d(z,pn)—>d(z,fíM9): 
Então d(x,$-(?) é  d(x,pn) ̂  d(x,z)+d(z,pQ) e deixando' 
n — ►© teremos a desigualdade desejada, e a desigualda 
de triangular é provada.

Então, /> é uma psudo-métrica para X e claramenr» 
te, dado x 6 0, se /°(x,y)< d(x,(P-(9) então y é CP e 
//°(x,y)=d(x,y), porque d(x,y)é <A(x»y) neste caso*

Finalmente, suponhamos que x*— »x em X, Se x£(P 
então eventualmente, x^É CP e dCx^x) < d(x,(5*-<9) tal 
que f3 (â <,x)=d(xl><,x)— *0. Se x 6 X-(P então eventual-' 
mente x^ÇX-CP de modo que ̂ ( x ^ x ^ O . Logo se x £ CMP 
então, visto que /°(xt><,x)=0 para x^éX-(9, podemos su 
por logo /5(v>x)!S dCx^íWJ) é  díx^jx)— ?•0. Logo
/® é contínua.

A seguir enunciaremos dois teoremas, os quais dizem 
respeito a variedades metrizáveis e, metrizáveis e 
completas sendo porisso, demonstrados conjuntamente.

2.02- Teorema
Uma variedade é metrizável se e somente se satisfaz

o primeiro axioma de contável (i.é., é localmente metri 
zável) e é paracompacta. Mais geralmente um espaço de 
Iiausdorff é metrizável se e somente se é localmente 1 
metrizável e paracompacto.

2.03- Teorema
Uma variedade admite uma métrica completa se e so­

mente se é paracompacta e localmente metrizável e com­
pleta. Mais geralmente, um espaço de Iiausdorff admite u

10



ma métrica completa se e somente se p paracompacto e ca 
da ponto tem uma vizinhança a qual admite uma métrica 1 
completq.

Demonstração
Seja X um espaço paracompacto e suponhamos que ca 

da ponto de X tem uma vizinhança a qual admite uma mé 
trica (completa.)

Devemos construir uma métrica (completa) para X, 
Visto que um suhespaço (fechado) de um espaço métri 

co (completo) é métrico (completo), os conjuntos aber-' 
tos (P de X tais que (9 admite uma métrica (comple­
ta) é uma base para a topologia de X, portanto existe’ 
uma cobertura aberta localmente finita ( CP. f .de X

_  [ <xjt<éA
tal que cada (P̂  admite uma métrica (completa) d^ •

Para cada oc£A usemos o Lema 2.01 para construir u- 
ma pseudo-métrica para X e defina J* -

Dado (xG,yo) f X XX sejam U e V vizinhanças de 
xo e y0 respectivamente, tais que Ufl.
e A"ij^<£A| Vfl(P* f  0^ são finitos e portanto temos 
que A*= A'U A” é finito.

Então era U x V, P  -■ ) ^  e segue que /* é uma«
< tfpseudo-metrica continua para X; se /C7(x,y)=0 escolha 

c<€ A cora x (l . Então /$(x*.y)=0 logo y £ (P# e ... 
d^íxjy) = ̂ (x,y) = 0 então x = y e /* é uma mé­
trica.

D«vemos mostrar que /» é admissível, e desde que é 
contínua, isto significa que se /^(xn,x)— >0 devemos '
mostrar que xn-->-x.

Escolhamos o< £ A com x €($[*, e £> 0 de modo 
que /*(x,y)<£ implica y pertencer a e
dt<(x»y) = /©<(xiy)» Escolha N de modo que n > N im­
plica ^ ( x n,x)< £ . Desde que se n y  K então

11



2.04-

d^(xn,x) - /^(xn,x)— *0 e, visto que dj< é uma métri 
ca admissível para xQ— >x era portanto x^^x
em X«

Finalmente suponhamos que para cada é comple­
to com respeito a Pretendemos mostrar que cada pon
to x £ X tera uma vizinhança em que é completa*

Dado xéX escolhamos o< com x 6 (5U e £>0 de mo­
do que y^(x,y)<£ implica y £ (P* e d^Cxjy) »^(xjy). 
Seja B denotando a € -bola fechada em X com a mé­
trica P  . Se £ xnJ’ ® UIIla /3~seQuGncia de Cauchy em 
B , então, visto que » £Xn3  ̂ c^-Cauchy e
portanto xfl— > x É ®. e claramente xéB. Então B é 
y° -completa. 0 Lema 2.04 completa a demonstração.

Lema
Se (X*/5) é um espaço métrico no qual cada ponto ' 

tera uma vizinhança completa, então existe uma métrica 1 
completa admissível p' para X.
Demonstração

Seja uma c°ber ûra aberta localmente finita
de X, tal que é /^-completa, e seja uma
cobertura aberta, com C  V  [4 , IXJ . Seja
uma função contínua com suporte em Vj, e com 
Coloque f>' (x,y) = /°(x,y)+^]|^(x) " Ĉy)!

,  &  ,  *Claramente 1 e uma métrica admissxvel para X; 
seja K ]  uma y0’-sequência de Cauchy. Podemos su­
por ^'(xn*xnP ^ ** Escolha com xi € Wyi , então 
cPi,(x1) = 1. Então ^(xn) - Cfti(x1) <yJ,(xn,x1)< 1; ' 
logo ^(Xjj) / o e xn €V* . Desde que

-Cauchy, portanto existe um x em V

12

de modo que x-— >x,



2#05- Corolário 13
Cada Variedade Paracompacta de Banach admite uma mé 

trica completa.

2.06

”0 seguinte Lema devido a J. Milnor sera muito usado 
a seguir, pois será útil na caracterização da paracom- 
pacidade de uma variedade. A noção de Nervo (1.07, ... 
1.08), será usada.”

Lema
SeJa 1 ̂ U a uma cobertura aberta de um espaço pa-da (li«]

racompacto X. Existe uma cobertura aberta localmente ' 
finita i^O, 1,2,... refinando
que a interseção îp̂ î/j' m & se P ̂  P • Além dis­
so se dim X - n, então podemos supor B^= 0 para '
i > n.

Demonstração
Inicialmente podemos supor que w  é localmente 

finita e, se dim X = n < oo , que l^oH... D U^fl 
se c<-o***#’c><*n+l S °̂ distintòs. Seja B^ o conjun 
to dos subconjuntos (3 ... ,0̂  V de i+1 elementos

1  ~  Jde A. Seja < ^uma partição da unidade com suporte
e para fi € seja G ^  = f x £ X| ̂ (x)> 0 se<*É/?, 

e f ^ x X ^ x )  seo<4p,^^.
Perto de cada x£X somente um número finito de ^  

não são iguais a zero de modo que é aberto.
Claramente G^ H  G ^  = 0 se |3 ̂  p* , e G ^  = 0 

se i>n. Visto que G^^TUJ,*, £ Gip} refina Û<}* 
Dado xQ seja c><0, • •., 0^,... »cx̂  os índices 

tais que >  0, ordenados de modo que <“!o<’0(x0) = • •
Então temos



2.07-

x G. r, e os G. cobrem X.
Finalmente se (P é uma vizinhança de xQ tal que

o conjunto \ t<6A l U^O (9 í 0 > é um conjunto finito
1 - /\ /o /i 1A entao 9' = 0 a menos que /3 í= A e existe

somente um número finito de tais |3 , então ^G^J é
localmente finita.

Teorema
Uma variedade localmente metrizável é paracompacte 

(e portanto metrizável) se e somente se admite um atlas 
da forma [J — >vkLçb onde í) * 0 se
(X, o< £ B e c< / (X1. Mais geralmente um espaço de

n
Hausdorff X é paracompacto se X = U  U  <SU onde (ĵc•«=1
é um subespaço aberto paracompacto de X e 0 6̂ ?= 0 

e oC/oC.1,

Demonstração
oa

Seja X um espaço de Hausdorff tal X = U  U  CÍL 
onde cada é aberto e paracompacto. Visto que <S)

é paracompacto e aberto, portanto normal, portanto re­
gular, e como regularidade é uma propriedade local, X
e regular*

Se jVp] é uma cobertura aberta de X então ... 
{v|5n eu- é uma cobertura aberta do espaço paracompac 
to ÔJ* • Então existe uma cobertura aberta localmente 
finita ^  a (lual a refina* Visto '
que ~ 0 se oC', (onde
é uma cobertura localmente finita de LI (v.. Segue en-

r 1 «■ weB-
tão que on<ie f"*= ̂  ̂  ® uma cobertura 0"“lo
calmente finita de X. Como cada cobertura aberta de X 
tem um refinaménto (p-localmente finito então X é 
paracompacto* £l0, Teorema 2sJ.

Seja X uma variedade localmente metrizável e para



çorapacta (portanto metrizável), pelo Lema anterior exis
te para cada cobertura aberta \  ̂A um refinamento a—f i L > ÍA
berto localmente finito |̂ <JtxceB que “ &

i t n se 0<.,<xí'€Bn e t>< / 0< , logo podemos tomar cartas '
— ►V^ e a união das cartas é o a-

tlas desejado. 0 recíproco é um caso especial do expos­
to acima.

2.08— Corolário
Uma variedade localmente metrizável X é paracom- 

pacta (e portanto metrizável) desde que cada cornponen 
te admita um atlas contável.

Demonstração
Visto que uma variedadeelocalmente- conexa, e portan 

to é a soma topológica de suas componentes, podemos su­
por que X é conexo. Se --^njnCZ ® ura a”
tias contável para X então podemos tomar, de acordo 
com o Teorema anterior, se define Br= e 0 °̂""
rolário segue imediatamente.

"Para provarmos o próximo Corolário precisaremos do 
Teorema de Lindelttf"

2.09- Teorema (de Lindelflf)
Existe uma subcobertura contável de cada cobertura' 

aberta de ura subconjunto de um espaço cuja topologia 1 
tem uma base contável.

Demonstração
Seja A um conjunto, CL uma cobertura aberta de 

A e 3̂ uma base contável para a topologia. Desde



que cada membro de GL é a união de membros de fâ exi£ 
te uma subfamília de CL que denotaremos por (3 a 
qual cobre A também, e tal que cada membro dé 
0  pé um subconjunto de algum membro de Gb. • Para 
cada membro de @  podemos selecionar um membro corres­
pondente de a  e então obter uma subfamília de 
a .  Esta subfamília $  é também uma cobertura de A 
porque @  cobre A. Portanto a  tem uma subcober 
tura contável.

2*10- Corolário
Se cada componente de uma variedade 

o 2^ Axioma de Contabilidade então

Demonstração
Se X satisfaz o 22 Axioma de Contabilidade," a 

fortiori” satisfaz o 12, i.é., é localmente metrizá-' 
vel. Como cada componente é coberta por vizinhanças co­
ordenadas', o resultado segue de imediato de 2.08 e de 
2.09.
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X satisfaz’
X é metrizável.



-III-

VIZINI1ANÇA DE RETRAÇÃO ABSOLUTA



3.00- Vizinhança de Retração Absoluta (ANR)
Aqui veremos alguns fatos elementares, entretanto 

altamente úteis, sobre ANR's (1.01;1*02).

3.01- Lema
Um retrato de uma ANR, um conjunto aberto em uma 

ANR* e uma soma topológica de ANR's são todos ANR*s.
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a) Um retrato de uma ANR é uma ANR*
Seja X uma ANR e r:X— >B uma retração de X 

sobre B. Seja Y un? espaço metrizável qualquer e 
f:A— >B uma função contínua de um subconjunto fe­
chado de Y em B, Desde que B Ç. X, podemos consji 
derar que f:A— *-X. Desde que X é ANR* existem vi 
zinhanças abertas U de A em Y e uma extensíc
g:U— ^X de f. Seja F= rg:U-- >-B. óbviamente F
é a extensão desejada.

b) Um conjunto aberto em uma ANR é uma ANR.

Sejam X uma ANR e B G.X um aberto. Seja Y 
um espaço métrico qualquer e f:A— »B uma função con 
tínua de um fechado de Y em B. Desde que B 
consideremos que f:A— >0C. Existem vizinhança aberta U 
de A em Y e extensão g:U— >X de f. Sejam ...

IV’V = g-1(B) e F » g|V. Desde que f(A)ÇL B e g é
extensão contínua de f, V é vizinhança aberta de A 
em Y. Assim F é a extensão desejada.



c) Uma soma topológica de ANR's é ANR
Lembramos que a Soma Topológica de Espaços ©

a União Disjunta X = ®  dos X^ com a Topologiat*
Fraca dos X^ . Isto é, U ÇL 0  é aberto (fechatx ^
do) se e somente se cada Uf\X$< é aberto (fechado) 
em X ^ . Em particular cada X^ é aberto (fechado)' 
em X,

Seja [X^ 6A. uma família de ANR's, e X = 0  X^
sua soma topológica* Para cada 6 A, escolhamos uma
métrica de< em Xp< tal que o d^ diâmetro '
de X&< é menor ou igual a 1* Definamos d em
X por d(x,y) « d^(x,y) se x,y € X , e d(x,y)=2
se x e y são de fatores distintos de X. óbvia
mente d é uma métrica admissível em X.

Seja Y um espaço métrico qualquer e f:B--►X
uma função contínua de um fechado B de Y em

— 1X. Para cada o< 6 A definamos B^ = f (X̂ ) e
f^ f| --*X . Desde que X,̂  é ANR, existe '
(U*,^) tal que U,̂  é vizinhança aberta de B^ em
Y e 6,*^— >X,̂  é extensão de f,* .

Sejam U *■ U  (U^ O f ^ X j )  e F =
Desde que cada U^ e f (̂X̂ ) é aberto, U é 

aberto. Também desde que os X^ são disjuntos, os
4mm 4  ^  j  £U Plf (Xp<) sao disjuntos. Portanto F e continua e 

extende f.

3.02- Lema
Seja X ura espaço métrico,
a) Se X = X^ KJ X^ onde X^ e Xg são ANR's 

abertas, então X é uma ANR.
b) Se X = X^UXg onde X^ e X^ são ANR's fe­

chadas, e se X^nXg é tambem uma ANR, então X é ANR.

18



W ,  ;
c) Se X * U X n onde cada Xn e aberto e e

- v > = l  “  11

uma ANR, então X é uma ANR.

Provas:

a) Sejam e X2 ANR's e X « X£/X2 e
uma função contínua de um subconjunto fechado B de 
um espaço Y. Temos que mostrar que f tem uma exten 
são contínua a uma vizinhança de B.

Como f é contínua, isto implica que f""*(X̂ ) e 
f~*(X2) são abertos em B. Então B - f~*(X2) e
Fg« B - f”*(X̂ ) são fechados disjuntos em B, logo ’ 
em Y também. Como Y é normal existem abertos dis 
juntos Y^ e Y2 em Y tal que e ^2r^2'

Então Y = Y - (Y.UY0) é um conjunto fechado em Y,O 1 M
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B̂  é um subconjunto fechado de Y e X.HX0 éO O X a
um aberto na ANR X2, e portanto também ANR. Então e 
xiste uma extensão de fjg relativa a X^O X^ para 
uma vizinhança aberta UQ de Bq em Yq.

Esta extensão definida em üq e a função original' 
definida em B concordam na interseção dos seus domí - 
nios, o fechado Bq= ^flB, de modo que elas juntas de 
finem uma função contínua gí^U B--*X.
(2) Temos, g(U()U B 1) C X 1 e g(UQU C  e
(3) Y - U é fechado em Y.' o o

O conjunto UQ Ĵ B^ é fechado em ^o^^l porque



(UoUYi) - (U0 UBt) - X - Bi é aberto em
20

Y. Desde
que é uma ANR, temos em vista de (2), uma ex
tensão de*l*wl 1
para uma vizinhança aberta
UoUY^. Por causa de (3)

e|0oU B 1

U1 
u u v

de

1

relativa a

UoU B l em
e aberto em

de modo que
(4) Uj é aberto em

Similarmente seja 62^ 2— *X2 
gjü *j q2 relativa a para uma vizinhança «2

de ^ U B „  em ü U Y 0. Por causa de (3) U U Y0O dt O a O

uma extensão de
U,

é abertq em ^o^^2* mo °̂ clue
(5) Ug e aberto em yoU V

Façamos U ** U^U Ug e definamos F;U— >X por 
F(u) = Sjíu) para u £ ü1, e F(u) * g2(u) p/ u 6 Ug.

Para u 6 UQ- Ü1 U2 temos g^Cu) ** g(u) * Portanto 
é unicamente determinada. Temos U^= U —  Y2, e 

de modo que e U2 são fechados nesta
união U. Então F é contínua e é uma extensão de L 
Portanto só temos que provar que U é uma vizinança 
de B era Y •
„ De fato, U é aberto em Y porque Y - U

F
V  u -  i

(ï„u V  - »! U ( ï o u ï 2> -  u:
de (4) e (5).

e fechado por causa

b) A prova deste item é idêntica ao caso anterior.

00
c) Seja X = U X  . Da sequência X construiremos1'Uri 11 “
algumas outras sequências de conjuntos abertos. Primei-
ro definamos U por U = Ü  X. , U e aberto em X,n n 1 ’ n
e por usar sucessivamente o item (a), vemos què UQ 
, , ooe uma ANR. Alem disso X = KJ U . ü Ç" U Em segun-n’ n n +1



3.03-

do lugar, definamos Vn C ü n como senüo o conjunto '
de todos os pontos de X tendo distância maior que
~ para X - Un (em alguma métrica sobre X). Vn
é aberto em X, V* C. U . e então V é uma ANR.’ n n* n
(6) Temos X « 0  V ,=̂d n*
<7> \ c  vn+1.
Finalmente definamos Wn por W^= W2 * V2* e
(8) Vn - Vn_2 para n ̂  3. Cada Wr e a
berto em X* e W ç_ V e então W é uma ANR** n — n n
De (7) e (8) pbteraos vn~ ̂ n-1 de modo ûe
(6) implica X = U W n - U V ^ U  U s»2n. Mas 0 » ^ ,
cc
O  W0 são uniões disjuntas de ANR's abertas, então * <r\-1 ŝn
também são ANR's pelo Lema 3.01 (c). X sendo agora 
a união de duas ANR's abertas é uma ANR.

21

Teorema
Se V é um EVTRLC, A é um subconjunto fechado 

de um espaço métrico X e f:A— >V é uma função 1 

contínua, então existe uma função contínua F, F:X— >V 
extendendo f tal que F(X) estã contida na casca 
convexa de f(A).

Demonstração
Seja A C. X, X espaço métrico, A fechado. Para

cada x£X - A seja Bx a bola aberta centrada em
1 / x, com raio r < 77 d(x,A), d a métrica em X. A

família K.r) é uma cobertura aberta do espaço pa—
racompacto X - À. Existe um refinamento localmente fi-
nit° [l^J de [b x J

y \ d(y,A)< ̂  . As bolas B̂ .Tomemos BÍA,^) - r
centradas fora de B(A,2°7) não podem interceptar ... 
B(A,7)i consequentemente, qualquer Uè^TjJque inter­
ceptar B(A,^) está contida em algum Bx centrada
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dentro de B(A,2^) e logo tem diâmetro ^(U)^ 2 ̂  .

Com cada 0 í ü £ jtLj associemos um ponto ay € A 
como segue: escolhamos xu € U e ache com
a ^^u*8^  "menor do que" 2d(xu,A). A propriedade' 
fundamental dos pontos £ au} e conÓunto {ĵ J ®:
(*) "para cada a 6 A e vizinhança W(a) era X, e- 
xiste uma vizinhança V(a) C  W(a) com a propriedade:
U O V(a) A 0 => ü C  W(a)J A  jãu € A O W(a)J

CV(a) = qualquer U interceptando V(a) '

tem diâmetro menor que ^ , de modo que está completa 
mente dentro da bola B(a,^). Para qualquer tal U, 1 
d(xu,a)< ^ de modo que d(xu,A)< ^ e também temos 
d(an,a)éd(a ,xi])+d(xn,a)€2d(x .Ati)+d(x ,,A)^ f £ isto
é au £W(a).

Agora seja uma partição da unidade sobre X-A
subordinada a e definamos F:X— ►V por:

f(x) se xéA
F(x) =

^Çku(x) .f (au) se xfX-A 
Desde que F é localmente uma soma finita de funções 
contínuas em X-A e X-A é aberto, somente precisaremos ' 
mostrar a continuidade de F em A.

Seja a£A e W uma vizinhança de F(a) = f(a)* 
Desde que V é localmente convexo, existe uma vizinhan 
ça convexa C de f(a) contida em W. Visto que f



é contínua era a, existe uma vizinhança W(a) de 
a tal que f(W(a)f)A)^C W,

Devemos achar V(a) C  W(a) satisfazendo a condição 
Ofc) e mostraremos que F(V(a)) CW.

Claramente, se x€AOV(a) então F(x)6CCW, • 
Se x £V(a)-A, então x pertence no máximo a um nú 
mero finito U_p..,,UQ, de modo que em x somente '

kui,...,k , não são zeros, visto que cada U. inter- n
cepta V(a), os correspondentes a todos ficam em

i
AOW(a), de modo que os f(a ) são todos elementosi.
de C; e visto que F(x) esta na casca convexa dos
pontos f(a ,f(a ), temos F(x) £ C também.ui un

Então F(V(a)) C W  e f é contínua em a. Vis 
to que F é contínua em cada ponto de X, a função ' 
F:X— *V é contínua; a fórmula mostra que F é uma 
extensão de f e que

23

F(X)C casca convexa de F(A)
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4.00- Teoremas sobre Variedades e ANR's
Desenvolveremos agora, alguns teoremas, os quais nos 

permitirão caracterizar uma Variedade Metrizável como 
ANR. Introduziremos a conceituação de Propriedade de Ex­
tensão Homotópica (HEP), determinaremos a existência des 
ta propriedade em ANR’s.

4.01- Teorema ......
Um subconjunto convexo metrizável de um espaço veto- 

rial topológico real localmente convexo (EVTRLC) é uma 
AR (1.01),portanto cada variedade localmente metrizável’ 
é localmente uma AR.

Demonstração
É uma consequência imediata de 3.03«

4.02- Teorema
Um espaço de Hausdorff paracompacto o qual é local - 

mente uma ANR é uma ANR. Portanto uma variedade metri
zável é uma ANR.

Mais geralmente: Um espaço métrico é uma ANR se cada
ponto tem uma vizinhança homeomórfica a um conjunto con
vexo em um EVTRLC.

Demonstração
Seja X um espaço de Hausdorff paracompacto o 

qual é localmente uma ANR, logo X é localmente metriz£ 
vel. Como X é localmente metrizável e paracompacto p£ 
lo Teorema 2.02, X é metrizável.

Tomemos uma cobertura aberta de X por ANR •s, {«4 
0 Lema 2.06 garante a existência de um refinamento a-

Gi(i}p€Bi i= 0,1,2,... tal 
_ / que a interseção 0 V  = H se p t p  .

Como cada d  U^ é um subconjunto aberto de

24

berto localmente finito



uma ANR, pelo Lema 3.01 (b) é uma ANR também.
Então, Ĝ =* é uma união disjunta de ANR*s

logo uma soma topológica de ANR's, a qual é uma ANR.
bO

Témos então X * U  G. e uma reunião contavel de ANR’s
X-.o 1

abertas , logo, pelo Lema 3.02 (c) é uma ANR.

4.03- Corolário
Cada variedade paracompacta de Banach é uma ANR.

Demonstração
Como uma variedade de Banch é uma variedade modelada 

sobre espaços de Banach, e espaços de Banach são Local-’ 
mente Convexos, pelo Teorema 4.02 está completa a de­
monstração.

4.04- Definição
Seja A um subconjunto fechado de um espaço X. D:L 

zemos que A tem uma Propriedade de Extensão Homotópji 
ca (HEP) em X com respeito a um espaço Y se ca­
da função contínua de X x£oJ U (A x I) em Y pode 
ser extendida a uma função contínua de X x I em Y 
(i.é., dâdajüma função f:X— , cada homotopia de 
f|A:A— *-Y pode ser extendida a uma homotopia de f:X->Y). 
Se A tem uma HEP em X com respeito à todos es­
paços Y entao A é dito como tendo a AIIEP, ou 
seja, a Propriedade Absoluta de Extensões de Homotopias' 
era X.

4.05- Teorema
Seja Y uma variedade metrizável. Se A é um 

subespaço fechado de um espaço metrizável X então A 
tem uma HEP em X coci respeito a Y.
Fiais geralmente o mesmo é verdade se Y é uma ANR.

Demonstração
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Seja T * (X x 0 ) (A x I). Dada f:T— *Y como
Y é uma ANR, f é extendível a uma função contínua 
H:U— *Y onde U é uma vizinhança de T em X x I.

26

Visto que I é compacto, existe uma vizinhança V de 
de A em X com (V x I) CU. Desde que espaços ' 
métricos são normais, seja uma função de Urysohn
em X com suporte Ç  V e ^A"** Logo temos
(Vc) - 0. Definindo F:X x I -->Y por

F(x,t) = H(x,cP(x)t), temos para t= 0 F(x,0)=H(x,0) 
e para t = 1 F(x,l) = HCx^Cx)), e para 
(a,t) £ A x I, F(a,t) - H(a,^(aH) * H(a,t)i Portanto 
F é uma extensão de H*

4.06- Teorema
Seja X uma variedade metrizável e seja A um 

subespaço fechado de X o qual é também uma variedade. 
Então A tem uma AHEP em X,

Mais geralmente se X é uma ANR e A é um 
subespaço fechado de X o qual e tambem uma ANR en­
tão A tem a AHEP em X.

Demonstração
Seja T = (X x{ü})U(A x I). Será suficiente defi­

nir uma retração x I -- ► T# Claramente A x I
é uma ANR fechada (I é uma AR e o produto de ANR's 
é uma ANR), e X x £o} também o é. Como ...
ÍX x {ojlnlÃ x 3 = A x (o) é ANR pelo Lema 3.02 (b), T
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também é uma ANR. Agora aplicamos o Teorema anterior fa 
zendo Y = T e f - i d . A  êxtêrisão f* de f à 
X x I em T é a retração desejada.

Teorema
Uma variedade metrizável é uma AR se e somente se 

é contrátil.
Mais geralmente, uma ANR é uma AR se e somente se 

é contrátil.
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Bemonstração
Seja Y uma ANR;
Dado um subconjunto fechado 

co X e uma função contínua
A de um espaço metri

dof : A— *Y o segue

Teorema 4.05 que se uma funçao f^:A--*Y homotopi,
ca a f admite uma extensão contínua F^:X— Y en­
tão f admite uma extensão contínua F^ jX— "Y (real 

o  o —

mente com 
Se Y 

motópica a

Fq homotópica a F^). 
é contrátil e p (Y entao f e ho— o

a
continua F̂ , x*~ 
tensão contínua 

<
F :X o — *“Y e 

Y é umaReciprocamente se 
f:(Y x(0})u([p} x I) U(Y x £lj)

/' ‘
/ / / / . :

< ■ / '  / '  S ' S  
t - Í A w  ( '/ /

, y S * /, . * /• .? < '  ■// . -'V.' "/ •, / // -

--•• p, a qual tem uma extensão 1
p. Portanto f tem uma ex- 1 o

Y é uma AR*
AR então a função 
-- *■ Y, definida por

f(y,0) = y

f(p,t) = p

f(y,D = p

pode ser extendida a função F:Y x I 
xiste uma contração de Y a p

— #.Y, isto e, e- 
mantendo p fixo.



TIPO DE HOMOTOPIA FRACA



5.00- Tipo de Homotopia Fraca *8

Daremos agora algumas defihiçõès, lemas e teoremas os 
quais caracterizarão o tipo de homotopia de um;• espaço, * 
bem como, condições para a existência de equivalências ' 
homotópicas fracas.

5.01- Limite Indutivo
Seja F uma família de espaços topológicos os ' 

quais estao ordenados direcionalmente sob a relaçao M e 
um subespaço de ”, isto é, dados X e Y em F 
existe Z em F tal que X e Y são subespaços 
de Z.

Definimos o "Limite Indutivo L", L = lim X, da fa
{J & J L  . "mília F como sendo X com a mais fina tòpolo

gia tal que para cada X em F a inclusão X* *"L 
é contínua.
Obs:

X.J devemos denotar o limite indutivo 
como litnr X^ .

Observemos que se S <3 L e aberto (fechado) em 
L se e somente se SOX é aberto (fechado) era X 
para cada XíF e que a função f:L ►Y, Y um 
espaço topológico, é contínua se e somente se a função 
f,x:X--*-Y é contínua para cada X em F,

Nota:
Lembremos que um espaço vetorial real de dimensão fà. 

nita tem topologia única (a topologia natural) a qual faz 
ele se tornar um espaço vetorial topológico; a saber a 
mais fina topologia fazendo cada funcional linear contí­
nuo •

Se -



5.02- Topologia Finita
Se E é um espaço vetorial real qualquer e F e

a família de subespaços de E de dimensão finita, ca
da um com a topologia natural, então F é ordenado 1

direcionalmente sob a relação "é ura subespaço de" e
U  X = E.X£F

Então E pode ser topologizado como o limite in 
dutivo de seus subespaços de dimensão finita com suas to 
pologias naturais, e a topologia resultante é chamada de 
topologia finita para E.
Obs:

Como veremos E e um espaço vetorial topologico ' 
era sua topologia finita se e somente se E tem dimen­
são contável, e neste caso E é de fato um EVTRLC 
na topologia finita, na qual cada conjunto aberto é pa- 
racompacto. Em um espaço vetorial real a topologia fini­
ta é a topologia fraca determinada pela topologia Eucli­
diana sobre cada subespaço linear de dimensão finita.

5.03- Not-açao
No que segue: V é um espaço vetorial topologico rje

al localmente convexo, (EVTRLC).
E é utn subespaço linear denso de V, 

tendo a topologia finita, 
ô é um conjunto aberto em V.
Q = ÖDE considerado como um subespaço 

de E, i.e., com a topologia rela­
tiva de E.

5.04- Lema
Se K é ura subconjunto compacto de Se W e u-

ma vizinhança de zero, suficientemente pequena, em y e
se K D  0(k- + W) 0, k• € K, então a casca convexa 

„ i=i 1 t 
de 0  (k4 + V?) está contida em u.

1=1 \Demonstração

29
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Para cada k £ K seja uma vizinhança de
zero em V com k + Q  (S>, e seja uma vi­
zinhança de zero com ^  ̂ k* ^oíno ^ ® compacto
K<^ ^J(d,+W, ) e seja W., uma vizinhança convexa* i*l x «i nm
de zero, com o « ,  .•1*1 1

Então K+W^ Q 0» Poig se v£lc+W^ então, vis, 
to que k Ç » v= d^+(v-k)+(k~d^) € di+W1+W^ Q.,.
d +̂w  ̂ ^  d.+Ü, Ç  <5>. i d̂  dj. —  i d̂

Agora suponha W tão pequeno que W+(-VJ) ^
“ne suponha ké 0 (k.+W), k,k. € K.i=í * *■

Se v^ek^+W, i= l,...,n nós devemos mostrar que
£  V i £  ® se ^ e ° ûe determina aí=i ^ 1 
casca convexa da união de todos os k^+W.

Visto que k+V/̂  Q  0 é suficiente mostrar que o
£ *)  ̂tj.v̂ )-k = Ç  ti(vi-k) £ Ŵ , e desde que e conve

xa será suficiente mostrar que v^-k€w^, Mas k-k^ € W
e v^-k = (v^-k^) - (k-k^) € tf+(-tf) C
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Lema
Se S e ura subconjunto linearmente independente 

de E, então S é fechado em E e, na topolo—' 
gia induzida de Et S é discreto.

Demonstração
Se X é um subespaço de dimensão finita de E

então SOX ó finito, portanto fechado em E. Vis­
to que cada subconjunto de S é linearmente indepen­
dente, e portanto fechado em E, S ó discreto*

5.06- Lema
Cada subconjunto compacto L de E está con 

tido em subespaço de dimensão finita de E»



5.07-

Demonstração 31
Seja S ura subconjiinto linéarmente independente 

raaximal de L (Lema de Zorn), e seja X o subespaço ' 
de E gerado por S , então temos L Q X  e se­
rá suficiente provar que S é finito, Mas por 5.05 
S é discreto, e por outro lado S é fechado em L 
e portanto compacto. Assim S é discreto e compacto e 
portanto finito.

Lema
Seja K um subcongunto compacto de (9 e supo­

nha L G  KnE um subconjunto compacto de E. Então 
existe uma deformação ĥ .:K— de K era Q tal
que ht|L e a identidade e tal que e uma fun
çao continua de K em E.

Demonstração
Pelo Lema anterior, 5.06, seja E^ um subes— 

paço de dimensão finita de E que contém L, L Í==Ê . 
Usando o teorema da Extensão de Tietze, extendamos a fun
ção identidade de L a uma função contínua g:K-- *-Ê
e seja UQ= £ k € K | g(k)-k € wj, onde W é esco­
lhido como no Lema 5.04,(vizinhança pequena de zero), ’ 
de modo que UQ é uma vizinhança de L em K.

Seja U4...«.U uma cobertura aberta de K - U u 1 » » n o
A /

cora U^ disjunto de

onde W é uma vizinhança de zero, H' Ç V. Seja uma



5.08-

Partição da Unidade, (To,***,̂ n * Para K com suporte 
Q  ̂  e defina ht(k) - (l-t)k + t j<^(k)g(k)+^<j^(k)ei 

onde e. ̂ (k^+V)nEC(k^tí)^E (lembrando que E é 
denso em V)•

Se k£ L então ^(k)« 0 para i^l, visto que 
U±0 L * 0, e ^(k) * 1. Portanto g(k) = k, e ht(k)=k. 
Seja Eg o espaço de dimensão finita gerado por E^ e 
e^,..*,en. Então leva K continuamente sobre E^
e, desde que, E^ é um subespaço topológico de E,

leva K continuamente em E*
Resta provar que h^(k)€ &• Para um dado k reor

denemos os Índices de modo que <P1(k)>0, i - e
- 0 para i>m. Então:

k 6 (k+W)H O  U. O  (k+V)H n(k,+w>. í‘1«1 ^  1
Agora (1-t) + t ^(k) ~ 1. Entao por 5.04 se

til
rá suficiente mostrar que k e os e^ pertencem
a: (k+W)U U(k-i+kT)i e que se ^  (k) > 0  também oisj * o
g(k) pertence a esta união, fias k € (k+W) , e^£ (k^+W) 
e se % ( k ) > 0, temos k € UQ e então g(k)€k+W.

Lema
Seja A um subespaço fechado de um espaço compacto 

X e seja uma função contínua tal qie fQ | A

é uma função contínua de A em <9. Então existe uma 
homotopia de fQ tal 3ue ® uma
função contínua de X em ô e tal que ^tjA= ^ojA

para Oétél.

Demonstração
No lema anterior tomemos K = fQ(X) e L = fQ(A) 

e coloquemos f̂ .= h^ofQ.
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5.09-

5.10

Teorema
Seja V ura EVTRLC e seja E ura subespaço ' 

linear denso em V cora sua topologia finita. Dado 0  
aberto era V seja 0  - 0 0 E como um subespaço de E. 
Então a função de inclusão i:(S)— >0 é uma equivalên­
cia homotópica fraca.

Demonstração
Seja e seja <X £ ÍTn($)» i.é., PC = Jr
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V S
n

õ. Seja ft;Sn uma homotopia 1 
€

onde U ” 1/
de f com f^:Sn --► (P uma função continua
(Lema 5.08, X *= Sn). &ntão podemos considerar a classe 
p l j  £  TTn«S) e i ,  J í j j  = OC ,  portanto

sobrejetiva.
*  I* XI

V

f,

Agora suponha DO 6 TTn($) e i^oC = 0. Então exis—
te f :D o

n+1 -» (5) tal que fo|sn: S
n e

contínua e de fato oC = £fQ|gnj i Aplicando novamente o 
Lema 5.08 existe uma homotopia f+:Dn+*-- > (j) de f

tst
-  o ,com uma funçao continua f 1 :Dn+1 tal

o 
que

f t|sn = fo|sn# Enta0 p^ = (fl|s l̂ e* desde que
-> G é contínua, C>C = 0 então temos quef1:Dn+1

Corolário
Sejam V 1 e V2 EVT RLC 

uma função linear contínua de 
linear denso de V̂ . Dado G

e sejam f:V. ->V,1 " 2  
sobre um subespaço

um aberto em Vg se
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ja 0  - f~^(60 de f = f|g). Então f:©---* Ô
uma equivalência homotópica fraca.

Demonstração
Como o núcleo de uma aplicação é um subgrupo normal, 

seja K «= kerf, Tf:V^ ^  Vl/4í a Pro*jeÇ®° canôni­
ca, f = gotí a composição canônica de f, e
<S>* * g”1 «9). _ 7?
f(o)= § c M ■* Q 0

y  k
Então é suficiente mostrar que TT|g:

g)<S)* j Q --são equivalências liomotópicas fracas.
Em outras palavras, desde que Tf é sobrejetiva e g é 
injetiva será suficiente mostrar os dois casos.

Caso 1: f é  injetiva.

Sem perda de generalidade podemos supor que e
ura subespaço linear denso de Vg com uma topologia ' 
mais fina ê que f e a função inclusão. Então (^(JOV^ 
é um subespaço de V^.

6>

<9 
f

0

Seja E- com a topologia finita e
* ^como um subespaço de E. Seja i:(9-- ?($ e ...

j :($*---<S> as funções inclusões as quais pelo Teorema '
anterior são equivalências homotópicas fracas. Visto que 
o diagrama acima é comutativo, f é tambem uma equiva—' 
lência homotópica fraca.



Caso 2: f é sobrejetiva 35
Seja E.= V. com a topologia finita, G => <9 coJ» JL

mo um subespaço de V̂ , G - <9 como um subespaço '
de e defina g:G-- *-G por g= gjQ*

Visto que uma função linear entre espaços vetoriais^ 
cada um com a topologia finita, é claramente contínua,' 
g é contínua e temos um diagrama comutativo, abaixo,

«"“* t r*
a  -------------

f

)

onde as funções identidade i, j são equivalências 
homotópicas fracas. Então é suficiente provar • que g 
é uma equivalência homotópica fraca.

Se ja[hJ=c>C € , h:S”--- *-G é contínua e por
tanto h(Sn) está incluída em um subespaço de dimen­
são finita X de E^i pelo Lema 5.06.

Seja ei»«*»»en uma base de X. Visto que f 
é sobre, podemos achar E^ tal que f(e^)=e^.

w
Seja h(q) = hi(q)ei e definamos h:Sn--► Ej

____  * >  i7i _ _  _ _

por h(q) = (̂*1)®-̂ » Claramente foh = h, portan
to h:Sn--*5 e H - o c , e então a função
g*:TTn(G)--- T̂f̂ íG) é sobrejetiva.

Agora seja P^T^CG) com gf((3) = 0, onde (3 =[k|
cora k:Sn--*-G. Pelo Lema 5.06, k(Sn) está incluí
da em ura subespaço de dimensão finita Y de E^. S<i

ja vi»**.»vn uma base Para Y com vm+l* * * * *vn 
uma base para Yflker(f), de modo que Vj=f (v.̂  , . . . ,
v = f(v ) é uma base para f(Y). m m'

Ponha k(q) = Visto que, ...
,  „ i.i 1 

f(Ski(q)vi + t£J k±(q)vi) = f(k(q)) para qualquer t€R



-1,
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segue que k é homotópica em G - f (f(g)) à função
qi-- ► k.(q)v., isto é, podemos supor que m=n. Desde
que ~ 0 podemos achar K: D --*G onde
K(q) *■ K^(q)v^, tal que ^|sn ^ e en^®í> "temos

1=1 -n , _
Ki|sn - k^. Assim qi--► K^(q)v^ e uma extensão *

< * ~ n+1 ^continua de k a uma funçao de D era G. En­
tão (3 = 0 e g^ é injetiva, g^ :1Tn(G)— of^(G).
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DQMINAÇÃO POH COMPLEXOS SIMPLICIÂIS



6.00- Dominação por Complexos Simpliciais
De acordo com a definição de Complexo Simplicial de 

1.06, conceituaremos Espaços Dominados, era particular p/ 
Complexos Simpliciais, caracterizando assim, através dos 
Teoremas e Lemas aqui desenvolvidos, as condições para ' 
que uma ANR o seja. Com isto chegaremos finalmente à 
condição para que uma equivalência horaotópica fraca se­
ja uma Equivalência Homotópica.

6.01- Espaço Dominado
Sejam X e Y espaços, e as funções f:X— ►¥
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e g:Y— ^X tal que gof ;X--►X seja homotópica à
função identidade de X.

lo espaço X, ou que X domina Y.

6.02- Subconjunto Semi-Localmente Convexo
Diremos que um subconjunto X de um espaço vetorî  

al topológico V é "semi-localmente convexo" se para 
cada x £ X temos uma vizinhança U relativa a X 
a qual é um subconjunto convexo de V.

6.03- Lema
Seja V um espaço vetorial topológico e E um 

espaço vetorial real com sua topologia finita. Então ca­
da função linear T: E — *V ó contínua.

Demonstração
Seja X E um subespaço de dimensão finita. Então ' 

T (X) é um subespaço de Dimensão Finita de V e é



6.04

um subespaço topológico de V na sua topologia natu­
ral.

Visto que cada fujição linear entre espaços vetoriais 
reais de dimensão finita é contínua em suas topologias ' 
naturais, temos:

T,xIX-- ►T(X) é contínua e,
portanto, ^|x:̂ -- ® contínua e,
entao, T :E---►V é contínua.

Lema
Se ^  ̂  é uma cobertura aberta de um espaço

paracompacto X, então existe uma cobertura aberta lo­
calmente finita , de X } tal que, se 
então U  %  Q ^  para algum c<€A,

Demonstração
Para começar podemos supor que ® local­

mente finita. Seja {̂ pc}oc6A unia c°bertura aberta de 
X com Q  .

Visto que U* são fechados e localmente finitos, 
para cada x£ X, üoçl x ÜxJ é um subconjunto 1
fechado de X o qual não contém x. Portanto 
vx= 0  I x e q*! - Uj^l x/̂ üocj é uma vizinhança 
de x.

Observe que para cada x(X e todo k C A se
V 0 Uoe ^ 0, então x É Üpç logo V C  .

Suponha que O  V / 0, e que x £ p\ V .i=l xi i*i xi
Escolhamos oc de modo que x £ . Então temos

xf V O Uçc / 0 portanto V Ç  portanto U ^ Ç W «xi xi i*i xi
Agora é claro que para qualquer cobertura aberta local­
mente finita píB a qual refina {vx)x fex sa- 
tisfaz a conclusão do Lema.
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6.05- Teorema
Um subconjunto semi-localraente convexo, paracompacto 

de um espaço vetorial é dominado por um complexo simpli- 
cial.
Demonstração

Seja X um espaço paracompacto o qual ó um subcon
juhto semi-localmente convexo de um espaço vetorial topo
lógico V e seja uma c°J-eçã° de subcon
juntos de X cujos interiores cobrem X e tais que
cada Wpç é um subconjunto convexo de V.

Pelo Lema 6.04, podemos achar uma cobertura aberta
localmente finita de X, j jri^b * c*ue se ***

£ 0 então a casca convexa de está
contida em X.

Seja uma PartiÇ3° da unidade para X
com suporte %  s  e seja f:X * Jn| a correspon
dente função baricêntrica, onde N é o "Nervo" de

l»05 a 1*08). Para cada P^B, seja ...
X((3)6 (9p . Visto que B é uma base para exisfc
te uma única função linear T:R^^---»-V tal que ...
T (P) - X'(P), e pelo Lema 6.03, T ó contínua. Portan
to g = Tj|N| é uma função contínua de INI em V.

<*iObserve que se y £ INI , então y = JT t̂ (3̂  com 
0 e onde ® um n-simplexo

de N. Assim g(y) = Ç ti^'^Pi)# A£ora se ^ $

de modo que a casca convexa de U  está contida em

39

X, e desde que segue que g(y)6 X e te
mos uma função contínua g: |N| — *X. Ttesta agora mostrar 
que gf é hociotópica à função identidade de X. S<í 
ja x € X e seja Po» * **»Pn os vórtices distintos ’m Tl
com 7(3i(x) > °» Então x^Q®p| e Portanto >rí> (*item 
sua casca convexa em X. Desde que x e ^((^) es 
tão todos em segue que para cada ü á t í 1



«n
h+(x) - (l~t)x + t ̂  ̂ (x) %(&) está em X, entãos** *
claramente h^:X— ►X é uma deformação de X. Mas
g(f(x)) = g(£ <Pp1(x)p1) ^(x) %(pi) « hjCx).

i=* i*0

6*06- Lema
Cada espaço metrizável pode ser mergulhado era um sub 

eespaço fechado de um subconjunto convexo de um espaço 
de Banach,
Demonstração

Antès àe qualquer coisa, definamos o mergulho de 
Kuratowski: Seja X um espaço metrizável e escolhamos u 
ma métrica limitada para X,

Seja B(X) o espaço de Banach das funções contí­
nuas limitadas com valores reais sobre X com ...
II f || = Sup|f(x)| x í X J . Seja K:X— *B(X) , denotando
o mergulho de Kuratowski de X, definido por:
K(x)(y) =Ax,y).

Por uma aplicação trivial da desigualdade triangular 
segue que K é um mergulho isométrico de X em B(X), 
e por um argumento simples de Wojdyslawski o qual o a— 
tribuiu a S, Eilenberg, K(X) é fechado em sua casca 
convexa. Logo segue o Lema.

6.07- Teorema
Uma variedade paracompocta e dominada por um comple­

xo simplicial. Mais geralmente, urna ANR é dominada por 
um complexo simplicial.

Demonstração
Seja X uma ANR. Pelo Lema anterior podemos su 

por que X é um subconjunto fechado de um conjunto con 
vexo S em um espaço de Banach V.

Desde que X é uma ANR a função identidade de X
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extende-se a uma função contínua /®:(9-- *X, onde 0
é uma vizinhança aberta de X em St i.é, X é u- 
retração de ® e "a fortiori" X é dominado 1 
por 0 •

Desde que "A é dominado por B" é claramente uma 
relação transitiva, será suficiente mostrar que <9 é 
dominado por um complexo simplicial.

Desde que (S> é aberto em S , dado v t 0 po­
demos achar uma vizinhança U de v em V tal 
que ims £  <9 , e desde que V é localmente conve 
xo podemos supor que U é convexo. Desde rque S é 
também convexo, UflS e convexo. Portanto <9 é send_ 
localmente convexo. Como ® é um subespaço de um ejs 
paço metrizável V, ($) é metrizável portanto paracom- 
pacto e o Teorema 6.05 completa a prova*

6.08- Lema
Se X e Y são espaços dominados por complexos ' 

simpliciais (ou mais geralmente por C^ complexos) en
tão qualquer equivalência homotópica fraca f:X--*Y,
é de fato uma equivalência homotópica.

"A prova deste Lema será omitida, encontra-se em 
[4 - Teor. 6.3]".

6.09-Teorema
Sejam X e Y variedades metrizáveis. Então qual­

quer equivalência homotópica fraca f:X-- Ŷ é real -
mente uma equivalência homotópica. Mais geralmente o 
mesmo é verdade se X e Y são ANH’*».

Demonstração
É consequência imediata do Teor. 6.07 e Lema 6.08.
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6.10- Corolário
Se X é uma variedade metrizável então as se­

guintes afirmações são equivalentes:
(1) Tfn(X) = 0, n- 0,1,2,...
(2) X e contrátil
(3) X é uma ANR
Mais geralmente o mesmo é verdade se X é uma ANR̂  

Demonstração
A equivalência de (2) e (3) é o Teorema 4.07.
A implicação de (2) em (l) é trivial.
Resta mostrar que (1) implica (2): Seja p£X e

i:p--►X a função inclusão. Então por (l) "i" e

uma equivalência homotópica fraca, e portanto, pelo Te 
orema 6.09 uma equivalência homotópica, e X é 1 
contrátil.

6.11- Teorema
Sejam V^ e V^ EVTRLC e seja f :V̂ — uma 

função linear contínua de V^ sobre um subespaço li­
near denso de V,,. Dado (9 aberto em V^ seja 
(9 =■ f"1«̂ ) e f = f j q  . Suponhamos que V^ e V^ s£5 
jam metrizaveis, ou mais geralmente, que 0 e 0 são
paracompactos. Entao f:Cy--e uma equivalencia ho
motópica.

Demonstração
É uma consequência imediata do Corolário S.IO, do 

Teorema 5.09, do Teorema 6.05 e do Lema 6.06. (Ob-
A/ ^

serve que desde que 6) e 0 são abertos em EVTRLC, 
são semi-localmente convexos).

6.12- Lema
Seja E um espaço vetorial de dimensão contável
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6.13

munido com sua topologia finita. Então E é um ... 
EVTRLC e cada conjunto aberto de E é paracompacto.

Demonstração
Escolhendo uma base contável para E podemos i- 

dentificar E com o espaço R°° de todas as sequen 
cias finitas não nulas de números reais. Seja Rn=.«# 
[x € R® l x^=0 se i>nj. Visto que cada subespaço de 
dimensão finita de R00 está incluído ou melhor, contjL 
do em algum Rn, R°̂ = lim Rn. Dada uma sequência de nú 
meros reais positivos fe} • x° £ R00 seja ...
N(x°,^}) = | xé VI |x̂  - x°|< £. para todo * } * 

Claramente N(x°, feí) é uma vizinhança convexa 
de x°. Se U é uma vizinhança de x° então ..<>
U 0Rn e uma vizinhança de x° em Rn (para n gran 
de) então existe um £n> 0 Que se 1^ K  Sn ,
i - l,...,n então (t.j-x°,... por
tanto se min então N(x°,
Assim N(x°, fe}> é uma base das vizinhanças convexas 
de R00, e segue fácilmente que R00 é um EVTRLC, ' 
portanto regular* Se 0 é aberto em R00 então 
0  é regular e (f-compacto (visto que cada Rn é 
(f-compacto), então cada cobertura de 0 tem uma sub— 
cobertura contável. Visto que uma cobertura contável é 
"a fortiori" (T-discreta, segue que (5 é paracompacto,

Teorema
Seja V ura EVTRLC e seja E um subespaço 1

vetorial de V tendo dimensão contável e denso em V.
Daremos a E a sua topologia finita, e para 0 aber

As*

to em V seja 0 = G fi E considerado um subespaço 
topológico de E. Então se V é metrizável (ou, mais 
geralmente, se Q  é paracompacto) então a função in
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a/
clusão de <9 em <9 é uma equivalência homotópica.

Demonstração
Imediata do Teorema 6.11 e do Lema 6.12.

6.14- Corolário
Seja V em EVTRLC e seja Ên} unla sequên­

cia crescente de subespaços de dimensão finita de V 
tal que IJ En e densa em V. Dado (9 aberto em
V seja (9n =■ 0 O  En e seja <9̂  = lim $n. Então * 
se V é metrizável (ou, mais geralmente, se 0  é 
paracompacto), a função inclusão (9̂-— é uma e— 
quivalência homotópica.

Demosntração
Seja E = cora 3 topologia finita. Então E

tem dimensão contávèl e (5 = 0 0  E como um subes—oo
paço de E, e o Corolário segue.
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-VII-

SOBRE O TIPO DE HOMOTOPIA DE CERTOS ESPAÇOS DE FUNÇÕES
DIFERENCIÁVEIS



7.00- Sobre o Tipo de Homotopia de Certos Espaços de Funções 
Diferenciáveis.

Daqui por diante, M denotará uma variedade dife— 
renciável, paracompacta (usualmente compacta ), de di­
mensão finita com ou sem fronteira e X denotará uma 
variedade direrenciável, paracompacta modelada sobre ura 
espaço de Banach de dimensão finita ou infinita, ( e— 
quívalente a metrizável, Corolário 2.05 ), sempre sem 
fronteira.

Os espaços de Banach de dimensão infinita são al­
gumas vezes supostos como sendo C®-diferenciáveis, iss 
to é, admitem partições da unidade de classe C00 subor 
dinadas a qualquer cobertura aberta, temos como exemplo 
os espaços de Hilbert separáveis.

Veremos à seguir um teorema e um corolário que nos 
permitem afirmar que X admite partições da unidade 
de classe C00 . Em seguida, definiremos os espaços em 
questão e desenvolveremos os Teoremas que nos permitem* 
determinar o tipo de homotopia entre eles.

7.01- Teorema
S JivbfjchjvfitcS A.j

e Ag não-vazios, disjuntos e fechados de um espaço de
B anach C® diferenciável E. Então existe uma C0̂-
função p:E— >R tal que )̂ (x) = 0  se x e
^(x) = 1 se x ̂  Ag, e 0 ̂  )^(x) 1 para todo x.

Demonstração
Tomemos B^= E — Â  e Bg= E — A^ uma cobertu 

ra aberta de E. Seja V  ?2 uma partição da uni 
dade subordinada â cobertura. Sejam, sup ̂  C. B^ e 
s u p ^ Ç B  2, ^(x) + ̂ (x) = 1.
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7.02-

7.03-

Tomemos >£'= <p e € Aj , então > o
sup zzẑ > € E~A| o que

é uma contradição. Fazendo o mesmo para A^, então
f(a2)<! <-- > ^ ( a 2)<l < = ^ f 2(a2)>0 r ^ a j t E - ^
o que também é uma contradição.

Deste modo ^  é a função requerida.

Corolário
Seja X uma variedade paracoropaeta de classe C^ 

modelada sobre um espaço de Banach C00 diferenciável 
E. Então X admite partições da unidade de classe C?

Demonstração
Seja [U*} uma cobertura de X. Sendo X pa 

racompacto existe um refinamento localmente fi
nito por meio de vizinhanças coordenadas. Tomemos uma 1 
Carta Como X e normal, escolhamos a-
bertos W/s e Yp tal que Wp Çz Wp Yp ̂  Ypí= * 
Os conjuntos , Ŷ  e Vp são levados homeomórf ícíj
mente em abertos de E, e ® fechado em E,
seja uma função C00 de Urysohn em E
tal que ) = 1 e /^(E—  ̂ (Yp ) ) = 0 e
definamos por:

í ^ ( f&(x) > se x f y

l 0 se x £ Yc
%Agora seja * Definamos 0̂ = ̂  a

partição da unidade desejada é a coleção

Definição
Cr(M,X) ; para Oírico ? denotaremos desta for 

ma o espaço das funções diferenciáveis de classe Cr 1 
de M em X. Equiparemos este espaço com a C -topo—
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logia a qual é uma topologia metrizável. Suponhamos ago 
ra que M seja compacto. Então é sabido que Cr(M,X) 
para oér<cõ é uma variedade metrizável modelada ' 
sobre espaços de Banachí*W X é de dimensão finita 
ou; modelada sobre um espaço de Banach de dimensão in 
finita C®-diferenciável, então é também sabido que 

é uma variedade metrizável modelada sobre Es­
paços de Fréchet (EVT completamente metrizáveis). Então 
Cr(M,X) é um3 ANR para a classe de espaços metrizá 
veis para todo 0 r oo e para r = oo se o mod£ 
lo para X é C°^-diferenciável.(Teor. 4.02). Para 
a demonstração destas assertivas consultar .

Obs:. É desconhecido se C^M^X) é uma variedade 
sem qualquer hipóteses sobre • X ou come aqui, sobre o
modelo para X,

(# V’<?i~ jjĉ Jice I.)

7.04- Definição
Uma k-mersao é uma função f£Cr(M,X) tal 

que sua derivada tem posto maior ou igual a k era to 
do ponto

7.05- Cr(M,X;k)
Denotaremos desta forma o subespaço aberto das k- 

mersões em Cr(M,X), 0^ k $ minjdim M, dim xj .
Cr(M,X;0) é justamente o próprio espaço Cr(H,X), 

e se dim M Ŝ. dim X então Cr(M,X;dim M) = . .* 
Immr(M,X) ou seja, o subespaço das imersões*

7.06- Embr(K,X)
Denotaremos desta forma, para , o subes—

2<*paço dos mergulhos em C (M,X):

Obs:. Se Cr(M,X) é uma ANR, então os seus su-
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bespaços abertos dos mergulhos e k-mersões também * 
são ANR's, (Lema 3.01-b).

7.07- q-equivalência
Sejam X e Y espaços topolégicos não-vazios, e 

seja f:X— ►Y uma função contínua. Seja q ura ' 
inteiro nao-negativo. ^iremos que f :X— ►Y é uma 
O-equivalência se a função induzida entre componentes 
por caminhos, f# : TTQ(X) — tr0(D, é sobrejetiva.

Para q^,l chamaremos f uma q-equivalên
cia f se a função induzida f* : T(^(X)-- >Tí^(Y) é
uma bijeção, e se para qualquer ponto base base x6X 
a função induzida f*: I ĵ (X,x) — ► fl^(Y,y) onde y=f(>c) 
é um epimorfismo para 0 =  i ̂  q, e um monomorfisrao ' 
para 0 #  i ̂  q—1.

Obs:• óbviamente f é uma equivalência homotópjl 
caVse e uma q-equivalencia para todo q^.0.

Usareraos o fato de que se f :X— ►Y é uma equiva 
lência homotópica fraca, e X e Y são ANR's, en­
tão f é uma equivalência homotópica (Teorema 6.09).

"Nos Teoremas a seguir, sobre a equivalência homor» 
tópica de espaços de funções entre variedades, cujas de 
monstrações usam, fundamentalmente as propriedades de 
equivalências homotópicas demonstradas nos capítulos * 
anteriores, estudaremos as Propriedades Homotópicas 1 
das Funções Inclusão de Cr(M,X;k) e Embr(M,X) em
Cr(M,X)B.

Obs:. No que segue, para n, m, k inteiros, 
seja q(n,m,k) = in-2k+(n-k)(m-k) .
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7.08- Teorema
Sejam Mn e Xra variedades diferenciáveis de di­

mensão finita com M compacto, e sejam k e r in 
teiros satisfazendo 0 ^ k min |n, mj e 2^r^a> .

i) Se 0^q(n,m,k), então Cr(M,X;k) / 0 e a 
fúnção inclusão de Cr(M,X;k) -— ►Cr(M,X) é uma 
q(n,m,k)-equivalência

ii) Se 0^m-2n-l, então Embr(M,X) £ 0 e a fun­
ção inclusão de Embr(M,X)--**Cr(M,X) é uma
(m—2n-l)-equivalância.

Demonstração
Seja Q1 uma variedade diferenciável compacta ' 

com subvariedade compacta A C Q 1 e o ponto base 
qQÉ A C Q1.

i) Ê bem conhecido e segue imediatamente de A2.13 
(Apêncice 2) que Cr(M,X;k) / 0 quando temos 
q(n,m,k) ̂  0. Suponha agora que 0 é  i è  q(n,mrk) e 
seja fQ £ Cr(M,X;k) uma k-mersão arbitrária.' 
Estudaremos então a classe de honiotopia da função ...
f:(Qi,A,qo)-- ►( Cr(M,X), Cr(M,X;k), fQ ) através •
da função associada Í^CC^xH0)-->Xm.

Podemos supor sem perda de generalidade que jf 
é de classe Cr. Visto que f(A) C C r(M,X;k), a fun 
ção f = f(q) tem sem dúvida posto ^ k sobre 
M para todo q€A.

De acordo com A2.13 (Apêndice 2), f pode ' 
ser arbitrariamente aproximada na C -topologia por 
uma função g: Q1 x Mn ---^Xm tal que as restri—

ç5es f|Ax>í e tal que tem P°sto ^ k
sobre M para todo qÇQ1.
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Usando uma vizinhança tubular para X era ura es­
paço de Banach E podemos portanto também homotopji 
zar £ em uma função ^ como acima por conectar­
ias linearmente na vizinhança tubular e então projetan 
do sobre X. Esta homotopia agora induzirá uma homoto~
pia de f em uma função g: Q1--►Cr(M,X;k) a qual
é constantemente igual a f|^ sobre A. Então f 
representa relativamente a classe zero*

Consideremos agora a função induzida
Tt±( Cr(H,X;k), fQ ) --- ► T\± ( Cr(M,X), fQ).
Se colocarmos Q1 =■ S1 e A= qQ na análise a- 

cima, concluiremos que esta funçãò é sobre para ...
0 éi éq(n,m,k). Se colocarmos e A = S*
segue de análise análoga com dim Q= i+1 que esta ' 
função é injetiva para i+1 á=q(n,m,k). Isto é, porém, 
exatamente o que queríamos provar.

ii) Novamente pelo Teorema de Mergulhos de Whitney ' 
(Apêndice 2, A2.10), é conhecido que Embr(M,X) / 0 ' 
quando m-2n-l ^  0. Suponhamos agora que 0^ i ^  in—2n—1 
e seja fo€Embr(M,X) um mergulho arbitrário. Con­
sideremos então a classe de homotopia da função

*:( Q\ a, %  ) ----► (Cr(M,X), Embr(M,X), fQ)
00 ^ Í O vfflcom a funçao associada f: Q x H ---** , a qual

novamente sem perda de generalidade podemos supor como 
sendo de classe C .

Visto que O^i =m-2n-l^m-2n podemos como na 
prova do item i) hoitiotopizar f em uma função
g; Q*--- r‘Immr(M,X) fixando tudo sobre A. Observe
mos agora que Emb (M,X) neste caso e igual ao es­
paço das 1-1 imersões, desde que M é compacto. 
É fácil de ver que g(q) = gq é 1-1 para todo
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I

q £ Q1 se e somente se a função definida pelo diagrama
51

Aq X 1M X 1H
Q1 x Mn x Mn ----------- ► Q1 x Q1 x Mn x Mn

1Q x Twist x 1^ 

Q1 x Mn x Q1 x Mn -----►
t x f

leva Q* x ( Mn x M^A^ j ) era Xra x Xm \  Ax. Ess 
ta última condição é uma condição de transversalidade 
quando temos i+2ném—1 ou equivalentemente .*•
i ■—  m-2n-l, uma aplicação do teorema da densidade de 
transversalidade (Apêndice), permitirá então uma aproxi 
mação de £  com uma função tal que Iti|AxM=®|AxM

e tal que é 1-1 para todo q £ Q1 no caso
de 0 |  i ^  m-2n-l. Procedendo corno na prova de i) , 
podemos então horaotopizar g em uma função 
h: Q1-- «►Embr(M,X) tal que a homotopia é constante­
mente igual a = ^|a sobre A* f representa 
então, relativamente, a classe 0. A prova de ii) 
é completada de modo análogo a do item i), com a esco­
lha adequada de Q e A,

7.09- Teorema
Seja Mn uma variedade diferenciável compacta e 

seja X uma variedade diferenciável modelada sobre ' 
um espaço de Banach E de dimensão infinita que ad 
mite partições da unidade de classe C00.

Sejam também k e r inteiros satisfazendo as 
condições Oék é  n e 2ér^on.

Entoo Cr(M,X;k) e Embr(M,X) são arabos não-vazi- 
os. Além disso se para r = oo supomos que C^MjX)



é uma ANR então as seguintes funções inclusão são e— 
quivalências homotópicas.

i) Cr(M,X;k)----*-Cr(M,X)
ii) Embr(M,X)----*Cr(M,X)

Demonstração
Uma carta em X determina ura difeomorfismo & ,

@:U--- *-E de um conjunto aberto U S X  etn um es
paço de Banach modelo, E. Seja E = F ® R® uma fa- 
torização de E em um espaço de F e uma cópia de 
um m-espaço euclidiano Rra cora m^.2n+l. Escolha 
agora um mergulho arbitrário e «ma '
função diferenciável arbitrária f^:Hn-- ►F. Então

— 1 /f = 8 o (f̂  x fg) ; M ---- »X e um mergulho. Portan­
to Embr(M,X) e tambem Cr(^,X;k) é 0.

Seja agora novamente Q1 uma variedade diferenci, 
ável compacta com subvariedade A C Q 1 compacta e o 
ponto base qQ€ A C Q 1,

i) Seja fo^Cr(MJX;k) uma k-mersão arbitrária e 
consideremos para ura i^O qualquer; a clasee de ho 
motopia de uma função

f: (Q1, A, qQ) —— ►( Cr(M,X), Cr(N,X;k), fQ ) com
a função associada f:(Q xM )-- »-X.

Podemos agora novamente supor sem perda de general^
^ A jpdades que f f  de classe C .

Queremos modificar í atravéz de uma homotopia' 
constante sobre A x M para obter uma função a qual 
é uma k-mersão para cada q£Q fixo. Faremos is, 
so em sequência de passos, em cada passo faremos mudan­
ças somente em um pedaço do domínio que é mandado den­
tro de uma carta no contradomínio e manteremos fixos o 
que já foi alterado era passos anteriores.
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Para isto precisamos escolher coberturas abertas de
Q por cartas, sejam {^i^ e 1 * C°m
tal que ĵ. inesmo m°do, escolheremos para
cada i = coberturas abertas de M por car^
tas, vamos dizer i-Vjl e com J ~
que V ^ C ^ C u i  

J  J  J

Além disso, todas estas coberturas devem ser escolhi 
das tal que f( U. x ) está contida em uma carta ' 
sobre X. Consideremos agora x U*. Visto que f
leva este< subconjunto em uma carta sobre X, ...
A  ■,f|ü x yl se corresponde por um difeomorfismo a fun-' 
ção x --- 1> E = F ©  Rm, onde escolhe­
mos m suficientemente grande na fatorização de 
E* De acordo com o Teorema A2.13 (Apêndice 2), este nos

m A.permite alterar o R componente de f e constru—
A A -Iir uma homotopia de f a f̂ : 0 x M -- *>X tal

que a homotopia é constante em A x M, com suporte em
1  A lU^x e tal que ( f̂  ) tem posto em

V* para cada q £ AUV^. Consideremos entao f̂  
em U^x Ug» Pelos mesmos métodos anteriores podemos

^ A *1mudar f^ dentroo de U^x U2 e então obter a
função fgi Q x M ---*X, tal que ?2 ® homoté-
pica a através de uma homotopia constante em
(A x M)U(V^ x V*) e tal que ( f^ tem posto
^  k em v| U  V^ para coda q 6 A UV^,

Construiremos agora por indução uma sequência de
„  A A.-I A-l A -f AO AO A 1funções f, f^ f2,..., f^, f^..., f f ,

m A . rtal que a funçao f para cada i = 1,...,a e
homotopica a f através de uma homotopia constante

A Íem A x M e tal que ( fR ) tem posto ^ k
em M = V̂  para cada q  ̂AUV^U UV^,'
Visto que Q — U  V., a função g - f~ : Q x M -- ► Xjsi í* S.
induzirá então umá função g: Q -- >Cr(M,X;k) hom<)
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tópica a f por uma homotopia constante em À. Isto 
mostra que f representa aclasse zero.

Procedendo agora como na prova do Teorema 7.08, í— 
tem i), concluiremos que a função induzida

7fi( Cr(M,X;k), f0 ) ----►Tíií Cr(M,X), fc )
é uma bijeção paraatodo i^O. Visto que fQ foi es 
colhido arbitrariamente a função i*.Cr(M,X;k)— *-Cr(M,X) 
é portanto uma equivalência homotópica fraca, e portan­
to uma equivalência homotópica, uma vez que os espaços 
envolvidos são ANR*s, o que completa a prova deste x- 
tero.

ii) A prova de que a função inclusão de Embr(M,X) 
em Cr(M,X) é uma equivalência homotópica é de­
senvolvida de maneira análoga àquela do item ii) do Teo 
rema 7.08, por reduzir questões de transversalidâde pa 
ra dimensão finita como fizemos acima.
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APÊNDICE I
55

Al.00- Variedades de Funções
/ J*Durante esta seçao X sera uma C variedade 

compacta, r^ 1 e Y será uma ^r+s+2 varieda
de que admite . partições da unidade de classe Cr+S+ .̂ 
Pretendemos resumir a construção de uma estrutura de

Q  M  fuma variedade C em C (X,Y). Também daremos al­
guns resultados a respeito da função evaluação . 
ev:(Cs(X,Y) x X) ----> Y. Para maiores detalhes e de­
monstrações sugerimos ao leitor consultar |̂ 2j e [Vj. 

Primeiramente definiremos cartas naturais em ...
sC (X,Y). Para cada "spray” s em Y, temos aber-’
tos et e 8 C, a  uma vizinhança da seção 0 ' s s s
em TY e 0  uma vizinhança da diagonal de 6
Y x Y, e uma função exponencial Exp : a 0 ---- ► 8=s s s
que e um C difeomorfismo• Para cada funçao
fíc‘ (X,Y), existe uma vizinhança C f do grafi-s ,x
co de f em X x Y, tal que sf= f* o Expg: ...
f* (X -- ► C „ é difeomorf ismo • Definamos U r Ç^s s,f s,f —
G (X,Y) como o subconjunto das funções g tal
que o gráfico de g está contido em C r, e defi—s , 1
namos Us,f--* ^  >oor ,f ̂ =s~f ° s
onde pr(f*TY) é o espaço de Banach de Cr sec­
ções de £*TY• 0 par (U ^  é uma carta *o ̂ Jl o ̂ X
natural para Cr(X,Y).

Al.01- Teorema
A família de cartas naturais em Cr(X,Y) é um 

atlas de classe Cs#

Al.02- Teorema
Seja Z uma variedade de classe q**+s+2



admite partições da unidade de classe qF+s+2̂  para Cg
da fèCr(X,Y)í definamos Cr(Y,Z) --- *»Cr(X,Z)
por o^Cg) = g o f. Então se 0 #  s ̂  r, o< é de 
classe Cr.

/
Al.Q3-Teorema

Se Z é uma variedade de classe cr+s+  ̂ que a 
admite partições da unidade de classe çr+s+2^ e -j.emos 
g £ Cr(Y,Z), definamos w : Cr(X,Y)--►Cr(X,Z) porO
w (f) = g o f. Então se 0 s é  r  , e g é de cias,O
se Cr+S w e de classe Cs.* g

A1.04-Teorema
Se 0 s = r } então a função evaluação •••
ev:(Cr(x,Y) x X)--definida por ev(f,x) = f(x)

/ g e de classe C •
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APÊNDICE II
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A2.00- Transversalidade e Jatos
Nesta seção X denotará uma variedade (talvez cora 

fronteira), Y uma variedade, e W £ Y  uma sub-vari. 
edade de Y. T odas serão de classe Cr, 0 r oo • 
Não há restrição nas dimensões de X, Y e W#

A2.01- Definição
1 *  fUma função f de X em Y, de classe C , e trans- 

versai a W no ponto x tX, se:
Ou f(x)^W ou f(x) = w íW, e existem cartas ... 

(U,o<) e (V,(3) de X e Y nos pontos x e w respectiva 
inente satisfazendo:

1) o< (U) = Ut x V2 e /3(V) = Vt x V2 onde U^
V e V2 são subespaços de Banach dos modelos p/X e Y.

2) f(U) ^ V
3) C*(x) = (0,0) e (3(w) = (0,0)
4) P( vnv ) = v X {o} ; e
5) Se f ^  = (3ofocxí:U^xV2 --o x V0 é a

representação local de f, então f<x/3 (xi»x2)- •••

f é transversal a W nos pontos do tipo de b, ' 
mas nos pontos do tipo em a, e c, f e W não são 
transversais.

Ê fácil ver, intuitivamente que em pontos do tipo b, 
podeoios escolher uma carta de Y de tal modo que o grá 
fico é (1), e nos do tipo a ou c, serão (2) e (3):
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f(x)
tf

( 1) (2)

W

Se f é transversal a W no ponto 
mos x W. Se f é transversal a W

escreve
en to­

do ponto x £X, dizemos que 
escrevemos

e transversal a W

A2.02- Teorema
Uma função f: X — *Y de classe Cr é transver 

sal a tf no ponto x se e somente se a composição 
f* -*• T^„\Y ----- ► T ^ Y / T ^ V  é sobrejeT X x f(x)

tora e seu núcleo tem um espaço complementar em Tx(X).' 
Se V tem codimensão finita (o de AZ01 tem dimen­
são finita), então f é transversal a W em x é X 
se e somente se f* [ C )) © ff(x)W “ Tf(x)Y*

A2.03- Teorema 
Se

W, então
f: X- 
Í.-1

—»-Y 
00

dimensão finita,

e de classe C 
é subvariedade de

> —1 / i.r'

e e transversal a 
X. Se W tem co

(»0 também tem.

A2.04- Definição
Sejam Z uma variedade C e f: X— *-Y e ... 

g: Z — *Y funções de classe cK Dizemos que f e g
são transversais nos pontos x é X e z 6 Z se e s<)
mente se o produto f x g: X x Z --► Y x Y e .*•
transversal a diagonal de Y xY no ponto (x,z). f e 
g são transversais se o são em cada x e z, e escrevemos
f 7f\ g.



Nota: Daquí por diante exigiremos que X seja uma va­
riedade sem fronteira. Denotaremos o k-ésimo espaço 
tanfeente de X por Tk(X) - T(T^~^(X)), Oèkér-1. 
Também definiremos a k-ésima função tangente de 
f: X -- *-Y a ser ^=(fk_1)# :T(Tk_1(X))-- T(Tk~I(Y)>
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A2.05- Definição
Duas funções f, g £ C (X,Y) sao k-equivalen—

lc ktes era xfX, se e somente se f* =■ ĝ  e escreve—
lc Amos f g. A clasje de equivalencia por que con
A  A

tem f serão denotadas por £^l(x y) onde y = f(x) 
e será chamada o k-jato de f no ponto x.

0 conjunto Jk(X,Y) de todas as classes de equiva­

lência [^(x,y) onde k é fixo, será chamado o fi- 
brado de k-jatós de X em Y« A função natural ...
Tfk: Jk(X,Y) -- » X x Y, 1Tk([f](x*y)) = (^,y) é a k-
ésima jato-projeção• Se f(Ck(X,Y), a k-ésima jato-ex
tensão de f é a função jkf: X ---^ Jk(X,Y) de—
finida por jkf(x) -ff ](x,r(x»-

kAlertamos para o perigo de chamar J (X,Y) a fibra
«. /"vk “1 •* *ção de k-jatos. Em geral (Tfv) (x»y) não e um espa- 
çO‘ de Banach. Entretanto J (X,Y) e uma fibração no 
sentido mais geral e é uma variedade cosno vemos aqui.

A2.06- Definição
Sejam (U,©d) e (V, (3 ) cortas em X e Y respecti­

vamente, cx̂ • U --*E e Ç: V---«-F. Se f£Ck(X,Y), '
seja £. Ck(U,,V’) a representação local de f
com respeito a C*£ e (3 , onde U'= C><(U) e V'= ^ (V)s ' 
Seja W = (Tík)_1(U x V) e defina

w ----* U’ x V' x L(E,F) x ... x Lk(E,F) por

°?([fJ(^y)) = ( X’’ y’’ DW X’>> "• » Dkfvp(x') ) onãe
(x,yK U x V, y = f(x), x'=o^(x) e y'=P(y). O par



{V;, é uma carta natural para Jk(X,Y). Se (Xé B
são atlas de X e Y respectivamente, o atlas natural ' 
em jk(X,Y) associado ao par (Q/,ô) ‘ é o conjun­
to de todas as cartas naturais determinadas por pares de 
cartas, uma de O/ e outra de B .

A2.07~ Teorema
~ k Se k'ér então cada atlas natural de J (X,Y),

e de classe C .

Á2.08— Teorema
As k-ésimas jato-extensão 

definem um mergulho de Cr(X,Y) 
se X é compacto.

Nota:
Lembramos que um subconjunto A de um espaço topo­

lógico B e resíduó em B se é a interseção de uma 
sequência de conjuntos abertos e densos em B, e que num 
espaço de Baire, cada conjunto resíduo é denso. Desde qiE 
coda Variedade de Banach é um espaço de Baire, temos que 
residual implica denso.

Agora definamos uma topologia em C (X,Y). Seja X u 
ma variedade de classe Cr (talvez com fronteira, de 1 
qualquer dimensão) e Y uma variedade C (sem frontei?- 
ra). A topologia de convergência compacto em Cr(X,Y) é

I*a topologia induzida por j da topologia compacto-aber 
ta em C°( X, Jr(X,Y) ). Se X for compacta, de classe
r pr+2 mtC , Y for de classe C“ e admitir partições da unida 
de, esta topologia conincide com a de Al.01. Quaisquer que 
sejam as variedades X e Y, C (X,Y) e espaço de Baire. 
Nos teoremas que seguem, a topologia em C (X,Y) sera su-
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de elementos de Ck(X,Y) 
em Cr_k(X, Jk(X,Y) )
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posta a ser a de convergência compacta.

Suponha que X e Y são de classe C^r+^> X é subva- 
riedade de Y de classe Cr k, todas são de dimensão fi­
nita, e Y e W sem fronteira. Seja F £ Cr“k(W,Jk(X,Y))• 
Denote por Cp(X,Y) o conjunto de todos as f € Cr(X,Y) 
tal que jkf F.

A2.09- Teorema (Transversalidade de Thom)
Se r> max^dim X + dim W — dim Jk(X,Y), 0J , então

o subespaço Cp(X,Y) é resíduo em Cr(X,Y) para cada 
função Cr"k de Ur em Jk(X,Y).

0 teorema transversal de Thom tem vários corolários de 
grande interêsse.

A2.10- Teorema
Teorema da Imersão de Vhitney: Suponhamos que X e Y

P.p | P.sao variedades de classe C e dimensão s e t  res-’ 
pectivamente. Suponhamos que Y não tem front eira. Se 
r-^2 e t^.2s, então Imr(X,Y) é resíduo em Cr(X,Y).

A2.ll- Teorema
Se X e Y são como no Teorema acima e X é compacto, '

então Injr(X,Y), o conjunto das funções injetivas de cias
r* * r \se C de X em Y, e aberto e denso em C (X,Y).

A2.12- Teorema
Sejam X,Y como no Teorema A2.10 e Y compacto, se 

r^2, t^.2S+l então Embr(X,Y) é aberto em Cr(X,Y).

A2.13- Teorema
Sejam Q1, Mn e Xn variedades diferenciáveis de djl 

mensoes finitas, e sejam ACQ e KCM subconjuntos



fechados. Suponha também que 2 é  r é  oo, 0 = k= min {n,m| 
e O é i é  m-2k+(n-k)(m-k).

Então qualquer função f 6 Cr( Q x M, X ) tal
Aque f tem posto ^  k sobre K para ' 

q é A pode ser arbitrariamente aproximada fechada por 
uma função g £ Cr( Q x M, X ) tal que tenhamos as 
restrições gjA x K = f|A x K e tal que gq tem 
posto ^  k sobre M para todo qéQ«
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	Claramente vemos que ft é simétrica e /°(x,x) - 0.
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