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RESUMO

Desenvolvemos propriedades de equivalencia hg
motépicas entre vafiedades, em particular équelas que
resultam do fato qué as variedades sao vizinhangas de
retracao absoluta ( ANR's ).

Daremos algumas apiicag&es destas proprieda~'
des construindo equivaleéncias homotopicas entre espagos
de funcgoes c® e seus subespacos de mergulhos e de

k-mersoes.



ABSTRACT

We develop some homotopy equivalence proper
ties for manifolds, espeﬁially those that result
from the fact that manifolds are absolute neighbor
hood retracts (ANR's).

?e apply these properties to construct homo
topy equivalences between espaces of C® functions

and its subspaces of embeddings and k-mersions.
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Introducao 2
No estudo da Teoria da Homotopia de Variedades de Di-
mensao Infinita utilizaremos constantemente algumas defini

-~ o 3 - >
¢oes eresultados, os quais relacionaremos a seguir:

1.01~- Retracao Absoluta (AR)

1. '02-

1.03-

1 004"

Seja X um espago metrizavel, Diremos que X é uma Retra
cao Absoluta (AR) se, dado um subconjunto fechado A de
um espago metrizavel Y e uma fungao continua - f:A—>X,

existe uma funcao continua F:Y——>=X a qual extende f.

Vizinhanga de Retragao Absoluta (ANR)

Dizemos que X é uma vizinhanca de retracao absoluta,
(ANR), se dados A, Y e f:A—X como acima, existe wuma
vizinhanca U de A em Y e uma funcdo continua F:U—X

a qual extende f.

ANR local/ou AR local
X é uma ANR local/ou AR local se, cada ponto tem uma

vizinhanca a qual é uma ANR/ ou AR respectivamente.

Espaco Paracompacto

Un espago de Hausdorff X e paracompacto se cada co-
bertura aberta de X tiver um refinamento 16ca1mente fini
to; i.e, cada ponto tem uma vizinhanca que intercepta so-

4 . - -
mente um numero finito dos abertos no refinamento.

Se X e Paracompacto e {UéLd.é uma cobertura aberta de

X, entao existe uma cobertura aberta'EQL“A de X tal que

{i} refina { U.(} .



1.05- Particoes da Unidade : 3

1 006"'

Seja Y um espacgo de Hausdorff. Uma'familia {leo<e§}
de fungoes continﬁas K Y—1 e chamada uma particso da
unidade em Y se:

; i) Os suportes de K« formam uma cobertura fechada '
localmente finita de Y. |
ii) EEKN(y) = 1 para cada y (esta'éoma é bem definida
porque cada Yy se situa no suporte de no maximo finitos
Kge J.Dugundgi [4] .
Obs: . :

i) Se {69“363} € uma dada cobertura de Y, dizemos '
que uma particao {K@ l}3€§} ¢ subordinada a {Uﬁ} se o
supprte de céda Kp se situa num correspondente Ug.

j) Se Y e peracompacto, entao para cada cobertura a-
berta {Ux !o<€A} de Y existe uma particao da unidade su-
bordinada a {yu}.

k) Seja L um subconjunto aberto do R" e {U«J&eAuma co-
bertura aberta de L. Exiéte uma familia Ko de fungﬁes sa
tisfazendo as condigoes i) e iij da definig¢ao acima possu
indo derivadas parciais de todas as ordens chamada de cee
"uma localmente finita, particaéo da unidade infinitamente'

diferenciavel subordinada a cobertura {p&}xeA' [1]

Complexos Simpliciais

Dado um conjunto de indices A definiremos R(A) como
o espaco vetorial real tendo A como uma base, i.e., R(A)
consiste de todas as fungoes f:A—R tal que{xéA;f(a)fti
e finito, onde identificamos <€A com a funcdo caracteris-
tica de'{x}. Daremos a R(A) a topologia finita.

Seja K um complexo simpliciai abstrato, i.e., uma co

lec3o hereditaria de subconjuntos finitos de um conjunto V

* . L4
- chamado vertices de K, um n-simplexo de K e um elemen-
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a, b € C seja: {clc=9\b+(1-—9~)a; 0_%7\&1}
& a linha ligando a e b. Se esta linha ou segmento
se situa todo em C para cada par (a,b), entdo C & di

to um conjunto convexo.

1.11- Casca Convexa
Seja A' um subconjunto de um espaco vetorial L. A
‘casca convexa de A, H(A), & a intersecao de todos os
conjuntos convexos que contem A. |
Expreéssao de H(A) em termos A: para cada conjun
to finito F —{ gree*s8 }CA seja ((F) = { y €L ;
y = Z: N O,ji: {} G(F) e chamado de simple-
X0 aberto gerado por 1,...,an e & também denotado
por (ai,...,a ). Seja ACL , entao H(A)= U{G‘(F)l oo
FCA e F e.finlto} .
Obs:

Um espago ¢ dito Localmente Convexo se cada ponto

tem um ~sisteta fundasmental de vizinhangas convexas.

1.12- Propriedade de Extensio Homotopica (HEP)

Seja A um subespagb fechado de um espago X. Dire
mos que A tem uma "Propriedade de Extens8o Homotopica"
(HEP) em X com respeito ao espago Y, se cada funcao
- continua de [X X{O}:’U [A X IJ em Y pode ser extendi
da a uma funcdo continua de X X I em Y (i.6., dada
uma funcao f:X——Y, cada homotopia de £),:A—Y, po-

de ser extendida a uma homotopia de f:X—Y).
Se A tem uma HEP em X com respeito a todos'
os espagcos Y ent3o0 A e dito como tendo "Propriedade

de Extens3do Homotopica Absoluta"™(AHEP) em X.

1.13- Meio Espacgo

Seja V um Espago Vetorial Topoldgico Real Local-
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to Gz: {Vo,...,vn} de K com Vo,...,vn distintos.

Dado um tal ( definamos um subéspaco 1G] de R(v)por

.Wlmg::tlvl, ;=0 e Zt =1} , i6., |0l & a "casca

{zo
convexa de {vo,...,v } (ou seja, a intersecao de todos

conjuntos convexos que contem[&o,...,vn}), e deflnlremos
um subespaco |K| de R(V) chamado a "realizagdo geometri
a™ de K, por lK]=b%élfl. Um espago da forma |K| & chama-
do um "complexo simplicial®.

Observemos que alfqnqéo f:lKr—+X; onde X & um es-
paco, é continua se e somente se fol é continua para '
cada 0 € K, e visto que R(Vx R = R(VU{pO}‘), onde p, ¢V,
uma familia de fun§8es indexadas htlel—fX (t€I) é uma
homotopia se e somente se ht“Glqu—_9x ¢ uma homoto-'

pia para cada T € K.

Nervo de uma Cobertura

{@L}“eAé uma cobertura sberta de um espaqo,X en-

- tao o Nervo de {O“ LA e o complexo simplicial abstrato’

N cujo conjunto de vértices é A e cujos n-simpliciais
sao os conJuntos{db,...,N'] de vertices dlstlntos tais '.
que f\ @x- .
Observaqao

Agora suponhamos que {GQ}QeAé localmente finita e
seja {q&l&Auma particao da unidade para X com suporte'
4& Ok. Definiremos a funcado f: X——+[M chamada de fun-'
¢ao baricentrica determinada pbr {QLl«Apela expressao:
£(x) =) qL(x)O( (continua por Oy ser localmente fi-
nita)j¢h

Dado x€X seja U uma vizinhanca de x em X tal
que UN G, # ¥ Somente se X = 0¢;,...,0¢n € seja W

um subespaco de dlmensao finita de R( ) gerado pPor <..

Oy ++ « 30Xy Entao claramente f ¢ uma fungdo continua de
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U em W, e visto que W é um subespacgo de R(A) a fun
cao £:Xx—>R4) ¢ continua. Também se < e o090 sao
vértices distintos tais que (Kx(x))O ent3o xeii@d(;
e G.={E<b,...pxi} e ﬁm simplexo de N. Claramente te-

mos f(x)¢€ '01 de modo que f leva X em N,

1.08- Dimensao de um Espaco (Cobertura) de X
£ o menor inteiro n tal que cada cobertura aberta
de X tem uma cobertura aberta %&J&eArefinando-a, de
modo que (Sl,(o(\...f\@xm=¢ se m>n e 0( yeeey0C !

séo distintos, (i.e., dim Nervo({@k})é&n). Se, nao e-

xiste tal n, ent3o dim X= oo .

1.09~ Espaco Vetorial Topolégico

Seja E um conjunto sobre o qual estao definidas u
ma estrutura de espago vetorial sobre um corpa‘numérico
K, e . uma topolegia, Se:

1) a fungdo (Xx,y)—=Xx +y de EXE em E e con
tinua,e |

2) a funcgao (k,x)——; kx de KxE em E ¢é con
tinua, .

entao temos um Espag§ Vetorial Topologico.
Obs:

E sabido, sem dﬁvida, que nos Axiomas 1) e 2) con-
sideramos a topologia do produto sobre os espacos produ
to. Uma estrutura de espago vetorial e uma topologia so
bre um conjunto sao ditbs como sendo compétiveis se o0s

Axiomas 1) e 2) sao cumpridos.

1.10- Conjunto €onvexo

Seja C um sdbconjunto de um Espacg¢o Vetorial, para
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1. L] 1.5"“

1016—

1:.17~

7
mente Convexo. Um meio espago em V e um subconjunto '

da forma {vé Vi t(v)> 0}onde ¢ unm funcional li-

O

[ 4
near continuo em V.,

Carta
Uma Carta ou Sistema de Coordenadas em um espago’
X, é uma fungdo @:0—V, onde O é aberto em X, V

é um espaco vetorial tepologico real localmente convexo#¥

e a funcao ¢ leva @ homeomérficamente sobre algum '
conjunto aberto de V ou do meio espago de V.
| * (EVIRLC)
Atlas
Um V Atlas para X & uma familia {CPN:@“—»V} de

cartas de X tal que & cobre X.

Variedade Topol6gica com Fronteira

Uma Variedade Topologica com Fronteira é um espa-
¢o de Hausdorff X, o qual admite um Atlas. Notamos '

L4 4

que este e o caso, se e somente se cada ponto tem uma
vizinhancga homeomorfica a um conjunto convexo aberto em
um "EVTRLC" ou em seu meio espaco. Por simplicidade a-
breviaremos "Variedade Topolegica com Fronteira" para

"Variedade" neste estudo.

0 Modelo de X

Se {@“:@x—-)V} e um Atlas para X ent3o devemos
dizer que V © o Modelo de X ou que X pode ser "mo
delado sobre V", Se V & um EVIRLC metrizével (respec
tivamente metrizavel completamente) entao diremos que X
é localmente metrizavel (respectivamente localmente me-
trizavel completamente).

E bem conhecido [}O,Teor. 6.?] que um EVTRLC e me-
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trizavel se e somente se satisfaz o 12 Axioma de Conta

bilidade, portanto uma Variedade X & Localmente Me-
trizavel se e somente se X satisfaz o 12 Axioma de
Contabilidade. Neste caso, dada alguma carta P —V
para X, segue que V é 19 Contével, portanto um ...
EVIRLCM (metrizavel).

Se X pode ser modelado sobre V onde V & um Eé

pago de . Banach entao X é chamado de Variedade de Ba-

nach,
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PARACOMPACIDADE E METRIZIBILIDADE



2.00- Paracompacidade e Metrizabilidade 9

Aqui veremos alguns Lemas e Teoremas que nos
dSo_condigﬁes de metrizabilidade e paracompacidade de

Variedades.

2,01~ Lema
Seja O um conjunto aberto em um espago X. Se d
é uma métrica limitada parav o entao existe uma pseudg
métrica continua P ﬁara X tal que A(x,y) =0 para
X,y € X-0, e se x€0 e Px,y) & suficientemente..

d(x,y).

pequena, entdo y¢O® e temos A(x,y)
Prova

Nesta prdva,'a distancia de um ponto de um espacgo '
métrico limitado ao conjunto vazio é tida como o diame-
tro do espacgo.

Se A & definida sobre o produto O x 0 por ...
Alx,y) = d(x,@-@) + d(0-0,y), entdo A & simétrica e

satisfaz a desigualdade triangular e segue que vee
L(x,y) = min{d(x,y),A(x,y)} é uma métrica para 0.
Para extender /° para X X X, basta definir oo

d(x,@—d’) se x€0, yex-0
L(x,y) =4a(6-0,y) se x€X-0, y¢cO

0} se xeX-0, ye x-0
Claramente vemos que /A é simétrica e A(x,x) = O.
A desigualdade triangular é oObvia se x,y € d ou " se

x,y€X -0 S¢e x€t0 e y€X -0 devemos mostrar que
d(x,ﬁ-—@)ép(x,z) +/0(z,y). Se z€X -@ isto é claro.
Se z€0® entdo devemos méstrar que

a(x,0-0)< min {d(x,z), d(@—G,x)+d(5-O,zi}.+ d(z,é—@)
Quando d(xfz) > a(x,0-0)+a(z,0-0) & obyio. Se ndo, te-
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remos que mostrar que d(x,0-0) = d(x,z)+d(z,0-0). °
Se 0 -0 é vazio, a ultima & trivial. Caso confré

rio, escolho p_ € O0-0 de modo que d(z,pn)—ed(z,@4@)z

Entao d(x,@-(?) < d(x,p,) £ d(x,z)+d(z,p,) e deixando'

'n_.o teremos a desigualdade desejada, e a desigualda

- s
de triangular e provada.
~ 4 . : , .
Ent3do, ,A° ¢ uma psudo-métrica para X e claramen=

te, dado x¢€0, se LP(x,y) < d(x,@-@) entao yé@ e

/°(x,y)=d(x;y), porque d(x,y)< A(x,y) neste caso.

Finalmente, suponhamos que X, ,—x em X. Se x€0
ent3o eventualmente, x,€ @ e d(x,,x)< d(x,0-0) tal
que /2 (X¢yX)=d(%yx)—> 0. Se x€ X~-0 entdo eventual-'
mente X, €X-0 de modo que /2 (%,x)=0. Logo se x € 6-0
entdo, visto que ,°(xx,Xx)=0 para x.€X-0, podemos su
por x,€0, logo P (%y,x)= d(x‘,(,@-o) == d(x(x,x)———>0.vLogo

’ €
/° e contlnua.

A seguir enunciaremos dois teoremas, os quais dizem
e ’ < . s ’ 0 - 4 .
respeito a variedades metrizaveis e, metrizaveis - e

completas sendo porisso, demonstrados conjuntamente.

Teorema

Uma variedade é metrizavel se e somente se satisfaz
o primeiro axioma de contavel (i.é., e localmente metri
zavel) e e paracompacta. Mais geralmente um espaco de
Hausdorff € metrizavel se e somente se € localmente °

, o,
metrizavel e paracompacto.

Teorema
. - ’, .
Uma variedade admite uma metrica completa se e so-
. . '
mente se e paracompacta e localmente metrizavel e com-

pleta. Mais geralmente, um espago de llausdorff admite u
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’ . ’
ma metrica completa se e somente se ¢ paracompacto e ca

da ponto tem uma vizinhanca a qual admite uma metrica

completg.

Demonstracao

Seja X um espago paracompacto e suponhamos que ca
da ponto de X tem uma vizinhanca a qual admite uma mé
trica (completa.)

Devemos construir uma métrica (completa) para X.

Visto que um subespaco (fechado) de um espaco métri
co (completo) & métrico (completo), os conjuntos aber-'
tos (9 de X tais que @ admite uma métrica (comple-
ta) e uma base para a topologia de X, portanto existe'
uma cobertura aberta localmente finita { qL}xeAde X
tal que cada aLfadmite uma metrica (completa) doc.

- Para cada o€A usemos o Lema 2.01 para construir u-
ma pseudo-métrica /2 para X e defina /’-—= X

Dado (xo;yo) € XXX sejam U e V vizfﬁhangas de
X, e Y, respectivamente, tais que A'=<{X6Al U{IQL%?}
e A"é{}<éAl VOO £ @ sao finitos e portanto temos
que A¥= A'U A" & finito.

Entao em U x V, /0=: Y . /& e segue que A & uma
pseudo-métrica continua p;;gAqX; se /o(x,y)=0 escolha
<€A com x €0, . Entao /2(x4y)=0 logo yé(px € eee
d(x,y) = BAx,y) =0 entdo x=y e 2 & uma mé-
trica.

Devemos mostrar que /0 e admissivel, e desde que &
continua, isto significa que se A(x ,x)—0 devemos '
mostrar que X,—> X.

Escolhamos « €A com x €0, e £>0 de modo
que /x (x,y)< € implica y pertencer a (Ox e
d(x,y) = & (x,y). Escolha N de modo que n > N im-

plica /o(xn,x)< £ . Des_dé que ﬁé/o, se n > N entao
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dx(xn,x) =/§<(xn,x)—-—+0 e, visto que dx € uma metri

ca admissivel para O, X —>X em (., portanto X=X
em Xg

Finalmente suponhamos que para cada (_?5,( e 'comple--
to com respeito a dy. Pretendemos mbstrar que cada pon
to x€X tem uma vizinhanca em que ﬁ e completa.

Dado x€X escolhamos o¢ com x€0 e £50 de mo-
do que /&(x,y)(ﬁ implica y€ @y e d.(x,y) =R(x,y
Seja B denotando a € ~bola fechada em X com a me-
trica 2. Se {xn} e uma /P-sequéncia de Cauchy em |
B , entdo, visto que /)}/@, {xn} é 4 -Cauchy e
portante x —s X € (-9, e claramente x€B. Entfé‘o‘ B e

/o—completa. 0 Lema 2.04 completa a demonstracao.

2.,04- Lema

Se (X,/’) ¢ um espago metrico no qual cada ponto

tem uma vizinhanga completa, entao existe uma métrica
completa admissivel /0' para X.
Demonstracao

Seja | {Vb‘_} uma c»obertura aberta localmente finita
de X, tal que _":Z‘ e /°—-completa, e seja {/‘Y'aq} uma
cobertura aberta, com WNQ Vi [4, L\i] . Seja C&;X—,I
uma fungdo continua com suporte em V, e com chwfi‘
Coloque />‘ (x,y) =/’(x,y)+Z’Cf’J\(x) - ‘&.(y){ .

Claramente /)' ¢ uma b;nétr'ica admissivel para X;
seja {xn uma ﬁ'-se(;uéncia de Cauchy. Podemos su-
por /0'(xn,xm) < 1. Escolﬁa yocom x; € Wp, entao
Puxy) = 1. Entdo  Gx) - Pp(xp) P xux) < 1,
logo (Pr(xn) £ 0 e xnéqu . Desde que f’(/b',
{xn} e /O-Cauchy, portanto existe um x em 754

de modo que xr—l——»x.
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Corolario 13

Cada Variedade Paracompacta de Banach admite uma me

trica completa.

"0 seguinte Lema devido a J. Milnor sera muito usado
a seguir, pois sera ﬁtil na éaracterizaqﬁo da paracom-—
pacidade de uma variedade. A no¢ao de Nervo (1.07, ...

1.08), sera usada."

Lema
Seja {}L&XGA uma cobertura aberta de um espago pa-

racompacto X. Existe uma cobertura aberta localmente !

 finita {Gig]ﬁwi, 1=0,1,2,... refinando {Ux} tal

. ~ . - ' ’ .
que a intersegao GipnGip' =@ se [B#( . Alem dis-

so se dim X = n, entao podemos supor B;= ¢ para '

i>n.

Demonstracao
Inicialmente podemos supor que ‘{Ux}' é localmente
=g

finita e, se dim X = n < o3, que Ub<°(\...n Ux,. N Ux,,>

se O jyeee,0< 4, Sao distintés. Seja Bj o conjun
to dos subconguntos (3 {;éo,...¢xa} de i+1 elementos
de A. Seja q;}(Apma particao da unidade com suporte

QE(QU‘,( e para [3€B; seja 1(3 xeXIQ&(x)>o seo¢f,
<f))(,(x)< Fex)  sexep, b’\;{é

Perto de cada x€X somente um numero finito de Cﬁ<

nao sao iguais a zero de modo que G ip é abertoe.
Claramente Gip‘w G.P-= g se f3# p y © Gi =
i . Visto que _-f\U refina { }
se i>n s q LA oy 1?}

Dado xo Seja D(o’ooo,o(i

tais que . <P0‘o(xo) > 0, ordenados de modo que Cf?>(o(xo)=..

v B x> Re, 0> c+>Pe (x,). Entdo temos

,...,o(m os indices
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b4 e oS Gi cobrem X, 14

o Gi{b‘o:--')"()u}
Finalmente se @ é uma vizinhanca de X, tal que
o conjunto {KGA f U O£ @ é um conaunto finito

t
A entao Gy (\CQ # a menos que ﬁCA e existe

I'd

somente um numero finito de tais 3 , entdo {Gip} e

localmente finita,

Teorema

Uma variedade localmente metrizz;vel é paracompacte
(e portanto metrizével) se e somente se admite um atlas
da forma 'n1 {Cﬁ(,@ "’VNLGB onde @ N0y =g se
4, o(' eBn e oK # X' Mais geralmente um espago de

Hausdorff X & paracompacto se Ubgs“@ onde Ok
n=1
e um subespago aberto paracompacto de X @(ﬂ@,g: ¢

'
K, ox'€B, e oLFcKs
Demonstracao
(o]
Seja X um espaco de Hausdorff tal =U U CD
'ﬂ=1°<€8n
onde cada O%< ¢ aberto e paracompacto. Visto que ®
é paracompacto e aberto, portanto normal, portanto re-
gular, e como regularidade ¢ uma propriedade local, X
e regular.,
{V@} é uma cobertura aberta de X entdo ...

Ve N Q) é uma cobertura aberta do espago paraconpac
€ (33 ¢ pag

to (.9 . Entao existe uma cobertura aberta localmente

finita {Um}mem de a qual a refina. Visto '
e QN0 =@ se X# X, {U} (onde " = I«

qu (W0t = ¢ # X n J?é,k)

¢ uma cobertura localmente finita de QL. Segue en-~

&«
tao que {U”}rd" onde F= b; [, é uma cobertura (-lo
n= .
calmente finita de X. Como cada cobertura aberta de X
tem um refinaménto (-localmente finito entdao X e

paracompacto, [10, Teorema 28}.

Seja ‘X uma variedade localmente metrizavel e para
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compacta (portanto metrizével), pelo Lema anterior exis

KEA

te para cada cobertura aberta {Ug,.» um refinamento a-
berto localmente finito %%JXEB tal que QNG = ¢
n

[ t

se &KX, o(EBn e X#X, logo podemos tomar cartas '
o0

<P°<:(9N——>Vx e a uniao das cartas mL_)i{CE(@(——» Vo(} e o a-

tlas desejado. O reciproco é um caso especial do expos-

to acima.

Corolario
Uma variedade locaglmente metrizavel X e paracom-
pacta (e portanto metrizavel) desde que cada componen

te admita um atlas contavel.

Demonstracao
Visto que uma variedadeélocalmente.conexa, e portan
to é a soma topologica de suas componentes, podemos su-
or que X @ conexo Se C? J—>sv é um a-
p 4 - * n' n njnez
tlas contavel para X entao podemos tomar, de scordo
com o Teorema anterior, se define Bn=:{n}- e o Co-

L . .
rolario segue imediatamente.

n ’ s . .
Para provarmos o proximo Corolario recisaremos do
P

Teorema de Lindeldf?

Teorema (de Lindellf)
Existe uma subcobertura contavel de cada cobertura'
1

aberta de um subconjunto de um espago cuja topologia

I 4
tem uma base contavel.

Demonstracgao

Seja A um conjunto, (O, uma cobertura aberta de

A e E uma base contavel para a topologia. Desde



2 ° 10“

16
que cada membro de (. é a unido de membros de B exis

te uma subfamilia de (0. que denotaremos por @
qual cobre A também, e tal que cada membro de
(3 pé um subconjunto de algum membro de (.:. Para
cada membro de C? podemos selecionar um membro corres-
pondente de (' e entdo obter uma subfemilia 55 de
(). Este subfamilia J & também uma cobertura de A
porque 6? cobre A. Portanto Cl-tem uma subcober

’
tura contavel,

.
Corolario
Se cada componente de uma variedade X satisfaz’

0 29 Axioma de Contabilidade ent3o X é metrizavel

Demonstragao

Se X satisfaz o 22 Axioma de Contabilidade," a
fortiori" satisfaz o 19, i.é., é localmente metriza-'
vel. Comd cada componenté ¢ coberta por vizinhancas co=-
ordenadas, o resultado segue de imediato de 2.08 e de

2 009‘0
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3.00- Vizinhangca de Retracao Absoluta (ANR)

Aqui veremos alguns fatos elementares, entretanto

altamente uteis, sobre ANR's (1.01;1.02).

3.01~ Lema’
Um retrato de uma  ANR, um conjunto aberto em uma

ANR, e uma soma topologica de ANR's sao todos ANR's.

a) Um retrato de uma ANR ¢ uma ANR;

Seja X uma ANR e r:X—B uma retracso de X
sobre B. Seja Y um espago metrizavel qualquer e .
f:A—B uma fungéo continua. de um subconjuntb fe-
chado de Y em B, Desde que B €X, podemos consi
derar que f:A—»X. Desde que X & ANR; existem vi
zinhangas abertas U de A em Y e uma extensic

g:U—>X de f. Seja F= rg:U——>B. Obviamente F

, . .
e a extensao desejada.

b) Um conjunto aherto em uma ANR & uma ANR.

y

Sejam X uma ANR e B <X um aberto. Seja Y
um espaco metrico qualquer e f:A—B uma fungao con
tinua de um fechado de Y em B. Desde que B & X,...
consideremos que f:A—X, Existem vizinhanca aberta U
de A em Y e extensdo g:U—X de f. Sejam ...
vV = g-i(B) e F ='g|V’ Desde que f(A)S B e g e
extensao continua de f, V é vizinhanga aberta de A

em Y. Assim F & a extensio desejada.
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c) Uma soma topologica de ANR's é ANR

Lembramos que a Soma Topolégica de Espacos {X%}“A é
a Uniao Disjunta X = S{-D X, dos Xy  com a Topologia
Fraca dos X « Istoe, U @XK ¢ aberto (fecha
do) se e somente se cada UNXy é aberto (fechado)
em X . Em particular cada Xy ¢ aberto (fechado)'
em X,

Se ja {,xb‘}«ek uma familia de ANR's, e X = 92) Xp¢
sua soma tqpolégica. Para cada ™ € A, escolhamos uma
métrica do em Xx tal que o dx  diametro '

de X e menor ou igual a 1. Definamos d  em

X por d(x,y) = d,(x,y) se x,y €X , e d(x,y)=2

se x e Yy sao de fateres distintos de X. Gbvia
mente d é uma métrica admissivel em X.

Seja Y um  espacgo métrico qualqﬁer e £f:B—X
uma fungao continua de um fechado - B de Y em
X. Para cada «€ A definamos By = f-i(xx) e

14

fx = f‘aiaif——>X’ . Desde que Xy e ANR; existe '

(Uxyg) tal que U, & vizinhanca aberta de B, em

Y e g“iUK——)-)(,,< é extensao de fy .

. -1
S U= U N X e F -
ejem U (U N £75(Xe)) Uew iy, ne=txy
Desde que cada Uy e f-i(Xx) e aberto, U e
aberto. Também desde gue os X sao disjuntos, os
U F\f_i(xx) sdo disjuntos. Portanto F & continua e

extende f.

Lema
Seja X um espaco métrico,
= a R *
a) Se X = xi\J X2 onde X.1 e X2 sao ANR's
abertas, entao X e uma ANR.

b) Se X = X,UX, onde X; e X, sao ANR's fe-

chadas, e se X ,0X, ¢ tambem uma ANR, entao X & ANR.
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,

o ’
c) Se X = l,)Xn onde cada X, e aberto e &
m=1

uma_ ANR, entdo X € uma ANR,

Provas:
a) Sejam X1 e X, ANR's e X = Xi(JX2 e f:B—X
uma funcdo continua de um subconjunto fechado B  de

um espago Y. Temos gque mostrar que f tem uma exten
sao continua a uma vizinhanga de B.

Como f & continua, isto implica que f'i(Xi) e
f’i(xz) sao abertos em B. Entao F=B - f‘i(Xz) e
Fo= B - r‘i(xi) sao fechados disjuntos em B, logo '
em Y também. Como Y & normal existem abertos dis
juntos - Y1 e Y2 em | Y tal que Y1:)F1 e Y2:)F2.
Entao Y =Y - (Y ,UY,) ¢ um conjunto fechado em Y,

Defina os conjuntos B is Yif\B, i= 0,1;2.

Ry By=Y,NB
- B,=Y,NB
“salé‘" Bz=an B
(1) £(B,) C. X,NXy, £(B)C X, e £(By)C X,
4 - . r 4
B, ¢ um subconjunto fechado de Y, e x1r1x2 e

um aberto na ANR X,, e portanto também ANR. Entdo e

xiste uma extensao de f relativa a X,NX, para
: | Bo : 1 "2

uma vizinhanga aberta UO de Bo em Yo.

Esta extensao definida em U0 e a fungao original'
‘definida em B concordam na intersec¢ao dos seus domi -
nios, o fechado B = U NB, de modo que elas juntas de
finem uma fung¢3o continua g:U UB—>X,

(2) Temqs, g(UoU Bi) CX;, e g(UOU Bz) CX,, e
(3) Y- U, e fechado em Y.

0 conjunto UOUB1 e fechado em UOL)Y1 pprque
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(UoL)Y1) - (UO(JBi) = Il - Bf e aberto em Y. Desde
que X, ¢ uma ANR, temos em vista de (2), uma ex
tensao gizui———+x1 de g|UOL)B1 relativa a x1
para uma vizinhancga aberta U1 de UOL181 em

UoL)Y1° Por causa de (3) UOUY1 e aberto em YoLfg

de modo que

(4) u, é aberto em YoL)Yl'
Similarmente seja  g5:Uy—X, uma extensao de
g\Uo\)Bz relativa a X2 para uma vizinhanga . U,

U 3

de oL)B2 em UOLJYz. Por causa de (3) UOUY2
é aberto em Y UY,, de modo que
(5) U, e aberto em Y UY,.

Fagamos U = U,UU, e definamos F:U—X por
F(u) = gi(u) para u € Ul’ e F(u) ='g2(u) p/ u €U,

Para 116U0=1U1 U, temos gi(u) = g(u). Portanto
F & unicamente determinada. Temos U1= U ——-Y2, e
Uz=:U - Y1 de modo que U1 e 02 sao fechados nesta
unido U. Entdo F & continua e ¢ uma extensdo de £
Portanto so temos que provar que U é uma vizinanga
de B em Y.
. De fato, U & aberto em ¥ porque Y - U =..,
[(YOU Y1) - U;I U [(YOU Y2) - Uzjl é fechado por causa
de (4) e (5).

[1 LI A .
b) A prova deste item e identica ao caso anterior.

00 .
c) Seja X = L}Xn. Da sequencia X construiremos’
m=1

algumas outras sequencias de conjuntos abertos. Primei-
) " .
ro definamos U = por Un=_L/Xi, U, e aberto em X,

. £ )
e por usar sucessivamente o item (a), vemos que u,

e uma ANR. Além disso X = U UnC Un+1‘ Em segun-
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do lugar, definamos Vn CUu

de todos os pontos de X tendo distancia maior que.

n como sendo o conjunto ‘'

% para X - U, (em alguma métrica“sobre X). V.

é aberto em X, Vi, C U,, e entao v, é uma ANR,
w0

(6) Temos X = \J Vn,

(7) vn C Vn+.1’

Finalmente definamos W_ por W.,=V,, W, =V,, e

(8) W=V -V o, para n=3., Cada W &a

berto em X, e W CV, e entao W e uma ANR.

De (7) e (8) pbtemos Wn:j Vn—'vn_1

. . e “’w 2 b0
(6) implica X =ML=éWn =.~‘L31 2n-1u U, ¥y . Mas ML=)1w2n‘_.1

de modo que

J
o0 .

k{‘%hx sao unioes disjuntas de ANR's abertas, entao '

n= ) . .

também sao ANR's pelo Lema 3.01 (c). X sendo agora

a unido de duas ANR's abertas & uma ANR.,

Teorema

| Se V é um EVTRLC, A ¢ um subconjunto fechado
de um espago métrico X e f:A—sV & uma fungdo
continua, eﬁtéo existe uma fungao continua F, F:X—V

extendendo f tal que F(X) . esta contida na casca

convexa de £f(A).

Demonstracao

Seja ACX, X espacgo métrico, A fechado. Para
cada x€X - A seja Bx a bola aberta centrada em
X, com raio r < % d(x,A), d a métrica em X. A
familia {Bx,r} ¢ uma cobertura aberta do espa¢o pa-
racompacto X - A, Existe um refinamento localmente fi-

nito {qx} de {éx’é} .

Tomemos B(A,j) =-'{y | d(y,A)<1ﬂ}'. As bolas Bx;r

centradas fora de B(A,2") nao podem interceptar ...
B(A,7), consequentemente, qualquer INS {1{}que inter-

ceptar B(A,7) esta contida em algum B, centrada
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dentro de B(A,znj e logo tem diametro S(U)< 27.
Com cada @ # U¢ {U,} associemos um ponto a €A
como segue: escolhamos  x, €U e ache a,6 €A com
a d(xu,au) "menor do que’ 2d(xu,A). A propriedade’
fundamental dos pontos {au} e conjunto.. {"U,} e
(#) "para cada a €A e vizinhanca VW(a) em X, e-
xiste uma vizinhanga V(a) C ¥W(a) com a propriedade:

U N vV(a) ;éﬂ =>. \iJCW(a)J A [auGAxﬂW(aif Y

Na verdade podemos supor W(a) = B(a,C);- tomando cee
V(a) = B(a,i%), qualquer U interceptando v(a)
tem diametro menor que % , de modo que esta completa
mente dentro da bola B(a,;i‘). Para qualquer tal U, !
d(x,,a) < -i— de modo que  d(x,,A)< -Z: e também temos
d(au;a)éd(au,xu)+d(xu,a)é2d(xu,Au)+d(xu,A) = %E isto
¢ a ev(a). |

Azora seja {:ku} uma particao da unidade sobre X-A
subordinada a {'LL} e definamos F:X—V por:

f(x) se X €A
F(x)=
ku(x) .f(au) se x€EX-A

Desde que F ¢ localmente uma soma finita de fungoes
continuas em X-A e X-A é aberto, somente precisaremos '
mostrar a continuidade de F em A,

Seja a€A e W - uma vizinhanca de F(a) = f(a).

’ - - -
Desde que V e localmente convexo, existe uma vizinhan

‘¢a convexa C de f(a) —contida em ¥. Visto que f
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¢ continua em a, existe uma vizinhanga W(a) de
a tal que ft(Wa)NA) =C = Ve

Devemos achar V(a) C ¥W(a) satisfazendo a condicao
() e mostraremos que F(V(a)) CVW.

Claraménte, se X€ANV(a) entéd F(x)eCccvw, !

Se x €V(a)-A, entdo x pertence no maximo a um nu
mero finito Ujyeeesl,, de modo que em x somente !
ku1,...,ku , ndo sdo zeros, visto que cada U; inter-
cepta V(:), os correspondentes a todos ficam em
A(\H(a); de‘modo que ' 0S f(an) sgo todos elementos

de C; e visto que F(x) esta na casca convexa dos
pontos f(an),;..,f(a&n); temqs F(x)ecC tambem,

Entdo F(V(a)) CW e f & continua em a. Vig
to que F ¢ continua em cada ponto de X, a funcgae '

I4
F:X—V é continua; a formula mostra que F e uma

extenséo de _ f e gue F(X)c [}asca convexa de F(Qﬂ .
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4.00- Teoremas sobre Variedades e ANR's

DesenvolverEmos agora, alguns teoremas, os quais nos
permitirao caracterizar uha Variedade Metrizavel como
ANR. Introduziremos a conceituacao de Propriedade de Ex-
tensdo Homotopica (HEP), determinaremos a existeéncia des

ta propriedade em ANR's.

4.01- Teorema . .
| Um subconjunto convexo metrizé?el de um espago veto-
rial topoldgico real localmente convexo (EVTRLC) e ~uma
AR (1.01),portanto cada variedade localmente metrizavel!

’
e localmente uma AR,

Demonstracao

£ uma consequéncia imediata de 3.03.

4,02~ Teorema

Um espaco de Hausdorff paracompacto o qual ¢ local -
mente uma ANR é uma ANR. Portanto uma variedade metri

’
zavel €& uma ANR.
o ’ - 4
Mais geralmente: Um espaco metrico e uma ANR se cada
. - > > ’ g 3
ponto tem ‘uma vizinhanga homeomorfica a um conjunto con

vexo em um EVTRLC.

Demonstracao

Seja X um espago de Hausdorff paracompacto o
qual é localmente uma ANR, logo X & localmente metriza
vel. Comoc X é localmente metrizavel e paracompacto pe
lo Teorema 2.02, X é metrizavel.

Tomemos uma cobertura aberta de X por ANR's, {U%}
0 Lema 2.06 garante a existencia de um refinamento a-
berto localmente finito {Gié}pe B; 1= 0,1,2,... tal
ﬂqu==¢ se P#ﬂ'.

que a intersecao G;

P

Como cada GiPC: Uoc e um subconjunto aberto de
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uma ANR; pelo Lema 3.01 (b) & uma ANR também.
Entao, Giz'é?ggi@ .e uma uniao disjunta de ANR's
logo uma soma topologica de ANR's, a qual e uma ANR,

(L]
Teémos entao X =Gy e uma reunido contavel de ANR's

Az0 ©
abertas ., logo, pelo Lema 3.02 (c) & uma ANR.

’ -
Corolario

Cada variedade paracompacta de Banach é uma ANR.

Demonstragao

Como uma variedade de Banch é uma variedade modelada
sobre espagos de Banach, e espagos de Banach sao Local-'
mente Convexos, pelo Teorema 4.02 esta completa a de-

monstragao.

Definigao
Seja A um subconjunto fechado de um espaco X. Di

zemos que A tem uma Propriedade de Extensao Homotépi

ca (HEP) em X com respeito a um espacgo Y se ca-
da fung3o continua de X x{Q}(J(A xI) em Y pode
ser extendida a uma funcao continua de Xx1I em Y
(i.e., dada:uma fungao f:X—Y , cada homotopia de

flA:A——+Y pode ser extendida a uma homotopia de f:X—Y).
Se A tem uma HEP em X com respeito a todos es-
pacos Y entfo A & dito como tendo a AUEP, ou

seja, a Propriedade Absoluta de Extensces de Homotopias'

em X.
Teorema
. . . ’ e
Seja Y uma variedade metrizavel, Se A e um

subespago fechado de um espago metrizavel X entdo A

tem uma HEP em X conl respeito a Y.

R 14 ’
Mais geralmente o mesmo e verdade se Y e uma ANR.

Demonstracao
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Seja T=((Xx0) (Ax1I). Dada f:T—»Y como

Y ¢éuma ANR, f ¢ extendivel a uma funcdo continua

H:U—sY onde U e uma vizinhanca de T em X x I.

/46242?2Z5} f%ﬁfﬁlf"“’qi/“_ P

11405 ‘/ ’ T
AN ol
~$?<Q§§$§\y R

:
\ A
Visto que 1 & compacto, existe uma vizinhanca V de

~ —

de A em X com (V x I) CU. Desde que espacos '
métricos sao nbrmais, seja P  uma fungao de  Urysohn
em X com suporte @ C V e CPLAé1. Logo temos
P

F(x,t) = H(x, P(x)t), temos para t= 0 F(x,0)=H(x,0)

0. Definindo FXxI —>Y - por ces

n

e para t =1 F(x,1) =-H(x;CP(x)), e para cooe
(a,t) € Ax I, F(a,t) =H(a,P(a)t) = H(a,t)s Portanto

’ ~
F e uma extensao de He

4,06~ Teorema
Seja X uma variedade metrizavel e seja A um
subespaco fechado de X o qual é também uma variedade.
Entao A tem uma AHEP em X.
Mais geralmente se X ¢ uma ANR e A é um
subespaco fechado de X 0 (qual é também uma ANR en-

tao A tem a AHEP em X.

Demonstracgao _

Seja T =& x{0})U(a x I). Seré‘suficiente defi-
nir uma retfaqéo | /O:X x I —— T. Claramente Ax1I
é uma ANR fechada (I é uma AR e o produto de ANR's
e uma ANR), e X x {0} também o é&. Como coe
E( x {O}JHE X ﬂ = AX {0} € ANR pelo Lema 3.02 (b), T
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também € uma ANR. Agora aplicamos o Teorema anterior fa
zendo Y =T e f =id. A éxtensao S de f a

X x I em T é a retragado desejada.

Teorema

Uma variedade metrizavel e uma AR se e somente =
14 ’ -
e contratil.

L d

Mais geralmente, uma ANR e uma AR se e somente se
4 ) ..
e contratil.
Bemonstracao

Seja Y uma ANRj;

L4 >
Dado um subconjunto fechado A de um espacgo metri

-~ <
co X e uma fungao continua fO:A—*9Y segue do

~

Teorema 4.05 que se uma fungéo f1:A———»Y homotépi

ca a fo admite uma extensao continua Fizx——*'Y en-
tdo f_ = admite uma extensao continua F :X—Y (real
mente com F homotopica a Fi)'

Se Y & contratil e peY enﬁéo £, ¢ ho-
métépica a f,, a——p, aqual tem uma extensao
continua Fl’ x—ep. Portanto fo tem umna ex-
tensao continua Fo:X—Y e Y e uma AR.

’ - ~
Reciprocamente se Y e uma AR entao a fungao

£f:(Y x{0})uv({p} x I) V(X x {1}) — Y, definida por

! /' sie et s f(y'O) =y
' / i
. /:’ ;"_ L /}’{,’;; 1 f(p’t) = p
s oo A/,‘/' -
ALY, A

O;/j/;.:/ //P f(y,1) = p

pode ser extendida a fungao F:YxI —Y, isto é, e-
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5.01-

Daremos agora algumas defini¢dés, lemas e teoremas os
quais caracterizarao o tipo de homotopia de um:' espago, ?
bem como, condigbes para a existencia de equivaléncias . '

homotopicas fracas.

Limite Indutivo
Seja F uma familia de espacgos topolégicos os !

: -~ . s -~ S 4
quais estao ordenados direcionalmente sob a relagao " e

“um subespaco de ", isto e, dados X e Y em F
’ ]

existe Z em F tal que X e Y sao subespacos
de 2.

Definimos o "Limite Indutive L", L = lim X, da fa
milia F comolsendo ;g% X com.alfmais fina tépolo
gia tal que para cada X em F a inclus3ao X+—L

[4 €
e continua.

Obs:

Se F = {Xg} devemos denotar o limite indutivo
como  lim X .

Observemos que se SCL e aberto (fechado) em
L se e somente se SNX e aberto (fechado) em X
para cada X€F e que a fungao f:L—*Y, Y um

s ., , < ot
espaco topologico, e continua se e somente se a fungao

flx:X-——bY é continua para cada X em Fe

Nota:

Lembremos que um espaco vetorial real de dimensao fi
nita tem topologia unica (a topologia natural) a qual faz
ele se tornar um espacgo vetorial topolégico; a saber a

mais fina topologia fazendo cada funcional linear conti-

- NUO «
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5.02- Topologia Finita

5 003"

5 004-

Se E & um espaco vetorial real qualquer e F &
a familia de subespacos de E de dimensao finita, ca

da um com a topologia natural, entdo F & ordenado '

direcionalmente sob a relacdo "e um subespaco de" e
Ux=E.
XeF

Entao E  pode ser topologizado como o limite in

dutivo de seus subespacos de dimensao finita com suas tg
pologias naturais, e a topologia resultante ¢ chamada de
topologia finita ~para E.

Obs: .
Como veremos E e um espaco vetorial topoldgico '

em sua topologia finita se e somente se E tem dimen-
sdo contavel, e neste caso E é de fato um EVIRLC
na topologia finita, na qual cada conjunto'aberto e pa-

racompacto. Em um espaco vetorial real a topologia fini~
ta é a topologia fraca determinada pela topologia Eucli-~

diana sobre cada subespaco linear de dimensao finita.

Notagao
No que segue: V é um espago vetorial tOpolégico rg
al localmente convexo, (EVTRLC).
E é um subespago linear denso de v,
tendo a topologia finita.

0 & um conjunto aberto em V..

@]

= 0 NE considerado como um subespaco
de E, i.é.; com a topologia rela-
tiva de E.
Lema
Se K ¢ um subconjunto compacto de 0. se W e u-
ma vizinhanca de zero, suficientemente pequena, em V e
se K () zi‘ki + W) # ¢, k;€K, entdo a casca convexa
de | gZ(ki-+ W) ests contida em O.

Demonstracao
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Para cada k€K seja Uy uma vizinhanca de

zero em V com k + Uy <@, e seja W uma vi-

zinhan¢a de zero com wk+wk cU,. Como K é compacto
n

Ke (U@d,+¥ ) e seja W uma vizinhanga convexa'
=1 i T dj 1

A sl

de zero, com W_ C W. o
? 1 Q dj

Entao K‘-u-w1 c 0. Poig se v€k+wi entao, vis
= 1. C
to que k€ di+wdi, v di+(v-k)+(k-di) € di+W1+Wdi_...
di+wdi+wdi C di+Udi§; 0.

Agora suponha W tao pequeno que V(W) & W1
n .
e suponha k€ (N(k.+W), k,k. EK.
i=1 1 . 1
Se vi€fki+w, i= 1,.404n nos devemos mostrar qe
m
:L_—‘;tivie @ se t;20 e );’,ti=1 o que determina a
casca convexa da uniao de todos os _ kifw.

Visto que k¥, C O ¢ suficiente mostrar que o

1
B ~M . P
(Z::,tivi)-k = z;ti(vi—k) €W1, e desde que Wi e conve nve
xa sera suficiente mostrar que vi—kE\s’i. Mas k-k; €V
- = - \ - - J -l N
e v,-k = (v;~k;) - (k k;) € V+(-W) C W,
5.05- Lema
Se S ¢ um subconjunto linearmente independente

de E, entao S é fechado.em E e, na topolo-'

gia induzida de E, S & discreto.

Demonstracao

Se X é um subespaco de dimensdo finita de E
entdio SNX & finito, portanto fechado em E, Vis-
to que cada subconjunto de S e linearmente indepen-

dente, e portanto fechado em E, S e discrecto.

5.06- Lema

Cada subconjunto compacto L de E esta con

tido em subespaco de dimensdo finita de E,
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Seja S um subconjunto linéarmente independente

maximal de L (Lema de Zorn), e seja X o subespaco '

de E gerado por S , entao temos LCX e se-
ra suficiente provar que S e finito. Mas por 5.05
S & discreto, e por outro lado S é fechado em L

e portanto compacto. Assim S e discreto e compacto e

portanto finito.

5.07- Lema )
Seja K um subcongunto compacto de & e supo-
nha L& KNE um subconjunto compacto de E, Ent3o
existe uma deformacgao ht:K-‘®< de K em 0 tal

que ht|L ¢ a identidade e tal que h, & uma fun

-~ [ 4 ”
¢ao continua de K em E,

Demonstracao

Pelo Lema  anterior, 5.06, seja E1 um subes—
paco de dimensdo finita de E que contém L; L QEEf
Usando o teorema ds Extensao de Tietze, extendamos a fun
cao identidade de L a uma fuhgéo continua g:K———*E1
e seja U = { ke€K| gl)-k € W}, onde ¥ & esco-
lhido como no Lema 5.04,(vizinhanca peruena de zero); '
de modo que U0 é uma vizinhanca de L en Ke

Seja  Ujyeee,U) uma cobertura aberta de K - U

com U; disjunto de L e da forma U;=K ﬂ(ki + W)

onde
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Parti¢do da Unidade, q%,---,qz'; para K com suporte
k] e}
P, S U; e defina h (k) = (1-t)k + t[Qg(k)g(kn: l(Pi(k)ei]
onde e, E(k +W)ﬂE (k +¥)NE (lembrando que E ¢
denso em V).
Se k€L entao CPi(k)= 0 para i>1, visto que

U;NL = ¢, e F, (k)

Seja E, o espaco de dimensdo finita gerado por E, e

1. Portanto g(k) = Kk, e ht(k)=k.

e yseeseps Entdo  h, leva K continuamente sobre E

e, desde que, E, é um subespago topologico de E, h,

2

leva K continuamente em E,

Resta provar que ht(k) € ®. Para um dado k reor
denemos os indices de modo que qg(k);>o, i=1,00eyme
<i"i(k) = para i> m. Entao:

k € (k+W)N p Ul C. (k+W) N ﬂ(k +W).
Agora (1-t) +'t§: (k) = 1, Entao por 5.04 se

ra suficiente mostrar que k e oS e, pertencem
™ 4

a: - (k+W)U U(k;+¥), e que se P (k)>0 também o
jza 1 (o]

g(k) pertence a esta uniao. Mas k € (k+W), e; € (ki+w)
e se @ (k)>0, temos RGUO e entao g(k) Ek+VW,

Lema
Seja A um subespaco fechado de um espago compacto

X e seja fo:X-—9d) ~uma fungdo continua talaqe £ | ,

é uma funcao continua de A em §. Entdo existe uma
homotopia ft:X——*>G de fo tal que f1 e uma
fungdo continua de X em 6 e tal que ft|A= folA

para O<t<1.

Demonstracao .
No lema anterior tomenos K = fo(X) e L = fO(A)

e coloquemos ft= htofoo
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te fo:Dm'1 —> 0 tal que folsn: st —— @ e

33

Teorema
Seja V um EVIRLC e seja E um subespéqo !
linear denso em V com sua topologia finita. Dado 4]

 pod
aberto em V seja & = ONE como um subespago de E.
Ent30o a funcdo de incluso i:0— 0 & uma equivalén-

. L)
cia homotopica fraca.

Demonstracao

Seja nz20® e seja o(é_’ﬂ'n(@),‘ i.e., o< =Et‘;]
onde fO:Sn—-—-> 0. Seja ft:Sn-—>@ uma homotopia '
de £, com £q :8" — @ uma funcio continua '

(Lema 5.08, X = Sn) Lntao podenos considerer a classe
[:f :] € || (@) e i“[fl] = 0, portanto

g “n(@) —> ”n(Q) é sobrejetiva.

o i o
Agora suponha X ETTH(G) e iy,0K = 0. Entao exis-

’

continua e de fato o< = [folslzj s Aplicando novamente o

Lema 5,08 existe uma homotopia ft:Dn+1———>® de fo
com uma funcdo continua f1:Dn+1————> 0 . tal que
ftISn = f Isn. Entao K= Eils‘ﬂ e, desde que coe
fi.Dn+1———> @ é continua, o< =0 entao temos que

’T (G)—-—; T (G) ¢ injetiva.

Corolario
Sejam V1 e V2 EVT RLC e sejam f:Vl———av2
uma funcao linear continua de V1 sobre um subespacgo

linear denso de V2. Dado ) um aberto em V, se
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. [
Ja 0 - f'-i(@) de f = f|6. Entdo £:0 — 6 &
uma equivaléncia homotopica fraca.
Demonstracao

Como o nucleo de uma aplicacao é um subgrupo normal,

seja K = kerf, 7T:V1-———¢>V1/% a projecao canéni—

ca, f = goll a composigao canonica de £, e
¥ - : ‘
0" = g71(©). . 1
£'6)-8cM -V, 20 \Y, \Y
g
dle"
i ',
x _ O
Entao ¢ suficiente mostrar que ’T‘@ @——*@ e
gug* : @ — 0 sao equivaléncias homotoplcas fracas.
Em outras palavras, desde que il e sobrejetiva e g e
“injetiva sera suficiente mostrar os dois casos.
Caso 1: f é& injetiva.
Sem perda de generalidade podemos supor que vy e
um subespaco linear denso de V2 com uma topologia ‘'
~
mais fina e, que f ¢é a funcao inclusao. Entao @=®(\V1

¢ um subespago de V1.

N

/
\

com a topologia finita e one

)

Seja E=-V1
. . o :

como um subespago de E. Seja. i:0—0 e cee

j:Gf———>O as fungoes inclusoes as quais pelo Teorema '

anterior sio equivalencias homotépicas fracas, Visto que

. . 4 P 4 L4 .
o diagrama acima e comutativo, f e tambem uma equiva-'

~ . 4 .
lencia homotopica fraca.
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Seja. Ei= v, com a topologia finita, G =& co

o~

mo um subespago de Vo, G=0 como um subespaco '

de V1 e defina g:a———a-G por g= glé.
Visto que uma fungéo linear entre espacos vetoriais,

cada um com a topologia finita, & claramente continua,'

4 < . 'y .
g e contlnua e temos um diagrama comutativo, abaixo,

" 3

; If
G 3 » O

onde as funcoes identidade i, 3 sdo equivalencias

[OY

homotopicas fracas. Entﬁo e suficiente provar.: que g
é uma equivaléncia homotopica fraca.

SejaD{FoC,éij;(G), h:s? .G é continua e por
tanto h(Sn) esta incluida em um subespago de dimen-

sao finita X de E,, pelo Lema 5.06.

Seja €gyecesl, uma base de X. Visto que f
é sobre, podemos achar Eie E, tal que f(Ei)=ei.
Seja h(q) = h;(q)e; e definamos E:Sn———»El

por h(q) =-§i:_h;2q)gi. Claramente foh = h, portan
to h:s"— éj e g*['ﬁ':] =K , e entao a fungao
g#:’n;(ﬁ)-——*qT;(G) é sobrejetiva.

Agora seja @éT’;(E) com g,(f) =0, onde (3 ==[k]

com k:S®—+ G, Pelo Lema 5.06, k(s™) esta inclui
da em um subespaco de dimensao finita Y de E,. Se
ja VireeesVy uma base para Y com Vioi12° ' Vn

uma base pora Y N ker(f), de modo que 71=f(v1),...,
7&= f(vm) é uma base para f(Y),.
Ponha k(q) = Ei:ki(q)vi; Visto que, cee

izl

£( Zj‘ki(q)vi + ti: k;(q)v;) = f(k(q)) para qualqu‘er t €R
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segue que k é homotdpica em E'=:f-1(f(g)) a fungao
- , ]
Q|———+»2: ki(q)vi, isto é, podemos supor que m=n. Desde

[TXY

que g*(ﬁ) = 0 podemos achar K: pP*1l__,g onde

K(q) g-ﬁi Ki(q);i' tal que K}Sn = gek e entao temos

i1 " , .

Ki|sn = kj. Assim ar—-sy, K, (q)v; e uma extensdo '
L . 1= . ~

continua de k a uma funcao de Dn+1 em G. En-

tao =0 e

gy ¢ injetiva, g, ;ﬁn(c)—bﬂ"(c).
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DOMINACAO POR COMPLEX0S SIMPLICIAIS
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De acordo com a definicao de Complexo Simplicial de
1.06, conceituaremos Espac¢os Dominados, em particular p/
Complexos Simpliciais, caracterizando assim, atraves dos
Teoremas e Lemas aqui desenvolvidos, as condigcoes para '
que uma ANR o seja. Com isto chegaremos finalmente a
condicao para que uma equivaléncia homotépica fraca se;‘

ja uma Equivaléncia Homotopica.

6.01- Espaco Dominado
Sejam X e Y espacos, e as fungoes  f:X—sY
e g:Y—X tal que gof:X—>X seja homotépica a
fungao identidade de X. |
be v X
’ 24 gof id
. 9F .
Nestas condigoes diremos que o espago Y e dominado pge
lo espago X, ou que X domina Y.
6 .02~ Subconjunto Semi-Localmente Convexo
Diremos que um subconjunto X de um espago vetori
al topoldgico v é ‘"semi-localmente convexo" se para
cada x€X temos uma vizinhanca U, relativa a X
a qual e um subconjunto convexo de V.
6 .03~ Lema

Seja Vv um espaco vetorial topolégico e E um
espaco vetorial real com sua topologia finita. Entao ca-

da funcdo linear T: E—»V & continua.

Demonstracao
Seja X E um subespaco de dimensao finita. Entao '

T (X) & um subespago de Dimensdo Finita de V e é
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um subespaco topolégico de ' na sua topologia natu-

ral.

Visto que cada funcao linear entre espagos vetoriais
reais de dimensdo finita é continua em suas topologias '
naturais, temos:

'x.X———¢F(X) é continua e,

4
contlinua e,

[0 R Y

portanto, lx.X———+ v

[ 4
continua.

D>

entao, - T :E——V

Lema

Se {F“}e(éA e uma cobertura aberta de um espago
paracompacto X, entado existe uma cobertura aberta lo-
calmente finita {§h} ep 14 X tal que, se (16@ 78
entao U@F = Ve para algum X EA,

I

Demonstracao

Para comecgar podenos supor que {““};ﬂGA e local~
mente finita. Seja {U$}006A~ uma cobertura aberta de
X com U © Yo o

Visto que ﬁu sao fechados e localmente finitos,
para cada x€ X‘, U {Efx | x ,8' fJx} ¢ um subconjunto '
fechado de X o qual n3o contem x. Portanto oee
Vx: ﬂ{w‘xl x€ -l-lx} - U{E,xl x £ G“J é uma vizinhanca
de Xe V

Observe que para cada x€X e todo €A se
Vxﬂﬁw # @, entdo x¢€Ux logo V, € Ve .

m m
Suponha que NV,  #P, e que x€e (v, .
ieq X1 _ ey Xi

Escolhamos o¢ de modo que x¢€ Ux « Entao temos

x € inﬂ Boc # ¢ portanto Vi, C Wy, portanto UV SV,
i

i1 Xi~
Agora é claro que para cualquer coberturs aberta local-

mente finita [GQ}BEB a qual refina {vx}x ex sa-

tisfaz a conclusao do Lema,
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6,05~ Teorema

Um subconjunto semi-~localmente convexo, paracompacto
de um espago vetorial ¢ dominado por um complexo simpli-
cial.
Demonstracao

Seja X um espago paracompacto o qual é um subcon
juhto semi-~localmente convexo de um espago vetorial topo
logico V e seja {wx}xéﬂr uma colegao de subcon
juntos de X cujos interidres cobrem X e tais que
cada Woe é um subconjunto convexo de vV,
| Pelo Lema 6.04; podemos achar uma cobertura aberta
localmente finita de X, {@@}@GB;’ t{;l que se ‘e

"
Q@(gi # § entao a casca convexa de esta
1=

iuﬂé)ﬁi
contida em X.

Seja {?ﬁ}ﬂéB uma particao da unidade para X
com suporte CP{; < @{5 e seja f:X— lNl a correspon
dente funcao baricéntrica, onde N ¢ o "Nervo" de
{G)ﬁ}fiéﬁ (def., 1.05 a 1.08). Para cada (€B, seja cee
‘"X([%)E @p . Visto quen B & uma base para r(B) exis®
te uma unica fungao linear T:RBI v ta1 que ...
T () = X'((i), e pelo Lema 6.03, T & continua. Portan
to & = T é uma funcdo continua de  IN| em V,

Observe que se~ y € INI , entao y =<?'m;°ti(31 com

-

ha)

tié.O e E: t;= 1, onde {Fo,...,ﬁn} ¢ um n-simplexo

| 40 i ("\0 .
de N. Assim g(y) = ‘{;}tix(ﬁi); Agora se 05, Z @
de modo que a casca convexa de H,@pj esta contida em
X, e desde que X(ﬂi)E @pi, segue que g(y)eX e te
mos uma funcéo continua g: INl —X. Besta agora mostrar
que gf ¢ homotopica a fungdo identidade de X. Se
Ja x€X e seja Po""’Pn  os vértices distintos

m n

com cPpi(x) > 0. Entao XEQQPX e portanto i\;}o@(gi tem

sua casca convexa em X. Desde que X e }(({31) es

m
tao todos em U@pi segue que para cada O<t<1
3=0
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he(x) = (1=t)x + £), GO XCB)  estd em X, entho
claramente ht:X-;+X é uma deformacao de X. Mas
g(£(x)) = g( 3 Py(x0B,) = }1 B, () X(B;) = hy(x).

i ic
Lema

Cada espaco metrizavel pode ser mergulhado em um sub
eespago fechado de um subconjunto convexo de um espago
de Banach,

Demonstragao

Antés de qualquer coisa, definamos o mergulho de
Kuratowski: Seja X um éspago metrizavel e escolhamos u
ma metrica limitada para X.

Seja B(X) o espago de Banach das fungﬁes conti-
nuas limitadas com vélores reais sobre X Com ...
el = Sup{f(x)l x€X} . Seja K:X—B(X), denotando
o mergulho de Kuratowski de X, definido por:

K(x)(y) =/Lx,y).

Por uma aplicagao trivial da desigualdade triangular
segue que K ¢ um mergulho isometrico de X em B(X),
e por um argumento simples de Wojdyslawski o qual o a-
tribuiu a S. Eilenberg, K(X) & fechado em sua casca

convexa. Logo segue o Lema.

Teorema
- ’ ]
Uma variedade paracompacta e dominada por um comple-
xo simplicial. Mais geralmente, uma ANR e dominada por

um complexo simplicial.

Demonstracao
Seja X uma ANR, Pelo Lema anterior podemos su
por que X ¢ um subconjunto fechado de um conjunto con

vexo S em um espaco de Banach V.

Desde que X e uma ANR a fungdo identidade de X
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extende-se a uma fung¢do continua /@:0———*X, onde ©
e uma vizinhanca aberta de X em S, i.e, X & u-
retracdo de ©® e "a fortiori"® X & dominado '
por O,

Desde que "A e dominado por.B" é claramente uma
relacgo transitiva, sera suficiente mostrar que o é
dominado por um complexo simplicial.

Desde que @& ¢ aberto em S, dado vé® po-
demos achar uma vizinhanga U de v em V tal
que UNSE(O , e desde que V & localmente conve
X0 podemos supor que U é convexo. Desde que S e
tambem convexo, UNS & convexo. Portanto & & semi_
localmente cohvexo. Como 6 e um subespaéo de um es
pago metrizavel v, ® & metrizavel portanto paracom-

pacto e o Teorema 6.03 completa a prova.

Lema

Se XeY sao espacgos dominados por complexos '
simpliciais (ou mais geralmente por CW complexos) en
t3o qualquer equivaléncia homotopica fraca f:X—-Y,

4 . N . L
e de fato uma equivalencia homotopica.

[4 . .
"A prova deste Lema sera omitida, encontra-se em

[4 - Teor. 6.3]".

Teorema
. . . . - ~
Sejam XeX variedades metrizaveis. Entao gual-

. ~ . 4 . ’
quer equivalencia homotopica fraca f:X—Y e real -

) - ~ - ’ - 3
mente uma equivalencia honotopica. Mais geralmente o
L4 -~
mesmo € verdade se XeY sao ANK's.
Demonstracgao

£ consequéncia imediata do Teor. 6.07 e Lema 6.08,
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6.10- Corolario

Se X é uma variedade metrizavel entSo as se-
guintes afirmagoes sao eguivalentes:

(1) M (x) =0, n=0,1,2,...

(2) X & contratil

(3) X e uma  ANR

R ’ ’
Mais geralmente o mesmo e verdade se X e uma ANR,

Demonstracao

A equivaléncia de (2) e (3) & o Teorema 4.,07.

A implicacdo de (2) em (1) ¢ trivial. |

Resta mostrar que (1) implica (2): Seja p€X e
i:p —X a fungao inclusdo. Entao por (1) = "i" e
uma equivalencia homotdpica fraca, e portanto, pelo Te

l . ~ [d A é
orema 6,09 uma equivalencia homotopica, e X e !

contratil.

6.11- Teorema
Sejam V1 e V2 EVTRLC e seja f:Vi—-——»V2 uma
fung3o linear continua de V, sobre um subespago li-
near dehso de Vz. Dado § aberto em V2 seja

o= f-i(a) e T = f'&‘ . Suponhanios que V1 e V, se
'-l
jam metrizaveis, ou mais geralmente, que Oel s$a0
‘ e , R
paracompactos. Entao £:0—0 e uma equivalencia ho

’ -
motopica.

Demonstracao
E uma consequéncia imediata do  Corolario 5.10, do
Teorema 5.09, do Teorema 6.05 e do Lema 6.C6. (Ob-

serve que desde que O e O s3o abertos em EVTRLC,

sao semi-localmente convexos).

6.12- Lema

Seja E um espacgo vetorial de dimensao contavel
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munido com sua topologia finita. Entdo E & um ...

EVTRLC e cada conjunto aberto de E e paracompacto.

Demonstracgao

Escolhendo uma base contavel para E podemos i-
dentificar E com o espaco R%®® de todas as sequén
cias finitas nao nulas de nimeros reais. Seja RM=..,
{x € R® x;=0 se i> n}. Visto qué cada subespacgo de
dimensdo finita de R® estad inciuido ou melhor, conti
do em algum R, R%: 1im R®. Dada uma sequéncia de ni
meros reais positivos {E,} e x°€eR® sejé coe
N(xo,{Ei}) = { xXEVI |xi - x%|< Ei ~ para todo i}.

Claramente  N(x°, {E_l}) ¢ uma vizinhanc¢a convexa

de x%. Se U ¢ uma vizinhanga de x° entao ..o

UAR® & uma vizinhanga de x° em R" (para n gran
de) entao existe um Sn> 0 tal que se |ti\( 8n s
i = 1,00e40 entao (ti—xg,...,tn-xg, 0,+00) €U, por
. ~ (s .
tanto se Eiz min {81"“’8i} entao  N(x ,{fi}) < v,
Assim N(xo,{fj}) é uma base das vizinhancas convexas
de Rm, e segue facilmente que R® & um EVIRLC, '
portanto regular, Se @ é aberto em R® entao
V) e recular e (-compacto (visto que cada R" é
Q-compacto), entao cada cobertura de ® tem uma sub-

’ . ’ ’
cobertura contavel, Visto que uma cobertura contavel e

. . . . '
"a fortiori" G—dlscreta, secgue que 0o ¢ paracompactin,

6.13- Teorema
Seja V um EVTRLC e sejav E  um subespaco '
vetorial de V tendo dimens3o contavel e denso em V,
Deremos a E a sua topologia finita, e para 6 aber
to em V  seja 6 =0NE considerado um subespacgo
topologico de E. Entdo se V e metrizavel (ou, mais

’ . ~ ~ .
gerajlmente, se 0 e paracompacto) entao a fungao in
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y ’ ~ - ’
clusao de Oem ® & uma equivaléncia homotopica.

Demonstracao

Imediata do Teorema 6,11 e do Lema 6.12.

Corolario
Seja V em EVTRLC e seja {En} uma sequen-
cia crescente de subespacos de dimensao finita de v

tal que UEn & densa em V., Dado O aberto em

Y — . - . -~ .
v seja ®n = @r\En e seja Goo lim 0n. Entao

’

o . .
se v e metrizavel (ou, mais geralmente, se 6 e
L d

paracompacto), a funcao inclusao GG;—* O & uma e-

. ~ . e’
quivalencia homotopica.

Demosntracgao
Seja E = {jEn com a topologia finita. Entao E
tem dimensao contével e Oooz ONE como um subes-

paco de E, eo Corolario segue.
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Sobre o Tipo de Homotopia de Certos Espagos de Fungdes

. . ? .
Diferenciaveis.

Daqui por diante, M denotara uma variedade dife-
renciavel, paracompacta ( .usualmente compacta ), de di-
mensao finita com ou sem fronteira e X denotara uma
variedade direrenciével, paracompacta modelada sobre um
espaco de Banach de dimens3o finita ou infinita, ( e-
quivalente a metrizavel, Corolario 2.05 ), sempre sem
fronteira.

Os espagos de Banach de dimens@o infinita sdo al-
gumas vezes supostos como sendo CaLdiferenciéveis, is
to &, admitem partiqaes da unidade de classe C% subor,
dinadas a qualquer cobertura abefta, temos coﬁo exemplo
0os espacos de Hilbert separéveis.

Veremos a seguir um teorema e um corolario que nos
permitem afifmar que X admite particoes da unidade
de classe C®. Em seguida, definiremos os espagos em

questao e desenvolveremos os Teoremas que nos permitem'

determinar o tipo de homotopia entre eles,

Teorema

Sejam aubeonjvites A
e A, nao-vazios, disjuntos e fechados de um espago de
B anach C® diferenciidvel E. Ent3o existe uma C%-
fungado J:E—R tal que M(x) =6 se x:EA1 e
W(x) =1 se xéAz, e 04 H(x)=1 para todo X.

Demonstracgao

Tomemos 81= E ---A1 e Bz= E -»A2 uma cobertg
ra aberta de E, Seja qa e ?& uma particao da uni
dade subordinada a cobertura. Sejam; sup CP1<;—_B1 e

supcf’ng 09 CP,:(x) + cfi'z(x) =1,
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Tomemos ¥=9 e a; € A‘l , entao f’/(ai) >0

@ CP(ai_.)> 0 &= a, € sup q>1 _C_'Bi, - 316 E-A'i o que

7.02“

e uma contradigdo. Fazendo o mesmo para a, € A,, entdo

F(ay)<1 <D A(a)<1 & Bla)> 0 =S a, €E-a,

4 4 - ~
o que tambem e uma contradigao.

Deste modo % & a fungdo requerida.

Corolario
Seja X uma variedade paracompacta de classe cP
modelada sobre um espag¢o de Banach C® diferenciavel

E. Ent3o X admite parti¢des da unidade de classe CP

Demonstitac3o
Seja {gx} una cobertura de X. Sendo X pa

racompacto existe um refinamento {Vp} localmente fi

" nito por meio de vizinhancas coordenadas. Tomemos uma '

7 .03-

Carta q%:v~——*~E; Como X & normal, escolhamos a-
bertos Wz e Yz tal que Wp © “:;‘3 < Yﬁ < 'fp_c_ B !
Cs conjuntos ﬁp, Yo e Vg sao levados homeomorfica
mente em abertos de E, e q%(ﬁg) ¢ fechado em E,
seja ﬂﬁzm-——an uma fungao c® ge Urysohn em E

tal que %(CPQ(QP) ) =1 e ;%(E-— C,%(Yp) ) =0 e
definarios ﬂﬁ:x——9R por:

}%( ﬁoﬂ(x) ) se xEY

Hx) =
0 se x¢€Y©
b

Agora seja 4 =2}% « Definamos 9,3= F a
particao da unidade desejada ¢ a colecado {eﬁ}.

Definicao
CF(N,X): para. O<r=wm., denotaremos desta for
ma o espaco das fungdes diferenciaveis de classe cr ¢

de M em X, Equiparemos este espago com a cF-topo-
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logia a qual ¢ uma topologia metrizavel. Suponhamos ago
raque M seja compacto. Ent3o é sabido que Cr(M,X)
para 0%<r <o .é uma variedade metrizavel modelada '
sobre espagos de Banachg‘%e X ¢é de dimens3o finita
ou. modelada sobre um espaco de Banach de dimensao in
finita C®-diferencidvel, ent3o é também sabido - que
C™M,X) & uma variedade metrizavel modelada sobre Es-
pacos de Fréchet (EVT completamente metrizaveis). Entdo
CP(M,X) ¢ uma ANR ﬁara a classe de espacos metrizé
veis para todo O£r<w e para r = ® se o mode
lo para X é Cc®giferenciavel.(Teor. 4.02). Para
a demonstracao destas assertivas consultar [6:].

Obs:. £ desconhecido se C“{M,X) é uma variedade
sem qualquer hipéteses sobre - X ou comnaqui, sobre o
modelo para X,

(« Ve Q,:QMJI'C@I.)
Definicao

Unma k-mersao e uma fungdo iféCr(M,X) _tal
que sua derivada tem posto maior ou igual a k em to

do ponto

cr (1,X;k)
Denotaremos desta forma o subespaco sberto das k-
mersdes em  CY(¥M,X), Oékémin{dim M, dim X} .

CP(N,X;O) & justamente o proprio espaco CP(M,X),

e se dim M £ dim X entdo CU(M,X;dim M) = ...
Imm® (M,X) ou seja, o subespaco das imersoes.
Emb" (¥,X)

Denotaremos desta forma, para 1£€r£w, o0 subes-

=

pago dos mergulhos em CP(M,X):

Obs:. Se CF(M,X) & uma ANR, entdo os seus su-
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bespacos abertos dos mergulhos e k-mersoes tembém *

sao. ANR's, (Lema 3.01-b).

g-equivalencia

Sejam X e Y espagos topolégicos n3o-vazios, e
seja f:X—Y uma func3o continua. Seja q um'
inteiro nao-negativo. Piremos que f:X—»Y é uma

O-equivalencia se a funcao induzida entre componentes

por caminhos, fe: T (X) —T_(¥), é sobrejetiva.

Para q31 chamaremos f uma q-equivalen
cia , se a fhngﬁq induzida fu: TE)(X)——)’ITO(Y) Fe

uma bijecao, e se para qualquer ponto base base x €X

o P o~
a func¢ao induzida f*:l]i(x,x)-—-+ '&(Y,y) onde y=f(x)

[4 . . . .
e um epimorfismo para 0£%1i=q, e um nonomorfismo '
para 0 £ i< q-1.
- 4 - ~ - 4 -
Obs:. Obviamente f e uma ejguivalencia homotopi
Qtaw L4 . ~ -
caYse e uma g~-equivalencia para todo qz0.
. , ]
Usaremos o fato de que se f:X—Y e uma equiva
léncia homotopica fraca, e XeY sao ANR's, en-
- ’ ’ . - . .
tao f ¢ uma equivaléncia homotopica (Teorema 6,09).

"Nos Teoremas a seguir, sobre a cquivaléncia homow
tépica de espacgos de funqﬁes entre variedédes, cujas de
monstracgoes usam, fundamentalmente as propriedades de
equivaléncias homotopicas demonstradas nos capitulos '

s . 4 .
anteriores, estudarcmos as Propriedades Homotopicas '

das Fungoes Inclusdo de CP(M,X3k) e Emb" (M,X) em
cr(M,x)".
Obs:. No que segue, para n, my k inteiros,

seja q(n,m,k) = m-2k+(n-k)(m-k).
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7 .08~ Teorema

0 i - k - L ' - -
Sejam M? e XT variedades diferenciaveis de di-
mensdo finita com M compacto, e sejam ker in
teiros satisfazendo 0 £k & min {n, m} e 2=r=sw.

i) Se 0=q(n,m,k), entao C'(M,X;k) £ 8 e a
fun§5o inclusao de CF(M,X;k) —C'(M,X) & uma
q(n,m,k)-equivaléncia .

ii) Se O<m-2n-1, entdo  Emb (M,X) ## e a fun-
¢ao inclusao de  Emb" (M,X)—>CT(M,X) é uma

(m-2n-1)~equivalancia.

Demonstracgao

. - N4 ."
Seja Qt uma variedade diferenciavel compacta '

com subvariedade compacta Acqt e o ponto base
i

qoé ACQ,

i) £ bem conhecido e segue imediatamente de A2.13

(Apéncice 2) que CT(M,X;k) £ & quando tenos
q(nr,m,k) = 0., Suponha agora que O£ is q(n,n;',.k) e
‘seja £, € C'(M,X;k) uma k-mersdo arbitraria.'
Estudaremos entao a classe de homotopia da fungao ...
£:(Q%,4,q)—>( CT(M,X), CT(M,X;k), £, ) através *
da fungao associada f:(Qian)———oxm.

Podemos supor sem perda de generalidade que ?
é de classe CF. Visto que £(4) C:Cr(M,X;k), a fun
cao fq = f(q) tem sem dﬁvida posto > k sobre
M  para todo qg€A.

De acordo com  A2.13 (Apendice 2), f  pode '
ser arbitrariamente aproximada na Cr—topologia por
uma funcao e: Qi.x M — X™  tal que as restri-

coes g,AxM= ﬁleM e tal que ¢ tem posto Z k

q
sobre . M . para todo q € Q.
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Usando uma vizinhan¢a tubular para X em um es=

paco de Banach E podemos portanto também homofopi
zar ? em uma funqéo @ como acims por conectar-—
las linearmente na vizinhanga tubular e entao projetan
do sobre X, Esta homotopia agora induzira uma hométo*
pia de f em uma fungao g Qi———vcr(M,X;k) a qual
¢ constantemente igual a flA sobre A. Entao f
representa relativamente a classe zero.

Consideremos agora a fun¢ao induzida

T emmxsn, £ ) —s THCCTOLX), 1),

Se colocarmos ol = sl ¢ a- a, na analise a-
cima,“concluiremos que esta fungao ¢ sobre para = ...
0 £i éq(n,m”,k). Se colocarmos Qifi = pitl o 4 - st
segue de analise analoga com dim Q= i+1 que esta !
funcido € injetiva poara i+l ééq(n;m,k). Isto e, porem,

(4
exatamente o que queriamos provar.

ii)” Novamente pelo Teorema de Mergulhos de VWhitney '

(Apéndice 2, A2.10), é conhecido que Embr(M;X) A8 !
quando m-2n-1 = 0. Suponhamos agora que 0£iZ&n-2n-1
e seja fOGEmbr(M,X) um mergulho arbitrario. Con-
sideremos ent3o a classe de homotopia da fungao

£:0Q%, A, q, ) —— (€7O4,X), EmTQ,X), £)
com a fungdo associada f: ot x m° ——= X" a qual
novamente sem perda de generalidade podemos supor como
sendo de classe CF.

Visto que Oéiém—zh—igm-.?n podemos . como na
prova do item i) homotopizar f em uma funcao
g Qi_———fImmr(M,X) fixando tudo sobre A, Obscrve
mos agora que Embr(M,x) neste caso e igual ao es-
pagco das  1-1 imersdes, desde que M & compacto.

£ facil de ver que g(q) = gﬁ e 1-1 para  todo
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qé}Ql se ¢ somente se a funcao definida pelo diagrama

] AQ X 1M X lﬁ _
Qr x M? x MO + Qf x ot x M® x MP

lQ x Twist x 1M

Ql x M x @ x M? —— XBX®
X

leva 'Qi x ( M™ x Mn\AM ) em X® x x™ \ Ax. Es
ta ultima condigdo & uma condigdo de transversalidade
quando temos i+2n£m-1 ou equivalentemente coe
i = m-2n-1, uma aplicacao do teorema da densidade de
transversalidade (Apendice), permitiré entao uma aproxi
ma¢io de € com uma funcdo A tal que ?I\Axﬁz/g\lﬁxM

A . i
e tal que hq e 1-1 para todo q € Q1 no caso

de 0 £ i &£ m-2n-1. Procedendo como na prova de i
9

podemos entao homotopizar g em uma fungao coee
h: Ql———vEmbrCN,X) tal que a homotopia & constante-
mente igual a g\A = f\A sobre A, 1 representa

entao, relativamente, a classe 0. A prova de ii)
’ [ 4 .
é completada de modo analogo a do item i), com a esco-~

lha adequada de Qe A,

7.09- Teorema

Seja Mo uma variedade diferenciavel compacta e
seja X uma variedade diferenciavel modelada sobre '
um espaco de Banach E  de dimens3do infinita que agd
mite parfigSes da unidade de classe C%.

Sejam tambem ker inteiros satisfazendo as
condigoes O£k < n e 2€r=m.

Entdo CT(M,X;k) e Emb"(M,X) s3o ambos nao-vazi-

os. Além disso se para r = 0 Supomos que c“%M,X)
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’ -~ . ~ - ~ -~
€ uma ANR entao as seguintes funcoes inclusao sao e-

. ~ . & .
guivalencias homotopicas.

i) CT(M,X3k) —CT(M,X)
ii) Emb"(M,X) —=C"(M,X)

Demonstragao

Uma carta em X  determina um difeomorfismo € ,
e:U——E de um conjunto aberto ueX em um es
paco de Banach modelo, E. Seja E =F & R®™  uma fa-

torizacdo de E em um espaco de F e uma copia de

um m~espac¢o euclidiano R® com m=2n+1. Escolha
agora um mergulho arbitrario fzzﬁq——viW] e uma !
fung3o diferenciavel arbitraria fizMn-——ﬁPF. Entao
£ =90"1 (f1 X fz): M X é um mergulho. Portan~

to  Emb"(M,X) #8 e também  CT(M,X;k) # #£.
Seja agora novamente Q' uma variedade diferenci
avel compacta com subvariedade Acqt compacta e o

ponto base q0€ A CQt,

i) Seja foé,Cr(M,X;k) uma k-mersao arbitraria e
consideremos para um iz 0 qualquer, a classe de hg
motopia de uma funcao

£: (o, a, a,) — ( C"(4,X), CT(M,X;k), £ ) com
a funcgao associada v?:(Qian)-——*—X.

Podemos agora novanente supor sem perda de generali
dades que f = £ de classe CF.

Querenos modificar f atravéz de uma horiotopia'
constante sobre A x M pora obter uma funcao a qual
é uma k-mersdao para cada q€eQ fixo. Faremos is
so em sequéncia de passos, em cada passo faremos mudan-
¢as somente em um pedago do dominio que é mandado den-
tro de uma carta no contraddminio.e manteremos fixos o

que ja foi alterado em passos anteriores.
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Para isto precisamos escolher coberturas abertas de

Q por cartas, sejam {Vi}' e {Ui} y com i=1, ..,
tal que Vi(: Vi(:Ui. Do mesmo modo, escolheremos para
cada i = 1,.4.,1 coberturas abertas de M  por car=

tas, vemos dizer {V;} e {U}} com Jj = 1ye0040y tal
i i i
e V. ?CU.
a iCViCY;
Além disso, todas estas coberturas devem ser escolhi
das tal que f( Ui X U; ) esta contida em uma carta '
sobre X. Consideremos agora U, x U:. Visto que T

leva este! subconjunto em :-uma carta sobre X, cee

A -
. . 0
flU1 X U% se corresponde por um difeomorfismo a fun

cao U1 X U} —>E =FQ@® Rm, onde escolhe-
mos m suficientemente grande na fatorizacao de

E. De acordo com o Teorema A2.13 (Apendice 2), este nos

. ~n
- permite alterar o rR™ componente de f e constru-

ir uma homotopia de fy a ?}: 6 x M —X tal
que a homotopia e constante em A x M, com suporte em
U1x Ui e tal que ( ?1 )q tem posto =k em
Vi para cada q € A\Jvi. Consideremos entao ?1
em Uix U;. Pelos mesmos métqdos anteriores podemos

mudar f} dentreo de U, x Ué e entao obter a
funcao fé: Q@ x M —X, tal que- f% ¢ homoto-
pica a f} atraves de uma homotopia constante em

Y w1 21
(A x M)U(V1 x Vi) e tal que ( f2 )q tem posto

W

k em V1U V2 para cada q(:AUVi.

Construiremos agora por indugao uma sequencia de

~ A A1 M 21 N2 ~n2 ~
funqoes f, f1, f2,¢-o, fnl, fl’ooo, .fnz,oco’ fnl,’

£1 para cada i= 1,e0e,d e

tal que a funcao
s n 1 4 -
homotopica a f atraves de uma homotopia constante

73!
en AXxM e tal que ( fn )q
" . i - -
em M= L) Vi paracada q € AUV, U ... UV_,'
3=1 J I 19. 3 §
N

Visto que Q = .(Jivi, a funcdo T = £f.:QxM —X
3=

induzira ent3o uma fungao g: Q —=C"(M,X;k)  homo

tem posto =2k

—
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topica a f por uma homotopia constante em A, Isto
mostra que f representa aclasse zero.

Procedendo agora como na prova do Teorema 7.08, i-
tem i), concluiregos que a fungao induzida
T €T O,X5%), £, ) ——T( €T O,%), £ )
¢ uma bijecao paraatodo 1i=0. Visto que £, foi es
colhido arbitrariamente a fungdo 4:CT(M,X;k)—=CT(M,X)
e portanto uma equivalencia homotépica fraca, e portan-
to uma equivaiéncia ho&otépica, uma vez que 0S espagos

envolvidos sao ANR's, o que completa a prova deste i-

tem,
ii) A prova de que a funcao inclus3so de Embr(M,X)
em cf(1,X) ¢ uma equivaléncia homotopica e de-

senvolvida de maneira analoga aquela do item ii) do Teo
rema 7.08; por reduzir questoes de transversaliddde pa

ra dimensao finita como fizemos acima.
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APENDICE 1

Variedades de Funcoes
Durante esta secdo X sera uma C'¥ variedade

. +s+2 var
compacta, r>1 e Y sera uma cr+s arieda

de que admite . particoes da unidade de classe cr+s+2
Pretendemos resumir a construcao de uma estrutura de
uma variedade cS em CP(X,Y). Também daremos al-
guns resultados a respeito da funcao evaluacgao coe
ev:(CS(X,Y) x X) — Y. Para maiores detalhes e de-
monstracoes sugerimos ao leitor consultar [2] e [6].

Primeiramente definiremos cartas naturais em ...
CS(X,Y). Para cada "spray" s em Y, temos aber-'
tos QJS e Bs’ O«S uma vizinhanca da secao O '

em TY e 6 uma vizinhangca da diagonal de

s
Y x Y, e uma funcao exponencial ExpS: CLS'—————° Bs

cr+s difeomorfismo. Para cada funcao

que & um:.

f‘ECr(X,Y), existe uma vizinhanca CS £ do grafi-
: )

co de £ em X x Y, tal que Se= * o Expsz coe

f*(]%-—~+ C

CF(X,Y) como o -: subconjunto das funcoes g tal

s,f e difeomorfismo. Definamos Us’fg;;
que o grafico de g esta contido em CS 1 © defi-
]
. r v o )= '.1
namas (Ps,f‘ Us,f-——jprl (£* 1Y) nor 4g’f(°) S g° 8
onde M(£*TY) & o espaco de Banach de C' ‘sec-
~ M ¢ L4 : t
coes de f*TY. O par (Us’f,CPS’f) e uma carta

natural para CF(X,Y).

Teorema
A familia de cartas naturais em Cr(ﬁ,Y) e um

atlas de classe cS,

Teorema

Cr+s+2

Seja Z uma variedade de classe que
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r
CT+5+*2 pars ca

admite paftigﬁes das unidade de classe
da fECT(X,Y), definames olp: CT(Y,2) ——C"(X,2)
por o(f(g) =gof. Entdo se 0O =s= r, o< ¢ de

classe C¥,

A1.03—Teoreha

Cr+s+2

Se Z & uma variedade de classe que a

Cr+s+2

admite partigoes da unidade de classe , € temos

g € Cr(Y,Z), definamos wg: Cr(x,Y)———oCr(X,Z) por

’

wg(f) =gof, Entago se O <£s<r ,e g e de clag

CP+S

se s W é de classe cS,

g
A1.04~Teorema
Se O<£s=r , entao a fungdo evaluagao coe

f(x)

ev:(Cr(X,Y) x X) —Y definida por ev(f,x)

’ s
e de classe C”.
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APENDICE IX

A2.00- Transversalidade e Jatos

Nesta secao X denotara uma variedade (talvez com
fronteira), Y uma variedade, e WESY uma sub-vari
edade de Y. T odas serao de classe c, 0<r = m.

N3o ha restrigdo nas dimensées de X, Y e W,

Definicao
Uma funcao f de X em Y, de classe C', é trans-
versal a W no ponto x €X, se:

Ou f(x)¢w ou f(x) = wéW, e existem cartas ...
(U,¢) e (V,8) de X e Y nos pontos X e w respectivg
mente satisfazendo:

1) X(U) =U;, xV, e B(v) = V,xV, onde U,
V, e V, sao subespacos de Banach dos modelos p/X e Y,
2) f(U) €V
3) X(x) = (0,0) e [3(w) = (0,0)
4) (VAW ) = V x {O}; e
5) Se  fxp =Bofool:U xVy—oV, xV, &a

representacao local de f, entao focp (xg9X5)=0" "0 e

@ixl,xz), x2) para alguma funcdo g de classe CF.

f(x) W
a
f & transversal a W nos pontos do tipo de b,
mas nos pontos do tipo em a, e cC, fellW nao sao

transversais.
£ facil ver, intuitivamente que em pontos do tipo b,
podenios escolher uma carta de Y de tsl modo que o gré

fico e (1), e nos do fipo a ou c, serao (2) e (3):
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£(x) f(fz/// f(x

W ///,/' W *~—~———J W

A2 .02~

A2 . 03"'

A2,04-~

(1) (2) (3)

é transversal a ¥ no ponto X, escreve

mos f ) l; x W. Se f é transversal a W en to-

‘do ponto x €X, dizemos que f e transversal a W e

escrevemos f ; l:\ W

Teorema

Uma funcao f: X—»Y de classe C' & transver
sal a W no ponto X se e somente se a composicgao
T X N TeyY — Tf(x')x/'rf(x)w é sobreje
tora e seu niucleo tem um espago complementar em Tx(X).'
Se W tem codimensao finita (o V, de P20 tem dimen-

sdo finita), entdo f & transversal a W em x€X

se e somente se f,\:[(Txx)) ® 'ff(x)w = Tf(x)Y'

Tcorema
Se f: X—Y e de classe cr e é transversal a

¥, entao f-i(W) é subvariedade de X. Se W tem co

dimensao finita, f“i(W) tumbém tem.
Definicao

Sejam Z uma variedade CF e f: X—Y € oo
g: Z—»Y funcoes de classe CL Dizemos que fe g
sao transversais nos pontos x€X e zé:Z se e so
mente se o produto fxg:Xx2—>YxY & ...

transversal a diagonal de Y xY no ponto - (x,z). f e

g sdo transversais se o sao em cada X e z, e escrevemos

f‘;ﬁi g
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Nota: Daqui por diante exigiremos que X seja uma va-
riédade sem fronteira. Denotarenios o k-ésimo espaco
tangente de X por Tk(x) = T(Tk-l(x)),. O0=k=r-1.
Tambeém definiremos a k-ésima fung3o tangente de

£: X —Y  aser f=(r5" 1), :r(r*(x)) — (@ 1(1))

A2.05- Definicgao

Duas funcoes f, g € Ck(X,Y) sao - k-equivalen-—
> ;]

tes em x €X, se e somente se f*i = g*l; e escreve—
mos f r§/ g. A clasg de equivaléncia por ,~§/’ que con

k -
<,y) onde y = f(x)

tem f serao denotadas por _[f:k
f no ponto x.

e sera chamada o k~-jato de
0 conjunto Jk(X,Y) de todas as classes de equiva-
" . k
I?ECIa [f:kx,y) onde k & fixo, sera chamado o fi-
brado de k-jatos de X em Y, A fungdo natural ...
k. .k . Kk k _ 2 -
TME: 3°%X,Y) — X x Y, ™ ([f](x,y)) =(x,y) e a k
ésima jato-projecao. Se fG-Ck(X,Y), a k-ésima jato-ex
tensao de f ¢ a funcao vjkf: X —s Jk(X,Y) de-
. X _ M
finida por J £(x) -[.f }(x,f(x))'
Alertamos para o perigo de chamar Jk(X,Y) a fibra
c3o de k-jatos. Em geral (TTk)-i(X,Y) ngo € um espa-
¢o- de Banach. Entretanto Jk(X,Y) é uma fibracdo no

- » ’ - ) -
sentido mais geral e e uma variedade como vemos aqguil.

A2.06- Definicao

Sejam (U,) e (V,B) cortas em X e Y respecti-
vemente, o : U—=E e Q: V——=F. Se f¢ Ck(X,Y),
seja §x§€ Ck(U',V') a representacao local de f
com respeito a o< e 3, onde U'= X(U) e V'= (3 (V)s*
Seja W = (TTk)_i(U x V) e defina
M: W —» U' x V' ox L(E,F) x ... x Lg(E,F) por cee
7([f:kx?y)) = (x'y ¥'y DEGg(x')y ee0o y Dkﬂxp(X') ) onde
(x,yJEU XV, y = f(x), X'=0((i) e y'=f;(y). 0 par
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(¥, ") ¢ uma carta natural para Jk(X,Y). Se Qe B
sdo atlas de X e Y respectivamente, o atlas natural '
em Jk(X,Y) associado ao par (0,B) " €& o conjun-

to de todas as caftas naturais determinadas - por pares de

cartas,‘ uma de Qs e outra de B .

Teorema
Se k<r entao cada atlas natural de Jk(X,Y),

é de classe cr-k,

Teorema
As k-ésimas jato-extensdo de elementos de Ck(X,Y)
definem um mergulho de CF(X,Y) em Cr-k(X, Jk(X,Y) )

- ,
se X e compacto.

Nota:

Lembramos que um subconjunto A de_um espago topo-
logico B éresidueem B se ¢ a intersegéd de uma
sequencia de conjuntos abertos e densos em B, e que num
espaéo de Baire; cada conjunto residuo ¢ denso. Desde qe
cada variedade de Banach & um espago de Baire, temos que

residual implica denso.

Agora definamos uma topologia em CP(X,Y). Seja X u
ma variedade de classe CF (talvez com fronteira, de !
qualquer dimens3o) e Y uma variedade C' (sem frontei-
ra). A topologia de convergéncia compacto em CF(X,Y) &
a topologia induzida por jr da topologia compacto-aber
ta em CO( X, JT(X,Y) ). Se X for compacta, de classe

o
Cr, Y for de classe C"r‘+2

e admitir particoes da unidag
de, esta topologia conincide com a de A1.01. Quaisquer que
sejam as variedades X e Y, Cr(X,Y) é espaco de Baire.

Nos tcoremas que seguem, a topologia em Cr(X,Y) sera su-
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posta a ser a de convergéncia conmpacta.

Suponha que X e Y sao de classe 02r+2, X & subva-

Cr"k, todas sao de dimensao fi-

riedade de Y de classe
nita, e Y e W sem fronteira. Seja E?CCr-k(w,Jk(X,Y)).
Denote por CE(X,Y) o conjunto de todas as f € CF(X,Y)

tal que jkf :*: F.

Teorema (Transversalidade de Thom)
Se r>rmax{qim X + dim W -ndivak(X,Y), 0} , entao
o subespaco Cg(X,Y) e residuo cm Cr(X,Y) para cada

funcao X ge W em Jk(X,Y).

R r . ’ .
0 tcorema transverssal de Thom tem varios corolarios de

grande interesse.

Teorema
Teorema da Imersao de Whitney: Suponhamos que X e Y
~ . 02r+2 . ~ '
sao variedades de classe e dimensao s et res-
pectivamente. Suponhamos que Y néo tem front eira. Se

rz2 e t=2s, entao Imr(X,Y) ¢ residuo em Cr(X,Y).

Teorema
- ~ - - »
Se X e Y sao como no Teorema acima e X e compacto, '

entdo Inj’(X,Y), o conjunto das funcdes injetivas de cias

'se C' de X em Y, ¢ aberto e denso em Cr(X,Y).

Teorema
Sejam X,Y como no Teorema A2,10 e Y compacto, se

r=2, t=28+1 ecntdo Emb"(X,Y) & aberto em CF(X,Y).

Tcorema
. i ,n n . . Lo .
Sejam Q, H e X variedades diferenciaveis de di

mensoes finitas, e sejam ACQ e KCM  subconjuntos
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fechados. Suponha também que 2 £ b

A

0w, O=kZumin {;rx,m}
e 0 =is m-2k‘+(n-k) (m-k).

~ ~ ~ ~ ~I
Entao qualquer fungao f €C(QxM X))

tal
A -
que fq tem posto = k sobre K para '
q € A pode ser arbitrariamente aproximada fechada por

- A ‘

uma funcao g €CT(QxM, X) tal que tenhamos as
. o~ N _ ’ A
restrigoes Blax K~ f‘A. x K e tal que gq tem
posto = k sobre M para todo qéeQ-.
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