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RESUMO

Neste trabalho apresenta 

ferior da probabilidade de erro at 

ções satisfazendo a propriedade da 

ções são continuas e existem as su 

Os casos particulares de 

Shannon, entropia de g r a u , o ( - l o g  

Também, apresentaremos as c 

dade de erro em função de algumas 

consideração a propriedade recursi

remos as cotas superior e in 

ravés de uma família de fun- 

soma, sendo que essas fun- 

as segundas derivadas, 

sta família são entropia de 

entropia e entropia de grau 

Dtas superiores da probabilj. 

lestas entropias, levando em 

/a.
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ABSTRACT

In this work we present upper and lower bounds to 

Probability o£ Error by a family ^f functions satisfying the 

sum property and the functions considered are continuous and 

exist second derivative.

The particular cases ari: Shannon's entropy, Quadratic 

entropy, entropy of degree/S , oJ-log entropy and entropy of

degree (cl ,ji') . Also, we present the upper bounds to probability 

of error in terms of some of these entropies taking into

consideration the recursive property.
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i n t r o d u ç ã o , o b j e t i v o E IMPORTÂNCIA

Introduçí'0

Kovalevski (1968) apresent 

habilidade de erro em função do parz:

ou uma cota superior da 

metro t.

pro-

H(C/X) > log t + t(t + 1).[log . [P(e) - , (1 )

onde t é um inteiro satisfazendo a inequação

< P(e) < ~  
t — t + 1

(2 )

e H(C/X) ê a entropia condicional (Shannon (1948) dada por

m
H(C/X) = Ex {- Z P(C./X)

i = l
log P(C./X)}. (3)

Observação: Denotaremos lo poi" log b .

Ja a cota inferior dada po 

ã cota de Fano, ou seja

' Kovalevski (1968) ê igual

HCC/X) ^  - P(e) log P(e) - (1 - P(e)) log (1 - P(e)) +

+ P (e) log (m-1) . (4)

Baseado na idêia de Kovale 

tendeu os resultados para funções ge 

dade da soma e considerou

vski, Bem-Bassat (1978) es­

tais satisfazendo a proprie-

T(f) = {H(P)/H: R, m > 2 ,  H(P) : 

tamente côncava, f  existe e f(0 ) = '

]

m
= Z f (p.), onde f ë estri- 

i = l ^

lim f(p) = 0}. (5) 
p̂ -o



com A sendo o conjunto de todas as m

des completas.

As cotas obtidas por Bem-I^assat (1978) são as seguin­

tes:

distribuições de probabilida

H(P) > + t(t + l) { (t +

(6 )

H(P) < fCl-Pg) + (m-1) . £( ££_
n-l ) , (7)

onde t é dado em (2) e

m

Os casos particulares cons

entropia de Shannon, entropia quadrática (Vajda (1968)) e entro­

pia de grau 3 (Daroczy (1970)) dadas

derados por Bem-Bassat são

H(P) = -
m

m

lo

h,(P) = Z p. (1 
 ̂ i = l ^

por

m
H^(P) = (2^"^ - 1)“̂  { I  pf - 1},

i = l

respectivamente.

g P i

- Pi)

3 1, 6 > 0,

(9)

( 1 0 )

Sharma e Taneja (1977) estudaram as seguintes medi-

(1 1)



das generalizadas:

,a - 1 ( 1 2 )

m
H*-“ (P) = (2^"“ - 2^“̂)-^ . I

i = l

,a-l m a

sen3
Z Pi sen(È 

i = l

6 n . TT, r

a
CPi"Pi) ,ot 5̂ 3, a , 3 > 0  (13)

log Pi) , a ,B > 0 ,

= 0 ,1 ,2 ,...

(14)

para todo P = (p^ ,P2 ,. • . ,p̂ )̂ ^

As medidas dadas em (12) 

família T(f), desde que as funções

r ̂ > r.a-1 a ^f(p) = - 2 p logp.

f (p) = (2^"“ - 2^-^)-^ (p

, (13) e (14) pertencem 

abaixo

:( > 0 (15)

-p^), a ^ e, a ,6 > 0 (16)

p) , a ,6 > 0 , 3  ̂ niT, 

n = 0 ,1 ,2 ,...

(17)

sejam côncavas no intervalo [0 ,1 ].

Observação: Usamos as se

O.log 0 = 0, 0°̂ = 0, a > 0 e O.se

guintes convenções 

n (6 log 0 ) = 0 .

No capítulo II, apresenta 

rior da probabilidade de erro em fu 

(15) e (16) aplicando as técnicas c 

No capítulo III, apresent 

da probabilidade de erro usando a b

remos cotas superior e infe 

nção das medidas dadas em 

e Ben-Bassat (1978). 

aremos as cotas superiores 

em conhecida propriedade re



cursiva das medidas (11), (12) e (13), enquanto, os casos (9) 

e (10) foram estudados por Hellma|i e RaviV (1970) e Vajda

(1968), respectivamente.

Ob j et i\

0 objetivo principal des 

resultados obtidos por Ben-Bassat 

da soma para outras medidas existe 

pia, entropia de grau (a,3), etc. 

mente, as cotas superiores da prob 

a propriedade recursiva de algumas

te trabalho ê estender os 

(1978) usando a propriedade 

ntes, tais como a-log entro- 

e também obter, alternativa- 

abilidade de erro aplicando 

dessas medidas.

Importânc la

As medidas estudadas por Sharma e Taneja em 1977

tais como a-log entropia, entropia de grau (a,3) e seno-entro- 

pia não tiveram nenhuma aplicação itê agora e pela primeira 

vez foram aplicadas para obter cotis superior e inferior da 

probabilidade de erro e deixando en aberto os resultados liga­

dos com seno-entropia. 0 objetivo de vãrios pesquisadores é 

obter a melhor aproximação da probabilidade de erro, descobrin 

do várias medidas de informação ou 

de ser provado que os resultados e: 

melhor do que outros existentes, dependendo dos valores dos 

parâmetros.

Observaremos também que c 

recursividade que serão aplicadas r

distância. E mais tarde po- 

tudados têm sua aproximação

s propriedades da soma e da 

este trabalho têm sua impor



tância maior na existência e cara 

formação.

:terizaçao das medidas de in-



CAPÍTULO

MEDIDAS DE INFORMACAO E A

Neste capítulo, apreseni 

formação, iniciando com a entropia 

neralizações. Definiremos o concei 

e também apresentaremos cotas supe 

dade de erro em função de algumas 

Se j a

- (P = (P1 .P2 .•••.?„)

O conjunto de todas as distribuiçõ

PROBABILIDADE DE ERRO

aremos varias medidas de in- 

de Shannon e dando suas go­

to de probabilidade de erro 

rior e inferior da probabil^ 

medidas de informação.

m
/Pi > 0 ,  Z Pi = 1}, 

i=l

es de probabilidades.

1.1 - Medidas de Informa cao

i) Entropia de Shannon (

Ê definida por

m
H(P) = - Z ij)i log Pi , 

i=l

shannon (1948))

( 1 . 1 )

ii) Entropia de ordem a (P

E definida por

enyi (1961))



H„CP) =
I a

T—- log C 2 p. 
1 -a 1

para todo P = (p^ ,P2 , . . • ,Pjĵ ) £

Esta entropia tende par^ a entropia de Shannon quan­

do a, ̂  1 .

, a 1 , a > 0 (1.2)

iii) Entropia quadratics

E definida por

m 2 ni
(P) = Z (Pi - Pi) = 

i = l

iv) Entropia de grau g(H

(Vajda (1968))

S Pi( l - P i ) ,  
= 1

(1.3)

avrda e Charvât (1967) e Da-

roczy (1970))

E definida por

H^(P) = (2^'^ - 1 )'^ . (
n

= 1

para todo P = (p^ ,P2 ,. . . »p̂ ^̂ ) £  Â .̂

Esta entropia também ten 

quando 3 - ^ 1 .

A entropia quadrática é

p i a .

3
Pi - 1 ) , 3 9̂ 1 , 3 > 0 .

(1.4)

ie para a entropia de Shannon

caso particular desta entro-



v) 6-Entropia (Arimoto

E definida por

-1 m

(1971))

- 1 ], 6 ^ 1 , ô > 0 ,

mpara todo P = ( p , P 2 . • • » »Pm) C  ^ 

E fácil ver que

lim .H(P) = 
6^1

v i ) Entropia de grau (a

(1.5)

E definida por

H(P)

B) (Sharma e Taneja (19 77))

(1 . 6 )

para todo P = (p̂  ̂, ?2 , • • • C

Ê fácil de verificar que

A

QL —

onde H (P) e a entropia de grau a 

= 2 -̂'" - 1 , a ^ 1 , a > 0 . 

Também,

lim (P) = h“(P)
6-̂ a ^

A

(1.7)

dada em (1.4) e

,a-l a
E Pi log Pi 

i = l
, a > 0 ,

( 1 . 8 )



a qual se reduz para a entropia dí Shannon quando ot = l 

(1 .8) ê chamada de a-log entropia.

vii) Seno - Entropia (Sharma e Taneja (1977))

É definida por

sen (ß log Pi) , a > 0 , ß > 0 ,

I ^ niT, n = 0,1,2, (1.9)

p a r a  todo P = (p^ ,P2 , • . . ,Pj^) £  Aj„ 

N es t e  c a s o  também,

l im hÍ “ ’ (P) = H“ (P) = -
3-̂ 0 £

m

Observaçao: Analogamente 

Daroczy (1963) apresentaram as seg

m

(a, ß) ß- a
log [ E 

i=l

2°‘  ̂ E Pi log Pi, a > 0 
i=l

a (1.7) e (1.9), Aczé1 e 

uintes generalizações:

a ^ ß 
Pi / E Pi] , a ß, a, ß > 0 

i=l

( 1 . 1 0 )

S(5
m 3

n (alogpp/ E p^ cos(a logp^)].
i=l

( 1 . 1 1 )

1.2 - Probabilidade de E i ro

cConsideremos o problema 

sificar uma observação X como vinda

a teoria da decisão de cla^ 

de m possíveis classes (hi



póteses) C = (C^ ,C2 ,. . . ,Cĵ ) . Deno

i = a probabilidade "a

f^(x), £2 (x) ,. . . , a função

verdadeira classe ou hipótese, is

i = l,2,..,,m. Suponhamos que f^( 

conhecidas. Dada qualquer observa 

"a posteriori” a probabilidade co 

Bayes

10

tamos p^ = Pr { (C = C^}, 

priori” das classes e

densidade condicional dada a 

to é, f^(x) = Pr {X = x / C  = C  }, 

x) e p^ sejam completamente 

ção X = X, podemos calcular 

adicional de C pela regra de

PifiCx)

c)

É bem conhecido que a r^gra de decisão que minimiza 

a probabilidade de erro é a regra de decisão de Bayes, a qual 

associa x a classe que tem a maioj probabilidade ”a posterio­

ri”. Usando esta regra, a probabi!.idade de erro para um dado 

X = x é expressa por

j - 1 ,2 ,...,m

P(e/x) = 1 - max {P(Cj^/3<

Antes de observar X, a p 

sociada a X é definida como a pro 

apos observá-lo, isto é.

P(e) = E {1 - max [P(C,/X X

), P(C2/x),...,P(C^/x)}.

robabilidade de erro P(e) a^ 

blabilidade de erro esperada

x) , P(C2/x) ,. . . ,P(Cj^/x)] }.

o que equivale a dizer

P(e) = 1 - / m a x  [P(C./ 
X

!c)] p(x) dx,
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s ge ne ralizações

Na secção (1.1) apresen 

mação. Nesta secção apresentaremo 

neralizada em termos de probabili 

superior e inferior da probabilid

i) Equivocação de Shann

tamos varias medidas de infor 

s as medidas na sua forma ge- 

dades condicionais e as cotas 

ade de erro com suas medidas.

on

Ë dada por:

m
H(C/X) - [~ Z P(C.

i=l ^
'x) log P (C^/x) ] , (1.12)

onde P(Cjj^/x) representa a probabilidade de C = dado X = x.

Hellman e Raviv (1970) obtiveram a cota superior da 

probabilidade de erro dada por

/X) , (1.13)

onde H(C/X) é dado em (1.12). Por 

Kovalevski (1968) apresentaram a s 

probabilidade de erro

H(C/X) ^ -P(e) log P(e) -

+ P (e) log (m - 1)

ii) Entropia Condicional

outro lado Chu e Chueh (1966), 

eguinte cota inferior para a

(1 - P(e)) log (1 - P(e)) +

(1.14)

E dada por

h“(C/X) = E^ [h“(C/x )] ,

onde

de ordem a

(1.15)



h'^(C/X) = — log z P(C./ 
1 “ i=l ^

Ben-Bassat e Raviv (19/ 

cotas superiores para a probabil

12

’x)“, a 1 , a > 0 (1.16)

8) apresentaram as seguintes 

dade de erro

p (e) < 1  h “(C/X) ,

P (e) < 1  h“(C/X) , a > 0

Usando o resultado que

H^(P) < H(P) , a > 1 , p 

(1.17) e (1.18) são melhores que

0 < a < 2 (1.17)

(1.18)

Por outro lado, Toussai 

te cota inferior:

Ddemos afirmar que as cotas 

(1.13).

it (1978) apresentou a seguin

h “(C/X) < (1 - a) " log
-1

+ (1 - P(e)) } ,

(m - 1)^"“ . P (e)“ +

0 < a < 1 , (1.19)

a qual foi estendida por Taneja (1983b), para a ^  1 

Quando a = 2, obtemos:

m - 1
m . [ 1  -

mB(C/X) -
m - 1

iii) Entropia Condiciona

- ] 1  P (e) , (1.20)

1 Quadrãtica

E dada por:

- P(C./x)^)] ( 1 . 21)

Devijver (1974) definiu a seguinte medida, chamada



distância Bayesiana:

13

B(C/X) = /p(

e também apresentou as seguintes

X) P(C,/x)^ dx

h(C/X) ,

des igualdades:

( 1 . 2 2 )

|(1 - B(C/X)) < 1 - /  B(c 7
77.m-l r-, f mB (C/X) -

h(C/xb

1 + /  1 - 2K(C/X)
< Pe < h(C/X)

(1.23)

onde um dos termos das desigualdades (1.23) coincide com (1.20)

iv) Entropia Condiciona

E dada por

de grau B

H ^(C/X) = (2^-^ - 1)"^

r lor:

Ben-Bassat (1978) aprese

Pe < i H^(C/X) , 0 < P(e/

Devijver (1977) apresent

m
6. ( Z P(C./x)^ - 1)] , 

i=l

B 9̂ 1, 3 > 0. (1.24)

ntou a seguinte cota supe-

(1.25)

ou a seguinte cota inferior;

W^idX) < (2 m - l ) . ( ^ ) ^  
m -1 - 1] , 3 > 1 ,

(1.26)
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a qual foi estendido por Taneja (19 

v) Entropia -Condicional

É dada por

8 3a), para 0 < g < 1

m
5H(C/^) = Ex . [( EX ô-i

Taneja (1982) apresentou c

P(e) < j ÔH(C/^), 6 > 0

Usando a desigualdade:

ÔH(P) < H^(P) < H(P) , 0

podemos concluir que a cota dada em

(1.13), (1.17) 0 (1.18).

Por outro lado, Boekee e V 

taram a seguinte cota inferior:

P(C./x)^/'^)'^ - 1 ]} ,

6 > 0 . (1.27)

seguinte cota superior:

(1.28)

(1,29)

(1.28) ê mais exata do que

an der Lubbe (1980) apresen-

ÔH(C/^) < (6-1)"^ . {1- [(l-P(e))^/‘̂ + (n.

Boekee e Van der Lubbe (19 

seguinte desigualdade

(1 - Ô) . 6H(C/^) < P(e) <

(1.30)

50) também apresentaram a

- [1 - (1 - 6) . ÔH(C/ ■)]
l/ô-l (1.31)
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Podemos ver que as medd 

(1.3) , (1.4) , (1.6) , (1.8) e (1.9 

mum, isto ë,

H(P) = Z
i =

das apresentadas em (1 .1 ), 

) têm uma propriedade em co-

(1.32)

onde

f(p) = - p log p.

f (p) = p (1 - p) ,

£(p) = (2^-^ - l ) - \ ( p ^

£(p)=-2“-lp“logp ,

- p) , 6 1, 3 > 0,

£(p) = (2^"“ - 2  ̂ ^) [ r - p ^ J ,  a ^ B, a, 3 > 0,

2 ^

sen3
.p°̂ sen(3 log p) , a, 3 > 0 ,

respectivamente.

A propriedade (1.32) é c 

ma e que tem sua maior importância 

didas.

No capitulo II, apresent 

inferior da probabilidade de erro, 

de Ben-Bassat (1978) , em termos da 

tamente com outras condições.

Em casos particulares, B 

mente as medidas (1.1), (1.3) e (1 

nio para as medidas (1 .6) e (1 .8).

No capítulo III, apresen

7T, n = 0 ,1 ,2 ,...,

hamada de propriedade da so- 

na caracterização destas me

aremos as cotas superior e 

que têm por base o trabalho 

função f dada em (1.32),jun

sn-Bassat (1978) consideraso

.4). Estenderemos o raciocí-

taremos as cotas superiores



aplicando principalmente a propri 

algumas dessas medidas.

A medida (1.3) e caso p

o caso (1 .1 ) foi estudado extensi 

(1970). Entretanto, não incluirem 

no capítulo III.

16

edade da recursividade para

articular simples de (1.4) e 

vãmente por Hellman e Raviv 

os o estudo destas medidas



CAPiTULC

f - FA MlLIA DE MEDI DA S  E A

17

II

P ROBABIL ID AD E DE ERRO

Neste capítulo apresent 

Bassat (1978) o qual se baseia no 

e aplicaremos os casos particulare 

inferior da probabilidade de erro 

Na secção 2.1, introduz 

de informação as quais se aplicam 

Na secção 2.2, enunciaremos esses 

aplicaremos os resultados para ob

aremos os resultados de Ben- 

trabalho de Kovalevski (1968) 

s para obter cotas superior e

iremos a família de medidas 

os resultados de Ben-Bassat. 

resultados. Na secção 2.3, 

:er cotas superior e inferior 

ido as entropias de Shannon,para a probabilidade de erro, usa

entropia quadrática, entropia de ^rau 3 , a-log entropia e e n ­

tropia de grau (a,3).

2.1 - f-Família de Medicas

Define-se uma família de medidas de informação T(f)

por

onde f e côncava, f  existe e

m
m > 2, H(P) = Z f (p-) ,

i = l ^

f(0) = lim f(p) = 0 } , 
p -̂ 0

A definido como no capitulo I. m ^

Por simplicidade, usarem

(2.1)

3S as seguintes notações



â „ , ( P e )  -  ( P  = ( P i , P 2 ............P „ )  C

h(pe) = Sup {H(P) / P £  A^(p
P

18

A ^ / l - m a x  {p^,P2 ,...,Pjĵ } = Pg}

( 2 . 2 )

)}

H(P(e)) = Sup { H ( X ) / X e  F, ÍP(e/x)} = P(e)} 
X

(2.3)

(2.4)

(2.5)

H(P(e)) = in£ {H(X) / X ^  F, 
X

{P(e/x)> = P(e)}, (2.6)

c;onde F e o conjunto de todas as 

cada membro de F e representado p

2.2 - Resultados Princi

aracterísticas observáveis e 

or variáveis aleatórias.

pais

Citaremos aqui os teore 

siderados por Ben-Bassat (1978). 

vistas no apêndice ao final deste 

tas com mais detalhes.

Teorema 2.1:

Para todo H(P) C  T(f) e 

m ^ 2 , h(pg) ê atingido quando tod 

vez uma, e igual a e, então,

mas e os lemas que foram con- 

Suas demonstrações podem ser 

trabalho, as quais foram fei

para um dado p „ , 0 < p <1 — , 

a componente de P, exceto ta.1

h(pg) = f (1 - pg) + (m - 1 ) . f(-2̂ )  m - 1
(2.7)



Teorema 2 .2:

Para todo H(P) Q  T(f) e 

m ^ 2 , h(pe) é atingido quando to 

talvez uma, é igual a 1 - Pg ou 0 (

h(pe) = t.f (1 - pe) + £[1

onde t é um número inteiro determ

19

para todo Pe, O l P e l l - ^ »  

da componente de P, exceto 

zero) e , então

t - 1
I P e

- t (1 - Pe)] ,

inado pelas inequações:

( 2 . 8 )

t + 1
(2.9)

Lema 2.1:

Para todo H(P) T(f), a(pe) é uma função convexa so 

bre o intervalo [0 ,1 -i], m ^  2 .

Lema 2.2:

Para todo H(P) i£_ T(f) e para qualquer numero inteiro 

t tal que t < m - l , m > 2 , h (p ) e estritamente côncava sobre

o intervalo [
t - 1

’ t + 1 ].

Lema 2 .3:

Para todo H(P) £  T(f) , L 

ponto a ponto que liga os pontos

h ( í - ~ )  e h
— t — t + 1

onde L (pp) é dada por

(pg) ê uma funçao convexa

t — 1 ,2 ,...,m ” 1 ,



h G

20

r„ t - i i■ • i P e--- 1—)
t - 1

-  1

= t.£(i) + t (t + 1 )

- tf(i)] Cpe -

Teorema 2.3:

Para todo H(P) ^  T(f) e

(2 . 10)

P(e), 0 < P(e) 1  1 m > 2, H(P(e)) = h(P(e)), h(P(e)) 

atingido quando toda a probabilid

Teorema 2.4:

Para todo H(P) £^T(f) e 

P(e) , 0 < P(e) 1  1 - m > 2,

para qualquer valor dado 

ê

ide de erro ê igual a P(e).

para qualquer valor dado

H(P(e)) = L(P(€

onde L(P(e)) é dado em (2.10).

)) , (2 .1 1)

2.3 - A plicações

A seguir, daremos alguns 

nida em (2 .1 ) com suas respectivas 

ções em probabilidade de erro.

dos membros da família defi^ 

concavidades e com aplica-



2.3.1 - En-ttopia 4e Shannon

Seja £(p) = - p l o g p , p  [0,1], com O-logO = 0

Entao,

m
H(P) = Z £(Pi) = 

i=l

a qual ê a entropia de Shannon.

Concavidade

Temos £'(p) = - log e - log p

21

( 2 . 1 2 )

Pi log p^. (2.13)

Portanto, - — . log e £  0 

ca que £(p) e uma £unçao côncava e 

seja H(P) ê uma £unção côncava em 

Portanto, H(P) ^  T(£).

Cotas superior e in£erio

, para p ^  (0,1]. Isto impl^ 

m [0 ,1 ] pois 0 .1o g 0 = 0 ou

Aplicando os teoremas 2.

H(P(e)) = - P(e) log P(e) - (1 - P

isto e.

H(C/X) < - P(e) log P(e) - (1 - P(

+ P (e) log (m - 1) .

Pelo teorema 2.4, temos

m

1 e 2.3, temos

(e)) log (1 - P(e)) +P(e) log (m-1)

)) log (1 - P(e)) +

(2.14)
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H(P(e)) = log t + t (t + 1) log

/•ou que no caso 0 < P(e) ^  -,
ù

onde t é definido em (2.,9).

Kovalevski (1968) obser'

o parâmetro t atinge o valor 1 e ^ntào H(P(e)) se reduz para 

H(P(e)) 2P(e).

Isto implica na seguint^ cota superior

P(e) < y H(C/X 
ù

a quai foi estudada por Heilman e 

valor de P(e).

(P(e) , (2.15)

2.3.2 - Entropia quadrat

Seja f(p) = p ( l - p ) ,  p Ê. [0,1], então

(2.16)

Raviv em 1970, para qualquer

ica

m m
H(P) = Z f(p.) = Z p 

i=l i=l

Concavidade:

2
Temos f(p) = -p + p

f ' (p) = -2p + 1

e f'(p) = -2

Portanto, f”(p) £  0. Ist 

para todo p tal que p é. [0 ,1 ].

Logo, f(p) é côncava ou

va em A . m

(2.17)

3 implica que f(p) é côncava

;eja H(P) é uma função cônca



Portanto, H(P) £  T(£J.

Cotas inferior e superi

Aplicando os teoremas 2

H(P(e)) = (1 - P(e)) .P(e)

= (1 - P(e)) .P(e)

23

)r

1 e 2.3, temos

= P(e) + P(e) - P(e)

= 2.P(e) - [P(e)^

= 2 .P(e) - P(e)

Portanto, H(P(e)) = (-

isto ê, h(C/X) < - P(e)^ + 2P(e)
— m - 1

Pelo teorema 2.4, temos:

2 P(e) 
' m - 1

• d  *

m̂ - 1 + 1 ^
m - 1

2P(e) .

P(e)^ + 2P(e),

(2.18)

H(P(e)) = t.^ (1 - i) + t. (t + 1) . [(t + 1) . (1 - -^)-

t - 1

t - 1

+ t . (t + 1 )

+ t.(t + 1 ) .

t+1 t + 1 '
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= P(e)

Portanto, HCP(e)) = P(e) 

Para uma dada variável

P(e) < h(C/X) < - P(e)" + 2P(e).

(2.19)

X, (2.18) e (2.19), obtemos

Resolvendo a inequação io lado direito, isto é,

h(C/X) < - P(e)^ + ^P(e), temos:

h(C/X) < - m
2 (m-1 )

. P(e

P(e) -
m

2 (m-1 )
P(e)^ > -

2mP(e)  ̂ m^P(e)^  ̂ mh 
m -1 (m-l)2 - m -1

m - 1 (m-1 )2 -

(C/X)

C/X)

m - 1

mP (e)  ̂
m - 1 -

m- 1

/ 1 -
mh (C/

m- 1

< - 1 + /  1 _ Ph 
m - 1 -

mh(C/X)
m - 1

X)

(c/xy
m - 1

m.P (e) > (m-1).[1 - /■

P(e) - íl - /  1 -

a qual ë dada em (1 .20)

Mas, h(C/X) = 1 - B(C/X)

mh(C/X) ‘

mh(C/X)'
m - 1

m - 1 ] ,

, (veja (1 .2 2))



logo, P(e) > [1 - / Ë 1 Z 2 E I 3
° — m m - 1

Esta cota foi estudada pela prime;.ra vez por Devijver (1974).
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2.3.3 - Entropia de grai

Seja f(p) = , 3 ^
2Í-B_ 1

m
então 1 -B

1 , 3 > 0 ,

1 ^ 0  
l ) - \ [  L pT - 1 ] , 

i=l ^

3 1, 3 > 0.

( 2 . 2 1 )

Concavidade :

Temos f ' (p) =
2^"0- 1

21-3 _ 1

Portanto, f"(p) < 0, se 3(3-l)p
3-2

21-3 _ 1

3-2

19 caso: Quando 0 < 3 < 

e 3 - 1 < 0 , portanto, f"(p) < 0 .

29 caso: Quando 3 > 1. 

e 3 - 1 > 0 , portanto, f'(p) < 0.

N(i

< 0

. Neste caso, 2^”̂ - 1 > 0

Quando 3 = 1, f(p) se re 

qual é côncava em [0 ,1 ].

Assim, f(p) é uma função 

3 > 0 ,  isto é, H^(P) é uma função cc

ste caso, 2^‘' ^ - l  < 0

duz para o caso 2.3.1, a

côncava em [0 ,1 ], para todo

ncava em A , 3 > 0. 
m ’
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mo s :

i . e .

Cotas superior e inferior

Aplicando os teoremas 2

H(P(e)) = C2^"^ - 1)“̂  [

+ (2^"^ - 1 ) " \  (4

(2^-^ - 1 ) ' ^ {

H^(C/X) < (2^-^ - 1 ) " ^  { (1

Pelo teorema 2.3, temos:

H(P(e)) = (2^"^ - 1 ) ' ^  [t^

- (t + l).t^"^].(P(

1 e 2.3, respectivamente, te

1 - P(e))^ - (1 - P(e))] +

_  1) r r P  ( e  ) j 3 _  P  Ç s .) 1 
m - 1  ̂ m - 1 •'

1 - P(e))^ + (m-1). -1},

3 1, 3 > 0,

- P ( e ) ) ^ +  ( m - D ( i j ^ ) ^  - 1},

3 ^ 1, 3 > 0. (2.22)

- 1 ] + (2^“̂ - 1 ) . [t(t + l)^"^

Para 0 < P(e) £  t atijige o valor 1 e, entao

H(P(e)) = (2^“*̂ - 1 ) " ^  [1

- (1 + 1).1^"2]. (P

= (2^"^ - 1 ) " ^  (2^“̂

que aplica na seguinte cota superic

- 1 + 1 . (1 + 1 )^"^

te, -

- 2).P(e) = 2P(e),

r :



P(e) < j H^X) , 0 < P(e)
Ld

P(e) 1  I CC/X) , 0 < P

2.3,4 - g-log Entropia

£  - , isto è ,

e) < -

Seja £(p) = - 2 ^ ' ^ p“ lo

m
então, H(P) = Z f(Pi)

i=l ^

m
2“-l. í p“log 

i=l ^

Concavidade:

Temos £(p) = - p°*'lèg p

= - 2“"^ p'̂  p.log e

27

(2.23)

jp, a > 0

p^, a > 0 (2.24)

£'(p) = - 2“" ^ l o g

= - 2“"^ log e

£"(p) = - 2“"^ loge

a - 1 1 
+ ap .— + 

^ P

= - 2°‘~^log e {

+ (a-l)p“"^)}

 ̂ a - 1 , a In
(a p logg P + P •-)

r a - 1 T a- 1 -.
(a p . logg p + p )

(a(a-l)p“~^ .loggp +

(:t
1 a — 2 

-l)p )

, , . a - 2  ̂ a -21 (a-l)p log p + ap +
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se l - a > 0  e 2a - l > 0 , ist o e

< a < 1

Logo, £(p) é uma função

1 < a < 1, isto é, H“(P) é uma fu
2 —

do £  a ̂  1 .

Cotas superior e inferior

côncava em [0 ,1 ], para todo

nçao côncava em para to­

mos :

isto e.

Aplicando os teoremas 2.

H(P(e)) = - 2“"^ (1 - P(

= - 2“"^.{(1 - PC

+ Cm-1)^~“ P(e)“

h 'JCC/X) < - 2“"^ {(1 - P(e))“ log (1 - P(e)) +

log p +• (2a-l)p°‘"^} £  0 ,

1 e 2.3, respectivamente, te

s))“ log (1 - P(e)) -

3) f  lo-gCl - PCe)) +

+ (m-1 )^““ PCe)""

Aplicando o teorema 2.4,

H(PCe)) = - 2““̂. {t(i)“

[(t + 1 ) C ^ ) " "  lo 
t+1

1 1  “ i 1-

(2.25)

temos :

log (-) + t .(t + 1 ) .



[P(e)  - ^ ] }

- log C^)]. [P(e) -

29

t(t + l). [(t + l)^"'^ log.

-1
]}. (2.26)

Para 0 < P(e) £  y, t at

H(P(e)) = - 2“"1. {l^'“,

[2^-“ log (|) -

- 2“‘l. {2 . [2^

2“"^.2 .2^"".P(

inge o valor 1 e, então,

logCy) + 1 . (1 + 1 ) .

1^"“ log (i)]. [P(e) - ^ ] }

= 2 .P(e),

-a

3)

.(-1)].[P(e)]

que implica na seguinte cota superior

P(e) < j H(X) , 0 < P(e)

h“(C/X) , 0 < P(e)

£  isto e ,

2.3.5 - Entropia de grau

m
então, H(P) = E £ (p.)

i=l ^

1 -a „I-Bn-I r ^ 3

(2.27)

l o u M .

. (p - p^) , a 6 , a , 3 > 0,



m

i = l

Concavidade:

Temos, f (p) = (2^'“ - 2^

£' (p) = (2^"^ - 2^

e f”(p) = (2^'^- 2^

Agora, f"(p) < 0, se

(2l-a _ (a(a-l)p

1 ? caso: 2^"“ - > 0

se a(a-l) < 0 , se 0 < a < 1

e 3(3-1) > 0 ,  se 3 > 1 ou 1 <

i.ê., £''(p) < 0 , s e 0 < a < l < 3

2? caso: 2^"^ - 2^"^ < 0

a(a-l)p“"^ - 3 (3-l)p^"^ > 0

se a(a-l) > 0 a > 1

e se 3 (3-1 ) < 0  3 < 1

isto é, f”(p) < 0 , s e O < 3 < l < ( t

30

• - P - ) ,1 ^1^ ’

3 > 0

( 2 . 2 8 )

-^)-^ (p"" - p^).

"^)"^. (ap^“̂ - 3p'^"^) ,

)̂. (a(a-l)p''"^ - 3 (3-l)p^"^)

- 3(3-l)p^"^) < 0

, se a < 3

, se 3 < a



Portanto,

f'(p) é côncava em [0 ,1 ] quando 0

isto é, ê côncava em q

0 < B < 1 < a .

mos

Cotas superior e inferior

Aplicando os teoremas 2

m - 1 m - 1

0 < ( t < l < 3  ou 0 < B < l < a

isto é, rf^’̂(C/X) < (2^"“ - {[ (1 - PCe))“ - (1 - P(e))^] +

+ (m-1 ) . [(
P(e)
m - 1

0 < a

Aplicando o teorema 2.4

H(P(e)) = (2^"“ - 2^"^)"^

+ t (t+1 ) . [ (t + 1 ) .

(2^"“ - 2^"^)

+ t (t + 1 ) . [ (t + 1 )

31

uando 0 < a < 1 < B ou

.1 e 2.3, respectivamente,te

{[(1 - P(e))“ - (1 - P(e))^] +

’]},

(2.29)

< 1 < B  ou 0 < B < l < a .

temos

(1) 6]

t+1 t+1

(P(e) - ^ ) }

{ (t^"“ - t^"^) +



isto é,

ou

^^1 -a _  _

0 < c

H(P(e)) = (2^““ - 2 ^ " ^ ) “̂

= 2P(e)

P(e) < -  H(X) , 0 < P(e) 
-  2

P(e) < I  (C/X) , 0

0 < a

-1
)}.

32

(2.30)

< l < 3 o u  0 < 3 < l < c t .

ge o valor 1 e, então,

2. (2^"“ - 2^"^) .P(e) }

< i 
-  2

< P(e) < j  , (2.31)

1 < 3  ou 0 < 3 < l < a .



CAPITULO II
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I

COTAS SUPERIORES DA PROBABILIDADE DE ERRO

Neste capítulo apresentai 

em função das entropias de grau ß, e 

log entropia, dadas respectivamente 

aplicando principalmente a propriedí 

medidas. Os casos das medidas (1.1)

dos neste capítulo, pois (1.1) foi ^studada por Hellman e

Raviv (1970) e (1.3) ê caso particular simples de (1.4).

No presente capítulo demonstraremos que podemos ob­

ter os resultados do capítulo II, a])licando diretamente as m e ­

didas dadas, para obter cotas superiores para a probabilidade 

de erro, aplicando a propriedade da recursividade dessas medi­

das .

emos as cotas superiores 

ntropia de grau (a,3), a- 

em (1.4), (1 .6), (1 .8) e 

de da recursividade destas 

e (1.3) não serão incluí-

3.1 - Aplicações da Recursividade

Sem perda de generalidad e, usamos

m

Lema 3.1:

Para 3 ^ 1 ,  3 > 0 , P £ 1

H^(l - M,M) < H^(P) ,

,3onde H (P) e a entropia de grau 3

(3.1)

dada em (1.4)



Prova:

Podemos escrever
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(2^-^ - 1 ) ' ^ {  ( I p^ - 
i=l ^

m
1 )

(2^-^ - l ) " ^ { p ^  -f p^ - (Ip^+p^)^}

- - n .  Pl *

P 1 +P2

> 0

r u 6 r ^2 |P2(p^+pp .H^ , p

Mas H? (
P2

2 Pj^+P2 ’ P 1 +P2
)

Portanto,

Por indução podemos conc

"P2
) , 6 1 , 3 > 0

. . .  +

+P2 >P3> • • • ,Pn̂ )

Luir que:

P m - l -  Pm’ > ®>

H®CP) > H®(1 -M,M) , 6 ^ 1 .  6 >

Lema 3.2:

Para todo 0 < a < 1, P £

0 .



H“(1 - M, M)  < h“ ( P ) ,

Ct
onde H (P) e a a-log entropia dada

Prova:

35

(3.2)

em (1 .8)

, m T

= - 2^" p ^ l o g p ^  + (PÍ+P2)“ log (Pi+P2^

«a - 1 ^ a ,
+ 2 . Z p. log p. .

i=3  ̂ ^

- log (PÍ+P2 ))

, a .2^"^ {p“ logp^ + p“ :|ogp2 - (p^+p2)'"l0g (P^+P2)}

Pl*P2

?2 , ^a - 1 , , ,
— ) - 2  log (pj.p^)

)°* -  1 }
Pl*P2

rr ^1 . P 2 .a

P 1 +P2 P 1 +P2

p

> 0 , se

( _ Z i_ ) < ^  + (— ? ! - ) “  > 1 
P 1 +P2 P 1 +P2 -

P 1 -P2

1 )

(pois todos os fatores sao



positivos), o que é valido para 0 < 

gualdade:

36

a < 1 pela conhecida desi-

m m
a

Portanto,

"“tPl-P2 .....P m’ i  .....Pm>
a

Por indução temos o resul';ado desejado

Lema 3.5:

Para todo P C  A , m > 2,

0 < 3 £  1 < a , temos

q  _ (P)

onde H*'°‘’̂^(P) é a entropia de grau

Prova:

Podemos escrever

R(a,3) ^ a ^a^p)  ̂

\ ' ^ 3

onde h'^(P) é a entropia de grau n e 

De (3.1) e (3.4), obtemos

< a < 1

) < a < 1 < 3 ou

(3.3)

(a , 3) dada em (1 .6).

H (a,3)
A

(P) >
a ,,a

-  A -A.a 3

A A
desde que - — > 0  e -— ^

~  ■^3~^a “

> 0,

(3.4)

A^ = 2^”’̂ - 1 , n = a ou 3

,M) + ^  H^(l - M,M) ,
^3"^a

(3.5)

isto e.



A > 0 , A  > A _  e A „ <
a — ’ a 3 3 —

A = 2“"^ - 1 > 0 a <
a — —

37

A > A. ^ 2^"“ - 1 > 2^"^ 1
a 3

-> l - a > l - 3  -^a

e A < 0  - > 3 > 1  
3 —

Portanto, 0 < a £  1 < 3 

Similarmente, (3.5) é vali

Mas ,

< 3

A
a Tia

A
. (1 - M,M) + 3

•̂ 3 ■̂a

De (3.5) e (3.6) temos o r

3.2 - Cotas Superiores

Nas très entropias citadas 

temos as seguintes propriedades em

da para 0 < 3 < 1 < a,

®(1 -M,M) = (X-M,M) .

(5.. 6)

esultado (3.3).

em (1.4), (1 .8) e (1 .6) 

omum:

Por outro lado como o grafico de 1 - max {p, 1 - p}^

0 £  p £  1 consiste de duas retas ei[itre (0,0) e í~ , e entre

(y , -̂ ) e (1 ,0), obtemos o seguinte 

dade de H(l-p,p)(com suas respecti

(3.7)

esultado usando a concavi- 

/as condições de parâme-



tros), isto é ,

ou

1 - max {p, 1 - p } £ y H ( 1 -

1 - M £  i H(1 - M,M)
Ld

Agora, usando (3.1), (3.2

\ A“»^)(P) , (0 < a <

ou 0 < B <

respectivamente.

Substituindo p^ por P(C/x 

(3.11), (3.12) e tomando a expectat

P(e) < I H^(C/X) , 6 > 0

38

P, P) (3.8)

(3.9)

e (3.3), temos

1 )

1 < B)

< a

(3.10)

(3.11)

(3.12)

, para cada X = x em (3.10), 

va com respeito a X, temos

(3.13)

0 < a

respectivamente.

Observaçao: De (3.8) temo 

ê, de (3.9) temos M ^  o que impl

(3.13) , (3.14) e (3.15).

: 1 (3.14)

(3.15)

< 1 < B  ou 0 < B < l < a

; max {p, 1 - p} isto

Lca que 0 < p(e/x) £  ^ em
Li



APÊNDICE

d e m o n s t r a ç ã o  d o  TE

Como pg = 1 - max Íp^,p2 ,-

igual a 1 (um), o valor max {p, } nã
k ^

ê o número de classes. Assim, segue 

Sem perda de generalidade 

max {p^,p2 , . . . ,Pjjj} = Pĵ . Então,

39

DREMA 2.1

m
= (m-1). Z . 1

(m-1 )

m - 1 , m - 1
z £(p,) < P.).

. . ,p^} e a soma dos p̂  ̂ é 

0 pode ser menor que ^  e m 

-se que 0 < Pe < 1 -

, vamos supor que

£ (p^) + £(1 - Pg)

Agora, como £ ê uma £unção côncava e

temos

-, m - 1  
H(P) < (m-l).£(-^ . Z

“-i i=i

= ( m - l ) . f ( ^  . (1 -p 
m - 1

H(P) = (m-l).£Cj^^) + £(1

Portanto,

Sup H(P) = h(P(e)) = £(1 + p

p^) + £( 1 - pg)

-Pe)



Aj^CPe)) o que completa a demonsi;ração do teorema.

Demonstração do teorema 2

Como no caso anterior, lo

erro é dada, max pĵ  = p^ == 1 - P g , é 
k

mente, para todos os valores de p^^,

0 £  pĵ  _< 1 - Pe ê valida.

A idéia da demonstração é 

do par de argumentos Pĵ  e p^ , com s 

tante e, conseqlientemente, com a pr 

cendo constante, diminuímos o valor 

destes argumentos, isto é, diminuím 

ração a mais, torna-se impossível q 

Pĵ  exceto, talvez um, estiverem no 

lores possíveis.

De fato, suponhamos que a 

lores de pĵ  sejam diferentes de 0 (z

40

go que a probabilidade de 

também dado. Consequente- 

a inequação

que separando os valores 

ua soma permanecendo cons - 

)babilidade de erro permane 

médio da função convexa 

)s a entropia. Alguma sepa- 

aando todos os valores de 

imite do intervalo dos va-

guns pares quaisquer de va 

sro) e de 1 - p e . Sejam p^ e 

os, isto é, substituindop^ esses valores. Então, separando- 

seus valores por p^ e p* que estão nais próximos de 0 (zero) e 

de 1 - P g , de modo que as inequações

< ?2 < P 3

P^ < P 3 < P^ ,

estejam satisfeitas.

Esta mudança sempre pode

ma;

p* + p* = p^ + p
3-

ser feita, conservando a so



e conseqüentemente, não transgredindo

41

m
a condição E Pv = P 

i=l ^

Os valores P 2 e p^ que sc 

podem ser representados por médias 

res :

P 2 = ap* + (1 - a)p*

P 2 = 6P 2 + (1 - 3)P3

Substituindo estas relaçõ 

da relação p^ - P 2 ^ encontramos 

Conforme a condição;

encontram entre P 2 e p^, 

èonderadas dos últimos valo

levando em conta o fato de que p^ e 

médias, obtemos

f ( p 2 )  > a f ( p p  f (1 -  a ) . f  

f(P3) > 6f ( p p  + (1 - 3).f 

Levando-se em conta a ine 

f(P2) + f/Pj) >  f ( p p  + f

Chegamos a conclusão que, 

de pĵ  é "separado” o par correspond

m
H(P) = f (1 - Pe) + E f (p

k=2

diminui, e ao mesmo tempo a entropi 

Uma diminuição adicional 

lores de pĵ  são iguais a 0 (zero) o

ÎS na formula e na base 

a + 3 = 1.

Pj nao sao iguais as s.uas

(pp,

cp|).

quação A 2 , encontramos:

(p^).

quando um par de valores 

ente de termos na expressão;

,) ,

a H(P) também diminui, 

é impossível se todos os va 

u a 1 -pe, porque com uma



probabilidade de erro dada pg, os vai 

tender para além dos limites do segme

0 decréscimo é também imposs 

lores pĵ  não ficar sobre o limite do 

lor isolado não pode ser mudado sem s 

probabilidade de erro.

A fim de encontrar o valor d 

ferior exato da entropia, dividimos 1 

Pĵ  igual 1 - Pe-

A parte inteira m do quocien 

valores de pj, deve ser igual a 1 -m. 

igual a 0 (zero). Conseqüentemente,

inf H(P) = h ( p e ) = t . f ( l - p g )

Demonstração do lema 2.1

Sejam Pg e pg pontos em [0, ; 

real tal que 0 £  X £  1. Pelo teorema 

segue-se para um dado H(P) T(£),

h(APe + (1 - À)pè) = f(l - XPg - (1 - X)p^

= f (X(l - Pg) + (1 - X)

Ap
+ (m-l).f ( ^  + (1 -

ores pĵ  não podem se es- 

ato [0 , 1 - P e ] . 

ível se somente um dos va- 

intervalo, porque este va- 

e mudar o valor dado da

e h(pg), que é o limite in 

(um) pelo maximo valor de

42

e obtido mostrará quantos 

(1 - pg) e o resto deve ser

f [ l - t  (1 -p^)].

— ] e seja X um número 
m

2 . 1  e a concavidade de f,

> X f (1 - p^) + (1 - X)

= Xh(pp) + (1 - X) h(

) + (m-1 ) f (-

.(1 - P p ) )  +

f (1 - p ’) +

Ap^ + (1 - A ) p’
m - 1

Pl

p»)-



Demonstraçao do lema 2.2

Sejam pg e pg pertencente 

com t inteiro e seja À um número re 

teorema 2. 2 e pela convexidade de £ 

do H ( P ) ^  T(£), temos:

h(XPe + (l-A)pe) = t.f(À(l-pe) + d

+ f[X (1 - t (1 - Pe)) 

À.t f (1 - Pe) + (1

; ao intervalo [

=  X h ( p e )  + (1 - A)

Demonstração do lema 2.3

Uma £unção linear por par 

nação nunca decrescer. Considere a 

£ator positivo t.(l+t),

a(t) = (t + 1 ) . £ ( - ^ )  - t,
t + 1

43

t- 1
t ' t + 1

il tal que 0 £  X ^  1. Pelo

, segue-se que, para um da-

- X) . (1 - Pe) +

+ (1 - X) . (1 - t(l - Pe)

- X)t.f(l - p'e) +

+ X£[l - t(l - Pe)] h (1 - X).£[l - t(l - Pe)]

^(Pe).

tes è convexa se sua incli- 

inclinação de L ( p e )  sem o

n i )  .

Tomando a derivada de:

b(t) = £(^) - (i) . £'(1 )

b'(t) = (4 r) . £”(^), que ê 
t^ t

tivo e £ côncava, portanto, b(t) é

1
+ 1 )] -

obtemos

nao positivo, para t posi-

uma funçao decrescente de



t e, portanto, a'(t) ê não-negativa 

plica que essa inclinação a(t) nunc

Demonstração do teorema 2

44

para t positivo, o que im 

a decresce.

Trocando pe por P(e/x) em 

perado de ambos os lados, obtemos o

X

+ (m-

< f (1 - EvCPCe/x)) + (m-1)

cava.

(2.7) e tomando o valor e^ 

resultado desejado, pois

f (1 - P(e/x) +

L).f(P > / 2̂ .) ). 
m - 1

E^(P(e/x) 
f(--- -------)), pois £ é con

3)= £(1 - P(e)) + (m-1) £ ( ^
mn

= Sup H(X) = h(P(e))

= H(P(e)) = h(P(e)).

Demonstração do teorema 2.4

Sua demonstração segue-se 

lemas 2. 2 e 2.3 e tomando o valor e 

probabilidade de erro.

imediatamente usando os 

sperado da informação e da
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