UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

f-ENTROPIAS GENERALIZADAS E A|PROBABILIDADE DE ERRO

Aquiles Leite N%scimento

Setembro

1983



"ESTA TESE FOI JULGADA ADEQUADA PARA| A OBTENCAO DO TITULO DE
"MESTRE EM CIENCIAS"

ESPECIALIDADE EM MATEMATICA E APROVADA EM SUA FORMA FINAL
PELO CURSO DE POS-GRADUACAO.

- v~
S
A
Prof. Inder Jeet Taneja, Ph.D.
Coordenador

BANCA EXAMINADORA:

Ao’

Prof. Inder Jeet Taneja, Ph.D.

Orientador

PA"‘ &”{/‘ L

A4
Prof. Annibal Parracho Santanna, Dr.

e

Prof) Plinio Stange, Dr.




DEDICATORI

A

i1

Dedico este trabalho para meus pais Joao Pedro e

Mariana
para meus irmaos

Ana Maria
Diomedes
Sebastiao
Neuza
Alexandrino
Joamil
Sebastiana
Joacemil
Joary
Mariene
Deomildes

Juramil

pelo esforco e pela dedicagao que

formacao.

sempre consagraram a minha




AGRADECIME]

111

NTOS

Ao professor Inder Jeet
to de pesquisa, orientacao capaz,

a qual este trabalho nao seria re1

d

N

Aos professores Plinio
tanna, que compuseram a banca exan

gestoes.

A todos os meus professqg

pela formagao que tenho.

Aos colegas de turma: Zi

incentivo e apoio durante o curso.

Aos demais amigos, coleg

mento de Matematica da U.F.S.C..

Ao Curso de Pos-Graduaca

dade Federal de Santa Catarina.

A Universidade Federal d

dade que me concedeu.

Taneja pela escolha do assun

eficiente e incansavel, sem

11izado.

1ange e Annibal Parracho San

rinadora, pelas criticas e su

res, principais responsaveis

l1do, Sanches e Marcelo, pelo

as e funcionarios do Departa

o em Matematica da Universi-

D
vl

Mato Grosso pela oportuni-




iv

RESUMO

Neste trabalho apresentaremos as cotas superiér e in
ferior da probabilidade de erro atfravés de uma familia de fun-
coes satisfazendo a propriedade da |soma, sendo que essas fun-
goes sdo contlnuas e existem as suas segundas derivadas. |

Os casos particulares desta familia sao entropia de
Shannon, entropia de graug ,k -log| entropia e entropia de grau
«,p). Também, apresentaremos as cptas superiores da probabili
dade de erro em funcao de algumas destas entropias, levando em

consideracao a propriedade recursivVa.




ABSTRACT

In this work we present

Probability of Error by a family ¢

upper and lower bounds to

f functions satisfying the

sum property and the functions considered are continuous and

exist second derivative.

The particular cases are:

entropy, entropy of degree 8 , ol-1c
degree (,B). Also, we present the
of error in terms of some of these

consideration the recursive proper

Shannon's entropy, Quadratic
g entropy and entropy of
upper bounds to probability

entropies taking into

ty.




INTRODUCAO, OBJETIVO

E IMPORTANCIA

Introduci

0

Kovalevski (1968) apresent

babilidade de erro em funcao do pard

H(C/X) > log t+ t(t+l).[log

onde t € um inteiro satisfazendo a i

t-1
t

< P(e) <« -

e H(C/X) € a entropia condicional (S

H(C/X) = Ex {- P(C./X)

o~ g

1=1

Denotaremos 1o

Observacao:

Ja a cota inferior dada po

a cota de Fano, ou seja
H(C/X) <-P(e)logP(e) - (1
+P(e) log (m-1).

Baseado na ideia de Kovale
tendeu os resultados para fungoes ge

dade da soma e considerou

T(f) = {H(P) /H: 8_~ R, m>2, H(P)

tamente concava, f" existe e f(0)

ou uma cota superior da pro-

metro t,

t+1 t-1
( t )]1.[P(e) __t_] ’ (1)
nequagao
- 2
1 (2)
hannon (1948) dada por
log P(C,/X)}. (3)
gzb por loghb.
r Kovalevski (1968) € igual
-P(e)) log (1 -P(e)) +

(4)
vyski, Bem-Bassat (1978) es-
yais satisfazendo a proprie-

m

= L f(p;), onde f e estri-
i=1

fim £(p) = 0}. (5)

ppo




i

com A sendo o conjunto de todas as
des completas.

As cotas obtidas por Bem-1}

distribuigoes de probabilida

assat (1978) sao as seguin-

tes:
1 1
H(P) > t.f(3) + t(t+1) {(t41).f (=)
— t t+1
1 t-1 _
-t.f(z)}.(pe - T) (6)
e
H(P) < £(1-p.) + (m-1) . £(RS) | (7)
= e m-1
onde t € dado em (2) e
Pe = 1 - max {pl,pz,...,pm}.
Os casos particulares considerados por Bem-Bassat sao

entropia de Shannon, entropia quadra

tica (Vajda (1968)) e entro-

pia de grau g (Daroczy (1970)) dadas |por
m
H(P) = - pilngpi. (9)
i=1
m
h, (P) = I p; (1 |- py)e. (10)
1=1
m
e HPp) - @Bl pP-11,|8 #1, 8 >0, (11)
i=1
respectivamente.
Sharma e Taneja (1977) -estydaram as seguintes medi-




das generalizadas:

1 m q

H%(P) - 20(— . 5 pl Log pl’ a>0 (12)
i=1
B - m a B
H(CX,B) (P) = (zl—CX. - 21 B) 1 X (pl —pi), o # B, a,B >0 (13)
' i=1
: -1 m
2% @

e Héa’s)(P)= " senB '151 pi sen(d logpj), a,8 > 0 , (14

B #n.m, n=20,1,2,...

para todo P = (pl,pz,...,pm) € by-

As medidas dadas em (12)|, (13) e (14) pertencem a

familia T(f), desde que as funcoes| abaixo

£(p) = - 2% p%10gp, b >0 (15)
fp) = o2t Byl b By o 48, w,8 > 0 (16)
Zu—l
e £(p) = - o3 p® sen (g logp), «,8 >0, B # nm, (17)

n-=20,1,2,...

sejam concavas no intervalo [0,1].

Observacao: Usamos as seguintes convengoes:

0.1log 0 =0, 0 =0, o >0 e O.sen (Blog0d) = 0.

No capitulo II, apresentaremos cotas superior e infe
rior da probabilidade de erro em funcao das medidas dadas em
(15) e (16) aplicando as tecnicas de Ben-Bassat (1978).

No capitulo III, apresentlaremos as cotas superiores

da probabilidade de erro usando a bem‘conhecida propriedade re




cursiva das medidas (11), (12) e
e (10) foram estudados por Hellmai

(1968), respectivamente.

(13), enquanto, 0S casos

n e Raviv (1970) e

(9)
Vajda

Objetivo

O objetivo principal des
resultados obtidos por Ben-Bassat
da soma para outras medidas existe
pia, entropia de grau (a,B), etc.
mente, as cotas superiores da prob

a propriedade recursiva de algumas

Importancfi

te trabalho € estender 0s

(1978) usando a propriedade
ntes, tails como a-log entro-
e também obter, alternativa--
abilidade de erro aplicando

dessas medidas.

As medidas estudadas por
tals como a-log entropia, entropia
pia nao tiveram nenhuma aplicacao

vez foram aplicadas para obter cot

Sharma e Taneja em 1977
de grau (a,B) e seno-entro-
hté agora e pela primeira

ns superior e inferior da

probabilidade de erro e deixando em aberto os resultados liga-

dos com seno-entropia. O objetivo de varios pesquisadores

obter a melhor aproximacao da prob
do varias medidas de informagao ou

de ser provado que os resultados e

melhor do que outros existentes, de

parametros.

Observaremos também que

e
abilidade de erro, descobrin
distancia. E mais tarde po-
studados teém sua aproximacao
pendendo dos valores dos

ds propriedades da soma e da

recursividade que serdo aplicadas neste trabalho tém sua impor




tancia maior na existéncia e caracterizacao das medidas de in-

formacao.




MEDIDAS DE INFORMACAO E A

CAPITULO I

PROBABILIDADE DE ERRO

formacgao,
neralizacoes. Definiremos o concel
e também apresentaremos cotas supe

dade de erro em funcao de algumas

o conjunto de todas as distribuico

para todo

Neste capitulo, apresent

iniciando com a entropiad

Seja

Am = {P = (p1,p2:°°',pm)

1.1 - Medidas de Informa

aremos varias medidas de in-
de Shannon e dando suas ge-
to de probabilidade de erro
rior e inferior da probabili

medidas de informacao.

m )
/plzo’ Z Py = 1}’
i=1

es de probabilidades.

£ao

i) Entropia de Shannon (

Shannon (1948)).

E definida por
m
H(P) = - &

P = (pl’pZ""’pm)é Am'

pi log pi, (1.1)

ii) Entropia de ordem o (Renyi (1961))

E definida por




para todo P = (pl,pz,...

do a » 1.

para todo

para todo

quando B - 1.

pila.

HG(P) og (

1 4 Q
1o g ; Py

[ e =1

1

Pp) € by

(1.2)

Esta entropia tende para a entropia de Shannon quan-

iii) Entropia quadraticd (Vajda (1968))

E definida por

m 2
hy(P) = I (pj-p;) =

i=1 i
P = (plapzﬂ"’pm) € Am°

iv) Entropia de grau B (H

™M=

pi(1-pi), (1.3)

avrda e Charvat (1967) e Da-

roczy (1970)).

E definida por

-1

o (py = 2'B - 17l ¢

i

P = (Pl,PZ,---,pmJ € Am'

Esta entropia também ten

g
Pi

L S ]

- 1), B #1, p>0.
1

(1.4)

le para a entropia de Shannon

A entropia quadratica € ¢aso particular desta entro-




para todo

para todo

onde H*(P) & a entropia de grau o

A

a

2

v) §-Entropia (Arimoto |(

1971))

E definida por

. o
sH(P) = $-1) ~ . {2 pi

i=1

P = (pl’pZ"'°’pm)€ Am'

E facil ver que

1im GH(P) =
§+1

vi) Entropia de grau (o

17848 11, 6 £ 1, 650,
(1.5)

H(P).

B) (Sharma e Taneja (1977))

E definida por

H(OL’B) (P) = (21"0" - 21’8)’

P = (pl’pZ)'-",pm)E Am.

E facil de verificar que:

A

(a,B) a
H " (P)z—x
Aa"AB

1-a 1, a £ 1, a > 0.

Tambeém,

1im 1(®sB) (p) -
B-a

[0}
. H (P)T

a 8
(pi - pPi) » (1.6)

nm~ms
—

i

o # B, a,B > 0.

Ag

- A

]
.H (P) , o # 8,
AB o

(1.7)

dada em (1.4) e




‘a qual se reduz para a entropia de Shannon quando & = 1.

(1.8) € chamada de a-log entropia;

Vﬁé&) Seno - Entropia (Sharma e Taneja (1977))
E definida por

2oc-,l

Hga, B) (p)=_

Q
senB i 1

m
L pi

sen (Blogpi), a>0, B>0,
1 . .

$ # nm, n = 0,1,2,... (1.9)

para todo P = (pl,pz,...,pm) € Ay

Neste caso tambem,

m Q
1im B % B ey = n) = - 2% & p.logp;, a0
2 . 1 1
g~+0 i=1
Observacao: Analogamentel a (1.7) e (1.9), Aczel e

Daroczy (1963) apresentaram as seguintes generalizacoes:

1 m o Mmoog
H(Q’B)(P)=-§r& log [ifl p; / = pil, a # B, a,8 >0
(1.10)
e
(0,5 B =g arctg [iil p; sen (alogp, 2 p; cos(alogp,)],
o £ 0. (1.11)

1.2 - Probabilidade de Exro

Consideremos o problema da teoria da decisao de clas

sificar uma observagdo X como vinda de m possiveis classes (hi




poteses) C = (Cl,C ..,Cm). Deno

2’
a probabilidade "4

i = 1,2,...,m

fl(x), fz(x),...,fm(x), a funcgao

verdadeira classe ou hipotese, is

10

tamos p; = Pr {(C = C;l,
priori" das classes - e
densidade condicional dada a

to &, f,(x) = Pr X=x/C-= C;t,

i=1,2,...,m. Suponhamos que fi(x) e p; sejam completamente
conhecidas. Dada qualquer observagao X = x, podemos calcular
"a posteriori'" a probabilidade copdicional de C pela regra de
Bayes
p;if; (x) _
P(C;/x) = — , 3 =1,2,...,m
jil pjfj(f)

E bem conhecido que a regra de decisdo que minimiza
a probabilidade de erro € a regra|de decisdo de Bayes, a qual
associa x a classe que tem a maior probabilidade 'a posterio-
ri". Usando esta regra, a probabilidade de erro para um dado
X = X € expressa por

P(e/x)

1 - max {P(Cl/

X), P(Cz/x),...,P(Cm/x)}.

Antes de observar X, a probabilidade de erro P(e) as
sociada a X € definida como a probabilidade de erro esperada
apos observa-lo, isto €,

P(e) = E {1 - max [P(Cl/x), P(Cz/x),...,P(Cm/x)]}.

0 que equivale a dizer
P(e) = 1 - [ max [P(Ci/x)] p(x) dx.




1.3 - Equivocacao e sua

11

s generalizacoes

Na seccgao (1.1) apresen
magao. Nesta secgcao apresentaremo
neralizada em termos de probabili

superior e 1inferior da probabilid

tamos varias medidas de infor
s as medidas na sua forma ge-
dades condicionais e as cotas

ade de erro com suas medidas.

on

i) Equivocacao de Shann
E dada por:
m
H(C/X) = Ey [~ Z P(Ci
i=1

onde P(Ci/x) representa a probabilidade de C = Ci dado X

Hellman e Raviv (1970) ¢

probabilidade de erro dada por

P(e) <

~

1
= H
5 (¢

onde H(C/X) € dado em (1.12). Por
Kovalevski (1968) apresentaram a s

probabilidade de erro

N

H(C/X) -P(e) logP(e) -

+ P(e) log (m-1)

ii) Entropia Condicional

x) log P(C./x]], (1.12)
= X.

btiveram a cota superior da

/X)), (1.13)

outro lado Chu e Chueh (1966),

egulnte cota inferlor para a

(1-P(e)) log (1 -P(e)) +

(1.14)

de ordem a

E dada por

H*(c/x) = E. [HY(C/x)] ,

X

onde

(1.15)




(1.17) e (1.18) sao melhores que

te cota inferior:

a qual foi estendida por Taneja (1

H@(C/X)=-T%}& log

N ~m3

1=1"

P(C./x)% a#1, a >0

Ben-Bassat e Raviv (1978) apresentaram as

P(e) < = H¥(C/X) ,

DO | =

Ple) < = HYC/X) , a>0,

N

Usando o resultado que

cotas superiores para a probabilidade de erro

12

(1.16)

seguintes

(1.17)

- (1.18)

HG(P) < H(P) , a>1 , ppdemos afirmar que as cotas

(1.13).

Por outro lado, Toussaipt (1978) apresentou a seguin

-1

HY(C/X) < (1 - o) T log [(m-1)1"% . p(e)s

. (1 -pEl},

Quando o = 2, obtemos:

0 <a <1,

983b), para a > 1.

1

Li<pee),

m-1 mB(C/X) -
VA

iii) Entropia Condiciona

1 Quadratica

E dada por:

m
h(C/X) =By [ £
1=

) (P(C,/x)

Devijver (1974) definiu

- P(C, /)]

1 segulnte medida,

(1.19)

(1.20)

(1.21)

chamada



distancia Bayesiana:

B(C/X) Jpd

]

1 -

il

e também apresentou as seguintes

13

X) P(Ci/x)2 dx

h(C/X), (1.22)

desigualdades:

La -y <1-/Befo L o /BB -

m m-1

< h(C/X) < Pe < h(C/X)
1+/1-2h(C/X)
< % H(C/X), (1.23)

onde um dos termos das desigualda

iv) Entropia Condicilona

des (1.23) coincide com (1.20)

1 de grau B

E dada por

néc/x =g 28 - 1)

-1

. Cz Pey/0P - D1,

1=1

B#1,8>0. (1.24)

Ben-Bassat (1978) apresentou a seguinte cota supe-

rior:

1

Pe < 2 HB(C/X), 0 < Ple/k) < % , 8 > 0. (1.25)

Devijver (1977) apresentpu a seguinte cota inferior:

K e < @8- nha-penf -

:m—D.é%%QB—l],B > 1,

(1.26)




a qual foil estendido por Taneja (198

v) Entropia -Condicional

E dada por

Ex {

§H(C/ )

Taneja (1982) apresentou %

P(e) < 5 6H(C/y), & >0
Usando a desigualdade:
SH(P) < H (P) < H(P), 0

podemos concluir que a cota dada em
(1.13), (1.17) e (1.18).
Por outro lado, Boekee e V

taram a seguinte cota inferior:

SHIC/) < (6-D7H . 1-1a-pent® 4 g

Boekee e Van der Lubbe (19

seguinte desigualdade

1 - ¢8).

-[1-(1-¢). 6H(C

SH(C/y) < P(e) <!

14

Ja), para 0 < g8 < 1.

S

1/6)

P(Ci/x) - 11}

b

(1.27)

seguinte cota superior:

(1.28)

(1.29)

(1.28) €& mais exata do que

an der Lubbe (1980) apresen-

-1). &,

m-1

178,48, (1.30)

30) também apresentaram a
1 -

1/6-1
x) 1 (1.31)




Podemos ver que as med]

15

das apresentadas em (1.1),

(1.3), (1.4), (1.6), (1.8) e (1.9) tem uma propriedade em co-
mum, isto e,
m
HP) = 3| f£(p;) (1.32)
i=j1
onde
f(p) = - p log p,
f(p) = p(1 - p),
fp) = @8 - pfl-p), B4, 850,
£(p)=-2"1p%l0gp ,
fp) = 2% 2 B % By a6, 0, 8 > 0,
ZOL_1 a
f(p) = - Py .p~ sen(B|logp), a, B > 0,
B:#n'ﬁ,n:O’l’Z: ’
respectivamente.

A propriedade (1.32) € g
ma e que tem sua maior importancig
didas.

No capitulo II, apresent
inferior da probabilidade de erro,
de Ben-Bassat (1978), em termos da
tamente com outras condicoes.

Em casos particulares, B
mente as medidas (1.1),
nio para as medidas (1.6) e (1.8).

No capitulo III, apresen

(1.3) e (1.

hamada de propriedade da so-
na caracterizacao destas me
aremos as cotas superior e
que tem por base o trabalho

fungao f dada em (1.32), jun

en-Bassat (1978) considera so
4)., Estenderemos o racioci-

taremos as cotas superiores
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aplicando principalmente a proprifedade da recursividade para
algumas dessas medidas.

A medida (1.3) € caso plarticular simples de (1.4) e
o caso (1.1) foi estudado extensijvamente por Hellman e Raviv
(1970). Entretanto, nao incluiremps o estudo destas medidas

no capitulo IIT.




CAPITULQ

f-FAMILIA DE MEDIDAS E A

17

II

PROBABILIDADE DE ERRO

Neste capitulo apresent
Baséat (1978) o qual se baseia no
e aplicaremos os casos particularels
inferior da probabilidade de erro|

Na seccao 2.1, introduzi
de informacdo as quais se aplicam
Na seccao 2.2, enunciaremos esses

b

aplicaremos os resultados para obf

aremos 0s resultados de

Ben-
trabalho de Kovalevski (1968)
para obter cotas superior e
remos a familia de medidas
0os resultados de Ben-Bassat.
Na seccao

resultados. 2.3;

er cotas superior e inferior

para a probabilidade de erro, usando as entropias de Shannon,
entropia quadratica, entropia de grau B8, a-log entropia e en-
tropia de grau (a,B).
2.1 - f-Familia de Medidas
Define-se uma familia de¢ medidas de informagao T(f)
por
m
T(f) = {H(P)/H: o > R, m > 2, H(P)= I f£(p;),
i=1
onde f e céncava, f' existe e
£(0) = 1im f(p)j= 0} , (2.1)

p~0

o, definido como no capitulo I.

Por simplicidade, usarem

bs as seguintes notacoes:




Ap(Pe) ={P=(py,pys---5p ) & & /1-max {pl,pz,...,3§ = pPet

(2.2)
h(pe) = Sup (H(P) /P € 8, (pp)) (2.3)
h(pe) = iBf {H(P) /P ¢ a_(py)} (2.4)
H(P(e)) =s;p {H(X) /X € F, By (P(e/X)} = P(e)} (2.5)
H(P(e)) = i;f {H(X) /X ¢ F, ﬁjx {P(e/x)} = P(e)}, (2.6)

onde F € o conjunto de todas as ¢

cada membro de F € representado p

2.2 - Resultados Princi

18

aracteristicas observaveis

or variaveis aleatorias.

pais

Citaremos aqui os teore
siderados por Ben-Bassat (1978).
vistas no apendice ao final deste

tas com mais detalhes.

Teorema 2.1:

Para todo H(P) € T(f) e

m> 2, H(pe) € atingido quando tod

Pe
m-1

-

vez uma, e igual a e, entao,

h(pg)

£(1 - py) + (m+

mas e os lemas que foram con-
Suas demonstragoes podem ser

trabalho, as quais foram fei

para um dado p,, O f_pefj_—%,

n componente de P, exceto tal

(S}
1) .f(%%T). (2.7)




Teorema 2.2:

Para todo H(P) € T(f) ¢
m>2, h(pg) € atingido quando to

talvez uma, € igual a 1 -p, ou 0

h(pe) t.f(1 -pe) + £[1

onde t € um numero inteiro determ

Lema 2.1:

Para todo H(P) € T(f), 1

bre o intervalo [0,1-—%], m > 2.

Lema g;g:

Para todo H(P) € T(f) e

t tal que t<m

o intervalo [t —

Lema

Para todo H(P) € T(f), L

ponto a ponto que liga os pontos

t 1 t

t +

h ( ) h ( )

1

onde L(p.,) € dada por

-1, m>2, hip,) 4

19

da componente de P, exceto
zero) e, entao
‘t(l"'pe)], (2.8)
inado pelas inequacgoes:
t
2.9
t + 1 ( )

1(pe) € uma funcao convexa so

para qualquer numero inteiro

estritamente concava sobre

(pe) € uma funcao convexa

b
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t t -1
h(z—) - h(———=) _
t  t-1
t+1 t
CtLE(E) +t(t e[t 1) F(—2) -
Tt ) i A |
1 t+1
- tf(;)] (pe - —7—~)- (2.10)
Teorema 2.3:

Para todo H(P) &€ T(f) e|para qualquer valor dado
Ple), 0 < Ple) < 1-3, m>2, HP(e)) = h(P(e)), h(Ple)) &

atingido quando toda a probabilid

Teorema 2.4:

Para todo H(P) € T(f) e

P(e), 0 < P(e) <1 - %, m > 2,

H(P(e)) = L(P(s

onde L(P(e)) & dado em (2.10).

2.3 - Aplicacgoes

A segulr, daremos alguns
nida em (2.1) com suas respectivas

coes em probabilidade de erro.

ade de erro € igual a P(e).

para qualquer valor dado

) (2.11)

dos membros da familia defi

concavidades e com aplica-




2.3.1 - Entropi e Sha

Seja f(p)

Entao,

H(P) £(p;) = -

1

o~ g

m
z
1 =

a qual € a entropia de Shannon.

Concavidade

Temos £f'(p)

£1 (p)

Portanto,

. loge <0

LR

ca que f(p) € uma funcao concava ¢
seja H(P) € uma funcgao concava en

Portanto, H(P) € T(f).

Cotas superior e inferig

-plogp,p g [0,1], com 0-log0

1
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non

0

(2.12)

P; log P;>» (2.13)

- log p

, para p ¢ (0,1]. Isto impli
m [0,1] pois 0.log0 =0 ou

Am.

Aplicando os teoremas 2.

H(P(e)) = - P(e) logP(e) - (1 -P
isto €,
H(C/X) < - P(e) logP(e) - (1 -P(

+ P(e) log (m - 1).

Pelo teorema 2.4, temos

1 e 2.3, temos
(e)) log (1 -P(e)) +P(e) log (m-1)
e)) log (1 -P(e)) +

(2.14)




H(P(e)) =logt+t (t+1) log =t (Ple) - 25)

onde t € definido em

0 parametro t atinge

H(P(e))

(2.9).
Kovalevski (1968) obser
o valor 1 e

2P(e).

Isto implica na seguint

P(e) < % H(C/X

a qual foi estudada por Hellman e

valor de P(e).

para todo

va em A_.
m

22

+ 1 t -1

(2.15)
1
you que no caso 0 < P(e) < >
¢ntao H(P(e)) se reduz para
¢ cota superior
) (2.16)

Raviv em 1970, para qualquer

2.3.2 - Entropia quadratlica

Seja f(p) = p(1-p), p
m m
H(P) = f(pi) = X
i=1 i=1
Concavidade:
2
Temos tlp) = -p” +p
f'(p) = -2p+1
e " (p) = -2

Portanto, f"(p) < 0. Is
p tal que p € [0,1].

Logo, f(p) € concava ou

g [0,1], entao

(2.17)

Pi(l‘pi) ’

to implica que f(p) € concava

seja H(P) € uma fungao conca




isto €,

Portanto, H(P) € T(f). .

Cotas inferior € superiQr

Aplicando os teoremas Z

H(P(e)) = (1 -P(e)).P(e)

(1-P(e)).P(e)

=P(e) + P(e) - I

-2.P(e) - [P(e)]

m 2
(- ﬁji).P(e)

Portanto, H(P(e)) = (-

m
h(C/X) < - -

Pelo teorema 2.4, temos:

H(P(e)) = t.2 (1-1) «t.
-t.%
- %.1. st (t+ )
- t;1+t.(t+1).

2.P(e) - P(e)z.(

L1 e 2.3, temos

cm-1. G a-

+P(e). (1 _i(_ei) -
(e)2 _ i{éi

1
.(1 + m)]

4 2P(e).

o) P(e)? + 2P(e),

P(e)? 4+ 2P(e)

1

(t+1).[(t+ 1)'t+1

1 t-1
(1 —;)]'(P(e) "'—E“‘)

[t+1—1_
t+1

t-1

tz—t2+l

[ t(t+1)

23

P(e)
m-1

)

(2.18)

1

. (1 -
t+1

)=

t-1
]1.(P(e) --fg—)

t-1
]1.(P(e) -*?TJ
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t-1 . t.(P(e)) -t+1

P(e). (2.19)
t t

Portanto, H(P(e)) = P(eD.

Para uma dada variavel X, (2.18) e (2.19), obtemos:

Ple) < h©/X) < - 2 Ple)’ + 2p(e).

Resolvendo a inequacdo gdo lado direito, isto e,

hC/X) < - ;2 P(e)? + RP(e), temos:

h(C/X) _ m . 2 2P(e)

2

I
[\
~
=]

i
—
—
oo

m
P(e) - AT P(e)” >

2mP(e) | m®P(e)? _ mh{e/X)
m-71 (m-1)2 — m-1

2mP (e) . mZP(e)2 < .
m—l (m_l)Z - m—l

2 < mh (¢ /X)
m-1 — m- 1

o) /T e/

m-1 — m- 1]

_mPle) . 4, //1 _ mh(c/X)"
— m_l

m.P(e) > (m-1).[1 - /1 - mh (¢/X)

m-1 mh (C/X) '
Pe) > — . [1 - /1-_m.__ 1,

a qual e dada em (1.20)

Mas, hC/X) = 1 - B({C/X)|, (veja (1.22))
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m-1

logo, P(e) >

Esta cota foi estudada pela primei

1

[1 - /M_/_)_Q_L__
m-1

ra vez por Devijver (1974).

2.3.3 - Entropia de grau 8

Seja f(p)

entao H(P) =

Concavidade:

Temos f'(p)

21-81

f"(p) B.(B-l).p

(2.21)

21-B

B(B-1)p

B-2|.

Portanto, f"(p) < 0, se 1
- 2t7B -1

19 caso: Quando 0 <

| A

e B - 1< 0, portanto, f"(p)

29 caso: Quando R > 1.

e  -1>0, portanto, £f"(p) < 0.

Quando
qual € concava em [0,1].

Assim, f(p) e uma funcao

B>0, isto €, HB(P) e uma funcao cdg

Ngste caso,

B =1, f(p) se rgduz para o caso 2.3.1,

1-8

1. Neste caso, 2 -1>0

1-8

2 -1 <0

a

concava em [0,1], para todo

ncava em Am, B>0.
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Cotas superior e inferior

Aplicando os teoremas 2{1 e 2.3, respectivamente, te

mos:
HP(e)) = 21 P17l p(1-Pe)® - (1-Pe))] +
A D I D e
- ePonh-pen® s men . EELF L1,
841,850,
i.é.,

-1 P(e))B _ 1}

e/ < @B o tra-rent s m-1)¢

B #1,8>0. (2.22)
Pelo teorema 2.3, temos:

1

H(P(e)) = 2P B -1yt

1l

L e L I DO PR T D Kl

C (1)L t27 By ey - By,

Para 0 < P(e) < l, t atipge o valor 1 e, entao

-1 ]

HEPE) = &P tntfoa.aan®® -

(1+1).1%7B]. (P(e) - 11—1)

Bl 2 B2y ey = 2pCe),

que aplica na segulinte cota superior:

[



entao,

P(e) < 2 H(X), 0 < P(e)
Ple) < 2 H@e/x), 0 < ¥

2.3.4 - g-log Entropia.

Seja f(p) = - Za'l.pa logp, o > O
m
H(P) = © f£(py)
i=1
a-1 ™ o
= - 2 .izl pilogpl, a > 0
Concavidade:
Temos f(p) = - 21 p% 1og p
za-l o
= - P 10gep.1oge
frip) = - Za_l.logé’(u pa_llogep + pa.%)
= - Zaqlloge (apa'l.loge1)+ p%”
f'"(p) = - 2ot loge (a(a-l)pu—z.loge1> +
N apa—l.l . (u—l)pa_z).
P
= _Za’lloge {u(a-l)pu'zlogep-+apa'

+
—
Q

I
s
—
g
Q
1
Do
—
e

27

(2.23)'

(2.24)
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= - Za'lloge {a(a—l)pa_zlogep + (Za-l)pu_z} <0,
se 1 -a>0 e 2a-1>0, isto e,
1> a e a > %_, isto e, 1 < o < 1.
Logo, f(p) € uma funcao |concava em [0,1], para todo
% < a <1, isto e, H%(P) ¢ uma funcdo concava em A, » Para to-
do % < o<l
Cotas superior e inferior
Aplicando os teoremas 2.1 e 2.3, respectivamente, tg
mos:
HP(e)) = - 271 (1 - P(e))® 1og (1 - P(e)) -
a-1 P(e)ya P(e)
- 2 (m_l)(_ﬂl_-_l—) 1og(m_1)
- o 2%l ot o)) 10g (1 -Ple))
l1-o o P(e) 1
+ (m-1) P(e)™. 1log (m_l)} » 3 < a < 1,
isto €,
HOC/X) < - 2%70 {(1-P(e))% log (1 - P(e)) +
1-a a P(e) 1
+ (m-1) P(e)™”lo (m_l)}, 3 <a <1,
(2.25)
Aplicando o teorema 2.4, |temos:
HP(e)) = - 2%7h. (D)% flog () + t. (t+1)
1 ,a 1 1l,a 1
t+1) (—— — ) -t. (= =
[(t+ )(t+1) log (t+1) t (t) log (t)]




t-1

[P(e) - 't—]}

- - Za-l {tl—a

log (;cl—) +

- t1 % log (1. [PCe) - &

Para 0 < P(e) < %, t at

H(P(e)) = - 2°71. (1@

217% 10g c%) -

20-1 o 121

o g0ml g pl-a po

2oc--l+1+1-oa.P(e

2.P(e),

29

t(ts1). [(ts1) 170 1og.(€§T) -

-1
=1} (2.26)

inge o valor 1 e, entao,

.10g(—i—) +1.(1+1)

l-a 1 1-1
1 log (T)].[P(e) -—ff—]}.

"% (-1)1.[P(e)]

e )

que implica na seguinte cota superior

entao,

. Seja f(p) = (2

P(e) <2 HOO, 0 < Pe)

P(e) <3 HJ(C/X), 0<P(e)

m
H(P) = & £(p,)

i=1

(2.27)




m
N I R D e B S o
i=1
a # B,
Concavidadé:
Temos, f(p) = (Zl'a- 2
f'(p)-—-' (21—0._21
e £ (p) = (217% 21

Agora, f'"(p) < 0, se

e 2181 (a-1ip

l1-a

pl-o _,1-8

19 caso: > 0

-2 _ gg-1pP% <0

N

e ola-1)p

se 0 <o <1

se a(a-1) < 0,

ou 1 <

e B(g-1) >0, se g >1
i.e.,

20 caso: 21-¢_21-B . ¢

1L

£"'(p) <0, se 0 < a <1< B}

2 _g(g-10pP%) < 0

, Se o < B

, Se B < o

D, B
L - Pyl (z.
n, B8 >0

B)—l (poc _ pB),
-B)-l-(dpa-l-BpB_l),

a(a-l)pa_z

se a(a-1) > 0

e se B(B-1) < 0

isto e, f'"(p) <0, se 0 < B <1 < @

B-2

- B(B-1)p >0

a > 1

.

B <1

30

28)

). (a(a-1)p* % - g (g-1)p"~%)



Portanto,

f'(p) € concava em [0,1] quando 0

isto &, H*»8(p)

0 < B <1
mos
isto e,

<

€ concava em AL 4

.

Cotas superior e inferi

31

pando 0 < o < 1 < B ou

DT

Aplicando os teoremas 2

H(P(e)) = (21 - 21-8y-1
P(e).a P(e)

+ (m—l)-[(m—_l”) - (m-l
0 <

H8(c/x) < (217 - 218

P(e)

m-1

+ (m=-1).[(

o

~ Aplicando o teorema 2.4

H(P(e)) = (2170 - 21-F)y-1

+t(t+1).[(t+1).

l.a 1.8
- t((EJ - (;) )]

+t(t+1).[(t+l)1—

1 {(

.1 e 2.3, respectivamente, te

([ -P(e)%-(1-PEeNf] +
Byy,
< 1 <8 ou 0<B<1<aqg

Tl -penN®- a-reE)kys

a P(e) B

- (5T, (2.29)
<1 <Bg ou 0<B<1lc<a.
, temos

l.a 1.8
{t[(‘f) - ('E) ] +

:(_l_)a__(_l_

By _
t+1 t+1) )

t-1
{(P(e) - T)}

tl—OL tl-B) +

@ (te1)1By -




isto e,

ou

- (t

Para 0 < P(e) < l, t atirg
, - 2

H(P(e))

P(e)

P(e)

l-a

| A

| A

-t

0 | p

L

1-8

0 < ¢

(21-0 _,1-By-1

2P (e),

H(X), 0 < P(e)

1B c/x), o

lge o valor 1 e, entao,

2. 217 _21-By preyy

32

)].(P(e) - E—;-l)}. (2.30)

<1 <Bou 0<p<l < a.



CAPITULO II
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COTAS SUPERIORES DA PROBABILIDADE DE ERRO

Neste capitulo apresentan

em funcao das entropias de grau B, €

log entropia, dadas respectivamente

aplicando principalmente a propriedd

medidas. Os casos das medidas (1.1)
dos neste ;apitulo, pois (1.1) foi ¢
Raviv (1970) e (1.3) € caso particul

No presente capitulo demg
ter os resultados do-capitulo I1, a
didas dadas, para obter cotas super
de erro, aplicando a propriedade da

das.

3.1 - Aplicacoes da Recu

emos as cotas superiores
ntropia de grau (a,B), o-
em (1.4), (1.6), (1.8) e

ide da recursividade destas
e (1.3) ndo serao inclui-
»studada por Hellman e
haf simples de (1.4).

pnstraremos que podemos ob-
plicando diretamente as me-
iores para a probabilidade

recursividade dessas medi-

rsividade

Sem perda de generalidad

M = max {pl,pz,...,pm} =

Lema 3.1:

Para g # 1, B >0, P&

Ba - mm < vy

onde HP(P) ¢ a entropia de grau B8

5

usamos:

Py

m> ™2 2, temos

(3.1)

dada em (1.4).




HB(pl,pz,...

i) > vfa-m,m, 841, 8>0.

Lema 3.2

Prova:

Podemos escrever:

Portanto,

B
H (pl,pz,...
Por inducao podemos concll

,Pm) > HB(p1+p2 + oee. +

Para todo 0 < a < 1, P ¢

HB(Pl,PZ,“-,Pm) - HB(P1+P2 >p3: ’pm) =
m m
@ fontiocr o pepf- 2
i=1 ' i=3
1- -1
= (2 B -1 .{pfarpg - p1+p2)8}
- 2 B e ep B (L B,
: 172 R
Py 8
-1 . 0
¥ (P1+p2) b Py * Py >
B B Py P
= .H 1
(p1+p2) 2 (p1+p2" p1+p2) , B#1, 3]
P P
Mas H (—:— , —£) } 0,
P1*Py = Py*Py” T

B
sPp) 2 H(pypP,ysPzs- 5P )

uir que:

P,_j» Pp)» 1sto e,

>

34



onde H%(P)

X o
H%u-M,Mygﬂgw),

e a a-log entropia dada

35

(3.2)

em (1.8).

Prova:
o
HY (01,5 -+ Py) = Hy (PytPysPgse -+ 5P )
a-1 m o ,a-l o
= - 2 iil pilogpi + 2 (p1+p2) 1og(p1+p2) +
o-1 m o
+ 2 . I p.logp
i=3 1 1
-1
= - 2% {p] logp; + pj logp, - (py+p)%log (py+p,))
_ a-1 a P1 la P2 Lo
= -2 - (py+P,) {(p1+p2) logp, +(5E:§EJ logp, -
- log (p1+p2)}.
p p
o 0 1 2 a-1
= (pl+p2) 'H/Q(Plﬂ)z , p1+p2) -2 log (p1+p2).
p1 o p2
{( ) )% -1}
Py P2 a-1 1
= (p,+p,)%. H¥( , ) + 2 lo
pl pZ 2 p1+p2 p1+p2 + gp1+p2
P P
(2% 4 (2 )% 11}
P1*P; P1+P;
pl a p2 o
1 ois tod fat a
(p1+p2) p1+p2)- (poi odos os fatores sao




positivos), o que € valido para 0 <

gualdade:

Portanto,

o
HQ(Pl,Pz,---
Por inducdo temos o resulf

Lema 3.3:

Para todo P é:Am, m > 2,

0 < g <1< a, temos

H(O(.,B)(l_M’M) i HOL,B(P)

onde H(Q’B)(P) € a entropia de grau

Prova:

Podemos escrever

A
= —2 HYP) +

(0,B)
H*™ P (P) =
Aa-AB

onde H"(P) € a entropia de grau n e

De (3.1) e (3.4), obtemos|

gles8) (py o HY (- M
= A Ay
Aa AB
desde que >0 e > 0,
OL-AB - AB-AO. -

,py) > Hy(py+p, 0, -

36

o < 1 pela conhecida desi-

’pm) *

rado desejado.

3 (3.3)
(0.,B) dada em (1.6).
A
Z\‘L H8 (p) (3.4)
8~ Aq
An = Zl_n- 1, n =0 o0uRg
A
M o+ —B g oMM,
AB_AG
(3.5)
isto €,
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e A > A o 2115 Bl
+ 1 -a>1 -B » al< B
e A < 0 » g >1

Portanto, 0 < a < 1 < B

Similarmente, (3.5) € valida para 0 < 8 < 1 < a.

Mas,

A
0 aMM) s —B W3 oMM = OB -
AQ_AB AB—Aa ~.

(3.6)

De (3.5) e (3.6) temos o yesultado (3.3).

3.2 - Cotas Superiores

Nas tres entropias citadag em (1.4), (1.8) e (1.6)

temos as seguintes propriedades em c¢omum:

1 1

5 H(0,1) = > H(1,0) = 0

1,1 1 1

ZHE, =) = = . 3.7
¢ ZHG ) =3 -7

Por outro lado como o grafico de 1-max {p, 1 - p})

% ,%) e entre

(% ,%) e (1,0), obtemos o seguinte tresultado usando a concavi-

0 <p <1 consiste de duas retas entre (0,0) e (

dade de H(1 - p,p) (com suas respectiyas condigoes de parame-




tros), isto €,

1 -max {p, 1-p} i%H(l-
1
ou 1 - M< 2 H-M,M

Agora, usando (3.1), (3.2

1 .8
1l o 1
P, = 5 Hy(P), G 2oz
p. < 1 Ag’@(P), (0 < a <
e — 2 -
ou 0 < g <1
respectivamente.

Substituindo p; por P (C/x]

p, p)

e (3.3), temos

1)

1 < 8)

< o

, para cada X =

38

(3.8)

(3.9)

- (3.10)

(3.11)

(3.12)

x em (3.10),

(3.11), (3.12) e tomando a expectativa com respeito a X, temos

P(e) < 2 HP(C/X), 8 >0
Ple) < % HY (C/X), % <ot
Pe) < 2 nl®8) c/xy,

0 < «a

respectivamente.

(3.13)

Observacao: De (3.8) temos max {p, 1-p} > %, . 1sto

e, de (3.9) temos M > >

(3.13), (3.14) e (3.15).

l, 0 que implica que 0 < p(e/x) <

cm

BN b=
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APENDICE

DEMONSTRACAO DO TEDREMA 2.1

-

Como pg = 1-max {pi’pZ""’pm} e a soma dos Py €

iguél a l (um), o valor max {pk} nap pode ser menor que % e m
K .

€ o numero de classes. Assim, seguel-se que 0 < Pe < 1-%.

Sem perda de generalidade|, vamos supor que

max {pl,pz,...,pm} = Pp- Entao,

H(P)

1
Wt ~m3

JEy) + £(1-pg)

Agora, como f € uma funcdo cOncava e

1 m-1

1
. £(p; ). ), t
1 (m-1) £py) < £G) 151 pj),| temos

1

1 m-1
HP) < DL £Gely + 2 py) + £01-pe)
- (m-l).f(m—_l_I. (1-p)) + £(1-pg)
H(P) = (m-1).f(-£ei) + £(1-pg)

Portanto,

Sup H(P) =h(P(e)) = £(1+pg) + (n-1). £,
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I’é_Am(Pe)’ o que completa a demonstracao do teorema.

Demonstracao do teorema 2

Como no caso anterior, logo que a probabilidade

erro € dada, mix Pp = Pp = 1-Pg, €
mente, para todos os valores de Py
0 < Py < 1-pe € valida.

A idéia da demonstracao €&

de
tambem dado. Consequente-
a inequacgao
que separando 0S valores

do par de argumentos e com slila soma permanecendo cons -
k 10

tante e, conseqllentemente, com a pr
cendo constante, diminuimos o valor
destes argumentos, isto €, diminuim
racao a mais, torna-se impossivel q
p, exceto, talvez um, estiverem no
lores possiveis.

De fato, suponhamos que a
lores de Py sejam diferentes de 0(z
p; esses valores. Entao, separando-
seus valores por p; e p; que estao

de 1-p,, de modo que as inequacoes

estejam satisfeitas.
Esta mudanca sempre pode

ma:

*

P2+ P3 = P

bbabilidade de erro permane
médio da funcao convexa
DS a entropia. Alguma sepa-
hando todos os valores de

limite do intervalo dos va-

lguns pares quaisquer de va
er0) e de 1-pe. Sejam p, €
os, isto €, substituindo

mais proximos de 0 (zero) e

ser feita, conservando a so




e conseqllentemente, nao transgredin

podem ser representados por medias

res:

da relacao pg - pE # 0, encontramos

levando em conta o fato de que p§ e

medias, obtemos

de py € "'separado" o par correspond

diminui, e ao mesmo tempo a entropi

lores de py sao iguais a 0 (zero) o

Os valores P, € p; que s

p, = ap; + (1 - a)p3

Py Bp§ + (1 - B)pg

Substituindo estas relaco

Conforme a condicao:

f(IZ( N Zk) > 1{ o f(zk),

f(pz) > af(pi + (1-a).f
f(pg) > BE(P3) + (1-8).f

Levando-se em conta a ine

f(pz) + f/p3) > f(pé‘) + f

Chegamos a conclusdo que,

m
H(P) = £(1-pg) + £ f£(p
k=2

Uma diminuicao adicional
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m
do a condicao £
i=1

¢ encontram entre p§ e pg,

Py =P

ponderadas dos ultimos valo

>s na formula A; e na “base

a + B = 1.

p% nao sao iguais as suas
(p3),

(p3)

quacao AZ’ encontramos:
(p3) -

quando um par de valores

ente de termos na expressao:

K)o

a H(P) também diminui.
e impossivel se todos os va

ua l-pe, porque com uma




probabilidade de erro dada pg, 0s val
tender para além dos limites do segme
0 decréscimo € também imposs

lores py nao ficar sobre o limite do
lor isolado nao pode ser mudado sem s
probabilidade de erro.
A fim de encontrar o valor d

ferior exato da entropia, dividimos 1
Py igual 1 - pe-
| A parte inteira m do quocien
valores de p, deve ser igual a 1 -m.(

igual a 0 (zero). Conseqllentemente,

inf H(P) = h(pe) = t.£(1 - pg)

Demonstracao do lema 2.1

Sejam p, e pg pontos em [0, ]

real tal que 0 < A < 1. Pelo teorema

segue-se para um dado H(P) T(£),

1]

h(ape + (1 -A)pd) = £(1-Ap, - (1-2)pg

Ape

(m-1). £(—2 + (1 -

M1 -pg) + 1-x)
pe
(m*l).kf(ﬁ-:—l—) + (m

Ah(pg) + (1-2) hy

£(A(1-pe) + (1 -2
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ores p; nao podem se es- .
nto [0, 1-pel.

Fvel se somente um dos va-
intervalo, porque este va-
e mudar o valor dado da
e h(pg), que & o limite in

(um) pelo maximo valor de

te obtido mostrara quantos

1 -pe) € 0 resto deve ser
+f[1-t (1-pgJ].

-%] e seja A um numero
2.1 e a concavidade de f,
, AP, + U.-K)pé
) + (m-1) f(— o1 )
(1 -pgl) +
.pe

A) m)
(1 -pd) +

1

. pe
-1) (1= )£ ()

Pe) -




Demonstracao do lema 2.2

Sejam pe e pg pertencente
com t inteiro e seja A um numero re
teorema 2.2 e pela convexidade de f

temos:

do H(P) £ T(£),

h(Ape + (1 - M)Pe) = t.£(A(1-pe) + (1

+ £IA(1-t(1-pe))

A.t f (1-pe)+ (1

+

Af[1-t(l-pe)]

Ah(pe) + (1-2)

Demonstracao do lema 2.3

Uma funcao linear por par
nacao nunca decrescer. Considere a

fator positivo t. (1l+t),
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t-1

ao intervalo [——— t

t+1) ’
Pelo -

D
al tal que 0 < A < 1.

, segue-se que, para um da-

AL (1 - pe) +
# (1-2).(1-1t(1-pe)
=M t.£(1 - pe) .

L (1-A).f[1-t(1-pe)]

h(pe).

tes € convexa se sua incli-

inclinacao de L(pe) sem o)

1 1
a(t) = (t+1) . f(m) - tof(z) y
1
1 t — - vV (_I- - = L et
(t) = [f( ) s l . f (t )1 - [f ) . £ (t)]
Tomando a derivada de:
) -t oy e dy |
b(t) = f(t) - (t). f (z) , obtemos
b'(t) =(Q%J .f”(%), que €| ndo positivo, para t posi-
t
tivo e f concava, portanto, b(t) € uma funcao decrescente de




t e, portanto, a'(t) € ndo-negativa

plica que

perado de

cava.

lemas 2.2

probabilidade de erro.

essa inclinacao a(t) nunc

Demonstracao do teorema 2!
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, para t positivo, o que im

h decresce.

I A

Trocando pe por P(e/x) em

ambos os lados, obtemos o

H(X) = Ex h (P(e/x)) =

Ex

+ (m-

f(1 - EX(P(e/x))+-(m—1).

= f(1-P(e)) + (m-1) f(Em—(_
= Sup H(X) = h(P(e))
= H(P(e)) = h(P(e)).

Demonstracao do teorema 2|

(2.7) e tomando o valor es

resultado desejado, pois
{f(1-P(e/x) +

1).f(PT(f§l).

Sua demonstracao segue-se

e 2.3 e tomando o valor e

Ey (P(e/x) _ o
£ ( =T )), pois f e con
)

T_)
4
imediatamente usando 0s
sperado da informacao e da
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