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RESUMO

Neste trabalho propusemo-nos a determinar limites suﬁg
riores para probabilidade de erro e distorcao de erro usando o
esquema generalizado com distorcao.

No capitulo 1, apresentamos os resultados introduto-
rios que serao usados nos outros capitulos.

No capitulo 2, um esquema generalizado com distorcao
sera introduzido e os limites superiores para probabilidade de -
erro serdo obtidos. A funcao de confianca sob distorcao sera es-
tudada.

No capitulo 3, distorgao de erro sera considerada e 1i
mites superiores para ela serao obtidos. A funcao confianca sera

estudada.
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ABSTRACT
In this work we propose to determine uppef limits
on probability of error and distortion due to error using the

generalized scheme with distortion.

In chapter 1 we will present the introductory results
which will be used in the following chapters.

In chapter 2 a generalized scheme with disfortion
will be introduced and upper limits to the probability of eérror
will be obtéined. The reliability function under distortion will
be studied.

In chapter 3 distortion due to error will be considered
and upper limits to it will be obtained. The reliability function

will be studied.
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CAPITULO 1

RESULTADOS INTRODUTCRIOS

1.1 - Introducao

Em 1948, Shannon na introducao do seu trabalho cléssi
co, escreveu que o problema fundamental da comunicacdo € o da
feprodugéo de um ponto exato ou aproximadamente na mensagem €sco
lhida para um ponto qualquer. A fim de resolver este problema,
ele criou um novo ramo da matematica aplicada, o qual & hoje cha
mado de teoria da informacgao. Passados 34 anos, a teoria da in -
formagéo‘tem sido feita mals precisa, tem sido extendida e tem
sido conduzida para um ponto onde ela € aplicada no pratico sis-
tema de comunicacdao. Como em toda teoria matematica, a teoria da
informacao trata somente de modelos e néo de fonte e canais fisi
cosS.

‘E comum introduzir a teoria de informagio como um ra-
mo do estudo do '"Sistema de Comunicagao' cujo diagrama de bloco

¢ dado como abaixo:



Ruido ou

Distorcao

| Codificador . Codificador _
FONTE da digitos, do | 5] CANAL
Fonte binarios Canal
Decodificador o . | Decodificador
RECEPTOR da digitos |- do
Fonte binarios , Canal
Figura 1

‘A fonte é o componente do sistema que gera a informa-
¢ao. Exemplos de fonte sao: um autor de livros, um experimento
cientifico, etc.. O codificador da fonte transforma a saida da
fonte em digitos binarios. O codificador do canal e um meio  de
comunicacao que esta sujelto aos diferentes tipos de‘ruido.'O de
codificador do canal tenta transformar a saida do canal dentro
do fluxo binario original e o decodificador da fonte tenta re-
criar o fluxo da fonte original. Esta separaéio de codificador
(decodificador) dentro do codificador (decodificador) da fonte
e canal tem 6bvia vantagem do ponto de vista pratico desde  que
os dados binarios fornecam um tipo padrdo de "interface" enfre
fontes e canais. De um ponto de vista conceptual esta separagio
€ ainda mais importante desde que separe o problema da comunica-
cao com ruido do problema da representacao da fonte. Pela divi-
sao de codificador e decodificador nao estamos impondo quaisquer

limitacoes sobre o sistema. Atualmente, um dos mais importantes



resultados da teoria, contudo, € que sob condigGes mais amplas

tais limitacdes nao sdo impostas (isto nao mostra, contudo, " que -

o codificador e o decodificador da figura € sempre o caminho
mais economico para se obter uma dada representacao). De um pon-
to de vista pratico a divisao de decodificador e codificador na
figura € particularmente conveniente desde que faca o esquema do
codificador e decodificador do canal realmente -independente do
codificador e decodificador da fonte usando dados binarios como
uma "'interface'. Isto facilita o uso . de diferentes fontes sobre
o mesmo canal. |

(21,

O problema fundamental pode ser (Berger sepérado
em dois, isto e

i) Qﬁanta informacdao sera transmitida?

ii) Que informacdo sera transmitida?

0 trabalho desenvolvido.por Shannon[zoj em 1948 esta
mais ligado ao primeiro problema, ou seja, o de selecionar codi-
ficadores de um conjunto de possiveis mensagens de tal maneira
que elas possam ser transmitidas corretamente sobre um canal de
comunicacao com ruido. O segundo problema delineado acima perma-

neceu esquecido por algum tempo e € chamado '"Teoria da Taxa de

Distorcao'".

1.2 - Preliminares
No .item anterior apresentamos mnosso problema-de, -uma .-

maneira geral. Entretanto, precisamos formalizar as definicdes

de certos entes aos quais ja mos referimost

serao citados tais como:



Entropia de Shannon e informacao mutua média;

Capacidade do canal e o teorema fundamental:

Teoria de taxa de distorcao;

Esquemas de decodificacio.

1.2.1 - Entropia de Shannop e informacdo mutua média
Consideremos uma Variével.aleatGria X discreta assu -
mindo um numero finito de valores

X = (xl,...,xI)
e associemos a esta variavel aleatoria uma distribuigéo de . pro;
babilidade

—

. : I
P = (p(xi),...,p(xl)); p(x;) > 0; - p(x;) =1

Entao a entropia de Shannon 101 aa distribuigcao de probabilidade

p € dada por

It~ =

CH(X) = H(p(xy),.--,p(x)) = - p(x;) log p(x;) ,

i=1

onde a base do logaritmo sera "2" se estivermos usando a base
binéria.na codificacdo das possiveis mensagens que a variavel po
‘"de emitir. Como a base do sistema de Codificagéo pode ser arbi -
trario, entao a base do logaritmo no calculo da entropia tambem
o sera. Na nossa dissertagéo utilizaremos sempre a base natural
e a entropia sera dada em nats.

Retornando ao nosso - sistema discreto de comunicagao



da Figura 1 observamos que as mensagens entram no canal codifica
das em funcao do alfabeto de entrada X = (Xl""’xl) com uma dis
tribuicgao P conhecida, saindo dele codificada em fungao do alfa-
beto de saida Y,=_(y1,...,yJ) com uma distribuicao q, digamos,
desconhecida. Se conseguirmos a distribuigao de Y/X ( isto €,
Y dado X)’vou seja, a matri; de transigao do canal _{{p(yj/xi)}
1 = 1,.;{,L e j = 1,...,J, automaticamente teremos condigoes de
determinar as distribui;6es {p(xi,yj)}, da variavel 'aleétGria
bidimensional (X,Y), {q(yj)} da variavel aleatoria Y, e {PO%/yjH

da variavel aleatoria X/Y como se segue:

P(x;,yy) = p(xi).P(yj/xi) ou  p(i,j) p(i).P(j/i)

aly;) =z p(xi,yj.) , ou q(j) =1 p,j)
p(xi’Y-) . . el
P . . R A P(i/] - p(i,j)
(Xl/yJ) q(yj) ou  PG/I). q(3)

Podemos associar cinco diferentes entropias ao esque-

ma, quals sejam:

i) Entropias marginais de X e Y por

I

H(X) = - -2 p(x;) log p(xy) = - 2 p(1) log p(i)
i=1 i
J .

H(Y) = - £ q(y.) log q(y:) = - £ q(j) log q(j)
j=1 ) j ,

1i) Enfropia conjunta de (X,Y)

| 1J | -
H(X,Y) = - -2 -Z p(Xi,yj) log p(xi,yj) =

i=1 j=1



¢ § p(i,j) log p(i,j)

1ii) Entropias condicionais X/Y e Y/X

I J : '
H(X/Y) = - L ,y.) log P(x:/y.) =
(X/Y) iil jil p(x; yJ) log (xl/yj)
= -1 L p(1,j) log P(i/j)
1]
I J
HOY/X) = - = 2 p(xy,y;) log P(y,;/x;) =
i=1 j=1 J J

= -3 1 p(i,j) log P(j/1).
i

A funcdo do receptor € extrair, apesar do ruido, todas
as informacGes possiveis sobre o sinal transmitido. A informagao que Y pro-
videncia sobre X pode ser ayeriguada pela incerteza que Y remove so-
bre X, ou seja: |

I(X,Y) = H(X) - HIX/Y). = H(Y) - H(Y/X].

Isto € simétrico em X e Y e € conhecido como informacdao mutua me

dia. E facil verificar que I(X,Y) & sempre nao negativa (Ash[l]).

1.2.2 - Capacidade do canal e o teorema fundamental.

A capacidade do canal €, por definicdo, a taxa méxima
"sobre ele, ou seja: | |
C = max I(X,Y)
p(x)
Como vimos acimé,~a maximizagio € feita com respeito a todas ‘as
possiveis escolhas das distribuicGes de entrada. A principal significéhcia da
| [10]

capacidade aparece no teorema de codificacao em canal com ruido de Shannon

Este teorema, que € o melhor resultado conseguido por



Shannon, estabelece que a transmissdao de informacdo através de
canais com ruido pode ser conseguida com probabilidade de erro
arbitrariamente pequena quando a taxa de transmissdo R € menor

que a capacidade C do canal.

1.2.3 - Teoria da-taxa de distorcao.

Embora -0 principio da teoria da taxa de distorgdo pos

sa ser encontrado em Shannon[zo]

gl21],

, trabalho de 1948, a principal
mudanca aconteceu em 195

Considere uma fonte discreta sem memdria a qual pro-
duz mensagens formadas de letras de um alfabeto U = {ul,,,.,uI}.
As seqllencias produzidas sao transmitidas e reproduzidas pélo me
nos aproximadamente a um ponto receptor. Suponhamos, aléem disso,

que as seqllencias recebidas sao formadas de elementos de um alfa

beto V = {vi,...,vj}..o_alfabeto V pode ser identico a U ou  a
uma extensao de U. Para estudar a extensao da discordancia e
seus efeitos, Shannon introduziu a idéia de distorgao entre as

seqéncias inicial e final de comunicacdo. A distorcao pode ser
considerada sobre palavras e letras.

Como primeira medidé, que segue. de Shannon, considera
mos uma medida de distorcao simples de letras. Seja d(ui,vj) a
distorcao quando us € transmitido e Vj e recebido. A qpantidade
d(ui,vj) pode ser considerada como uma perda, gasto ou prejuizo
para esta alteracao na letra Uj reproduzida assim como na letra
Vj' Tomaremos esta quantidade igual a zero para cada reproducao

correta. A distorcao simples de letra d(ui;vj)~é definida para

todos os pares (ui;vj), i=1,...,I; j = 1;...;J. Se ha um siste



ma de comunicacao que reproduz u; assim como Vj com probabilida-
de Pl(vj/ui), entio a distorcio média obtida sera
I J
D = I r pQu;) P.(v./u.) d(u.,v.).
i=1 j=1 1 12737717 1° )

A indicagéo da pfobabilidade condicional {Pl(vj/ui)}
¢ dada por D*, aceitavel se, e somente, se D g D*.

A funcao taxa de distorcao da fonte reiativa para a

distorcdao média dada € definida como

R(D*) = min I(U,V),

{Pl(vj/ui)}

onde a minimizacao € feita com respeito a'{Pl(Vj/ui)} tal que
D & D*. Aqui D* & denominado o nivel de distorcao.

[21]

Shannon em 1959 definiu a funcao taxa de distor-

cao de uma fonte de informagéo_coh respeilto ao criterio de fide-
lidade e eétabeleéeu.o teorema fundamental quevimpfegnava esta
fungao com seu sigﬁificado-operacional;_A funcao taxa de distor-
cao R(D*) é fundamental para todos os estudos da teoria da taxa
de distorcao. Ela representa a verdadeira taxa a que a fonte pro
duz informacdo sujeita ao limite médi6é de tolerancia D* da usa -
da. A taxa na qual uma fontevproduz informagﬁo sujeita 5 necessi
‘dade de perfeifa reproducao reduz a entropia da fonte e se a dis
torcao média for tal que uma reproducao perfeita-é determinada
rzero distorgcao, entao R(O)-é igual a entropia da fonte H(U). As-
sim a funcao taxa de distorcao € uma generalizagéo da entropia
sob as consideracdes qualitativas.

A teoria da taxa de distorcdo trata dos problemas "dg:

~ta de compressao'" e .''confianca de comunicacao' permitindo distor -



cdo até certo nivel. Nos sistemas de '"data de compressao' somen-
te a informacdo significativa € tirada da saida da fonte, elimi-
nando o material irrelevante e redundante, possuindo um nivei de
fidelidade. Tal esquema € preciso para aumentar a taxa de trans-
missao.

O assunto da teoria de taxé de distorcdo ja tem obti-
do importancia e definido promessas para vastas aplicacoes de mo
delos de informagdo tedrica na biologia e em outras ciencias. As
contribuicles notaveis neste campo sao as de Berger[z]; Bldnm[sl,

Gray[ll], Krich{l4], Leiner[ls], Omura[16], Purseley[17], Sakri
[20,21,22]

sop L1191 [28] [30]

, Shannon , Wyner , Zakal e Ziv e outros.

1.2.4 - Esquemas de decodificacao.

Em muitos casos praticos, alguém que esta recebendo
uma mensagem fica com a responsabilidade de decidir, com base no
sinal recebido, qual mensagem simbolo foi transmitida. O recep
tor fica entao com um classico problema de inferéncia estatisti-
ca. Ele tera, com alguma base essencialmente subjetiva, QUe de -
-terminar a importancia relativa dos varios tipos de erro que po-
dem ocorrer. Somente entao, em geral, pode ele fixar um esquema
para decodificar, para cada simbolo recebido, qual mensagem sim-
bolo ele tera, para melhor concluir o que foi emitido. Uma regra
de decodificacao pode ser definida como uma aplicacao do conjun-
to de N-seqlléncias de saida do canal no conjunto consistindo das
mensagens emitidas. O objetivo da operagao de decodificacao e
identificar a mensagem transmitida pela evidencia verificada na

N-seqliencia de saida. Para formular o problema mais precisamen-
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te, definamos que o canal tem um alfabeto de entrada X150 5X]s
um alfabeto de saida Yyse sy € uma matriz de trmﬁﬂg&){Pbﬁ/xiN.
Suponhamos que alguma mensagem X € transmitida. O decodificador
ou esquema de decisdo € uma atribuicdo a cada simbolo de saida
Y; de um simbolo de entrada x;. Sejam Xy e Yy denotando, respec-
tivamente, o conjunto de todas as N—seqﬁéncias de entrada e sal-
da do canal._Varios critérios podem ser usados na decodificagao

e alguns sao dados abaixo.

i) Minima Probabilidade de Erro

Séja P(y/x,) a probabilidade de receber uma N-seqﬁén-‘
cia y €_YN dado que a N—seqUéncia'de entrada Xn E_XN é transmiti
da. A regra de decodificacao de Minima Probabilidade de Erro e
justamente aquela que minimiza a probabilidade de decodificacao
para um dado conjunto de mensagens, conjunto de palavras codigo,
e canal. Elda sera entdo definida por: decodificar- a . N-seqllen -

cia recebida y em x_,, para a qual
P(x../y) > P(x /y), para todo m' £1gmg M.

0 esquema de decisao, que sempre escolhe x cuja proba -
bilidade condicional, no momento, € a maior, € sempre chamado de

"Observador ideal'.

ii) Decodificacao de Maxima-verossimilhanca

0 decodificador de Maxima-verossimilhanca € um  tipo

alternativo de regra definido por: dado y, escolher X tal que

M.

N

P(14§m1) < P(Xﬂzm), para todom' #m, 1 g m
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A obvia vantagem do decodificador de Maxima-verossimi
lhanca € que ele pode ser usado quando’as probabilidades das men
sagens sao desconhecidas a priori. Se as mensagens tem probabili
dades a priori iguais, entao a regra de decodificacdo de minima

probabilidade de erro € equivalente a de Maxima-verossimilhanca.

iii) Decodificacdo de Custo Minimo

Um outro tipo de regra, usual quando custos desiguais
- sao associados a difereﬁtesvespécies de erro, é a Decodificacio
de Custo Minimo. Aqﬁi y € decodificado::numa mensagem m que mini-
miza o custo médio. Este tipo de regra de codificacdo € usado na .

teoria de codificacao da fonte.

iv) Decodificacao em Lista

Algumas vezes € conveniente considerar em listagem,
onde o decodificador, ao contrario da aplicacao das seqliéencias
recebidas em um simples inteiro, ou uma simples mensagem, o faz
em uma lista de inteiros m, 1 ¢ m ¢ M, sendo M o numero total de
palavras codigo. Decodificacao em Lista, ou em Rol, foi conside-
(6] para o canal simétrico binirio.

[221, Ebert[s] e Forney[g]

rada primeiramente por Elias
Shannon, Gallager e Berlekamp utiliza-
ram o esquema de decodificagao em Rol na obtencao dos limites so

bre probabilidade de erro e de rasura.

v) Decodificacao Mutilada

[24]

Sharma e Raina tem considerado o problema de Deco
dificacdo quando somente uma parte da mensagem transmitida € re-

cebida e o receptor prepara sua decisao com base na palavra rece
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bida incompleta, e tém obtido limites sobre probabilidade de er-
ro. Para um método mais confidvel de decisdo € exigido que nao
mais que metade dos digitos da mensagem transmitida sejam perdi-
dos. Através da extensao de sua idéia de que o multiplo da ori-
gem serve somente para traduzir um codigo, um limite sﬁperior so
bre probabilidade média de erfo de decodificacao foi obtido por
Sharma e Raina[251;

Esse esquémé,de decodificacao considera ambos '"Mutila
cao" de digitos e "erros aditivos'. Atraves de Mutilacao de um
.digito queremos dizer que o .digito & desfigurado e n3o qualquer
codigo de simbolos, e'pbrtanto esta deSprézado para o intento da
decodificacao. O termo “erro aditivo'" & entendido no seu sentido

usual da literatura.

vi) Decodificacdo de Maxima-verossimilhanca com Dis-

t0rg50[23]

Seja d(xk,yj) um numero néo‘negativo, 0o qual pode ser
considerado como perda ou distorcao, com um par'(xk,yj) de entra
da e saida. Deve ser claro que .a palavra distorcao usada aqui €
de forma conceptual diferente da introduzida por Shannon[21]. E
de fato uma medida de mesma classe de perda, ou penalidade asso-
ciada quéndé a saida € considerada com respeito a entrada. Uma
distorgcao sobre o par (x,y) das palavras entradas e saidas que
sao seqllencias de comprimento N pode similarmeﬁte ser definida.
Um método utilizado para definir a distorcao d(x,y), sobre pala-
vras, € em termos de distorcbes de letras simples das varias le-
fras dele. Um método simples para fa;er isto & tomar uma media

de distorcao de letras simples de modo que se x = (xl,...,xN) e

y = (yl,...,yN) entao
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-1

n

N
d(x,y) = N z

. d(xn,yn) | (1.2.4.1)
0 esquema de decodificacdo que consideraremos agora €
uma generalizacao do esquema de decodificacdo de Maxima-verossi-
milhanca.
0 no&o esquema para decodificacdo € chamado '"Esquema
de Maxima-verossimilhanca com Distorcao'” e de acordo com isto o

decodificador decodifica a seqlléncia de saida y dentro da seqlién

cia de entrada Xn se

Ply/x ) PQy/x; )
d(’_(m,X) ” d(lm' ’X)

, para todom' # m, 1 ¢ m' ¢ M

(1.2.4.2)

Claramente, a decodificagao de erro ocorre se enviado X,» @ con-
digdo (1.2.4.2) ndo € satisfeita.

Para evitar evidentes dificuldades que éurgem supondo
valor zero de distorg¢ao no esquema de decodificacao, tomaremos
d(x,y) > 0. Querendo dizer por meio disto que para uma reprodu-
cao perfeita da mensagem transmitida, existe algum valor positi-
vo associado, este valor minimo pode sef interpretado como custo
de reproducdo. Também € claro que se ignorarmos'é distorcao, is-
to €, se tomarmos-d(gm,z),= d(zm,,z) para todo m, o eéquema re-

duz-se ao esquema de Maxima-verossimilhanca.

vii) Esquema Generalizado

Dados dois numeros positivos a e B, o« > B, o decodi-

ficador decodifica a seqliéncia de saida y no inteiro m se

Py/x )% > Ply/x )F
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para todo m' # m, 1 £ m' & M.

Claramente quandq a = B, 0 esquema acima reduz-se ao
esquema de decodificagéo de-Méximé—verossimilhanga. Este esquema
depende somente das probabilidades condicionais e dos dois para-
metros. Se levarmos também em consideracao a distorgao, podemos
considerar um esquema dependendo das probabilidades condicio-
nais, distorgoes e dos dois parémetrés. Um ta1~§squema_é conside

rado nos Capitulos 2 e 3.

1.2.5 - Probébilidade de erro.

[20]

Como tomado por Shannon- , Gallager

[10]

e outros,
consideraremos um canal discreto com alfabeto °~ de..» . entrada

X = (xl,.{.,xy), alfabeto de saida Y = (Yqs---,Yy) e matriz tran

0s con
AN 2

juntos de todas as seqliéencias de comprimento N que podem - ser

sicdo {P(y;/x;)}, i = 1,...,k, § = 1,...,J. Sejam Xy e ¥

transmitidas e recebidas respectivaménte sobre um dado canal. E
seja P(y/x) a probabilidade de feceber‘z c XN dado que 1 X ¢ XN
foi transmitido. |

Para um c6digo bloco de comprimento N e taxa R, tal

' . . NR -~ .
canal possul um conjunto e seqllencias de entrada ou palavras

codigo de comprimento N (Forney[gl, Gallager[lol, Fano[7]) como
vemos abaixo
: _ ' NR
X, = {xmi} = (Xml"f"XmN)’ l1<mge,
onde R €. a taxa de codigo em nats por simbolo do canal.
Um codificador € um esquema mecanico que admite um

dos eNR comandos de uma fonte de dados e gera a .correspondente S€-
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qliencia de entrada a ser transmitida pelo canal. Um decodifica-
dor € um ente que observa uma seqlléencia de saida de comprimento
N, processa esta seqllencia e apresenta o resultado para usar na
forma desejada. O evento no qual o estimador nio é idéntico 2 pa
lavra codigo de entrada € chamado um erro e a probabilidade des-
te evento € a probabilidade de erro.

A probabilidade de erro P(e) depende do codigo, do
canal e da estratégia usada pelo decodificador. Se o decodifica
dor € deterministico entdao sua estratégia € descrita como uma
aplicacao do conjunto de todas asvseqUéncias recebidas Yy na pala
vra co6digo X, ¢ é especificadé pela listagem dq conjunto Ym de
 seqUéncias Yy que resultam no estimador decodificado de P Se su
pusermos que codigo, canal e decodificador .sao todos especifica-

dos, entao a probabilidade de erro (Forney[g]) sera dada por

P(e) px ) P(y € me’zm € transmitido)

I plx ) Ply/x )

Supoﬁhamos que, se o ruido € particularmente nocivo e
o decodificador tem a opgao de nao decidir sobre todos os estima
dores, ent@o o resultado da saida que o.receptor nao estima é
chamado uma rasura (Forney[gl) e a probabilidade deste evento €

a probabilidade de rasura.
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1.2.6 - Distorcao de erro.

Um esquema envolvendo somente probabilidade poderia
conduzir somente para analisar a probabilidade de erro verifican
do a confianca do método. Por outro lado um esquema que usa Méxi’
'ma—verossimilhanga com distorcao tambeém pode ser usado para de-
. terminar alguma outra quantidade na qual a maximiZaQéo significa
ria uma decodificacao eficiente.

Tal medida € o que chamamos-de "Distorcao de Erro" e a
P(y/x)

sua soma & determinada pela razao — —
- | - dxp,y)

para palavras decodi-
ficadas falsamente na comunicacao.

Temos apontado que o esquema de Méxima-verossimilhan—_
ca com Distorcao reduz o esquema de decodificacao de Maxima-veros
similhanca quando as distorcoes sao ignoradaé, isto €, se consi-
derarmos que distorgoes ou custos sao os mesmos a cada momento.
E nisto, eventualmente, nossa distorcao de erro, definida na
seccao seguinte, reduz a probabilidade de erro. Assim distorcao
de erro € em algum sentido uma generalizacao do conceito de pro-
babilidade de erro. Este fato sﬁrge'de acordo com o esquema de
decodificacao de Maxima-verossimilhanca com Distorgéo e € prova-
velmente uma medida mais apropriada para minimizar e aperfeicoar

a credibilidade da comunicacao.
1.2.7 - Limites sobre a probabilidade de erro e a dis
torcao de erro.

A avaliacao exata da probabilidade de erro € muito di

ficil de se executar; em geral. O problema da obtencao de 1limi-
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tes sobre a probabilidade de erro aparece com o Teorema de Codi-
ficacao, o qual determina que probabilidéde’de erro pequena pode
ser obtida para taxas abaixo da capacidade do canal. Para canais
discretos sem memoria, a forma mais forte do Teorema foi provada

[7]

por Fano em 1961 juntamente com limites sobre a Maxima Proba-
bilidade de Erro Pe para codigos bloco de comprimento N e para

quaisquer taxas abaixo da capacidade entre os limites

-N[E_ (R) + o(N)] -N E(R)

e v < Pe < 2e s (1.2.7.1)

onde E; (R) e E(R) sao fungoes positivas das .probabilidades  de
transicao do canal e da taxa R; o(N) € uma funcdao que tende a ze
ro com N crescente.

Varios limites tém sido obtidos sobre a probabilidade

de erro por Shannon[zo], Fano[7], Feinstein[S], Reiffen[lg]

[10] 6] [27]

, Gal

lager R Jelinek[ls]; Elias[ , Wolfowitz e outros.

Yudkin [2°] em 1967 obteve limites para probabilidade
de erro para determinados canais finitos. |

Stiglit;[26]'obteve 0 limite superior para probabili-
dade de erro para uma classe de canais desconhecidos.

- Removendo a suposicao de que o receptor ja tem feito

a tempo a»iﬁformagéo requerida para codificar a versao recebida
com ruido da palavra cédigo‘tfaﬁéﬁitida,gChése[4] obteve formas
do Teorema de Codificacao jgntamehté'éomfiiﬁifégApafa probabili-
dade de erro. |

A técnica usada na obfen@éo.dos limites superiores pa
ra probabilidade de erro € o afgumento.da cbdificang a0  acaso

'[71)

(Fano a qual € baseada sobre o mesmo.argumento usado por

Shannon em sua demonstracdo original- do.Teorema de Codificacdo.
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E conveniente saber (ver Gallager[lo]) que, se a in-
formacao € transmitida sobre um dado canal de uma dada’fonte, e
se a entropia da fonte por unidade de tempo € téb grande quanto
a.capacidade do canal por unidade de tempo, entao a recepgao ar-
bitrariamente segura da fonte nao € possivel. Isto € chamado o
inverso do Teorema de Decodificacao.
| Feinstein[8] demonstrou'para canais discreto$ sem me-
moria, que se R > C, a probabilidade de erro nio pode aproximar-
se de zero,ﬁmaé_é sempre limitada longe de zero. Isto & chamado
o inverso fraco. do Teorema de Decodificacao desde qwaWblﬂmdtzp71
demonstrou o lado forte chamado inverso forte do Teorema de Deco
dificacao o qual determina que a probabilidade de erro aproxima-
se da unidade a medida que .o bloco de comprimento N tende ao in-
finito. |

Shannon, Gallager e Berlekamp[zz]

obtiveram limites
inferiores para a minima probabiiidade de erro, que pode ser ob-
tida através do uso da codificacao bloco sobre canais discretos
sem meméria com ruido. Estes limites inferiores sdo do mesmo mo-
do que os limites superiores, decrescentes exponencialmente com
o comprimento do bloco. o

No Capitulo 2, determinaremos o limite superior ' para
a probabilidade de erro, usando o esquema generalizado de maxi-
ma-verossimilhanca com distorcao. A funcao confianca também sera
estudada.

No Capitulo 3, estudaremos o problema de distorcao de

erro e limite superior, usando o ‘esquema introduzido no Capitulo

2. A funcao confianca com distor¢cao também sera estudada.



CAPITULO 2

PROBABILIDADE DE ERRO SOBRE ESQUEMAS

GENERALIZADOS ENVOLVENDO DISTORCAO

2.1 - Introducao

No Capitulo 1, secao 1.2.5, introduzimos o conceito

de probabilidade de erro. Como vimos 1a, consideramos um canal

discreto sem memoria com alfabeto de entrada X = (xl,...,xK), al
fabeto de saida Y = (yl,...,yJ) e uma matriz de probabilidade
{P(yj/xk)}, k=1,...,K, j =1,...,J. Denotaremos por Xy e Yy o

conjunto de todas as seqliéencias de entrada e saida de comprimen-

to N que sao respectivamente transmitidas e recebidas. Se R e a

taxa de informacdao, ent3ao M, o numero total de palavras codigo
de comprimento N, & dado por M = eNR (consideramos aquil a base
natural).

Usando o esquema de Méxima—verossimilhanga,Gallagmﬂjo]

deu uma demonstracao bem simples e elegahte de Teorema fundamen-
tal da teoria da informacdo e deu também um limite superior para
a probabilidade de erro. Trabalhos de outras . pessocas nesta dire-
cao foram mencionados no Capitulo_l. Na secao 1.2.4 nos referi-
mos ao trabalho de Sharma e Raina[zs] que usaram O esquema gene-
ralizado de decodificacdo, isto €, dados dois numeros positivos

o e B, a > B o decodificador decodifica a seqllencia recebida

y €Y

y N 1o inteiro m (xm € XN) se

Pa(z/zm)‘? PB(z/xmw), para todo m' £ m, 1 ¢ m' < M.
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Este estudo néd leva em conta a qualidade da informa-
cdo processada atraves do canal.

Na secao seguinte.definiremos um esquema generalizado .
com distorcao, e na secao 2.3 obteremos limites para a probabili

dade de erro.

2.2 - Esquema.de Decodificagéo Generalizada com Dis-

torcao

Dado dois numeros adequados o e B, o » B,0 decodifica

dor decodifica a seqlléncia de saida y no inteiro m se

P(y/x) & PO/x,0)

- > _—__)B
d(?ﬁm,z) d(xpr,y)

“para todo m' #m, 1§ m < M

(

(2.2.1)

Claramente, quando a. = B, 0 esquema acima reduz-se ao
esquema de decodificagéo de.Méxima—Verossimilhanga com distor-
cao. Para evitar dificuldades que podem surgir se tomarmos o va-
lor zero de distorcao no.esquema, tomaremos d(x,y) > 0. Na secao
seguinte, obteremos o limite superior sobre a probabilidade de

erro quando a decodificacdo &€ feita usando o esquema (2.2.1).

2.3 - Limites Sobre a Probabilidade de Erro Dentro do

Esquema Generalizado

Denotaremos_Pem a probabilidade de erro quando sz.XN

¢ transmitido. Tomaremos uma situacao na qual m nao satisfaz



21

" (2.2.1) como uma decédificagéo de erro. Consideraremos tambem
que uma decodificacdo € feita se o inteiro decodificado € dife -
rente do inteiro de entrada. Em vista desta definicao podemos ex

ressa como
pT. T Pen

P_ = I P(y/x ) ¥_ (y) ' (2.3.1)
em y ey, m’° ‘m |
onde
P(y/x_) P(y/x_,)
1, se (_~%_:E_ ¢ < (__:;:E__)B (2.3.2)
d(zm ,X) d(imv :X)
Wm(z) = para_tbdo m' £ m
0, caso contrario. ' (2.3.3)

Suponhamos que nenhuma distorgao entre as letras exce
de um numero Py 0. Esta suposigcdo &, de fato, natural na maio-
ria das situacoes praticas. A probabilidade média de erro Pé é

média de P, sobre todas as palavras codigo. Um limite superior

[10]. Esta

exponencial sera obtido usando a técnica de Gallager

técnica em principio, determina um limite superior apropriado pa

_ , ‘ X A Pa

ra a funcdo ¥_(y). Também temos d(x,y) = 1 - d(x_,y.) onde
m g =L N -1 n’/n

d(xn,yn) € uma distorcao entre as letras de y_ (seqliéncia recebi

da) e b (transmitida).

Teorema 2.3.1:

Suponha qde um canal discreto sem meméria com um alfa
beto de entrada (xl,...,xK) e um alfabeto delsaida (yl,...,yJ)
é descrito pela probabilidade de tranéigéd{Pb%/xk);;j;=j”Z,”.,J,
k =1,2,...,K. Entao para algum bloco de comprimento N e uma fon

te com M_=L_eNR_jpa1avraS codigo, existe um co6digo para o qual
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~a probabilidade de erro Pe’ usando o esquema (2.2.1), € limitada

por

P, € p, exp - N[- PR + E . (p, pd)] | (2.3.4)

0 ’

M)(B/OL) (1+ (B/a)p) 1)1+ (B/a)p

E, 4(p, pd) = -Tn £ (£ p(
el IR IL:

— (2.3.5)

‘onde p € um numero arbitrario, 0 < p g 1.

Observacao:

Se a distorgcao € ignorada entdo temos o remﬂiado[zs]

Demonstracao:

Limitaremos superiormente a funcao Y _(y):

P(X/Em')js/(a + Bo)

5
. m'gm d(x_,,y) ' '
¥ (y) < ( T , ) (B/ede o 50
m P(X/E(_m))oc/(oc+ Bp)
d.(xp>y) (2.3.6)

Substituindo (2.3.6) em (2.3.1), temos

<

P < I dX Y)(ff%ii_z)“/(“ *Bo) (g (P(Y/X '))B/(a + Bp))(B/a)p_
cm erN —m’L& d(Xm’X) ) m #m d(X "Y)

P W CRY DN . NI CR DN YA
. eYN 0 d (xp0y) . m'#m d (xp 1Y)
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Porque d(x ,y) =

n o~z

%n 4Gy <o )
A inequagSo (2.3.7) garante um limite para Pém para
um codigo particular. O limite para Pem pode ser simplificado por
averiguacao sobre um conjunto apropriadamente escolhido de codi-
gos. Pelo menos um codigo no Cdnjunto tera uma probabilidade de
eTrTo qd; € tao pequena quanto o conjunto—médialde 'probabilidade
de erro. Definamés uma medida de probabilidade P(ﬁ)‘sobre o con-
junto Xy de possiveis seqlléncias de entrada para o canal de modo
que o conjunto de c6digbs € ‘gerado escolhehdo cada palavra codi-
. go, independentemente, de acordo com a medida .de probabilidade
P(x). Um codigo consistindo das palavfas Xqpene

M

bilidade I P(x ) no conjunto. Usando uma barra para represen-
m=1 ‘ _ ‘

tar a média dos conjuntos de codigos, tomando p ¢ 1, obtemos

X tera a proba-

P o« o ,(P(y/x ))B/(on + Bp)( (P(y/x ’)) B/(oc+Bp))(B/Oc)D
em z;eY' d (xp ’X) m #m d(xm':y)

(2.3.8)

Imporemos agora a restricao adicional que p < 1. Entao (ver 0s

(101,

passos tomados em Gallager , obtemos

P(y/x ) Ply/x 1)
( ) B/(OL + Sp)( D (

XE.Y d (xpp2y) m'Am d(xproy) :

(2.3.9)

Mas, desde que as palavras codigo sao escolhidas com a probabili-

dade p(x),
(P(X/Em)l)ﬁ/(a + Bp) _ p(x)(m)e/(a + Bp)
d(zm’z) )_(-ex d(st)

(2.3.10)
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Portanto, em vista de (2.3.10), (2.3.9) da

- : : P(X/x)‘
Pan <P (M-1)P 2 [ I p()( )B/a+sp]1+(8/a)o

Yy €Yy "X €Xy d(x,y)~
(2.3.11)
P(y/x
S, -1 3 [ P b ))(B/OL)(1+(B/OL)O) 11+ (8/e)p
yeYy x€Xy d(x»y)
para qualquer p, 0 < p <1 (2.3.12)
Este limite & vdlido para todas as escolhas de P (x)

e todo p, 0 < p g1 e aplicével sobre qualquer canal discreto.

Simplificaremos este quando o canal é sem memoria. Isto e, se
X = Xq,-- N) ey = (yl, ..,yN), entao
N .
P(y/x) = T (y /x ) (2.3.13)
n=1

Para todo~§~€~XN, y € Yy e todo N.

Consideraremos agora somente a classe de conjunto
de codigos na qual cada letra de cada palavra codigo € escolhida
independentemente de todas as outras letras com uma medida - de

probabilidade p(x); x € X

N
P(x) = 1 p(xn) (2.3.14)
n=1 :
Usando (2.3.13), (2.3.14) e a inequacao de média aritmética e
. . - 1 N ' N 1/N
geometrica, isto e, d(x,y) = N ) d(xn,yn) > I d(xn,yn) ,
. n=1 n=1
temos
‘ N Py, /x )
y €Yy X€X n=1 dEXh’yn)N

(2.3.15)
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. N Ply_/x_) -1
= p,M-1P T [ T P& n’n 1)(8_‘/0L)(1+ ®B/0dp) “y1+ (B/a)e
yeYy n=1 xeX d(xn,yn)N

(2.3.16)

O resultado (2.3.16) segue de (2.3.15), porque 0
termo do colchete em (2.3.16) é um produto de somas e & igual ao
termo do colchete em (2.3.15) por uso comum da fegrai aritmetica
para multiplicacao de produtos € somas. Tomando o produto  fora

do colchete em (2.3.16), aplicamos'novamenté‘ a mesma regra e ob-

temos
- N » POL/)  (a/a) (Le (B/a)0)"1.1+ (&/a)
Pon < 0oM-DP 1 X [ I pl)——-) SO I
n=ly €Y x €X d(xn,}’n)N-
| 0<eg 1. (2.3.17)

Simplificaremos agora a notacao em (2.3.17) por ob-
servacao de que X € o conjunto das letrés’ de entrada Xqseoe Xg ©
Y € o conjunto das letras.de saida yl,...,'y.J-. Notando aqui  que
todos os termos no produto sao-identicos, e incluindo o caso tri

vial p= 0, temos

5 J K P(y./xy) -1
P <o M1P [T (I ple)(—d K 5B+ (B/a)o) 71+ (B/a)psN
“em o 521 k1 k d(x ,y.)l
k73N
0gPsg1 (2.3.18)
Agora, se limitarmos superiormente M - 1 por M = eNR, (2.3.18)

pode ser reescrito como

_ J K Ply./x) : -1
P exp-N {-PR-1n- T (I px)( i’k )(B/Ot)(1+(8/ot)p) )1+(B/ot)p]

o} ST 1
J =1 k=1 d(xk,)’J )N'
(2.3.19)
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= by exp = N [- 0R + B, ,(p,p,d)] C(2.3.20)
onde
J K P(y.,x;) -1 |
o,B . N k 1
’ .J=l k=1 _d(xk,yj)N

Desde que o lado direito de (2.3.20) € independente
de m, este € um limite para o conjunto probabiiidade média de er
ro de décodificagéo e € independente das probabilidades com as
quais as palavras sao usadas. Assim, existe pelo menos dm-cédigo
Ano conjunto que precisa ter uma probabilidade de erro tao peque-

na como a média.

Corolario 2.3.1

Sob as condicoes do Teorema 2;3.1, existe um c6digo

para o qual

Pe<py exp [- NE o (R,d)] - (2.3.21)
onde
Ey g (R,d) = max [- pR + EQ,B (°,p,d)]. (2.3.22)

PP

Também pode ser obtida uma modificacao suplementar
do resultado para ter um limite para a probabilidade de erro que
se aplique para cada palavra codigo separadamente melhor do que

para a média.

Corolario 2.3.2

Sob as condigoes colocadas no teorema 2.3.1, existe
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“um codigo tal que para todom, 1 ¢ mg M, a probabilidade de er-

ro, quando a m-é€sima palavra codigo € transmitida, € limitada
por
P < Py 4.exp'[- NE, o, (R,d)] L (2.3.23)
onde Ea,B (R,d) évdada por (2.3.22).
Demonstracgao:
Escolhamos um cédigo com M' ; 2M palavras codigo o

qual satisfaz o'Corolério-Z.S.llquando a fonte usa 2M palavras
c6dig0'com'probabilidadesjguaié.Se removemos as M palavras no co
digo para o qual Pem € maior, e desde'que7seja impoSsivel para a
metade das palavras no c6digo terem uma probabilidade de erro
tao grande QUanto o dobro da média, as palavras codigo restantes

devem satisfazer

-NE_ . (R',d)

P 2p e %F T, (2.3.24)

onde R', a taxa agora, € dado por

pr _Im2M _InM _ In2z _, . 1n2
' N N N N
Agora, desde que 0 ¢ p < 1, (2.3.22) da

2 (2.3.25)

1 In
EQ,B (R ,_d_) Z EG,B (R,é) - N

0 resultado em (2.3.23) segue de (2.3.24) por uso de (2.3.25).

Chamaremos a funcao E
_ o, B

ca sobre distorcao. Também sera visto que. (E,

(R,d) .como fungao confian-

(R,d),R,d) de-

,B
termina uma superficie.
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No teorema seguinte, estudaremos as propriedades de

Ea 8 (R,d), e a funcao confianca sobre distorcio.
b

2.4 - Propriedades da Funcao Parameétrica de Confianca

sobre Distorcao

e

As propriedades de E (R,d) dependem do comportamen-

a,B

to da funcao E (p,p,d). No seguinte teorema analisaremos al-

a,B
gumas das propriedades de E 8 (p;E,g) que sao similares as da
b4

funcao de Gallager EO(Q{R)[lo].

Teorema 2.4.1:

Considere um canal discreto sem meméria com matriz de
transicao P(j/k), 1 ¢ j «J, 1 < k ¢ K. Seja p = (pl”"?pK) um

vetorAprobébilidade sobre a entrada do canal. Supondo que existe
" Py./xy)
pelo menos um j para o qual K muda com k para Py £ 0,te

d DR
(,Xk’yJ )N"

mos
- J X P(y./xy)
(@) B, 40,0, d)|, 4 = - 1n 3 (I POy (E—J——}S—I)B/“)
? - =1 =1 )=
j | (xk,yJ)N
(2.4.1)
0 que se reduz a zero se B = a.
J K P(y.,X,)
() p> 0, B glo,p,d) > - In 5 (E p (D) B/e) (2.4.2)

s 11 1
j=1 k=1 d(xk ,yj )I—\I—

para p > 0



29

P(y./x,) -
J K Sodx L,y
$o3 TGN
=l k=1 4 K POS/XD gy
Z I pl 7
j=1 k=1 d(xk’yj)N

(c)

PO a4

d(xy5Y505 . (2.4.3)
P(y./x,;)
L pk(d( J ﬁl)s/a
V5N

o que se reduz a informacdo mutua se B =o e d(x,,y.) € constan-
k2737 7

te ¥1,j'
oE (p,p,d) J K. P(y-/xv)
(d) a,8 - InI Eop c———l—iiias/q , >0 (2.4.4)
| j=1 k=1 d(xk’yj)ﬁ
2 E (p,p,d) ...
(e) 9 a,B > — — < 0 para o > 0 (2.4.5)

ap
com igualdade em (2.4.5) se, e somente, seAas segulntes condi-

coes sao satisfeitas:

Ply./xy ) . _
(1) J e independente de k, para j, k tal que

1

p(xk)P(yj/xk) # 0;

(2) z p (xj) ‘é_indepehdente de j.
k:P(yj/xk) £0

(f) E | (D,R,g) € uma funcao decrescente de avquando B & manti

a,B
10]

do fixo, e atinge seu valor maximo EO(D,E,Q)[ quando B = a.
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Demonstracao:

Para provar o teorema usamos o seguinte resultado (Gal

(107,

lager

Seja ay,+c-,8p um conjunto de numeros nao negativos e
qQqs--+5qp um conjunto de probabilidades. Entao

1/x

X
f(x) = 1n (E.qwaQ )

(2.4.6)

€ nao crescente com x > 0 e € estritamente decrescente a nao

- ser que O0S a para os quals os q, = 0, sao todos‘iguais. f(x) e

/Q/’
também convexa para baixo e € estritamente convexa para baixo a

nao ser que todos os a, nao zero, para os quais q, = 0, sao iguais.

L

Deste resultado segue -que

P(y./xy) ‘ -1
(z p(xk)(__J_k_l)w/a)(l + (8/a)0)7 41 + (B/adp

€ nao crescente com respeito a p.

Além disso, desde que para pelo menos um j, para o qual

P(y./x,)
___;iji_ muda com k para p(xk),# 0; para esse j,
40507305 |
Py./x;) | o -
(z p(xk)(_~.;L_J£T)(8/a)(l‘+ (8/a)p) "7y 1+ (B/a)p

€ estritamente decrescente e por conseguinte E, (p,p,d) € estri-

B
b4
tamente crescente com p. Também do calculo direto, obtemos
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e conseqlientemente segue que para p > 0

| J K P(y./x;) -
Ea B (o,p;d) > - In L (kZ_ p(xk)(————l__k l)B/a)
J=1 =1 d(xk’}'j)‘ﬁ
(57
oE (p,p,d) J K ' P(y./x ) . :
OL’B 30 > = 1n ) z (= p(xk) (— J ‘k 1)»8/&)
. J:l k:l d(xk’yj)ﬁ

Logo, por diferenciacao direta, obtemos

P(y./x,)
._ LNy
p (x; ) ( 1)
9E 8 (p,R,d) 8 J K d(xk’y])N
=2 v
ap loso ®5511c1 J K Plys/X ) g/0
B p(xk)(f———~————z)
j=1 k=1 1
S R RAL
Ply:/x) -
( J -kl)B/OL
d(xk,yj)N—
x In ,
K P(Yj/Xk) B/a
z p(Xk)C————————I)
| k=1 d(xk’yj )'N‘

Agora sejam o1 € 0y dois numeros positivos nao iguais e

Pg = Apy + (1 - x)p, onde 0 < A < 1. Entdo
1+ G =2 a+Bonsa-nas e
a’ "3 a’ "1 a’ "2

Usando o resultado que segue de (2.4.6), com substituicoes ade-

quadas, obtemos

-1

PO3) S (8/) 1+ (8/a)og)™H 1+ (B/a)og
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< (2 plx(
koK d(xk,y A

. P(y-/x ) -1
x (2 px)( )(8/0‘)(1+ (6/adp,) 7y (1 ->\)(1+(B/oc)p2)
k d(xk,y )
| (2.4.7)
Agora, aplicando a inequagao de Holder (ver Hardy[lzl) a qual

determina que se {aj} e {bj} sao conjuntos de numeTos nao negati

vos, entao

A 5. a1 »
A (¢ b.l-Ay -

2 ) A ,
j J

™
o8]
N
~
(ST ]

0 < ) < i
Com igualdade somente se aj e bj sao proporcionais, obtemos

P(y /X)
(2 plxy) (i Ky (B/d 1+ (B/adeg) e (B/o)es

ik 4 (xy0,Y 5 )1

P(y; /%) -1
<l 0 plxy) (——X0) (8/a) (1 + (8/adp) ™11+ (8/a)p,

- 12
J k d(Xk,Y )*

P(y /%) -1

ik d(xk,y )
(2.4.8)

Tomando sobre o logaritmo de (2.4.8) concluimos que

B(p,p d) é convexa M e assim aZE g(psp,d)
d 2 < 0. A convexida-
4ap2

de & estrita a nao ser que ambas (2.4.7) e (2.4.8) sejam satis -

feitas com‘igualdade. Sera visto que existira igualdade em (2.4.7)
por causa da condicao (1) do teorema e tambem asvcohdig6es (1) e

(2) do teorema garantem a igualdade em (2.4.8) (inequacao de Holder).
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Finalmente, para (f), se a, > ay, €8 é mantido fixo,

temos
P(y /%) P(y /%)
(2 ply) 1<1)B/Qx1 +Bo)y ¢ Z“p(xk)( 1<1)B/(a + 8p)
B8 B
porque ——— 55 < ay + 6o (2.4.9)
ou
| Plys/x0) Ply; /%)
(Z p(xk) (_____hi)ﬁ/(a +BQ))1 + (B/OL )O< (E P(Xk)( )B/(OC +Bp))1+(8/(x )p
k d(xk,y )= k d(xk,y )—
porque 1 + (£)p < 1+ (E)p (2.4.10)
. O‘21 4

Somando sobre j e tomando o logaritmo, obtemos

EOL]‘,-B‘ (p ,E’ED > EOCZ;B (p,p,d) - -para 0y >0ayg
Que E, o (p,p,d) toma seu valor maximo quando a = B € agora Ob-
R4 .
vio. E um fato simples que quando o = R, E (p,p,d) coincide

a,B
com a funcao [10], isto €

E (p,p,d) = E (p,p,d)

o ,0

Isto completa a prova do teorema.

Definamos

E (R,p,d) = mix [-pR+E, ,(p,p,d)] (2.4.11)
a,B TUE=T 0 gcpgl a,B T E= |

Tomando a derivada parcial em relacao a p da parte en-

tre colchetes de (2.4.11) e igualando a zero, obtemos
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aEa, B(p ,B,é)

R = 35

(2.4.12)

Mostramos no ultimo teorema que a derivada segunda de
Ea,B (p,p,d) € negativa. Entretanto, se algum 0 no intervalo
0<p<1 satisfaz (2.4.12), entao este P precisa maximizar (2.4.11).

aEa’B(D,R;Q)

ap .
p, de maneira que uma solucao para (2.4.12) existe, se R encon-

Ademais, de (2.4.7), € nao crescente com

tra-se. no intervalo.

P(v./x,)
p () (K B/
Mhﬁ&ugg) $R<§‘g g » d&k”fﬁ |
T e Tk T P (x}) SO0 oo
j=1 k=1 v d(xk’yj)%
(P(yj/fkﬁqs/a
d(Xy,y.)=
x 1n kD(J y/x ) (2.4.13)
2 p () (A —kyB/e

Neste intervalo, podemos relatar Ea B(R,E,g) e R para-
?

metricamente como funcao de p, dando assim

aEa B(p,g,g)' _
Ea’B(R,E,g) = Ea,s(p,E,g)-p _ 50 (2.4.14)
3E, 4 (0,p,d)
R = = s 0 gpxgl (2.4.15)
P ‘
9E, g(e,p,d) . _
Para R < -2 l , as equacgoes parametricas

9P ‘
__.p=1
(2.4.14) e (2.4.15) nao sao validas. Neste caso, a funcao
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- PR + Ea B(p,p_,d) cresce com p no intervalo 0 < p<g 1,'e portan-
. > _ . ' * .

to o maximo ocorre para p = 1. Desta forma para
3E  ,(p,p,d)
R« —28 07 | (2.4.16)
e p=1
Ea’B(R,R,gj = Ea,s(l,g,g) - R (2.4.17)

e

Agora voltamos nossa atencgao para a presente maximiza-

cao de Ea B(R,B,g) sobre p. Podemos reescrever (2.3.22) como

E (R,d) = mix I[- pR+max E__(p,p,d) (2.4.18)
OL,B ’— Oépsl p a,B 12— .

Defina

' J K P(y./X,) . 1.
F,gleop,d) = T (2 plx) 3K 5 (B/) A+ (B/a)p) 7)1+ (8/a)p

. 1
j=1 k=1 . d(xk’yj)ﬁ
(2.4.19)

De (2.3.5), E (p,p,d) = - 1n F (plg,d), desta forma a minimi
a’B 2 a,B — —

zagao de Fa B(p,g;g) sobre p maximizara Ea B(p,B,g).

Teorema 2.4.2:

Para algum p » 0, Fa,B(p’E’é) e uma funcao convexa U
de p sobre a regido onde p € um vetor probabilidade. As condi-
cbes necessarias e suficientes para que o vetor probabilidade p
maximize Fa;B(p’E’é) sao:

J P(y./x) - S J
T ( 37k )(B/a)(l-r(B/a)p) Y(B/a)p > X Y,1.,(3/000 ‘ (2.4.20)

: 1 -
j=1 dlqeys )% i@ 75 @

para todo k.
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K P(y./x.) 5
k=1 d(xk’yj)ﬁ .
Demonstraéﬁo:
A funcao Fa B(p,E,g) e dada por (2.4.19), a qual em
(2.4.21) pode ser escrita como '
J' 1' + (B/ol,)p
Fy,glpop,d) = 351 Y; (»d). | (2.4.22)
Agora considere dois vetores probabilidades arbitrarios
b - (p(xl),;,,,p(xk)) e g = (qlxy),...,q(xg)) e
. K Ply./xy) ' -1
k=1 d(xk,yj)'ﬁ :
e
. X P(y./x,) . -1
p [10] :
ara algum A, 0 < A < 1, (ver Gallager ), temos
Fa,B(p,xE + (1 - Ng,d) =
J K Ply./x) -1,
_ .Z [ T O\p(xk)+ (1—)\)q(xk)( ] kl)(B/OL).(l + (B/a)p) ]1 + (B/a)p
J=1 k=1 d(xk,yj)ﬁ
J 1+ B/0) |
= 2 D@ + (- 08 @] P | o (2.4.25)

j=1
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Desde que v.(d) e Gj(d) devem ser nao negafivos, e desde que
El"':'(B/OL)p € uma funcao de x convexa para baixo para p >0, .
x> 0, podemos limitar superiormente o lado direito de '(2.4.25)

por

TS

FLo@Ap+@-0g,d s 2 hy;@ ®0 L ans @t (8/adp;

j=1

< A.Foc 8(0’3’9) +(1-2) Flp,q,d) (2.4.26)

Deste modo Fa B(Q,E,é) € convexa para baixo com p para
. s o

Desde que Ea B(D’E’é)'= - 1n F(Q,E,é),-segue S que

Ea B(p,E,g) € convexa para cima com respeito a p.-
b .

Exemplo:

Considere um canal simétrico quadrado a x a com matriz

transicao dada por

Y1 Y2 Ya
x; | Py Py, -+-- D,
X, | Py Py +--r Py g
Xy | P2 Pg +-+- Py |

na qual os simbolos reproduzidos e os simbolos produzidos pos-

suem uma distorgdo ciclica simetrica dada por
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71 Y2 Ya
Xq d1 d2 da
X, da dl a1
X, d2 d3 dl

Claramente, o vetor probabilidade de entrada'que maxi-
. - ' 1 .
miza Ea’B(D,E,g) ? p(xl) = ... p(xa) = 3. Para.esta escolha de

p, temos

a a P( /X)
aB(QEﬁJf-an [Z Py k )@ﬂﬂ(1+(&uxg

j=1 k=1 d(xk,y )1

]1 + (B/G)o

IR AN U N VY B CYOT Rt B YO

= . - 5 T

_m_ Ll g(Pl)(e/a)(h(s/u)p) 1+ (B/0)p

]

a
=B/)plna- 1+ (B/)p)In I (p1 )(B/O‘) -+ (B/oc)p)
1=1 dg

(2.4.27)

Agora diferenciaremos (2.4.27) e calcularemos as ex-
pressoes parametricas para expoente e taxa. Diferenciando (2.4.27)

em relagao a p, temos

aEa’B(p,g,g)
ap

a . -1
=B e B 3 (2L (B/@)+ (B/a)e)

i=1 dj %

Q™



onde para

e H(§) € dado por H($) = - -

Também
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Pi )(e/a)c1+-(e/a)p)‘1

a di §
z : 1 X
i=1 ; ( Pi y (8/a) (1 + (8/a)p)”
. 1
i=1 dl N .
o -1
B 1p (Piy (/0 (e (8/a)0)

: Pi.)(s/a)(1-+(e/a)o)'1
(8

di §

S (P (B/) X+ (B/a)p)7?
. o1 :
i=1 di <

X

Q|m '

a
Ina + g -z
i=1

N

(Pi_ (8/a)(1+ (8/a)p)”!
1’

,§ (Pi y(8/a) (1 + (8/a)p) ™1

1
1=1 di N

In

g (lna- H(8)) - (2.4.28)

= (87,-++56,),

'( Pi ) (8/a) (1 + (8/a)p)?
1 ' .

d: 1 .
5; = — N , L i=1,...,a (2.4.29)
S (Piy(B/a) @+ (B/a)p)
i=1 d; % |
a
z 6 1In &
i=1
9E (p,p,d)
0«,8 st s
a,B(R’E’d) = By glPop,d) -0 3p
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' a
(8/0)p1n a- (1+ B/a)p)ln I (dpl 1y (B/0) 3/a)p)™! _pl8/a(lna - HE)]
1=1

i}

(8/0) pHE) - (L+ @/a)p). 1n T (pl  B/) L+ /e "

o1y
1= N

a
1+ (B/a)p) HE) - (L+ (B/a)p)In~ &
i=1 di

W

Pi, (/o) L+ B/)0) ™ _ i)
i1 |

(Pl )(B/a)(1+ ®/a)p)
1 .

a d N' -

- @+ (B/a)p)[ I a 1

i=1 d iR

X -

(Pi_(8/0) (1 + (8/a)p) L
1

d N

2 P/ L+ (B/a)p) 7

-1
1 d4 v

+

X tln

i

a . ' -1
+ 1n I ( Pj )(B/a)(l-F(B/a)p) )1 - H(S)
i=1 d _l}]_ '

- H(s). (2.4.30)

Estas equacoes sao validas para 0gpg 1, ou para

Pi )(s/a)(1+ (8/a) )1
’ a d:
B In a + 8 -z * N X
a o 51 : Pi_y(B/0) (1 + (B/a) )-1
. 1
i=1 d:

inN



(P B/a)(1+p/a)7

1
d: =
x In — >N ' _
8 Ppi  (B/a)(1+B/a)"l
(18 ( 115
d; = d: =
B : g 2 1N 1N
¢ Rg =Ina+ = ¢ : n:— :
'Z(-l)&— .Z(.]_)(x
i=1 d4 N : i=1 d;iN
Para a taxa‘
(—2L_ Pi )(B/oc)(1+8/oc)
a di =
R<B1na+ g -z N :
i=

1d§ g
i )(B/a)(1+8/oc)

dy N

Pi )(B/oc) (1+8/a)71

a

L (——=

i=1 d1 N

temos

s®,p,d) = B, ,(1,p,d) - R

-Bina- (1 + &J In z ( i )(B/Q)(]v+ B/a)”

o 1=1 dj ﬁ

1 (pil)(B/oc)‘(lirB_/oé)','l:-

X
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(2.4.31)

(2.4.32)

(2.4.33)



CAPITULO 3

LIMITES SUPERIORES PARA A DISTORCAO DE ERRO

3.1 - Introducao

Seja D, @ distorcao de erro de decodificacap quando

X, évtransmitido. Consideremos uma situacao em que m nao satis-
faz

Ply/xg) PQy/x ;)

=% s () ¥FmAm, lem <M o0
dfzm,z)) dxn oY) # : <M, o358

como um erro de decodificacao. Um erro de decodificacao também
ocorre se o numero inteiro decodificado € diferente do numero in
teiro de entrada. Portanto, podemos expressar a distorcao de er-

ro D _ como
em

D P Y/ %) (y) | (3.1)
= T —_— Y y .1

onde a funcao wm(z)-é definida por

Ply/x ) o P/x,4)

B8
)% (s ¥ m'
Ty € T mAm

, se

Y, () =

0, caso contrario-

A média de D, Sobre todas as palavras codigo € entado
definida como '"Distorcao Média de Erro" ou resumidamente "Distor
cao de Erro'". Denotaremos ''Distorcao de Erro" por D, -

Nosso método de decodificacdo sera Util somente se mos
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trar resultados eficientes. Isto exige eﬁtéo que examinemos a
natureza da distorcao de erro. Precisamos obter um limite supe-
rior para ela e entao garantir que a distorcao de erro se aproxi
me de zero como palavra de comprimento N e assuma valores gran-
des. |

No teorema seguinte, obtemos um limite superior sobre

De limitando superiormente de maneira conveniénte a fung&awm(z).

e

Teorema 3.1.1:

Para algum D* > 0, e para um bloco de comprimento -.N,
existe um codigo com M palavras codigo onde M ¢ Exp NR (D*) para

o qual a distorcdo média de erro & tal que

D, < exp - N[PR(D*) - D* +—Ilqv+,Ea’B(vp,p)], 0<o<l (3.1.1)
onde
J K
E .(o,p) = -1n I (I plx) x
o8 | Pyl ka1 Tk
. | |
X P(yj/xk)(s/o‘)(l + (8/a)p) " 31+ (B/adp (3.1.2)

provido de uma Unica palavra distorcao maior que (g)fl.

Demonstracao:

E facil ver que

P G NNV TS

migm d(xp.,y) 4 (8/ado

) § [ ——
"n'Y PO/ Xm) a/(a + 8p)

p20 (3.2)

b4
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substituindo este valor de wm(z) em (3.1), obtemos

(Pv(l/im"))e/(a +B0)

P(y/x )  m#m' d(x_,,y)
D ® PAES O : XnroX (B/a )p
Syevy dGnoY) PO/xm) Ja /@ + 8p)
_ P(y/x ) - Ply/x_ ) Crar)
D_s I @_:L:ﬂLJB/a+6p[( P At LU B/(G+BD)](B/G)D (3.1.37
YeYy d Gany) mém' 4 Qe Y)
Mas o
d ;'l
- D

por causa disto (3.1.3) da

Dem <D =z ( P(X/Em)ﬁ/oc +Bp [ & ( P(X/Z(mv)s/(a'+ BD)] (B/a)p (3.1.4)
- YeYy , m#m'

A inequacao (3.1.4) assegura um limite para Dem num co
digo particular. Simplificaremos o limite em Dem pela averigua-
cao, sobre uma escolha apropriada, do conjunto de codigos. Defi-

namos uma medida de probabilidade no conjunto X, das possiveis

N
N-seqliencias de entrada do canal. E evidenté'que pelo menos um
c6digo no conjunto tera a distorgdo de erro que sera menor que a

distorcao média de erro. Usando uma barra para representar a mé-

dia do conjunto de codigos temos

Dy D 5 (PG/x NP/*BP [ 5 (pry/x 2)8/ () B/ade (54 g
: 'XEHJ m'#£m . ‘

desde que ( P(X/Em))s/a +Bo _ T p(ﬁ)(P(z/x))B/a + Bp
x € Xy -
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TT<DMDP 3z (5 PG Ply/x)P/uBeyls (B (3.1.6)
em YeYy, XeXy :

mas desde que D = ND < ND*, temos

D <« MDP N 3 (1 pG) (Pl/x)ereeylr Gl (5 g

Para simplificar (3.1.7), supomos que o canal € sem me

méria. Se x = (Xg5-005Xy) 5 ¥ = (yy,---,Yy), entdo temos

P(y/x) =
n

==

Ply /x,) (3.1.8)
1 .

para todo E“'—XN e XG-YN e todo N.

Consideraremos agora somente a classe de conjuntos de
c6digos na qual cada letra de cada palavra codigo é escolhida in
dependentemente de todas as outras letras com medida de probabi-

lidade p(x): x € X,

p(x) =
n

o=z

. p(x;) , (3.1.9)

usando 3.1.8 e 3.1.9 em 3.1.7, obtemos

- N
D € M-1PND* 5 (2 T plx)( p(yn/xn)B/a + Boyl+ (B/a)p
YeYy Ye XN. n=1

(3.1.10)

N
S MDP MDY D (T pG)( Ply/x B/ * Beyle (B
_}_’G.YN n=1 xe.XN

(3.1.11)



46

Vemos que o resultado 3.1.11 segue de 3.1.10 porque o
termo entre colcheteé em 3.1.11 € um produto de somvas e € igual
ao termo entre colchetes em 3.1.10 pela regra varitmética usual
para multiplicar somas de produtos. Tomando entao o produto fora
dos colchetes em 3.1.11, aplicamos a mesma regra novamente e obte
mos |

D€ 0D ND* T D (E pl)( Ply/x )P/ TRy B

n=1 X@_YN §€XN
' (3.1.12)
0 <o s 1 :
Simplificamos agora a notaglz'io de 3.1.12 por observagdo
‘de que X € o conjunto de letras entradas x. see Xy © Y € o con -
junto de letras saidas YiseesYge Nétando aqui que todos os ter-
mos do produto sido idénticos, obtemos
— - J K

S M-DPND* [ 2 (2 plx)( Ply:/x.))
em j=1 k=1 k, j°7k

B/o + Sp)1+ (B/o)p ]N

(3.1.13)
0<p sl

Além disso, desde que temos M - 1 <M < exp NR(D*), obtemos

N

1+ (B/oc)o]

— J K
Doy € ND¥ exp NRONILE (2 PO ( Ply,/x )™+

em j=1 k=1

)

J X
exp [PNR(D*) +In ND*+N1n I (I p(x)( Ply./x))
j=1 k=1 ]

B/a +80)1 + (B/oc)o]N

exp [oNR(D*) +1nD* - NEOL B(p’P-)-]’ usando (3.1.2). ' (3.1.14)

Usando a inequac¢ao ln x ¢ x - 1, obtemos
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Dem < exp [PNR(D*) + ND*"lf'NEq’B(p’E)]

- exp - N[- pR(D*j'_D*.+%4-EG’B(O,E)] (3.1.15)

Desde que o lado direito de 3.1.15 € independente de
m ele € um limite para o_cohjunto da distorcdo de erro e & inde-
pendente das probabilidades com as quais as palavras codigo sao
usadas. Desde que pelo menos um codigo no conjunto tera uma dis-
torgéobde erro menorAque a-média,.témos provado o feorema.

O teorema 3.1.1 € valido para todos 0, 0 < p € 1, e
.todos os vetores de probabilidade p = (p(xl),...;p(xK)). Entre -
tanto, podemos obter um limite mais refinado para De por minimi-
zagéo da funcao no colchete do termo do lado direito de - 3.1.15

sobre p e P. Isto nos da o seguinte Corolario simples.

Corolario 3.1.1:

Sob as condicdes do teorema 3.1.1 existe um codigo pa-

ra o qual

Do € exp - NEG’B(Rv(D*)) , (3.1.16)
onde
E _(R (D*)) =--max [E_ (R (D*), p,r)] (3.1.17)
Q‘,B 0€'O§1,,p_ OL,B 2
e

Ea,B(R (D*),E,p)==Ea’B(p,R)-DR(D*)-D* +

Z | =

(3.1.18)

A maximizacdo em 3.1.17 € tomada sobre p, 0. p <1 e sobre to-
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dos os vetores probabilidade P.
A funciao Ej B(R (D*)) seri chamada de taxa de confian-
ca da funcio distorcao.

[10]

Justamente como na deducao de Gallager para um li-
mite para a probabilidade de erro podemos obter um limite para
distorcao propria para erro que se aplica para cada palavra codi

go separadamente antes que sobre a média. Isto & feito no seguin

te Corolario.’

Corolario 3.1.2:

Sob as.condigoes do teorema 3.1.1 existe um codigo tal
que, para todom, 1 £ m § M, a distorcdo prdpria para erro quan-

do a m-€sima palavra codigo € transmitida, € limitada por

-NE, g(R (D*))

Dy, € 4e (3.1.19)
~ onde Eq,B(R (D*)) & dado por 3.1.17.
Demonstracao:
Escolhamos um codigo com_Mf.:JZM palavras codigo = que

satisfaca o Corolério 3.1.1 enquanto a fonte usa as 2M palavras
C6digo.com probabilidades iguais. Removemos as M palavras no co-
digo para as quais Dem-é grande. E impossivel sobre a metade das
palavras no codigo termos uma distorcao propria para erro maior
que o dobro da média. Portanto, as palavras co6digo restantes sa-
tisfarao

Ny gR' (D*)

D <2e %8B (3.1.20)



49

1n 2M n 2

Desde que R'(D*) = i el R(D*), porque M =(éxp N R(D*).
Agora, desde que 0 ¢ p ¢ 1, 3.1.17 nos da
E (R'(D)) 3 E (R (@) - 102 (3.1.21)
G.‘,B -z a,B N ’7

Usando (3.1.20) e (3.1.21), obtemos (3.1.19). Isto prova o Coro-
lario. |
Na seccao seguinte estudaremos algumas das proprieda-

des da funcao confianca de Ea BCR (D*)).

3.2 - Propriedades da Funcio Confianca de Taxa de Dis-

" ‘torcdo E (R(D*))

A maximizagdo de (3.1.18) sobre p e p depende do com-

portamento da funcgao Eu B(p,B).

Teorema 3.2.1:

Considere um canal discreto .sem memoria com matriz de
transicao {P(j/k)}, 1 ¢ j ¢ J, 1 g k ¢ K. Seja p = (pl,;..,pK)
um vetor probabilidade sobre a entrada .do canal. Supondo que

' P(j/k) muda com k para p(xk).# 0, temos
: J K 8/
(a) Ea,B(p’B)lp=0'= - 1n E E p(x;) P(j/K) ),

1 k=1

3
(3.2.1)

0 que se reduz a zero se B. = a.
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‘ J K B/a
(b) E (pyp)>-1Ingz (& plxy) P(j/k) ) (3.2.2)
| et S el k=l k |
para p > 0

‘ . B/o.

(c) 9E g (p,p) g I K p(x,) P(i/k)
? == I I :
30 | o o s%y 120 T K .
j=1 k=1
| (3.2.3)
X in P(j/k)s/a

2 p ) P(j/K)B/e

0 que se reduz a informacao mutua se B = a.

3E_ o (0,p) J K
(d) o,8 > -1n T 1 plxy) P(G/KB/® (3.2.4)
op Cj=1 k=1 .
2. |
(e) ) Eu B(Q,R) o
-2 £ 0 para o >0 (3.2.5)
Com igualdade em (3.2.5):se, e Somente,ase as seguintes condi-~

coes sao satisfeitas:

(1) p(j/k) € independente de k, para j, k tal que
p{x) p(3/k) # 0;

(2) X p(xk) e independente de j.
k:p(j/k)
(£) Ea B(p,E) € uma funcdo decrescente de o quando B € man
?

tido fixo e atinge seu maximo EO(Q,R) funcao de'Gallager)[lo]

quando o = 8.



51

Demonstracao:

Para provar o teorema usamos o seguinte resultado (Gal

(101,

lager.
Seja ay,e..,ap um conjunto de nimero nao negativoseaseja"qlp..,qL
um conjunto de probabilidades. Entao |

£(x) = In (Z q,al/%* A (3.2.6)
3 252
€ nao crescente com x > 0 e € estritamente decrescente a . nao

ser que o0s a,, para os quais os q, = 0,.s§o'tddos jguais. f(x) €
também convexa.para baixo e € estritamente convexa para baixo a
nao ser que todos os ag nao zero, para os quais q, = 0, sao
» iguais. |

Deste resultado segue que

_ L
(2 plx) PGk B/) L+ (B/00)T)1 + (B/a)p
k

€ ndo crescente com respeito a p.
Além disso, desde que para pelo menos um j,P(j/k) muda

com p(xk).¢ 0; para esse J

(2 p(xy0) p(5/k) (B/0) (L + (B/a)0)™7y1+ (8/a)p

e estritamente decrescente. Assim, Ej e(p’E) é estritamente cres
)

cente com p. Também.do calculo direto, obtemos

E (p,p) =- 1In % ( g p(x.) P(j/k)B/a)
CX.,B ’ |p=0 J:]_ k=1 "k

e conseqllentemente segue que para p > 0
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J XK 6/
E e,p) > ~-1In © (r p(xy) P(G/Kk) )
CX)B p_ j=1 k=1 k
. |
3E_ . (p,p) J K
e s o m I (T oplxy) PG/RE/
P j=1 k=1

Logo, por diferenciacao direta, obtemos

p(x) P(j/K)P/®

BEOL’B(Q,E')I =§ ‘Z] g
Bp _ o . 1 g K L )
0=0 J=l k=l 5 T pixy) PG/K)B/C
j=1 k=1
. B/a
X 1n X P(j/k)
Ipiy) PGB/

1

Agora sejam p; e p, dois numeros positivos nao iguais

onde 0 < A<1. Entao

e p3 =v)\pl + (1—%)02
1+ Gy =+ Sop s a-nva s oy

Usando o resultado que segue de (3.2.6),lcom substituicoes ade-

quadas, obtemos

‘ -1
z PGy p(j/k) (B/@) (1+ (B/a)og) " 1+ (B/adey

x .

<

. -1 . _

. . | -1 | '
(3.2.7)
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Agora, aplicando a inequacao de Holder, obtemos

| . -1
P (2 plx) P(i/k) (B/0I (L + (B/@)pg) ™01+ (8/adey

Jj k

’ . . -1
< [2 (Zplxy PG/k) B/ L+ (B/adey) ™ )1+ (B/adpy

i ko | .

- 1
J _ _
(3.2.8)

Tomando sobre o logaritmo de (3.2.8) conclﬁimoé .que

2
- D
(p,p) € convexa N e assim Ea,B(p’B)_é 0

2
estrita a nao ser que ambas (3.2.7) e (3.2.8) sejam satisfeitas

Ea,B . A convexidade ¢
com igualdade. Sera visto que existira igualdade em (3.2.7) por
causa da condicdo (1) do teorema e também as condicdes (1) e (2)

.do teorema garantem a igualdade em (3.2.8) (inequagao de Holder).

Finalmente, para (f), se a,>a,, e 8 e mantido fixo,
temos
G pox) PG/ EY) < @ pag) PG/t 2t P
k .
porque B < 3 - (3.2.9)

0‘2 + Bp OL1 + Bp
ou (i‘p(xk)ip(j/k)B/(u1+Bo))1f(Bﬂ¥92 (i p(x;) P(j/k)B/(a2-+Bo))1.+(B/al)p
B/ (5 +BPY )1+ (B/o))p

< (i p(Xk) P(3/k)

porque 14;Q§Jp < 14(§)p (3.2.10)
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Somando sobre j e tomando o logaritmo, obtemos

Eals(psE) > EGZ’B(D’E) para qz > ql

Que Ea B(Q,E) toma seu valor maximo quando @ = B, € agora 6bvio.
b
E um fato simples que quando & = B, Ea,B(p’E) coincide com a fun

cao [10], isto e
Ea’a(o,g) = EO(D,R)
Definamos

| *'. ." * 1
Eq g (R(D"),p) = méx [~GR(D*) ~D*+ T+ Eq g(7,p)]

(3.2.11)

Tomando a derivada parcial em relagcao a P da parte en-

tre colchetes de (3.2;11) e igualando a zero, obtemos

aEa,B(p’E)

R(D*) 9P

(2.3.12)

Mostramos no ultimo teorema que a .derivada segunda de

Ea B(p,_E) € negativa. Entretanto, se algum p no intervalo 0s p<1
b .

satisfaz (3.2.12), entao este p precisa maximizar (3.2.11).

Ademais, de (3.2.7), aEd,B(D,B) . € nao crescente com

ap
p, de maneira que uma solucao para (3.2.12) existe, se R encon-

tra-se no intervalo

'aEOL,B(p ’E)
ap Ip=1\

g K p(x) p(j /K0 F/°

1 J K :
Ll 5 T pog) PGP

j=1 k=1
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p(i/x)5/®

(3.2.13)
L p(xy) P(j/k)B/

X 1n

Neste intervalo, podemos relatar Ea 8(R(D*),E) e R(D*) parametri
. > } -

camente como funcao de p, dando assim

' ' E (p,p) .
o, B 1
Eq,B(R(D*)’E)==Ea,8(p’2)"p ’ap ~:D*7fﬁ (3.2.14)
JE_, ,(p,p)
R(D*) = — 28 257 $p <1 (3.2.15)
ap
~ 9E,. g(o,p) o .
Para R(D*) < ’8p | , 4s equacoes parametricas
_ v 01 ) _ ,
(3.2.14) e (3.2.15) n3o sao validas. Neste caso, . a funcao

. * 1 : - :
Ea;B(p’E) - pR(D*) - D* + N cresce com p no espago 0 < P < 1, e

portanto o maximo ocorrebpara p = 1. Desta forma para |
: - 9E_, ,(p,p)
R(D*) < —22B - (3.2.16)
, op 'vlp=1v
) 0] = - 1 |
Ea,B(R(D )’E)'*Ea’s(l:ﬁ)"R(D*) —D*-fﬁ (3.2.17)

Agora voltamos nossa atencao para a presente maximiza-

cao de E g (R(D*),p) sobre'E, Podemos reescrever (3.1.17) como-
. ’

L 5 R
E. ,(R(D*)) = [- PR(D*) -D* += + fax E_ ,(0,p)] (3.2.18
L 0<0s1 "N TN Fa,pl0oR)] )
Defina
7 K (8/0) (L + (8/0)0) 1.1+ (B/a)
E, gosp) = I (I plxy) PG/K) TR P (3.2.19)
’ © j=1 k=l .

De (3.1.2) E, B(p,E) = - In F B(Q,E). Desta forma a minimizacao
b4 il .
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de Fa,B(p’R) sobre p maximizara Ea,B(p’E)‘

Teorema 3.2.2:

Para algum o > 0, FGIB(D,E) e uma funcao convexa \J de
el ] .
p sobre a regiao onde p € um vetor probabilidade. As condigoes

necessarias e suficientes para que o vetor probabilidade p maxi-

‘mize—F B(p;g) sao

b4

P/ /(L + B/ (80 3 1+ (B/adp (3.2.20)

'
J j=1 J

[ B

j=1

para todo K

com igualdade se'p(xk) # 0, onde

K | : -1
Y; = (I p(xp) P(j/k (B/@) @+ (B/ado) 5y (5.5 o1

y k=1

A-prova pode-ser obtida—pdrfmodificagéo*adequada'd0"m§

todo seguido no Capitulo 2° no teorema 2.4.2.
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