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RESUMO

Medidas como J-divergencia e.o Coeficiente de Bhatta-

[51,061,171,116] com o objetivo de determi-

charyya, foram usadas
nar uma melhor aproximacao das regras de decisao. No desenvolver
deste trabalho, estudamos cotas inferiores e superiores para re-
gras de decisao, em funcao de J-divergéncia e o Coeficiente de
Bhattacharyya, obtidas por varios pesquisadores; em seguida de-

terminamos generalizacoes de J-divergencia e obtemos cotas para

probabilidade de erro, em fungao dessas generalizagoes.
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ABSTRACT

Measures like J-divergence and the Bhattacharyya
coefficient were used[S]’[6]’[7]’[16] with the aim to determine
a better aproximation to the decision rules. In this thesis we
will study lower and upper bounds for decision rules in terms of
J-divergence and the Bhattacharyya coefficient which were obtained
by various resear-chers. We will also determine generalizations
of J-divergence and obtain bounds for the probability of error

in terms of these generalizations.
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INTRODUCAO

Vérios pesquisadores apresentaram estudos sobre medi-
das de informacao como J-divergéncia e o Coeficiente de Bhatta-
charyya.

No capitulo I, apresentamos varias medidas de informa-
cdo e distancia, regras de decisdo, cotas superiores e inferio -
res dessas regras em fungéo de J-divergéncia e o Coeficiente de
Bhattacharyya.

No capitulo II, apresentamos resultados ligados a J-di
vergéncia, coeficiente de Bhattacharyya, regras de decisao e dis
tancia Bayesiana, estudadas por Toussaint[lél.

No capitulo III, apresentamos o nosso trabalho, cujo
objetivo € de obter novas cotas da probabilidade de erro em fun-
¢ao das generalizacOes de J-divergencia. Inicialmente, mostramos
generalizacoes de J-divergéncia entre duas distribuigdes, depois
apresentamos uma desigualdéde entre Ji(C/X) e p(C/X), em seguida

determinamos cotas de Pe em funcao de Ja(C;X) e Jg(C;X).



CAPITULO I

J-DIVERGENCIA, SUAS GENERALIZACOES E REGRAS DE DECISAO

1.1 - Introducao

Existem varias medidas de informacao, tais como J-di-
vergéncia, coeficiente de Bhattacharyya, etc. Essas medidas fo-
ram consideradas e caracterizadas pelos varios pesquisado-
res[S]’[G]’[7]’[16], com o objetivo de determinar melhor aproxima
¢cao de regrés'de'decisﬁo. Neste capitulo, sdo apresentadas novas

[15], regras de de

medidas de J-divergencia, estudadas por Taneja
cisao, cotas superiores e inferiores dessas regras, em funcao de

J-divergencia ou em funcao do coeficiente de Bhattacharyya.

1.2 - J-divergéncia e suas generalizacgoes

Consideremos duas distribdigées de probabilidade

P = (pl,pz,...;pm) €, © Q = (ql,qz,...,qm) e b, associada a

uma variavel aleatdria X, tomando um numero finito de valores
{Xl,xz,...,xm}, onde:
m
A, = (P = (pysPyse-e,Pp)e Py 20, I p; =1} . (1.1)

i=1

A medida de informacao, isto €, a informacao relativa
de Kullback[8]; ou discriminacdo entre estas duas distribuigées

€ dada por:



m P
I(P;Q) = I p;logy— - (1.2)
= 1

1=1

Esta medida € uma generalizacao da entropia de Shannon

dada por:

H(P) = -
1

N~ s
[

p; log, p; - (1.3)

A medida de Kullback dada em (1.2) € aditiva, isto e:
I(P*R; Q*S) = I(P;Q) + I(R;S) (1.4)

para todo P,Q £ Db R,S Elﬁm; PxR, Q*S € Aon®

[11], através de uma equacdo funcional,

e Taneja[14], através de axiomas incluindo

Sharma e Autar
Sharma e Taneja[ls]

propriedades de ramificacdes generalizadas, tem estudado a se-
guinte informacao, relativa ao tipo B:

-1

: m
P =P ottt opf g

i=1

B#1, B> 0 (1.5)

para todo P,Q € 4 .

A expresséo (1.5) satisfazja seguinte igualdade:

18(P«Rr; Q+s) =18(P;Q) + IB(R;S) +
28l P 1P (1.6)

E claro que quando g- 1, IB(P;Q) reduz-se a I(P;Q).

. [10]

Por outro lado, Rényi , considerando a aditividade (1.4) e a

propriedade da vizinhanca do valor médio, definiu:
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H~Ms

i=1

onde ¢ € uma funcao estritamente monotona continua e I(p;,q;) e
a propria informacdo aditiva do i-€simo evento, que caracteriza

a medida de ordem o, dada por:

I (P;Q) = (a-l)_llo ( ? ¢ 'l_aj
o RS _ g2 V.2 Py 94 ’
i=1
a.# 1, o > 0. (1.8)
para todo P,Q € A
Ia(P;Q) € uma generalizacdo do valor médio aditivo,

da medida de Kullback (1.2).

1[12], estudaram a generalizagcao do valor

Shafma e Mita
médio, que ndo satisfaz a aditividade, das medidas (1.5) e (1.8)
sob a igualdade (1.6) e a propriedade do valor medio (1.7) e con

seguiram a seguinte medida generalizada:

- PR SLEES § (1.9)

A } m

e -ef oot o

para todo o # 1, 8 # 1, a, B8 >0.
Kulibéck[s], também estudou a seguinte generalizacao de

(1.2), chamada J-divergéncia:

P m

J(P;Q) = 1 p.log, (X)) 4+ 3
i=1 T2 7a37 4.

~ B

Jog, (ol (1.10)
q; log, (= .
1+ 72 P

para todo P;Q € 4 .
Esta medida tem tido varias aplicacdes em estatistica

(Kullback®]) ¢ em padrdes de reconhecimento (Toussaint ' 10]).



A medida pode ser escrita por:

J(P;Q) = I(P;Q) + I(Q;P) . (1.11)

[9]

Recentemente, Rathie e Sheng , caracterizaram as se-
guintes generalizagoes de J-divergencia, que s3o as J-divergén -

cias de grau B:

JB(P;Q) = (2B 1 -1) 1 ) p? q% B,
1=1
m
£ 2 q? p%'s) - 2] - (1.12)
i=1
que pode ser escrita tambeém na forma:
e = 11fe;0 + 1Pse) (1.13)
onde IB(P;Q) ¢ como foi definido em (1.5).
Para caracterizar esta medida Rathie e Sheng[gl, usa-

ram a aditividade na seguinte forma:

B ar; Q+s) = JBP;Q) + JB(R;S) +

P o B Prss) « 1P;p) 18(s;R)]
| | (1.14)
onde IB(P;Q) € como foi dada em (1.5).
Existe uma generalizacao de (1.12) dada por:
: N =1
B.. B B-1 -1 o - 0-1
m l-0 « E:% ‘
+Cxopy a2l (1.15)



A medida (1.15) também pode ser escrita por:
Bip. _ 1B(p. B .
T (P3Q) = I0(P5Q) + T.(Q;P) (1.16)

onde IS(P;Q) € dado por (1.9).

A caracterizagcao de (1.15) segue da caracterizacao de
IE(P;Q), donde entao definimos JS(P;Q) como dada em (1.16), sen-
do que IE(P;Q) foi dado por Sharma e Mittal[lz].

Vejamos agora as generalizacoes de J(P;Q) e JB(P;Q):

1
m o pY q; T +py o 4

A = (o131t | i
J,(P;Q) = (a-1) " log, [ifl ( 5 )1,
a # 1, a>0 (1.17)
o _1-a l-a o B-1
- - m p: d;  +P; ad; =7
e -eftontt o L ety
i=1 2
(1.18)
para o # 1, BV¥ 1, a, B8 > 0.
Facilmente verifica-se que:
: B8
lim J°(P;Q) = J_(P;Q) ;
gr1 O o
Para o =8, J5(P;Q) = JP(P1Q) e
. 1B (p. : ) 1 .
lim J"(P;Q) = lim Ja(P,Q) =3 JP;Q) .
g1 o~>1
A existencia e a caracterizacao das medidas (1.12),

(1.15), (1.17) e (1.18) foram apresentadas por Taneja[ls].



1.3 - Regras de Decisao

Consideremos o problema, da teoria de decisao, de clas
sificar uma observacao X com vinda das m possiveis classes
C = (cl,cz,...,cm). Denotemos p; = Pr {C= ci}, i=1,2,...,m como
"a priori" probabilidade das classes; fl(x),...,fm(x) as funcgoes
densidades condicional, dada a verdadeira classe ou hipOtese, ou
seja: fi(x) = Pr {X = x/C = ci}, i=1,2,...,m. Suponhamos que
fi(x) e py sejam completamente conhecidas. Dada qualquer observa
¢ao X = x, podemos calcular entao, a probabilidade condicional
"a posteriori' de C, pela regra de Béyes, isto e:

Dy fi(x)
P(c;/x) =Pr {C=c;/X=x} = ,i=1,2,...,m-

. f.
. pJ J(x)

=

)
‘ (1.19)
(i). E bem conhecida que a regra de decisao que minimi-
za a probabilidéde de erro (Fergusoﬁ[sll € a de Bayes, a qual es
colhe a hipétéée com maior probabilidade posteriori.
Usando este fato, a probabilidade de erro, para um da-

do X = x € expressa por:

Pe(x) = 1 -max {P(cl/x),...,P(cm/x)}. ‘ (1.20)

Antes de observar X a probabilidade de erro Pe, asso -
ciada a x, € definida como a probabilidade de erro esperada, ou

seja:

Pe = f P(x) [1-max {P(cl»/x),--.,P(cm/x)}]dx

X

1 -max Jf P(x) [P(c]/x),...,P(cm/x)] dx



1 -max J [P(x) P(cl/x),...,P(x) P(cm/x)]dx

1-max.HP(x/cl) P(cl),...,P(x/cm) P(cm)] dx

Pe = 1- [max {P(x/ci) P(ci)}dx , 1i=1,2,3,...,m (1.21)
i

Considerando as medidas para duas classes, dado um ve-
tor caracteristico X de algum padrido desconhecido P, P € classi-
ficado como pertencente a classe c; se: P(ci/x)' >P(cj/x),
i=1,2e i # j. Esta regra da-nos a probabilidade minima possi-

vel de ma-classificacdo, ou seja:

Pe = 1 - fm?x {P(x/c;) P(cy)}rdx, i = 1,2
Pe = [ min {P(x/c;) P(c;)} dx , i =1,2 (1.22)
i . )
= [ min {P(x/cy) P(cy), P(x/c,) P(c,)}dx
=1f min {P(x)'P(Cl/x),‘P(x) P(Cz/x)} dx
-/ P(x) min {P(c;/x), P(c,/x)} dx
Pe = [ P(x) Pe(x) dx. ' (1.23)

(i1) Outra regra de deciséo aqui considerada, também
para duas classes, € a regra de decisdo aleatdoria, que pode ser
deduzida como segue. Para um dado X, c, ocorre com probabilidade
P(cl/x), conseqlientemente a probabilidade 1-P(cl/x) perteﬁce a
classe Cye Analogamente, c, ocorre com probabilidade P(cz/x) e
¢, com probabilidade 1 - P(cz/x). Portanto, para um dado X a pro-

babilidade € dada por:

tam



. R(x)

obtemos:

R(x) =P(c2/x) [1 -P(CZ/X)]-+P(C1/X) [1-P(c1/x)]

P(cz/x) P(cl/x) + P(cl/x) P(cz/x)

2 P(cl/x) P(cz/x). (1.24)

Tomando o valor esperado de (1.24) com respeitoa P(x),

R =S P(x) R(ﬁ) dx . (1.25)

Temos também a regra de decisdo, definida por Cover e

Hart[zl,'que € a da taxa de erro da vizinhanga proxima, dada por:

2 P(x/cl) P(cl) P(X/Cz) P(cz)

R =/] TS

] dx (1.26)

P(cl/x) P(x) P(cz/x) P(x)

] dx
P(x)

=/2 [

£ Px) [2 P(c;/x) Plcy/x)] dx

-~
1]

S P(x) R(x)dx, € o mesmo que (1.25).

1.4 - J-divergencia e o coeficiente de Bhattacharyya

para duas distribuigoes.

Duas medidas bem conhecidas, na classificacao de pro-

blemas, encontradas na teoria de informacao e padroes de reco-

nhecimento sido a divergéncia e o coeficiente de Bhattacharyya.

Trocando em (1.10), p; por p(x), q; por q(x) e conside

rando, para simplificar, o logaritmo na base e, obtemos:



10

J(P;Q) = f [p(x) log By ax .

q(x)
q(x) :
+ J [q(x) log]?(x)] dx . (1.27)
Fazendo agora, uma substituicao em (1.27), trocando

p(x) por P(x/cl) e q(x) por P(x/cz), temos:

J = f [P(x/cy)1 P(X/Cl)]
= P(x/c 08 =————=] dx +
l P(x/cz)
P(x/cz)
+ [ [P(X/CZ) 1ogm] dx
P(x/él) P(x/cy)
= f [P(X/Cl) 1og_PT;7—C—£—)__ P(X/CZ) 1ng~—(—x—/-z'z—)] dx
s Pix/ey) d 28
J = [P(x/cl)-P(x/cz)] log LﬁEEZFZTJ X (1.28)

que € a J-divergéncia.

E o coeficiente de Bhattacharyya € definido por:

o = J/P(x/cy) P(x/c,) dx . (1.29)
Se P(x/cy) e P(x/c,) pertence a Ao entao
m — R
o= IV P(xi/cl) P(xi/cz) e o cosseno do angulo entre as dire-

i=1

coes do Rm, determinadas pelos Vetofes (/I%xl/cl), /P(xz/cl),
ceey JP(xm/cl))e ( /P(xl/cz),..;, /P(xm/cz)). Justificativas pa-

ra a escolha desta funcao sao oferecidas no artigo de Bhatta-

charyya[ll.

[

Toussaint 16] definiu as seguintes medidas gerais:

J(C/X) = f[P(cl) P(x/cl) - P(cz) P(x/cz)].

P(Cl) P(x/cl)

tos [P(cz) P(x/cy)

] dx , (1.30)



.. J(C/X)

E:

L p (C/X)

onde P(x)

mos:

11

P(x) P(cl/x)

= [ [P(x) P(cy/x) - P(x) P(c,/x)] log [p(x) P(CZ/X)] dx
P(cl/x)

= JPOO [P(ey/x) - Plep/x)] log [y dx

= [P(x) J(x) dx . (1.31)

p (C/X) = /P(Cl) P(Cz)‘f /P(x/cl) P(x/cz)'dx , (1.32)

[ /Flc)) Plx/c) P(c,) P(x/c,) dx

S /P(x) Pleg/x) P(x) P(cz/x)'dx

;o P(x) /" P(ey/x) Plcy/x) dx

SJP(x) p(x) dx , (1.33)

¢ dado por:

P(x) = P(x/cy) P(cy) + p(X/cz) P(c,) - (1.34)

Casos particulares:

Aplicando em (1.30) e (1.32), P(Cl) = P(cz) = %, obte-~

1/2 P(x/cy)

177 Pxic)) &

J(C/X)

f[% P(x/cl)-% P(x/cz)] ldg[

P(x/cl)

P(x/cz)] dx

H

% S[P(x/cq) - P(x/c,)] log I
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. J(C/X) =% J. (1.35)
E: o(C/X) =V 1/2.1/2 7 /?(x/cl) P(x/cz)'dx
= % ! /P(x/cl) P(x/cz)'dx
0(C/X) = §p. (1.36)

1.5 - Cotas superior e inferior de Pe e R.

[5]

Hudimoto mostrou que Pe € limitado superiormente,
isto é:

Pe < max {P(cl), P(cz)} [ (1.37)

Este resultado foi melhorado por Hudimoto[61, tendo o

mesmo mostrado que Pe € limitado superiormente e inferiormente:

P(Cl) P(c,) pzi—%—-% /1 - 4P(cy) P(c,) o <

< Pe i,/b(cl) P(CZ)AZ. (1.38)

Este resultado também foi estudado, independentemente,
por Kailath[7].
Pela primeira vez, foil obtido por Kailath[7] uma cota

superior de Pe, em funcdo de J, isto é€:

1 J
Pe > ; SXP (- 7)9 | (1.39)

Uma consideravel cota proxima, foi obtida por Tous-
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[16]

‘saint , dado por:

peg% . -;- /1 -dexp[- 2H(C) - J(C/D] , (1.40)

onde H(C) € a funcdo entropia, dada por:

H(C) = -'P(cl) log P(cl) - P(CZ) log P(cz) . (1.41)

Caso particular:

Considerando P(cl) = P(c,) = % e substituindo em (1.40),

obtemos:

11 Jy
Pez E——Z /1 - exp(—'z) (1.42)

ou: J >-21og [4Pe (1 - Pe)] . (1.43)

Temos que (1.42) € mais proximo do que (1.39).
Toussaint[lﬁ], também mostrou um resultado ainda mais

proximo do que os considerados anteriormente, dado por:
J>2(2Pe-1)1log (Pe/1-Pe) . (1.44)

Mais detalhes do estudo destes resultados, juntamente
com outros existentes, estdo apresentados no capitulo II. Enquan
to que estudo de cotas em fungao das generalizacoes de J-diver -

géncia, estéoﬁapresentados no capitulo III.
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CAPITULO II

J-DIVERGENCIA, COEFICIENTE DE BHATTACHARYYA
E AS REGRAS DE DECISAO

2.1 - Introducao

Neste capitulo, apreéentamos alguns resultados ligados
a J-divergencia, coeficiente de Bhattacharyya, regras de decisio
e a distancia Bayesiana. Alguns desses resultados sao somente
enunciados e suas demonstracoes podém ser encontradas em Tous-

saint[lé].

Como o principal objetivd:de Toussaint, € mostrar co-
tas mais proximas das regras de decisao do que as apresentadas
até entao, achamos conveniente apresentar demonstracdes de al-
guns teoremas. O logaritmo aqui apresentado, & considerado na ba

Se ¢e.

2.2 - Uma Desigualdade entre J(C/X) e P(C/X)

Teorema 2.1 - J(C/X)' > -2 [H(C) + log o(C/X)], (2.1)
| onde H(C) = - P(c;) logP(c;) +
- P(c,) log P(c,), € a funcio

entropia.

Dem.: Por (1.30), temos que:

P(cl) P(x/cl)
]
P(cz) P(x/cz)

JC/X) = f{P(cl) P(x/cl)log[
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P(cl) P(x/cl)

Blcy) PG/, &

P(c,) P(x/c,) log

P(cl) El[log P(x/cl) P(cl)-log P(x/cz) P(cz)] +

P(c,) E,[log P(x/c;) P(c ) -1log P(x/c,) P(c,)]

- P(cl) El[log P(x/cz) P(cz) - log P(x/cl) P(cl)] +

P(c,) E [log P(x/cy) P(cy) - log P(x/c,) Plc,)]

P(CZ) P(x/Cz)

- Plcy) Ejllog Plcy) P(x/cl)] ¥

. J(C/X)'=

P(cl) P(x/cl)
]
P(cy) P(x/cp)” ~’

- P(c,) E,llog (2.2)
onde E; denota o valor esperado com respelto a P(x/ci), i=1,2.
Como log x € uma funcao concava, a desigualdade de Jensen aplica
da em (2.2), da-nos:

P(x/cz) P(cz)

P(Cl) log E. [

T 1'5(x/cy) Plcq)

| v
1

P(x/cy) Plcy)
ASTOYISY Plcy

P(CZ) log E

AP(X/CZ) P(cy) 1,2
1[P(x/cl) P(cy)

= ZP(Cl) 10gE

P(x/cy) Pley) 4,7
2[P(-x/cz) P(c3)

2 P(cz) log E

P(x/cz) P(cz)

1/2
P(x/cy) P(cl)] dx} +

2 P(cy) log {fP(x/Cl) [
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P(x/c ) P(c ) 1/2

B (x /c2> P(Cz)] )

2 P(c,) log { /P(x/c,) [

P(cl)l/2

-1/2
P(c )1/2 P(x/cl) P(x/cl) .

= 2 P(c )log{f(

-1/2

2 P(c,) . log {SI P(x/cy) P(x/c,)

= - 2 P(ep) log{/ b5 /’P(c ) P(c )V/P(x/cl) P(x/c, )1 dx} +

2 P(cy) log {flzz— /' Plcy) P(c,)/P(x/cy) P(x/c,)] dx}

pc2>

= - 2 P(cy) log {m~

e 1) [/P(cl) P(c,)f /P(x/cl) P(x/c,) dx]} +

2 P(cy) log {m—= [/P(c}) Plc,)’ #P(x/c;) P(x/c,) dx1} ,

P(z)

por (1.32):

p(C/X)]

2 P(C ) [——= p(C/X)T =2 P(c,) log [

1
P(c 1) P(c,)

"o J(C/X) > - 2 P(cy) log [p(C/X)/P(cy)] +

- 2 P(c,) log [p(C/X)/P(cD] . (2.3)
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Expandindo (2.3) e recombinando os termos, obtemos:

J(C/X)'i;—ZP(cl) [log p(C/X) -logP(cl)]+

2P(cy) [log p(C/X) -logP(c,)] =

= =2 [P(cl) log p(C/X) - P(cl) log P(cl)] +

2 [P(c,y) log p(C/X) - P(c,) log P(c,)]
= - 2{[ P(cy) + P(c,)]logp(C/X) +
+[ - P(cy) logP(cy) - Plc,) log Plc,) 1}

. J(C/X) " > -2 [H(C) +1logp(C/X)] ,

onde H(C) = - P(c;) log P(cy) - P(c,) logP(c,), & a funcdo entro

pia.

2.3 - Cotas inferiores para R e J.

Teorema 2.2 - (a) R >exp [ -2H(C) - J(C/X)]; (2.4)

(b) R >3 [1-J(C/X)/2] - . (2.5)

+ v 1-2R]
-y 1-2R

Teorema 2.3 - J(C/X) >/ 1- 2R log [i (2.6)
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2.4 - Cotas inferiores para Pe e J.

Teorema 2.4 - (a) Pe_i-lexp [-2H(C) - J(C/X)); (2.7)

2
(b) Pe >  [1-J(C/X) /2] ; (2.8)
() Pe > 3-2 /T-2exp [-2HO) - I (/0] ;
(2.9)
(d) Pe > + - /LI (2.10)
22 g
Teorema 2.5 - J(C/X) > (2 Pe-1) log (=22-) .  (2.11)

1-Pe

Dem.: De (1.31) e (1.23) Segue, respectivamente que:

P(Cl/x)

A e 2.12
TCVEIL (2.12)

J(x) = [P(c,/x) - P(c,/x)] log I

Pe (x) = min [P(ci/x), P(cz/x)]. (2.13)

Como J(x) € simétrico em relacdo a P(cl/x) e P(c,/x),

pode ser escrito em termos de Pe(x). Considerando Pe(x)::P(cl/x)

entao 1 - Pe(x) = P(c,/x), assim:

L J(x)

_ _ _ 11 Pe (x)
J(x) = {Pe(x) [1 Pe(x)]}log[i—t—igT;j]
_ _ Pe (x)
= [Pe(x) -1+ Pe(x)] log LI_:_EETET]
_ T Pe (x) ~
= [2 Pe(x) -1] 1og[i—t—§ET;7] . F2.14)

Consideremos a func¢ao:



Mas:

f(x)

N =

(2x - 1) log CTEE)”HO intervalo 0 <x <

Vejamos se f(x) € uma funcdo convexa:

d £f(x)

1 X X N1
o~ = (x-1)'log 50+ (2x-1) [log ()]
= 2 log (lfx) + (2x - 1) [(X/l(x-/-lx_)xic')g _
= 2log (X)) + (2x - 1) (FLX) T
= 2log () + (2x - 1) E ‘(i/“lx_/g"‘)z]
= 2 log (1’_‘x) + (2x - 1) [(1_1)()2 i (1)-()()]
= 2 log (lfx) + (2x-1) [x(iax)]
_ 2x-1 Xy,
T X(1-x) | 2 log (lrx)
2x -1  2x-1 _ (2x-1)x+ (Zx-1)(1 -x) _
1-x x x(1-x) -
_ 2X? -X+2Xx-2x% -1+x _ 2x-1
- x(1-x) . x(1-x) °
odf(x) _2x-1 . 2x-1 : X
CEEE = S e 2log ()

Derivando novamente, teremos:

dzf(x)

_ (2x-1)'"(1-x) - (2x-1)(1-x)" .

dx?

(1-x)2

N (ZX-l)'.X-(ZX-{l)X' + 2 [10g(—5—)]'
x 2 ‘ 1-x

19
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. 2(1-x) - (Zx-1)(-1) +2x-—(2x-—l).l+2 [ (x/1 -x)'
(1-x)* x? (x/1-x)loge

2-2x+2x-1 2x - 2x +1 Z[x'(l-x)-x(l-x)' (1-x)]
2 M X

T T (1-x)? * X ¥ (1-x)°
1 1 l1-x+x

2 e 4 2 (- X+ X

(1-x)? * x? * ( x(l-x))
=—————-—-1 +—l-+ z

(1-x)*  x*  x(1-x)
Mas:

1,1, 2 _1l-2x 4 4 _1-2x ois-
1-x0° " xz " X(1-x Xz Tx*1x T ox)z * PO

1.x2 +1(1-x)2 + 2x(1-x)
x?(1-x)?

(1 -2x)(1-x)2 +4x(1-x)2 +4x2(1-x) - (1 - 2x)x>2

= ’

x?(1-x2)

X2 +1-2X + X2 +2X - 2x2
x?(1-x)?

12X +X2=2X + 4X2 - 2x3 + 4x - 8x2 + 4x® + 4x?2 —4x3;§(2+2x3
= b

x?(1-x)?
2x? +1-2x+2x-2x%2 1 -4x+9x2 - 6x® +4x - 9x2% + 6x3
x?(1-x)? x?(1-x)? ’
1 _ 1

x* (1-x)* 7 x* (1-x)°?

d’f(x) _ 1-2x . 4, 4 _1-2x

dx?2 x? X 1-x (1-x)*2
Temc d2 £ (x) '

emos que 9 > 0, para qualquer x. Conseqllentemen

te f(x) e (2.14) sao funcoes convexas. Para uma funcao convexa

- desse tipo, a desigualdade de Jensen € dada por:
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E{f(x)}>f{Ex)} , (2.15)

onde E denota o valor esperado.
Tomando o valor esperado em ambos os lados de (2.14),
com respeito a P(x) e usando (2.15), teremos a cota desejada, is

-

to e:

IO > (2Pe - 1) log (1) -
2.5 - Casos Particulares:
Consideremos P(cl) = P(cz) = %; assim:
H(C) =—%10g%-%10g%
= - log %
H(C) = log 2 - (2.16)

Aplicando (1.35), (1.36) e (2.16) teremos:

Em (2.1): J/2 > -2 [log p/2 + log2] =
= -2 [log‘p -log 2 + log 2]
= -21logp
. J >-41logp , (2.17)

que € a desigualdade de Hoeffiding e Wolfowitz.



Em (2.4):

Em (2.5):

=
| v

Em (2.6):

‘. R>

R>exp [-21log 2- J/2] =
=exp (log 2_2) .exp (-J/2)

=272 .exp (- J/2)

S

exp (- J/2).

R>3 [1-(J/2)/2] =

[\

(1-J/4]

NSRS Y P
oo |y

>/ 1-2R log (22 1-2R
1-/T1-2R

NV

. J>2/T-2K log [FXCL1=2R).

Em (2.7):

Em (2.8):

1-/1-2R
1
Pe > Eexp [-21og2- J/2] =

[exp (log 274y . exp (-J/2)]

[SSY =

[27% . exp (- J/2)]

|
o |

DN | et

[1/4 . exp (-J/2)]

. Pei%exp (-J/2) .~

[(1-0/2)/2] =

Pe >

ENE

-

J
[1-1]

22

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)



Em (2.9): Pe

Em (2.10): Pe

Em (2.11):

Teorema 2.6 -

Dem. :

23

> % - % Y 1-2exp[-21log2- J/2] =
- % - % /1-2 [exp (log2™%) . exp(-J/2)]
1 1 1 ‘
=5-3 //1-2.Z.exp (-J/2)
pe > 2 -1 /1 Lo ca/2) . (2.23)
- 2 2 2
s 1 _ /Il
-2 8
1/
) 16
1l vJ
= . r< .2
Pe > 5 -5 (2.24)
J ' Pe
52 (2Pe - 1) 1og (l-Pe)
. Pe
J > 2(2Pe - 1) 10 . 2.25
> 2(2 Pe )} log (l-Pe) ( )
(a) A cota dada.em (2.20) € mais proxima
do que a dada em (2.19).
(b) A cota dada em (2.20) & mais proxima

que a dada em (2.18).

(a) A equacao (2.19) pode ser escrita na forma:

_Ji

.J >

-4+ 8R

4(1 - 2R)

(2.26)
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Para provar que (2.20) & mais proxima do que (2.19), €

preciso mostrar que:

vos, 1isto

n-par.

2/1- 2R log (12 1-2Ry 5 41 2n).
1-/T-2R

Consideremos: x = (1-2R)1/2, 0<x<1.

Devemos entao provar que:

l+x
4 x2
2x log [l—x]-z X
1+x 4x2
log [l-x] z 2x
log [£%X] > 2x . ‘ (2.27)
l-x" —
Temoé que:
1+x by 1 2k-1
= 2 _ 7. 2 . (2.28
log Fl-x] kzl [(Zk-l)] X , para x2 <1 ( )

Como x>0, todos os termos em (2.28) sao nao negati-

é:

® 1 2k-1 1 1 1 _.n-1
2. —_. =2[= ZX3 4 XS 4 et

kil [(2k-l)] X 2[1x-+ 7 X+ SX + +Ibiﬂx +
Como x >0, segue que x,x3,...,xn-1, S40 numeros nao ne

gativos. Para k; 1, (2.28) reduz-se a (2.27), provando assim o

_resultado.
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(b) A equacao (2.18) pode ser escrita por:

4R >exp (-J/2)

log 4R3-J/2

J>-21log 4R . (2.28)

Para provar que (2.20) esta mais proxima do que (2.18),

devemos mostrar que:

2x log [12X] > -2 10g 2 (1-x2) , (2.29)

sendo x o mesmo definido anteriormente.

Consideremos agora em (2.29): x=2y -1, %_<_y_<_ 1. Deve-
mos entao mostrar que:
2(2y - 1) log [%13—2 log [8y(1-y)]- (2.30)

Expandindo e reéombinando.os termos de (2.30), obte-

mos:

(Zy - 1) log [——}_'—y] > - %log [8y(1-y)]

(2y - 1)[logy - log (1-y)] > - [log 8 + logy +log (1-y)]
2y logy -2y log (1-y) - logy + log (1-y) >

> - log 8 - logy - log (1-y)

2y logy - 2y log (1-y) - logy + log (1-y) + logy +

+ log (1-y) > - log8

2y logy - 2y log (1-y) + 2 log (1-y) > - log 8



2[-ylogy - (1-y)log (1-y)] <logs8

2H (y, 1-y) <log$8

H(y, 1-y) i% log 8

26

H(y, 1-y) < log 81/%

H(y, 1-y) <log2+log /2, (2.31)
onde H(y, 1-y) é a funcao entropia.

0 maximo de H(y, 1-y) ocorre quando y==% e € dado por
log 2, provando assim o resultado.

Teorema 2.7 - (a) A cota dada em (2.25) esta mais pré-

Dem.:

xima do que a dada em (2.23).

(b) A cota dada em (2.25) esta mais pro-

xima do que a dada em (2.24).

1 1 1 J
Pe - 5> - > //1-5 exp (- 5)

| 1 iy _Jy
_2(Pe-2)i/l 2.exp( 2)

1,2 1 J
-2 I . -2
[-2(Pe Zﬂ <1 > exp ( 2)

4P& - 4Pe +1 -1 < - % exp (- %)
4Pe (Pe -1) < —'% exp (- %)

-2.4.Pe (Pe-1) > exp (- 3)

L)

(a) (2.23) pode ser escrita na forma:

1o
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8Pe (1 -Pe) > exp (- %)

2 < log [8Pe(l - Pe)]

*. J>-21log [8Pe(l - Pe)]. (2.32)

Para mostrar que (2.25) esta mais proxima do que (2.23),
devemos mostrar que:

Pe
1-Pe

mente a equacao (2.30), provando assim o resultado.

2(2Pe - 1)1og‘(

) >- 21log [8Pe(l - Pe)]l, que & exata-

(b) A equacao (2.24) pode ser escrita na forma:

PeA>2-/7‘
- 4

4Pe > 2 - /T
4Pe - 2>-/J"
-4Pe + 25_»/:]"1
(2 - 4Pe)z <J
[2(1-2Pe)]? < J
. J > 4(1-2Pe)=. (2.33)

Para mostrar que (2.25) esta mais proxima do que (2.24),

€ necessario mostrar que:

log (2% > 2(1-2x) , para 0 < x <

Y

1

Considerando em (2.34): x = ,
‘ Z+1

—
I A
8]
I A
8
o
=
o+
W
@]



VOS.

resultado.

log

Para z >0,

log z = 2

Para z >1,

Para k=1,

k

z+1 z+1-2
1 ) >2 ( i1 )
z-1
ze1”
temos:
© z-1.2k+1
51 [zE—T][ ] .

1
>2 [1 _Z(E:T)]

28

(2.35)

(2.36)

todos os termos em (2.36) sdao nao negati -

(2.36) reduz-se a (2.35),

provando assim

(o)
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CAPITULO Il

GENERALIZACOES DE J-DIVERGENCIA E A PRO-

BABILIDADE DE ERRO

3.1 - Introducao

Neste capitulo, obtemos novas cotas inferiores em fun-
cdo das generalizacoes de J-divergéncia apresentadas no capitu-
lo I. Apresentamos também, algumas desigualdades envolvendo J-di

vergéncia, suas generalizacdes e o Coeficiente de Bhattacharyya.

3.2 - Generalizacles de J-Divergencia entre Duas Dis-

tribuicoes

Na éégéo 1.2 aprésentamos.diferentes generalizaéées de
J-divergéncia;.de Kullback. De maneira analoga a (1.28), dﬁreseg
tamos nesta séééo, as varias generaiizagSes de J-divergénéia en-
tre duas distribuigoes.

Definimos a seguinte medida:

B =Pt o irpeoa g(c/x)dx - 11,

B >0, 8#1 (3.1)

onde:

]

Ag(e/x) = Pey /)P Pley 0t P upic 18 ple,/x)P

(3.2)



e P(x) = P(cl) P(x/cl) + P(cz) P(x/cz).

Analogamente, definimos:

3,/ = (-1 log, (/PO A (c/x) dx}; (3.3)
8-1
e JS(C/X) - P ot peo Atesaxiett <1
(3.4)
Podemos ainda escrever, da seguinte forma:
JBe/xy = 2Byt (Ag(C/X) -1} ; (3.5)
-1 o
J,(C/X) = (a- 1) log,y (A (C/X)} ; (3.6)
B-1
JS(C/X): (2B-1_qy-1 (ragerx1e-tony (3.7)
onde:
Aa(C/X) = JP(x) A_(c/x) dx
= E [Aa(c/x] , (3.8)

sendo E o valor esperado com respeito a P(x).

Facilmente mostramos que:

(2) 1im J8c/x) = I c/0 JS(C/X)=‘JB(C/X) ,

B~>1

) 1im J8Cc/x) = 1im J(C/X) = J(C/X) , onde J(C/X)
R~>1 o1
é como dado em (1.30).

Baseados em J(x), dado em (2.12), fazemos as seguintes

generalizacgoes:

B-1 -1

3P 0 - QP oo e -1 (3.9)



J(c; x) = (o -1)7" 1og, A (c/x); (3.10)
8-1
e Py = P oo A et <. (3.11)

Facilmente, verificamos que:

(@) 1im J8(c; x) = J (c; x), 0% c; x) =3%Cc; x)
8>1 o o B

(b) 1im JP(c; x) =1im J (c; x) = J(x).
Bfl N

Podemos ainda definir:

J8c; X0 = 5 Px) J8(c; x) dx (3.12)
Ja(C; X) = f P(x) Ja(c; x)dx , (3.13)
e JS(C;X) - [ D(x) JS(c;x)dx . (3.14)

Neste caso, também e facilmente demonstrado que:

1im JB(Cc; X) = 1lim J(C; X) = J(C/X), onde J(C/X) & co-
g~>1 o1
mo dado em (1.30).

Observacao: I - (a) JBc/x) = JB(C; X)

(b) J_(C/X) £ (C; X) ;
8 Bec:
(c) JBerxy 4 Jbc; X

IT - Aplicando limite e considerando o =g,

obtemos:

B - 1Bcc- .
(a) JB(C/X) = JB(C, X)
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(b) 1im J (C/X) =1im Ja(C;X) =J(C/X) »
a1l & o1 ‘

IIT - De (3.4) e (3.14) podemos obter as se-

guintes desigualdades:

B
(a) JB(c/x)

{ v

JS(C; X) , para B < a,

B >1,; B < ac< 1.

B8
(b) Ja(C/X)

| A

JS(C; X), para a < B < 1;

B >a, B > 1.

De fato:

Por [4], temos que:

(z Pi aisz_Z Pi'az ; para 0 < vy < 1.
i i o o
(Z Piai)Y <z PiaI , para vy > 1
i i
.Portanto:
R-1 B-1

[ / P(x) Au(c/x)cb(]&tijifP(x) [Aa(c/x)]&ti'dx, para

-1 g-1

B-1 8-1

[ fP(x) Aa(c/x) dx ]O"1 - lsz(x) [AOL(C/X)]O"1 dx -1, pa-
ra B <a 4, 8> 1.

Multiplicando ambos os lados por (28_1 —1)_1, obtemos:



B-1

L[ rPe) A (e/x) dx jo-1 1 >

(i) 2®ton

B-1
> @f oo treeo 1ae/x)1% ! dx -1, para

g <a, B >1.

B-1

L rpeo Ay (e/x dx el <

(i) 2fton
8-1
< B onhreeo (A /01 dax -1, para

o < B < 1.

Continuando:

B-1 8-1
[FP(x) A (e/x) dx 1%L < /P00 (A (e/x)1%1dx, para

-1
a-1 21
g-1 g-1

e: [ JP(x) A (c/x) dx f&ji-l < [ P(x) [Au(c/x)]g;j:dx-l,

para 8 > o.

Multiplicando ambos os lados por (28—1— 1)_1, obtemos:
8-1
CEEP NN TS DR VS O IV NN CYZS R P LAt U
R-1
ceBlontreed g e/x1elax - 1, para

B >a, B >1.
B8-1
(iv) ot rreeo A (c/x) dx jemlog >

| 8-1
> P o rreo 1A (/019 hdx -1, para
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Por (i), (ii), (iii) e (iv), chegamos a seguinte con-

clusao:

-1

L rre) A (c/x) dx1%-1 -1

LA

B-1
281 _ 1y s px) (A (e/x)1%"ldx -1, para g < o«

-1

R EaeS A, (c/x) ax o=l J1 <

2f-1_1)

B-1
< @ oDt rreo 1A (/018 lax -1, para a<p<1;

B>a , B> 1.~

. Jg(C/X) > JS(C; X), para B <a, B>1; 8 <a < 1.

| A

. JE(C/X) JS(C; X), para o<B<l; B>a, B> 1.

3.3 - Desigualdade entre JS(C/X) e p(C/X).

Teorema 3.1 - JP(c/x) > (2f~1 -1yt

-1 -1

Crpce/x 2T pee )1 preyyt-2op-1 o1y,

o > 1, 3>1;0<a<l 0< B <1. (3.15)

2’

Dem.: Aplicando (3.2) em (3.4), obtemos:

30 = P - D NP e 0% (e, 0 MR e 0T

B-1
. p(cz/x)o‘) dx Jo-1 - 1}
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-1

= @ o nTh s @ee) PO/e)® (Pley) Plx/eptT s

B-1
+ (P(cq) P(x/cl)l‘a (P(c,) p(x/cz)a) dx 1971 - 13

(3.16)
P(cy) P(x/c,)
_ g-1 .4-1 1 17, a
= (2 1) {0/ Plc,) P(X/CZ)(P(CZ) P(x/cz))
g-1
P(c,) P(x/c,) e
2 27 o-1
* P(Cl) P(X/Cl) (P(Cl) P(X/Cl)) ) dx] -
1
P(cy) P(x/cqy) =
-1 -1 1 17.7. 20
= (2 - E
( 1) {[P(c,) 2((P(c2) B (x/c,)
1 g-1
P(c,) P(x/c,) = —
2 2732420041 .
+ P(cy) By ((P(cl) P(x/cl)) )] 1} (3.17)
Como w(x) = x* & convexa para o > 1 (x>0) e concava

para 0 < o < 1, aplicando a desigualdade de Jensen em (3.17), ob

temos:
1
P(c,) P(x/c,) X
8 B-1 -1 1 1.7, 20
3Berxy s 2 DR By Sy
Plcy) Plx/cy) 3, &1
CRe) G Gy ) YT
para o > 1, g > 1; 0 < ¢ < 5 0 < B<l.
1 1
P(x/c,)Plc,) 2P(x/c,)?
Beermxy > @B o ey (r— L a0

P(cz)l/2 P(x/cz)l/2

1 1
P(x/c,) P(c )2 P(x/c )2 B-1
1 2 ~ 2 dx)zu]o"1 -1} =

' P(Cl) . P(cl)l/2 P(x/cl)l/2

20

+
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P(c,)t/?

B-1 ,.-1
= (2 -1) {[P(c,) (f————
2 p(cz)l/z

P(cl)l/2 P(x/cl)l/2 P(x/cz) P(x/cz)“l/2 20

dx ) +

P(cz)l/2

P(Cl)l/Z

+ P(cy) (J—F—=
1 P(Cl)l/z

e ) /e P/ I E pisept/t o B2l

P(Cl)l/Z

/P(cy) Plcy)

-1 -1
= (2 DTGy s

- S/ P(x/e)) P(x/cz)'dx)zo‘ +

/Plc ) Plc, ) 1
1 2 20,901
+ Plcp) ( e [ V/P(x/c)) P(x/c,)dx)” 197 - 1}
[
I ! 0(C/X) 20 0 (C/X)) 20 1T _
- P DT R Gey) G pep @l et
| B-1
- DT e @t apep TPl Ly
-1

-1

3B s @B oot ?ee-l

8-1
ICR RS JER e R b

para a > 1, B > 1; 0 < a < %, 0 < B < 1.
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3.4 - Cota inferior de Pe em funcao de Ju(C;X)

Teorema 3.2 - JQ(C;X) > (a—l)'l

Lo 1-
log, [P& (1-Pe) ™% 4 pe " (1-Pe)?]
2 ’

(3.18)
para 0 < o < 1.
Dem.: De (3.2) e (3.10), obtemos:
J_(c3x) = (@-1)"" log, [P(c,/x)® Plc,/x)T ™% 4
+ Pl /0 Ple, /0%, (3.19)

como > 0 e o # 1.
Por (2.13), temos que:

Pe(x) = min {P(Cl/x), P(CZ/X)}.

Como J, (c;x) € simétrico em relacao a P(cl/x)e PKQ/XL
considerando P(cl/x) = Pe(x), entao P(cz/x)= 1 - Pe(x). Fazendo

essa substituicao em (3.19), teremos:
J,(c3x) = (oa-l)-l log, [Pe(x)u(l-Pe(xDI—u +
+ Pe ()T (1-Pex)* 1 . (3.20)
Consideremos a funcao:
l1-a

g(x) = (a-1) 7T log, [ x* (1-x)7% 4 (1) 70 7,

para 0 < x < %.
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Verifiquemos se g(x) € convexa:

dg(x) _ (yqy-l . Lx*-0""% a0 x* 1
dx K-+ q-0% x1-% 1og,, 2

mas:

d [ x% (1-x)1"% 4 (1-x)* x1-@

dx

]

t

[ x® (1-x)17% 70 4 [(1-0% xP7% g

a-1 1

(1) -0 4 Xa-0)a-0%t 1y .

= [a X

1

v la(1-x0% 1 1) x4 1-0® (1-0) x4 1y ]

a-1

- [a x (1-3)17% 0 (1-)x® (1-x)"%  +

o (o)™ (1-x)%]

- a(1-x)%71 x
= [oc(XOL—1 (l—x)l—u-xl—a(l—x)a_l)

+ (1-0) (x7% (1-x)% - x%(1-x)"")]

[ Xa(l—x)l_a + (1-x)% xl_u]
dx -

[a B

a[xa_l (1—x)1_a-xl—u (1—x)a"1] +

+ 1-a) [x7% (1-x)%-x%(1-x0"% 7 . (3.21)

Fazendo a substituigcao, obtemos:
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-+

d g(x) (a-1)"1 ¢ a[xa—l(l-x)l—a - 1_OL(l-x)OL"l]
dx [xa(l—x)l'a + (1-x)ax1'a]loge2

(1-a) [x *(1-x)% - x*(1-x)7%) }
[x*(1-x)1-% 4 (1-x)oxl-o) log, 2

L odg) | (a-n7h {u[x“'l(l-x)l‘“ o X111

dx loge 2 x*(1-x)1-a 4 (1-x)oxl-c

, Q=) X7 A-0® - x*a-x)™
x®(1-x) 1= & (1-x)%x1-0

Derivando novamente, teremos:

dzg(x) _ (a-1)"1 .

dx 2 logg 2

LG a0 - X %00%h + Gen 6 a0t a0
[XOC(l_X)l—OL + (1_X)OLX1"'O(.] 2

-{

(% (1017 0% 7 - -0 T @0

et a-0m - 0% - G 6t a0 - X101
[x%(1-x)1-a . (1-x)%1-072 ’

mas:
dle a0 - xl’“(l-x)“‘lj-+(1-a)(x‘“(l-x)a-x“(l-x)‘“] )
dx
- ale-Dx®% -0t Cga-ox* !t aao™
c alea)x™® (1.0 4 ate-DxITY (1-x0®7? .
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a-1

- a(l-a)x” (1-x)% - g (1-a)x 2 (l-x)a_l +

o-1 -a-1

- a(l-a)x (1-x)"% - a(l-a)x%* (1-x)

-2

1"(1,(1_)()& +

= —a(1-a)x%" % (1-3017% L g (1-a)x
- a(l-a)xa_l (1-x) "% - a(l-0)x ¢ (l—X)OL_1 +
s a(l-o)x % (1a0% g (1ea)x® (1-x)"% L

- (l-a)x™® (1-0% 1 s g 1-a)x® T (1-x) 7

= a(l-0) [_Xu—Z (l—x)l_a-xl—a(l—x)a_z +

- x%h il x (ol Dol oo,
- x%1-07 O a0 o iYL (3.22)
Portanto:
dzgix) S 211 02 .
0Ze [x%(1-x) 1% 4 (1-x)% x17%]

_ Xa—l (1_X)—a__x—a(1_x)a—l _ X-a-l (1_x)a _ Xa(l_x)—a-l

(1= 1% 4 (1-x)® x1-9%

4

.- X—a(l_x)a—l _ xa"l(l—x)'a]

[x -0l Q0% x1-

e a0l o a0l b ew) %0 - X 1)

[Xa(l—x)l'a + (1-x)0% xl'a]2

Considerando:
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o-2

[-x (1—x)1-a-x1_a (l-x)OL—Z«XOL_l (1-x)"% &4

1

Cx"% (1-x)*toxrerd g e ool

_ X-OL (l_x)a-l_xa-l

(1-x)7%] = A,
Ix® (1-x)17% 4 (1-x)® x1"%] = B,

o 71 a0t o™ 0% h ¢ gew) ¥ ae0® - @m0 14
[X(X(l_x)l-a + (1_X)CX Xl-OL]2

C.

Obtemos:

2
d7g(x) _ 1og2e. (oc-l)_1 {a(l1-®

dx 2

@[>

Temos que B , C sao positivos e A negativo.

Assim % € negativo.

Para que % continue negativo, precisamos ter o(1-2)> 0.
Assim:

al-¢) > 0> 1-a2>0 > -a>-1 > ac<1
Como a > 0 e a # 1, entao: 0 < a < 1.

g, g

Portanto, para 0 < o < 1, temos que >
dx

Conseqllentemente, g(x) e (3.21) sao funcoes convexas.

Para esse tipo de funcao, a desigualdade de Jensen € dada por:
E{fx)} > £f {lEx)} , (3.23)

onde E denota o valor esperado.
Tomando o valor esperado em ambos os lados de (3.20)

com respeito a P(x) e aplicando (3.23), obtemos:
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1-o

J,(C;X) > (a-1)"T log, [Pe* (1-Pe)'™® 4 Pe (1-Pe™) ],

0 < o < 1.

3.5 - Cota inferior de Pe em funcao de Jg(C;X)

Teorema 3.3 - JS(C;X) > (ZB'1 -1)_l {[Pea(l-Pe)l—a +
8-1
+ PelT% (1-Pe)*1%-1 _ 13 (3.24)

com a < B < 1 ou B > a > 1.

Dem.: De (3.2) e (3.11), obtemos:

Bes = @PHo DT (pe /0 et
B-1 .
P Py /T Pley®10 21y, (3.25)

coma > 0, g >0, o #1, B £ 1.

Sabemos que Jg(c;x) € simetrico em relacao a P(c,/x) e
P(cz/x), portanto considerando P(cl/x) = Pe(x), temos que

1-Pe(x) = P(Cz/x). Fazendo a substituicao em (3.25), obtemos:

3Bes = @Dl @-pe )t 4
8-1
a-1

¢ Pe()1™® (1-Pe (x))%] - 13- (3.26)

Seja h(x), a funcao dada por:
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B-1
ho) = 2P o™ -0l aox® xt® o=l gy,

para 0 < x < 1/2.
Verifiquemos agora se, h(x) € convexa.

Calculemos a primeira derivada de h:
e A DRER S =251 ST GRS R i
dx a-1

B-1

B-21 g
+ (1-x)¢ xl_Oc ]CL'1

[ x%(1-00 + (-0 xI® g0y,
Aplicando (3.21), obtemos:

dhia) o f ot @y [ eaaotte .

dx o-1

B-1_

+ (1-x)% xl"a 19-1

la T h -1 - x0Ty
+ (1-a) (7Y@= - x*(1-x)TH1])
Calculemos agora a derivada segunda de h:

2
d°h(x) _ (,B8-1 ,y-1 B-1, . B-1 _
STt @TTDT I (G- D

g-1

2 =—_2
[ xa(l-x)l_a + (1-x)% xl_a ]0‘"l

[ x*(1-)17% 4 (-0 1o g
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la (x* d(1-x)17% 2 0% o (1-0) (x” *1-x0" - x%1-x)™ 1+
+ [ xa(l—x)l_a + (1-x)° x1=® je-l

e (x* Lot D xl=% o)1y
+ (1) T (1-0" - x¥ (10711,

Aplicando (3.21) e (3.22), obtemos:

d%h (x) B-1

dx 2

-1

_ B-1y (-1
= @D C E -

a-1

o (x® o0t 0 %0 s dee) % 10® - x%1-0™)].

o & -0 - %10 4 (o) (c* 10% - X (1ox) "N ] +

B-1

B-1_4
[ x%1-01% q0® x170 -1

+

e (x*% a0t L ka0 & lano ™.

410 o 0% - X% 1-0 T L% 10 L aso ™ )

(2P-1_1)-1 (S—j—) {(S—}%- D [x(1-x01"% &

+
—_—
b
1
~
~—
o
~
p—i
[
Q
Q
i
[
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b (o) (X7%(1-30% - x%(1-%)"%)72% &+

] ] = -1
+ [ X (l—X) + (1—)() X ]:

2

[0 (1-0) (-x*"% (1-x) 1o o xlroq0e 2 C el

- - —a=1 — - - -
x % (1-x)¢ 1 xR (1-x)% o x®(1-x) 7 1-x OL(]_—x)o‘]'+

7 (-x) T4y

Consideremos:

L . B-1 _,
[x*(1-x)""% &+ (1-x0% xt7%jo-1 =D

o (x® 1 (1ot e qone-ly

s (1-a) (X% (1-)% - x%(1-x)"%) 1% = F

g-1
=1

[xa(l—x)l_a + (1-x)¢ xl_m]o“1 =

a-2

(-x (1-x)17% _ xl-o g xye-2 _ya-lg_yy-a

1

C x4 1o oxmeml g gye Loy gymeslo

- xTa- ool iy Cog.

Claramente vemos que:
D, F e G sao positivos enquanto que H € negativo.

Assim:

2 ,
d°hix) _ (g8l )=t @y (Bl 1y prya-w@}  (3.27)
dx?2 o-1 -1
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Analisemos agora (3.27):

Sabemos que a > 0 e a # 1.
Para que a(l-a) GH < 0 » a(l-a) >0 > 1-0 >0 > o < 1.

Portanto: o < 1.

Para que (Ell-l)DF <0 = B-1 1, mas «a-1 <0 > B8 > a.
a-1 - a-1 — -

Continuando, para a <@g < 1, temos que:
28—1 < 21—1 N 28—1 < 20 28—1 <1 - ,B8-1 _ 1<0 -
Pt onteo,
e B2 5 0.

a-1 —
Analogamente:

Para que a(l-a) GH > 0 » a(l-a) < 0 ~» -a<=-1 >0 >1;

maso> 0,0# 1 > a > 1.

-1 B-1 g-1
— - DF > 0 =-—-1>0 > 1 mas
Para que (Q—l 1)DF > 0 ~» 1 >0 - 1 > L
a>1, portanto: B > a -
Continuando, para § > a > 1, temos que:
#1002 tontso e Bl oo,

Conseqlientemente para o < 8 <1 e g8 > a > 1, temos

d%h (x) . )
que ———= > 0, donde concluimos que h(x) e convexa.

dx2
Portanto, h(x) e (3.26) sao fungoes convexas; podemos

entao aplicar a desigualdade de Jensen dada por:
E{f(x)} > £ {Ex)} ,

onde E denota o valor esperado. Tomando o valor esperado em am-



bos os lados de (3.26), obtemos:

sbeo x> @ o Tt e airey i
8-1
+ (1-Pe)® Pel_OL]O‘-1 -1},
a < B <1 > o > 1

47
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COMENTARIOS FINAIS

J-divergencia e o Coeficiente de Bhattacharyya, sao me
didas muito importantes na teoria da decisao, teoria da informa-
¢ao, analise de decomposigcao, reconhecimento de modelos, etc.

No inicio deste trabalho apresentamos novas generaliza
coes de J-divergencia, com o objetivo de obter uma melhor aproxi
macao, tanto inferior como superiormente, da probabilidade de
erro. Incentivados por este objetivo apresentamos algumas cotas
para a probabilidade de erro. Entretanto, ficamos ainda, com os

seguintes problemas em aberto:

(1) Determinar cotas superiores para a probabilidade
de erro, em funcao das generalizacoes de J-diver-

A : Brr.yy .-
gencia (JQ(C,X) e Ju(C,X),
(ii) Verificar a melhor aproximacao;

(1ii1) Extender os resultados obtidos para Ja(C/X) e

B .
3L

(iv) Determinar cotas inferiores e superiores para R

em funcao das generalizacoes de J-divergencia.
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