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RESUMO

Arimoto (1972) e Blahut (1972) apresentaramvo procedi-
mento iterativo para calcular a capacidade de um canal discreto
sem meméria. Arimoto (1972) também apresentbu os limites supe-
rior e inferior da capacidade do canél discreto sem memoria. Em
1975 e 1976, Arimoto novamente apresentou um brocedimento itera-
tivo para cdlculo da capacidade generalizada de ordem p, Cp, ten
do por base a entropia de ordem a(a = I%B)’ relacionando-a com
uma funcao importante do teorema de codificacgao (Giﬂager(lQ&D),
chamada "fungdo exponencial de codificaca3o aleatoria'.

0 objefivo principal deste trabalho € apresentar pela
primeira vez na literatura matematica, os limites superior e in-

ferior de capacidade generalizada de ordem p, C Estes sao apre

0
sentados no Capitulo 2. No Capitulo 1, apresentamos alguns con-
ceitos e resultados basicos para o desenvolvimento deste traba-

lho, e no final daremos alguns valores numéricos dos resultados

obtidos, para trés canais diferentes.
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ABSTRACT

iv

Arimoto (1972) and Blahut (1972) presented an iterative

procedure to calculate the capacity of a discrete memoryless
channel. Arimoto (1972) also presented upper and lower bounds
on the capacity of a discrete memoryless channel. In 1975 and
1976, Arimoto again presented an iterative procedure for

generalized capacity of order p, C using entropy of order

p’

ala = TlB) and related it to the important function of coding
+

theorem (Gallarger (1965)), called "randon coding exponent

function.

‘The main aim of this work is to present for the first

time in the mathematic literature, the upper and lower bounds on

the generalized capacity of order p, Cp. This we have done in

Chapter II. In Chapter I, we presented some basic concepts and

results in order to develop this work. At the end, we give some

numerical values of all the results obtained for three different

channels.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O problema fundamental da Teoria de Informacdo € quan-
tificar o conteudo informacional de uma mensagem. Esta mensagem
€ propagada através do canal de comunicacdo, sendo a capacidade
do canal conhecida como o maximo de informagcdo mutua entre as en
tradas e saidas que pode ser transmitida através dele, onde o ma
ximo & tomado sobre todas as distribuicoes de probabilidade de
entrada. |

Em 1948, Shannon apresentou o seguinte teorema: "Dado
um canal ruidoso, com capacidade C, € possivel transmitir mensa-
gens sobre este e ainda decodifica-las com uma probabilidade de
erro arbitrariamente pequena, desde que a taxa, ou velocidade de
transmissao, seja menor que C e que as mensagens possam ser codi
ficadas em blocos de comprimento N.

Entretanto se a taxa de transmissao exceder C, a probabilidade
de erro tende a 1 quando N tende ao infinito"

A seguir, apresentamos alguns conceitos e resultados

basicos para o desenvolvimento do nosso trabalho.

1.1 - Informacao Matua

Definicao 1.1.1

Seja X = {1,2,...,n} uma variavel aleatdria discreta,

com distribuicao de probabilidade p = (pl,pz,...,pn) onde p per-

qua



‘tence ao conjunto P™ de vetores probabiiidade p = {p eIpriz_O;

n
Py =1} e Y ={1,2,...,m} uma varidvel aleatdria discre-
i=1

ta, com distribuigcao de probabilidade q = (ql,qz,...,qm); q € p™,

A informacdo mitua entre X e Y € definida por:
I(X/Y) = H(X) - H(X/Y) (1.1)

onde H(X) € a entropia de Shannon e H(X/Y) € a entropia condicio

nal de X dado Y, dadas respectivamente por:

n
H(X) = - ¢ pilogpi
i=1
n m

e HX/Y) =- ¢ I p(i,j)logp(i/j)

' i=1.j=1

Podemos escrever

-0 (/i)
I(X/Y) = 5 £ p;p(j/i)log BRILLS (1.2)
i=1 j=1 93
n
onde Q. = I p., p(/1) , j =1,2,...,m
) i=1 7

Esta informacdo mutua satisfaz as seguintes propriedades:

(referencia Ash (1965))

(1) I(X/Y) > 0 (nao negativa) (1.3)
(ii) I(X/Y) = I(Y/X) (simetrica) (1.4
(iii) I(X/Y) é uma funcio concava sobre PU (1.5)

Obs.: Consideramos os logaritmos. na base 2.



1.2 - Canal Discreto Sem Memoria

Definicao 1.2.1

Um canal discreto sem memoria com alfabeto de entrada
X ={1,2,...,n} e alfabeto de saida Y = {1,2,...,m}, com distri
buigcao de entrada (pl,pz,...,pn) e distribuicdo de saida
(ql,qz,...,qm) € caracterizado pela matriz nxm
p(l/1) p(2/1) ... p(m/l)‘1
p(1/2) p(2/2) ... p(m/2)

(pG/DY = | L o (1.6)

p(1/n) p(2/n) ... p(m/n)

o
-

onde p(j/i), i = 1,2,...,n ; j =1,2,...,m representa a probabi

lidade condicional de receber Y = j enquanto X = i € transmiti-
m
da; com ® p(j/i) =1 ; 1 =1,2,...,n

J

A matriz {p(j/i)} € chamada matriz-canal

Definicao 1.2.2 - (Capacidade do Canal)

A capacidade C de um canal discreto sem memoria & de-
finida como o valor maximo de I(X/Y), onde a maximizacao € toma-
da sobre o conjunto de todas as distribuicoes de probabilidade

de entrada p ¢ P", isto &,

C = max I(X/Y) (1.7)
n
pelP
O teorema a seguir & demonstrado, e.g. em _ Gallager

(1968), p. 87-88.



Teorema 1.2.3

Um conjunto de condigcdes necessaria e suficiente para
um vetor probabilidade de entrada p==(p1,p2,...,pn) atingir a ca

pacidade C de um canal discreto sem memoria € que:

= C Sepi>0 Vl’i

IX=1/Y) (1.8)

1]
=
-
(3]
-
-
=]

< C se p; = 0 -Vi, i

I}
—
-
8]
-
-
=

onde I(X=1/Y) € a informacdo transmitida pelo canal, para entra

da X = i a partir da saida Y, dada por:

v (/1)
£ p(j/i) log (—E3) ) (1.9)
P PG3/K)

IX=1i/Y) =
j=1

N ™3

k=1

para todo 1 = 1,2,...,n ‘&?

Agora € apresentada a definicao de probabilidade de er

ro, cujos limites superior e inferior sao apresentados a seguir.

Sejam:

XN o conjunto de todas as seqlléncias de entrada, de comprimento

N, que podem ser transmitidas, isto €,

X' = {x = (xlxz...xN) tal que x, e¢X para t = 1,2,...N; X fini-

t
to}

Y o conjunto de todas as seqlléncias de saida de comprimento N
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N

‘que pode ser recebida, isto €, Y = {y = (ylyz.,...yN) tal que

Yt € Y para t =1,2,...,N ; Y finito}

Definicao 1.2.4 - Probabilidade de Erro

A probabilidade de erro de decodificacdo para um certo
codigo B, com M palavras codigo de comprimento N, denotado por

P € definida por:

p (1.10)

onde Pem € a probabilidade de erro de decodificacdo, quando a

seqliéncia X € transmitida.

Quando x = (xlx2 ce xN)e:XN € transmitida, a probabi
lidade de receber a seqgliencia y = (YIYZ“"' yN) € YN & determina-
da por:

’ N
ply/x) = tzl P(ye/ X¢) (1.11)

Em 1965 Gallager apresentou uma demonstracao simples do teore

ma de codificacao de Shannon e obteve novo limite superior de

probabilidade de erro de decodificagao P,.

log M

Este limite para taxa R = ——%-—, onde M € o nUmero de palavras

codigo de comprimento N, de um certo codigo B € dado por:

P, < exp [-N {- eR + max Eo(p,p)}] (1.12)
P

para 0 g p <1

Arimoto “ (1973) apresentou um limite inferior da seguinte for-

ma:



Pe > 1 -exp[-N {-pR + min Eo(p,p)}] (1.13)
- P
para -1 <p <0
onde
m n 1 l+p
E,(o,p) =-logl 2 {1z p, PG/DI*PY ) (1.14)
j=1 i=1

sendo P = {p(j/i)} wuma matriz probabilidade de transicao que ca
racteriza um canal discreto sem memoria e p umé distribuicao de
probabilidade do alfabeto de entrada X = {1,2,...,n}. A maximi-
zacdo e minimizacdo de E (p,p) em (1.12) e (1.13) e tomada sobre
o conjunto de todas as distribuicoes de probabilidade de entrada.
Ainda em 1973, Omura estendeu 6 limite inferior da probabilidade
de erro P, para R > C com -= <p < 0.

Foi observado por Gallager (1968) que o problema da ma
ximizacao da funcao exponencial de codificagao aleatoéria Eo(p,p),
€ quase idéntico ao da obtengéo da capacidade. Mas, por outro 1la
do, Arimoto (1975), relaciona a fungao exponencial de codifica -~
cao aleatoria Eo(p,p) com a capacidade de ordem p, definindo a
informacdo mutua em termos da entropia de ordem o (Renyi (1961)),

1

onde o = o5 € em (1976) ele apresentou um método iterativo pa

ra computa-la.

A entropia de ordem a, a qual me referi € apresentada

a seguir.

1.3 - Entropia de Ordem o

Renyi (1961, propos uma generalizacao da entropia H(X),

proposté por Shc.nnon, denominada entropia de ordem o, que para



'uma distribuicao de probabilidade (pl,pz,...,pn)e:Pn de uma varia

vel aleatoria discreta X = {1,2,...,n} € definida por:

H X = % log { 3 p%)
o 1-a . Py
1=1
ou
. Do
1=1
o > 0 o £ 1
sendo que lim Ha(X) = H(X) (1.16)
a1

A entropia condicional de ordem a de X dado Y € entao definida co
mo: (Arimoto (1975))
1

m n 2
: o O _ O e, :y10
H, (X/Y) = T log [ 2 {2 pyp (G/1)}7] (1.17)
j=1 1=1
onde o > 0 R o # 1
Com esta definicao
lim Hu(X/Y) = H(X/Y) (1.18)
o1
e
Ha(X/Y) < Ha(X) (1.19)

com igualdade se e somente se X e Y sao independentes.

Definicao 1.3.1 - Informagao de.ordem. .o transmitida pe

lo canal.

A informacao de ordem.a scbre X transmitida pelo canal

a partir de Y € dada por:



Ia(X/Y) = Ha(X) - Ha(X/Y)
noon L
oGz P} p% (/i
= o J=1 1= ' :
= 1.a log { = —1 ] (1.20)
{z pjla
i=1
onde o >0 ;3 o #1
sendo lim Ia(X/Y) = I(X/Y) (1.21)

a1

1.3.2 - Capacidade de Ordem o __de Um Canal Discreto Sem

Memoria

A capacidade de ordem a de um canal discreto sem memo-
ria é definida como sendo o maximo de Ia(X/Y), tomado sobre todas
as distribuicoes de probabilidade de entrada p = Qﬁ}pZ’”"pn) epﬁ,
isto €,

C = max I (X/Y) (1.22)
a pe o

Devemos observar que Ia(X/Y) pode ser escrito como:

» S 0ya
Ia(X/Y) = —— log [ £ { p; p(3/1)7}7] (1.23)
-a j=1 i=1 1t
C1>O ’ a#l
Y ’
onde pi ='—H—i—— R i=1,2,...,n
. pi
k=



- O '
Logo, Ia(X/Y) = 1.5 E (e, p")
d
onde ) 1
Eolw, P') = -log [ £ { £ p} p(i/1)*1%) (1.24)
j=1 i=1
com p' = (pi,pé,---,pﬁ) ¢ P um vetor probabilidade de entrada.

A funcgao Eo(a, p') € equivalente a funcao E,(p,p), como

1 1
dada em (1.14) com g = 1+9 , E —<— Q4 < « e portanto
' 1 1- 1.25)
- Ia(X/Y) =3 Eo(p, p) , o0 = _ag ’ a>0 (

Vale entao os seguintes resultados (Arimoto (1975)).

Lema 1.3.3
1) C = max_ -2 E (a, p) (1.26)
a p ¢ ph l-ao 07

onde Eo(a, p) & equivalente a E (o, p) com a conven-

cio p = =% |

2) C, ¢ uma funcao continua de o em [l, ),

3) lim Ca = C (1.27)
a1 '

4) Ca € uma funcdao nao decrescente de ‘o crescente.

O teorema a seguir, apresenta uma relacdao entre a proba

bilidade de erro e a capacidade de ordem a.

" 'Teorema 1.3.4 (Arimoto (1975; 1976))

1) Existe pelo menos um codigo de comprimen.o N, tal

pre
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‘que a probabilidade de erro de decodificacao € limitada superior-
mente por:

P, < exp [N (2L (C_-R)}]

(1.28)

para % <a <1

2) Para qualquer c6digo de comprimento N a probabilida-oba
de de erro de decodificacao € limitada inferiormente por:

P, > 1 - exp [N {22 (C - R}

(1.29)

l] < g < o J&

O resultado acima portanto, reduz os limites superior e sup

inferior da probabilidade de erro P de (1.12) e (1.13) respecti-
vamente para (1.28) e (1.29).

Em (1976), Arimoto apresentou um algoritmo iterativo pa

ra calcular o maximo de Eo(p, p), visto em (1.14), definindo a ca
pacidade de ordem p, C

como O maximo duplo da fungao
conforme dado a seguir (ver (1.44)).

G,(p, 93,

1.4 - Maximizacao da funcao exponencial E (o, D)

para
Canal Discreto Sem Memoria.

A funcido Gp(p, ¢) € definida por:

A m n ..
G,(p, 8) = - = log [ -t p; p(G/i) (2EA)y-P
P j=1 i=1 Pj

(1.30)
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onde P = (pl,pz,...,pn) e P e o pertence ao conjunto de matrizes

transicao probabilidade nxm, tal que

nxm

o = {e(./.) tal que ¢(i/j) >0 ; ¢(i/j) =1}

1

H.M o]

i
(1.31)
A matriz ¢ ™ & geralmente chamada "dummy backward channel'.
Para p = 0 em (1.30), € verificado facilmente que:
noT {0(i/j)}

G (p, ®) = lim G,(p, ¢) = £ I p. p(j/i)log ——=td
° ’ p=>0 ° j=1 i=1 1 pl

(1.32)

O procedimento iterativo para calcular a capacidade. ge
neralizada de ordem p, a qual ja nos referimos, tem por -base o se

guinte teorema.

Teorema 1.4.1 ( Arimoto (1976))

a) Para algum p ¢ (-1, «) fixado e algum p € p" fixado,

G,(p, ®) € maximizado por:

1
- p; P(i/i)tTP
o(1/j) = 1 (1.33)
n =
I pp p(/r)*P
k=1
e entao
1 m.on Tip Lo
G,(p) =max G,(p,e) =--logl  { L p; pG/)7" "} ]
® P j=1 i=1

(1.34)

e,
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b) Para algum p e (-1, «) fixado, e algum ¢ e o™™ fixa-
do
G,(p, @) e maximizado por:
g -p '%
{2 p(i/i) o(i/j3) 7}
p, = —1=2 , (1.35)
n m -
to{z p(i/K) e(k/j)7°}
k=1 j=1
Entao
" om -1
G (¢) =max G (p,®) =1log [ £ { £ p(G/i) oG/ "} "1 Q.36)
P Y 3 _ .
P i=1 j=1
Observacao: Jé?
E conveniente observar no entanto, que para p= 0
_ P; p(j/1)
I py PG/K)
k=1
e (1.35) torna-se
m
exp [ £ p(j/i)loge(i/j)]
p; = — )=l (1.38)
T exp [ £ p(j/i) logo(k/j)]
k=1 j=1

Como conseqliéencia direta de (1.33) e (1.34) observamos

que

Eo(p, p) = p max G_(p, ¢) (1.39)
s P /
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" Também por (1.32) e (1.33)

I(XfY) = 1lim max G_(p,¢) (1.40)
p»o ¢ P

Vale entao os seguintes resultados

Corolario 1.4.2

max Eo(p,p) p[max max Gy (p,¢)] (1.41)
P p ¢

para 0<p<oo

p [max max Go (p,9)] (1.42)

min E_(p,p)
P P

para -1 < p < 0

Sendo a maximizacao e minimizacao de Eo(p,p) tomada sobre o con-

junto de todas as distribuicoes de probabilidade de entrada.

C = 1im [max max_ﬁplp,¢)] s (1.43)
p>0 p ¢ '

onde C € a capacidade do canal discreto sem meméria.

Em vista destas relacoes, a capacidade generalizada de

ordem p, denotada por Co, pode ser escrita em maximo duplo como:

Cp = max max Gp(p,¢). (1.44)
p ° A

ou seja, por (1.34),
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1
1 m n 1+p 1+p
Cpo=max Gpo(p) =max {-Zlog[ Lz { I p. p(i/i) } 1}
p . . 1
P P j=1 1i=1
Como vemos (1.45)
C = lim C, (1.46)
p>0
e ainda
(1) max E (e, p) = oC, (1.475
P
para 0 <P <o
(11) min E (e, p) = oC, (1.48)
P

para -1 < P < 0

.0 lema seguinte da condigles necessariase suficientes para

um canal discreto sem memdria atingir a capacidade generalizada.

Lema 1.4.2 - Jelinek (1968% Guerra (1980))

Um conjunto de condig¢Ges necessarias e suficientes para

p° e P" maximizar Gp(p) = max G, (p,2) € que

n 1 1

- L10g ) pG/DTP r p pG/TPIc,  (1.a9)
J= 1

[ -

- L1ogl T pG/DTTP (3 pS pG/DMPIPT < ¢y asD)

se p? = 0 447&

>

A seguir € apresentado um procedimento iterativo para calcular a

capacidade de ordem p (Arimoto (1976))
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1.5 - Procedimento Iterativo e Convergéncia

O procedimento iterativo € composto dos seguintes pas-

SOSs:

(i) Escolha um vetor probabilidade arbitrario p1 e p!

E conveniente na pratica, tomar uma distribuicdo uni-

1 = % para todo i = 1,2,...,n.

forme de probabiiidade p
As seguintes etapas sao iterativas para t = 1,2,...

(11) Para algum pe (-1, «) maximize Gp(pt, @t) com res

peito a ¢ ¢ anm’ fixado pt. 0 valor de & que maximiza Gp e dado
por
1
_— pE p(j/i)l+P
®"(i/j) = 1 (1.51)
n =
I py p(i/K)I*P
k=1

(iii) Para algum p ¢ (-1, «) maximize Gp(p, ¢) em rela
cao a pt 3 Pn, para todo i = 1,2,...,n , fixando ot

Este vetor probabilidade; denotado por pt+1, e dado por:

n e
) (2 pG/D) {e(i/3)17°1 °
t+ 1=
p. = (1.52)
1 n m A
t [T p(i/k) {o(k/jH17P) P
k=1 j=1

Em vista do teorema (1.4.1) observa-se que este proces
so de calculo consiste de maximizacdes sucessivas com respeito a
P € P e & ¢ o™X,

Com base nestas maximizagoes sucessivas, Arimoto (1976),

obteve 0s seguintes resultados:
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Lema 1.5.1

1 .1 2 1 2
Gp(p,<1>)_<_Gp(p,<I>)§Gp(p,<I>

t+1 t+l t+l

. .
, ¢°) iGp@ » 7)< . 2 Gy
(1.53)

< Gp(p

Convém esclarecer que a convergéncia de iteracdes para O processo
de calculo de Cp segue da desigualdade provada no seguinte teore

ma ( Arimoto (1976)).

Teorema 1.5.2

Seja pO e P" um dos vetores probabilidade de entrada
que maximiza Gp(p)

'Entdo para algum o e (-1, =),

t+1 t P t t
Cp - Gp(p ’ ® ) - m [CD - GD(P ’ ¢ )] )
t
5 9 pi+1 (1.54
=0 Pt o)

P4 | (4?

Garantida a monotonicidade do procedimento iterativo pe

lo teorema 1.5.2, Arimoto mostrou que:

Teorema 1.5.3

A seqliéncia {Gp(pt+l, 2%} ou {Gp(pt, @t)}

‘definida por (1.51) e (1.52) converge monotonicamente de baixo

para Cj. ¢§;¢
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CAPITULO 2

LIMITES SUPERIOR”E INFERIOR DA CAPACIDADE'GENERALIZADA

Arimoto (1972) apresentou os limites superior e infe-
rior da capacidade do canal discreto sem mem6ria,_os quais foram
melhores que os obtidos anteriormente por Helgert (1967). Neste
capitulo sdo apresentados, pela primeira vez na literatura, os 1i
mites superior e inferior da capacidade generalizada, Cp. No fi-
nal deste capitulo apresentamos alguns valores numéricos “para
. trés canais diferentes, dos teoremas principais deste trabalho e,
também para C,, para cada p. Nas conclusdes finais, daremos possi
vels aplicacoes dos limites obtidos.

A seguir os cinco teoremas. Os trés primeiros dao 11

mites inferiores e os dois ultimos dao limites superiores da

capacidade generalizada, C,.

Teorema 2.1

1 1 P
1 1 ' 1+p 1 1+p0
Co>logn- s1og [P+ A-HM L @-n™1** 2.
para -1 < P < =
sendo A definido como

m

A= T p(i/ij) (2.2)
j=1

onde, ij denota um inteiro. arbitrariamente escolhido entre 1 e

n, correspondentemente a cada j.
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Seja € um n? arbitrario, tal que 0 < ¢ < 1 e defini -

1 )
pl =H ’ 1= 1’2’ IRel
1 - ¢ se 1 = 1
®(i/j) =
€
1 se 1 #£ 1
i=1,2,...,n j:

- Agora, por (1.44) e (1.30) temos:

m n <.
N Coe(izi) ¢2G/j), -0
C, 2 Go(p,@) =~ 3 1og[j£1 151 p; p(3/1) | by })
-1 < p < o
m n ’
=-2loglz 1 pG/i) (e(i/3).n17")
P j=1 i=1
m n ’
=-2loglt =t £p(/i) {6(i/5)17%.n7"
P j=1 i=1
i 1 m ,p(j/ij) =D
= logllf-5~10g [jil —-7r———{@(1j/3)} +
m n P
eoxor RUM 440750377

1=1 1#41.
j 1;41J
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= 1ogr1-«%1og[% (1 - e)? . (1“%)(5§T)-p]

Entao

Co > logn- $log [().(1-)"+ -2 GED ™

(2.3)
Maximizando o lado direito de (2.3) em relacao a
0 < e <1, obtemos
1
€ A 1/1+p
p] + 1
(n-4) (n-1)
De fato, seja
- 1 A -p Ay _E y-p
F(e) = logn- Slog [()(1-€) 7 + Q-G 7]
Como
. 1 Ap(l-e)p'l (n-'A)-(n--l)Q.pzzp'1
’ n { 2P - 2P }
3F(e) _ 1 [ (1-¢) € ]1=0
d€ - 0 B

1 {Asp-+(n-A)(n-l)p.(l—s)p}
n P P
e (1-¢)

‘Simplificando, chegamos a

ref*l L o)y (-1 (1-e)°*1 2 o



Portanto £ =
[ A ]l/1+p

(n-A) (n-1)°

+1

ou _ 1
[(n-p) (n-1)P]1*°

™
1
P

1
AP (- - PP

Substituindo € em (2.3) temos:

Cp>1ogn-%log[ & .
- p.1/1+p
n(l - l[(n-A)(n-l) ] . )P
2P+ [(n-p) (n-1) PP
1 1
p.1+p - 1+p

[ (n-1) (n- 1)"11*p

1 1
= logn - 1 10g [A(Al+p + [(I_l_é—A) (n-l)p]1+p)p .
1 1
(n—A) (n'l)p([(n-/.\) (n—l) D]l+p + A1+p)p]
p

nl(n-4) (n-1) °71*°P

1
= logn- glog [y (0% (o *P 4 [(m-w) (-1}

+ |

1 P 1 ' 1
- -0 I L [mem) (-1 PR Py

%

20
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1 11 1
- logn- 1 log [ WM + (0-0) -1 1 G ((0-0) -1
1 1
p,1+p 1+p
- logn - %log [(%).(Ahp + [(n-2) (n-1)"] ) ]
Portanto
1 1 0
Co >logn- =log [T 4 - Hi+? (n-l)l*p}p
Teorema 2.2
1 1
n m n 1
Coslog [z {3z pG/D)T™P (1 pG/o)T*™P) 01 (2.4)
- i=1  j=1 i=1
-1 < p < =
Prova
Por (1.36) e (1.30), temos
Gp i Gp(@) = maxn Gp(p, (1))
peP
isto &
n m o1
Co>log [ Z { I p(i/i) [e(i/3)]1° 7} 7] (2.5)
i=1 =1 :
Fazendo pP: = 1 i=1,2 n em
i n Ll IR
1
o p. p(G/i)1*P
o(i/j) = T

temos



e
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1
5 (i/j) = —RG/DT

1 (2.6)
p(i/k)L*P

-
nmMg
=

Substituindo este valor de ¢(i/j) de (2.6) em (2.5) te-

mos:
1
n m ., . 140 1
Co>log [ & {3 p(j/i)—RU/d) )P} D]
= 1
1=1 J=1 n l+p
T p(j/k)
k=1
Entao
1 1
n m n 1
Co>10g [ 2 {3 pG/M 1z p/nt*P1P1 o)
i=1 j=1 i=1
0 que prova O teorema. 445
~
Teorema 2.3
| n 1
Cp > 1;p10g11--%10g [ 2 {z p(/ittPile (2.7)
j=1 i=1
-1 < p < =
Prova Por (1.30) temos:
1 - é(i/j) -p
Co 2-5logl Z I p;p(j/i) { P
j=1 i=1 Pj
-1 < p < w
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1
P e
entao, como ¢ (i/j) p(j/i) T temos
n . 1+p0
£ ,p(i/k)
k=1
1

m n .,a 14D

Co> - Ttoglz 21 pG/iy (—RU/L) .1} P
—_ o] - n. 1
j=1"1=1 n T+0
r plji/k)
k=1
1 ' 1
m n . o Tep, P Teep
Co 2 -gloglz * —p(G/1) PG/ (2 pG/K)7")7]
- J—l i=1 n+* k=1
1 p  ©oon 110 i iip o
= - slogl—;5 ¢ g p(j/1i) { r pr({/k) 1]
P nt*tP =1 i=1 k=1
| 1+p 1 n no I}rp 1+p
= logn- = log [ £ {2 p({G/1) } J
o Y j=1 i=1

0 que prova o teorema. \4;>

Teorema 2.4

1
n _ !
log m - 1+p1og{max (z ,p(j/i)l+p)}; -1<pP<0
P i j=1
Cp < )
1+p . n r e g 1%p .
log m - log {min ( £ p(j/1) J}; o > 0
P i j=1
Prova
n 1
Seja.r{ = 3 p? p(j/iyitP
0 so1 1
Considere
' m m
SN CS O LALN S S N eSO hals
j=1 j=1 )



e e

onde

nes

i=1

n
z

1=1

(o] (0] (o]
P =‘(pi) pza"

.,pg) e P

(]
Pji

1

1

p(j/i) Pyley
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p? p(i/i)1*P1M*P para 0 < 1+p < 1

n

Gallager (1968))

é'a distribuicdo .

de probabilidade que atinge a éapacidade de ordem p, isto €

m
log [m I % (r?)1+p]
j=1 %
1
m n »
<log tm ¢z z pSpG/DYIII L L1<p <o
j=1 i=1
1.1+p, ® B o T%“ 1+p
= log [m.("""(z £ p; p(j/i) 9y+*P,
j=1 i=1 %
1
m o .- . 1+p
= -plogm + (1l#p) log [ & I Dp: p(j/1i) ]
j=1 i=1
m . 11
< -plogm+ (1+p) log [max ( £ p(j/i)~*")1, -1<p<o0.
i j=1
Pois
n m 1 m 1
: pY £ pG/DNTP <max (z opG/ TP
i=1 j=1 i j=1
1
agora, para p < 0 -5 > 0 e temos
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m
1+p]}i logm - 1+p log {max ( £ P(j/i)
1 P i =1

1
r?) 1+p

)

m
z

J

Portanto

1

m
C < logm-**10g {max ( 3 "P(j/i)1*P))
p - e i j=1

-1 < p <0 (por (2.2))

Similarmente, usando o fato que

" L n 1
 p(j/1)
=1

(o]
Pj

min ( £ P(j/i)1*®)
it i

i j=1

N~
fv

i

Obtemos

1
m
C,<logm- l%B log {min ( 2 PG/1)TP)Y, o > 0

1 J=1 j

Teorema 2.5

1

.. 1+p n .
P(j/1) (z P@G/K
1 k=1

1
L+oyey,

no~ms

C <10g11-3l10g{maxl
p — P i

-1 < P < 0

Prova

Segue imediato do Lema 1.4.2 tomando

1 .
P; =3 ‘i=1,2,...,n
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CONCLUSOES

Arimoto (1975) escreveu o teorema fundamental da teo-
ria da informacao (teorema de codificacdo aleatéria), provado
por Gallager (1965) e seu contrario por Arimoto (1973), em fun-
cao da capacidade generalizada, Cp (Teorema 1.3.4). Em outras pa-
lavras, a conhecida funcao exponencial de codificacdo aleatodria
E,(p,p) foi escrita por Arimoto t1975) em termos da  informacao

mitua generalizada de ordem p (em funcdo da entropia de ordem a,
_ 1
1+Q)' .
Quanto a este trabalho, servem os dois motivos:

1. Generalizar os limites superior e inferior, obtidos
por Arimoto (1972) para os canais discretos sem me-
moria.

2. Uma vez obﬁidos os limites, por conhecimento somen-
te da matriz do canal, podemos saber através do teo
rema 1.3.4, os limites superior e inferior da proba
bilidade de erro.

Estes limites obtidos podem ser usados posteriormente
para limitar outras funcoes importantes da teoria da informacao,
tals como: '"Reliability - Rate Functions', "Exponent Functions for
Constrained Channels', '"Source Code Reliability Rate Functions",
"Omura's Exponent Functions etc., (Arimoto (1976))

Pelos trés exemplos particulares de matrizes de canais
consideradas no anexo, verificamos que em determinados exemplos
alguns teoremas fornecem melhor aproximacao do que outros.

Fica, em aberto, como estudo posterior, verificar e provar teori
camente, as possiveis comparagdes entre os limites obtidos. E

também, em aberto, os resultados correspondentes para ¢>0 no teorema 2.5.



EXEMPLOS NUMLRICOS

Matriz Canal -{ 0.7

0.3 0.
.1 0.2
0.05 0.45
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p Cp Teorema 2.2 Teorema 2.3 Teorema 2.4 Teorema 2.5 Pistribuicao Maximiza
0.9 0.4391 0.4383 0.4368 1.0132 ° 0.6933 (0.253, 0.431, 0.3106)
0.8 0.3663 0.3657 0.3653 0.9424 0.4433 (0.360, 0.271, 0.363)
0.7 0.3186 0.3101 0.3074 0.8602 0.4378 (0.470, 0.107, 0.423)
0.6 0.2857 0.2645 0.2605 0.7755 0.3915 (0.526, 0.002, 0.472)
0.5 0.2575 0.2272 0.2234 0.6960 . 0.3383 (0.516, 0.000, 0.484)
0.4 0.2325 0.1974 0.1940 0.6253 0.2904 (0.510, 0.000, 0.490)
0.3 0.2107 0.17}4 0.1706 0.5640 0.2506 (0.506, 0.000, 0.494)
0.2 0.1918 0.1540 0.1518 0.5118 0.2183 (0.504, 0.000, 0.496)
0.1 0.1756 0.1383 0.1365- 0.4666 0.1921 (0.503, 0.000, 0.497)
0.0 0.1616 0.1252 0.1236 0.4287 0.1708 (0.502, 0.000, 0.498)
Q.l - 0.1495 0.1143 0.1132 0.3950 (0.501, 0.000, 0.499)
0.2 0.1389 0.1051 0.1041 0.3662 (0.501, 0.000, 0.499)
0;3 0.1296 0.0972 0.0944 0.3411 (0.500, 0.000, 0.500)
0.4 0.1214 0.0904 0.0897 '0.3190 (0.500, 0.000, 0.500)
0.5 0.1141 0.0844 0.0839 0.299S (0.500, 0.000, 0.500)
0.6 0.1076 0.0791 0.0787 0.2822 (0.500, 0.000, 0.500)
0.7 0.1018 0.0745 0.0741 '0.2666 (0.500, 0.000, 0.500)
0.8 0.0965 0.0704 0.0701 0.2527 (0.500, 0.000, 0.500)
0.9 0.v917 0.0667 0.0664 0.2400 (0.500, 0.000, 0.500)
1.0 0.0874 0.0634 0.0631 0.2286 (0.500, 0.000, 0.500)
2.0 0.0592 0.0422 0.0421 0.1638 (0.499, 0.002, 0.499)
3.0 0.0466 0.0316 0.0315 0.1280 (0.498, 0.004, 0.498)
4.0 0.0356  0.0252 0.0252 0.1048 (0.496, 0.003, 6.490)
5.0 0.0296 0.0210 -0.0210 0.0887 (0.493, 0.014, 0.493)
6.0 0.0252 0.0180 0.0180 0.0769 (0.48Y, 0.022, 0.489)
7.0 0.0219 0.0157 0.0157 0.0678 (0.484, 0.032, 0.484)
8.0 0,0192 0,0140 0.0140 0.0607 (0.478, 0.043, 0.478)
9.0 0.0171 0.0126 0.0126 0.0549 D (0.469, 0.062, 0.469)
10.0 0.0152 0.0114 0.0114 0.0501 (0.459, 0.082, 0.459)
Observacdo 1 - Arimoto (1972) e Helgert (1967) tambem obtiveram os valores numéricos usando

este canal ﬁara o caso particular ¢ = 0.

-

Observacio 2 - O limite superior obtido por Helgert (1967) e 0,55 bits para P =

so caso temos 0,4287 bits no teorema 2.4. LEnquanto no teorema 2.5 € ainda
€ exatamente o obtido por Arimoto (1972); 0,1708 bits.

lhor, e

0, mss em nos

me-
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172 1/3 1/6

Matriz Canal - 1/3 1/2 1/6

1/3 1/6 172
0 Co. Tecorema 2.2 Teorema 2.3 Teorema 2.4 Teorema 2.5 Distribuigdo Maximiza
0.9 0.4766 0.4766 0.4766 0.4766 0.5006 (0.328, 0.333, 0.339)
0.8 0.3809 0.3805. 0.3797 0.3809 0.5173 '(0.284, 0.340, 0.376)
0.7 0.3112 0.3088 0.3064 0.3112 0.4982 {0.230, 0.357, 0.413)
0.6 0.2603 0.2547 0.2517 0.2603 0.4423 (0.180, 0.381, 0.439)
0.5 0.2224 0.2140 0.2111 0.2224 0.3795 (0.158, 0,405, 0.457)
0.4 0.1934 0.1831 0.1807 0.1934 0.3230 (0.310S5, 0.425, 0.470)
0.3 0.1708 0.1592 0.1573 0.1708 0.2762 (0.d79, 0.443, 0.478)
q.Z 0.1527 0.1405 0.1390 0-.1527 0.2383 (0.059, 0.456, 0.485)
0.1 0.1380 0.1255 0.1243 0.1380 0.2079 (0.045, 0.466, 0.489)
0.0 0.1257 0.1133 0.1123 0.1257 0.1832 (0.936, 0.473, 0.491)
D:l 0.1154 0.1032 0.1025 0.1155 (0.030, 0.477, 0.493)
0.2 0.1065 0.0947 0.0941 0.1068 (0.027, 0.479, 0.494)
0.3 0.0989 0.0875 0.0870 0.0992 (0.025, 0.481, 0.494)
0.4 0.0923 0.0813 0.0809 0.0927 (0.024, 0.481, 0.495)
d.S 0.0865 0.0759 - 0.0755 0.0870 (0.024, 0.481, 0.495)
).6 0.0814 0.0711 0.0708 0.0819 (0.0z5, 0.480, 0.495)
).7 0.0768 0.0669 0.0667 '0.0773 (0.026, 0.479, 0.495)
).8 0.0727 0.0632 0.0630 0.0733 (9.027, 0.478, 0.495)
.9 0.0690 0.0600- 0.0597 0.0696 (0.028, 0.477, 0.495)
1.0 0.0656 0.0569 0.0567 0.0663 "(0.030, 0.476, 0.494)
:.0 0.0440 . 0.0379 . 0.0378 0.0449 - {(0.054, 0.455, 0.491)
3.0 0.0328 0.0283 - 0.0233 0..0339 (0.087, 0.426, 0.427?
1.0 0.0260 0.0227 0.0226 0.0272 (0.129, 0.389, 0.482)
3.0 0.0213 0.0189 0.0189 0.0228 (0.177, 0.350, 0.473)
5.0 0.0180 0.0162 0.0162 0.019S (0.213, 0.330, 0.457)

'.0 0.0156 0.0141 0.0141 0.0171 (0.235, 0.323, 0.442) °

1.0 0.0137 0.0126 0.0126 0.0152 (0.253, 0.321, 0.426)
).0 0.0122 0.0113 0.0113 0.0137 (0.268, 0.321, 0.411)
1.0 0.0109 0.0103 0.0103 0.0125 (0.283, 0.323, 0.394)




Matriz Canal -

p Co Teorcma 2.2  Teorema 2.3 Teorema 2.4 Teorema 2.5 Distribui¢io Maximiza
-0.9 0.8718 0.8717 0.8709 1.4282 1.0141 (0.277, 0.308, 0.355)
-0.8 0.8119 0.8111 0.8087 1.3575 0.9739 (0.252, 0.370, 0.572)
-0.7 0.7600 0.7557 0.7497 1.2752 0.9614 (0.200, 0.390, 0.304)
-0.6 0.7218 0.7084 0.6976 1.1908 0.9509 (0.128, 0.422, 0.450)
-0.5 0.6972 0.6676 0.6523 1.1110 0,9323 (0.045, 0.450, 0.505),
-0.4 0.6833 0.6317 0.6130 1.0403 0.9056 (0.000, 0.466, 0.534)
-0.3 0.6713 0.5998 0.5789 0.9791 0.8736 (0.000, 0.470, 0.530)
l\o.z 0.6599 0.5713 0.5/83 0.9266 0.8390 (0.000, 0.474, 0.520)
=0.1 0.6490 0.5456 0.5233 0.8817 0.8039 (0.000, 0.477, 0.523)
0.0 0.6385 0.5226 © 0.5013 0.8430 0.7679 (0.000, 0.480, 0.520)
0.1 0.6282 0.5017 0.4804 0.8100 (0.000, 0.483, 0.517)
0.2 0.6182 0.4828 0.4623 0.7813 (0.000, 0.485, 0.515)
0.3 0.6084 0.4656 0.4462 0.7561 (0.000, 0.488, 0.512)
0.4 0.5986 0.4499 0.4315 0.7341 (0.000, 0.490, 0.510)
0.5 0.5891 0.4354 0.4182 0.7146 (0.000, 0.492, 0.508)
0.6 0.5796 0.4222 0.4060 0.6972 (0.000, 0.494, 0.500)
0.7 0.5702 0.4099 0.3947 0.6817 (0.000, 0.495, 0.505)
0.8 0.5608 0.3985 0.3843 0.6677 (0.000, 0.497, 0.503)"
0.9 0.5516 0.3878 0.3746 0.6551 (0.000, 0.499, 0.501)
1.0 0.5424 0.3778 0.3655 0.6437 (0.000, 0.500, 0.500)
2.0 0.4555 0.3034 . 0.2972 0.5694 (0.000, 0.515, 0.487)
3.0 0.3801 0.2543 0.2511 0.5313 (0.000, 0.525, 0.475)
4.0 0.3187 0.2180 0.2162 0.5083 (0.000, 0.541, 0.459)
5.0 0.2706 0.1895 0.1885 0.4928 (0.000, 0.561, 0.439)
6.0 0.2335 0.1666 0.1661 0.4817 {(0.000, 0.585, 0.415)

7.0 0.2048 0.1479 0.1476 0.4734 (0.000, 0.011, 0.389)

8.0 0.1824 0.1325 0.1323 0.4670 {0.000, 0.637, 0.303)

9.0 0.1644 0.1196 0.1195 0.4618 (0.001, 0.059, 0.540)
10.0 0.1497 0.1088 0.1087 0.4575 {(0.001, 0.078, 0.321)
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