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RESUMO

 Este trabalho tem por' objetivo fazer uma apre-
 sentag§o e anadlise pratica de um método de aproximacao
uniforme por polindmios usando a teoria de Programagéo
Linear. : ' - B | |

0 Método apresentado & comparado com outros e

testado em virios problemas da Teoria de Aproximagao.

]



ABSTRACT

" our objective in this thesis is to present and

" analysis 2 method using Linear ?rograming for uniformly -

approximating a function by polynomials.

The method-which we present is compared with

_others and tested in séveral problems in Approximation.

 Theory.
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INTRODUCADO

Este trabalho tem por objetivo fazer uma apresen
tacio e uma analise pratica do método de aproximagdo uniforme

usando a teoria de Programacao Linear.

Pretende-se comparar este método com outros e

testa-lo em varios problemas da Teoria de Aproximagao.

No livro de KRABS [1] ha uma exposig¢do tedrica
deste método de aproximagao uniforme, mas nenhum exemplo prati
co. Sentimos entao a necessidade de um estudo sobre a viabili-

dade pratica do metodo.

O método consiste de, tendo o problema de apro-
ximacao dado por ' ;

e -8 (x)]], 3 ]lf(x) - p (x) |, . ¥vp_ e v,

onde V e o subespag¢o linear dos polindmios de grau sn, ou seja,
encontrar um polinomio pn(x) de grau n que aproxime a funcao
f(x) no sentido da norma do maximo, transforma-lo num Problema

de Programac¢ao Linear (PPL) da seguinte forma

Min ¢
s. a ||f(x) «pn(x)llm;?_(S , ¥ x ¢ [a,b]
isto e:
Min &
n+1 . .
s-a Ty x5 £
J=1
n+1 -
5o-x.t3T 4 8 2 ~f(t), ¥ te [a,b],
j=1 | o

onde xj sao os coeficientes do polindmio a determinar.



A seguir faz-se uma discretizacgao deste proble-

ma obtendo entdo um PPL com n? finito de restrigdes.

Para resolvé-lo € utilizado o Algoritmo Simplex

descrito no Capitulo II.

O Capitulo I consiste de uma introducao a Pro-

gramacao Linear e de alguns teoremas a esse respeito.

No Capitulo II apresentamos uma versao simpli-
ficada do Algoritmo Simplex e Algoritmo Simplex Revisado.E
usado, nesta‘dissertacéo, um programa que resolve uh PPL pelo
Algoritmo Simplex, o qual entrara como subrotina no programa

principal descrito no apéndice.

0 Método de Aproximagao Uniforme de Funcgdes via
_Programac¢ao Linear e exposto no Capitulo III. Fazemos uma a-
nalise sobre a caracterizacao, existéncia, unicidade e deter-

minacao da solucao e damos um exemplo de aplicacao do método.

No Gltimo Capitulo sao feitas algumas compara-
¢oes com outros metodos em termos do erro de aproximacgao.Ali
também & testada a viabilidade pratica do metodo em varios

problemas.

O programa principal para o computador gue u-
tilizamos neste trabalho estd no apéndice, onde mostramos de

modo acessivel como aplica-lo.



capirTruLoO I

Neste Capituio daremos as nogoes e OS teore-
mas basicos da Programacao Linear. O objetivo & .expor a fun-
damentagao tedrica da resolugao de um PPL visando a sua uti-
lizacao na resolucgao do pbeiéma que sera apresentado no

Capitulo IIT.

As demonstracoes destes teoremas nao serao in-
cluldas neste trabalho, ja que nada terliamos a acrescentar as

mesmas.

1.1 - DEFINICOES BASICAS

Um PPL pode ser sempre reduzido a forma

Ax = b | (1.1)

x 2z 0 | (1.2)
0(x) = ¢¥x =—==> Min (1.3)

O conjunto de equagdes e inequacdes (1.1) e (1.2)

é denominado conjunto de restricdoes do problema e (1.3) € a

fungao objetivo.

0 conjunto M de pontos que satisfazem o sistema

de restrigoes (1.1) e (1.2) chama-se conjunto de solugdes via-

veis.

A solucao viavel x* que minimiza a funcdo obje-

tivo Q(x) é denominada solucao Stima do PPL.

A & uma matriz real m x h, be c 'sao vetores fixos
m n., . - -
pertencentes a R e R, respectivamente, x € um vetor qualquer
n
pertencente a R .



1.1.1 - Definicao

Sejam X1 rXgr eeer¥y vetores do R e SEY ""'Ck numeros
reais. X
X =L C/X,,
=1 i .
& uma cambinagao linear convexa dé x; sec,z 0 (i=1,2,...,k) e se I c; = 1.
S i=l

Se c, > 0, para i=1,2,...,k, trata-se de uma cambinacao
linear convexa legitima.

1.1.2 - Definicdo

Um conjunto de pontos M chama-se convexo, se toda cambi-
nagao linear convexa de qualquer par de pontos X; € x, de M também perten-
cer a M. '

1.1.3 - Definicao
Un ponto X, de um conjunto convexo M, dencmina-se vértice

(ou ponto extremo) de M, quando ele nio pode ser obtido como cambinacao
linear convexa legitima de nenhum par de pontos distintos de M.

1.1.4 - Definigdo

Seja A uma matriz m x n tal que posto (A)v = m. Un conjun-
to de m vetores coluna aj da matriz A linearmente independentes denomina-
se base associada a matriz A. Evidentemente, dentro de certo rigor mate-
matico, nao tem sentido falarmos em base de matriz, pois esta nao consti-
tui um espago vetorial. Trata-se, no entanto, de uma imprecisdo usual na
terminologia da programacao matemitica.

1.1.5 - Definicao

Definimos um politopo ou, mais precisamente, politopo
convexo © conjunto .de pontos '

n n <y
{ xeR / j=—2']. aijxj £ bi},

para i={1,2,.. .',m}, onde aij sao elementos da matriz A e _bi sao elementos

do vetor coluna b.

. Um politopo convexo limitado denomina-se poliedro convexo.




Os vetores aj que formam a base denomingméée vetores
base da matriz A e o conjunto de seus Indices & o conjunto de indices
base da matriz A. Seja o PPL formado por (1.1), (1.2) e (1.3),

As m componentes de x correspondentes aos vetores base denominam-se va-
riaveis basicas (VB) do PPL. As demais
veis nao basicas (VNB) do PPL.

n-m componentes sao as varia-

Anulando as n - m varidveis nao basicas, obtemos um
sistema compativel e determinado, constituido de m equagoes e m incog-

nitas. Resolvendo este sistema de equagces, isto &, determinando o va-.
lor das VB, obtemos uma solucao basica.

Uma solugao basica onde as VB sao nao negativas denomi-
na-se solugao basica vidvel. Enquanto a solugao basica obedece somente

s restricdeg (1.1), a solucdo bisica vidvel obedece ds restricoes
(1.1) e (1.2).

Uma solugao basica viavel onde existe ao menos uma VB
nula denomina-se solucac bisica degenerada.

A solugao basica viavel que minimiza Q(x) recebe o name
de solugao Otima.

EXEMPLO:
( Min Xy + 2x2
Seja o PPL s.a
. <
Xy +x, £ 4
4 .
| ,
| 4xl+x2 zZ 2, xl}O e
Solugdo grafica “2 Xy%2 0

jg?fg 'qup;{m

.‘ {" ““Qh\\\\x

x1“‘"2"2 e +Xiy=4
M € o conjunto das solugdes viaveis.
Q(x)=x1+2x2 €é a funcao objetivo a ser minimizada.
X + X, $ 4 e 4x1 + X, 2 2 sao as restricdes do PPL,
x* & a solucao otima..



Observacao:

1) 0 conjunto M formado pela intersecao
de semi-espagos fechados da forma

n
<
-E aijxj < bi’ vield({l,2,...,m}
=1
xj‘E‘O , ¥ 3 e {1,2,...,n},

é fechado, pois a intersegao de uma familia qualquer (finita

. n - .
ou infinita) de subconjuntos fechados do espago R e um sub-

conjuﬁtb fechado de R".

2) Denominamos conjunto compacto um con-
junto fechado e limitado. Este conjunto goza de propriedades
especiais, pois toda funcao real e continua, definida num

conjunto compacto nao vazio, possui mdximo e minimo nesse
conjunto.

_ Como todo PPL é fechado, podemos garantir
que o PPL cujo conjunto de solugoes viéveis € limitado(nao

vazio) possui solugao otima.

3) Sendo M o conjunto de solugbes vidveis

~de um PPL, podemos, resumir os casos possiveis da seguinte

maneira:

3.1) M = ¢ ; o PPL nao tem solugao viavel
logo nao possui solucao Otima.

3.2) M # ¢ e limitado; o PPL possui solu
¢ao 6tima que pode ser Unica ou nao.

3.3) M # g e nao limitado? dois casos

podem ocorrer:
3.3.1) Q(x) possui o6timo sobre M. Neste ca-

so, o PPL possui solugao Otima que pode ser Gnica ou nao.

3.3.2) O(X) nao pOSSlli otimo sobre M, o que
significa que Q(x) pode crescer (ou decrescer) ilimitadamente.
Neste caso, o PPL nao possui solugao Otima.



ils.2

EXEMPLO:

conjunto convexo, fechado e

ilimitado e & um politopo.

conjunto fechado e limitado,

convexo € & um poliedro.

conjunto aberto, ilimitado e

convexo.

conjuhto aberto, limitado e

nao convexo.



Através do Teorema 1  veremos gue O conjun-
to de solugdes viaveis do PPL € convexo.

Teorema 1

O conjunto M das solucdes viaveis de um PPL e con-

vexo.

Demonstracao: [2].

Citaremos dois dos resultados mais importantes

para conjuntos convexos.

O primeiro resultado garante que, no caso de mini-
mizagio de uma funcao convexa({da qual a funcdo linear & caso
particular) em um conjunto convexo, todo minimo local é& tam-
bém minimo global. Este resultado, bastante importante pelo fa-
to de 6timos locais serem mais faceis de determinar do que oti-
mos globais, nio sera na verdade por nés utilizado. O algoritmo
desenvolvido nb Capitulo II permiﬁe constatar diretamente que o
otimo obtido & global.

O segundo resultado garante gue o minimo de uma
funcdo concava(da qual a fungao linear € caso particular) em
um conjunto convexo, quando existe, & atingido pelo menos num
ponto extremo do conjunto. Este resultado e fundamental, pois,
na busca da solugdo Otima, basta, entdao, nos restringirmos aos
pontos extremos(oﬁ vértices) do conjunto.

vVamos, agora, estabelecer a equivaléncia entre

solucao basica viavel e vértice.

Teorema 2

x & vértice do conjunto M de solugbes viaveis de

um PPL se e somente se, x for solugao basica viavel.



Demonstracao: [2].

Este teorema associa ao conceito geométrico de
vértice o conceito algébrico de solucao basica viavel.

Veremos pelo Teorema 3 que 0s vérti-
ces existem em nGmero finito. Isto & importante, pois nos aju-
dara a garantir que o processo de otimizacdo que utilizaremos e
que consiste em gerar solucoes basicas viaveis(vértices) é fi-
nito.

. Teorema 3

Existe um numero finito de solucgdes basicas via-
vels associadas a um PPL, isto &, o conjunto M de solucdes

viaveis de um PPL tem um nimero finito de vértices.

'Demonstracéo: [2].
Corolario 1

Se o conjunto M for nao vazio, existird ao menos
um veértice de M.

Teorema 4

Seja M o conjunto de solu¢des vidveis de um PPL,
definido por Ax = b e x 2 0. Todo ponto x &M pode ser eéscrito
como combinagao linear convexa x = tx' + (1-t)x, 0 < t £ 1,

onde x' & vertice de M e X ¢ M.

Demonstragao: [2].

O teorema seguinte garante que a solucao 6tima

pode ser procurada entre os vertices do politopo.

Teorema 5

Seja um PPL cujo conjunto M de solugdes viaveis

¢ definido por Ax = b e x. 2 0 e seja Q(x) a fungao objetivo que



i : . [ S S

tem um minimo em M. Entado este minimo sera atingido ao menos
em um vertice de M.

Demonstracao: ([2].

O  teorema 6 € O corolario 2 se referem
aos problemas que apresentam mais de uma solugao Otima.

Téorema 6

Cada combinagao linear convexa de solucgdes 6ti-—

mas do PPL & por sua vez também solugio &tima.
Corolario 2

Se um PPL possulr mais de uma solugao Otima, pos-
suira uma infinidade de solugdes Otimas.

Assim, vimos que o conjunto de solugdes viaveis
do PPL é um conjunto convexo e que, Se o PPL admitir
solugao Otima, esta sera atingida para, aoc menos, um vértice
do conjunto de solugoes viaveis deste PPL. Além disso, mos-

tramos que um vértice equivale a uma solucdo basica viavel.

10



CAPITULDO I I

Neste capitulo visamos mostrar uma versao sim-
lificada do Algoritmo Simplex, que & exposta em [2], bem como
do Algoritmo Simplex Revisado exposta em {5], Paremos uma des-
crigao dos varios passos sequidos e ao final deste capitulo,

sera mostrado o fluxograma do Algoritmo Simplex.

Ressalvamos aqui que, no entanto, qualquer ver-
sao do Algoritmo Simplex pode ser utilizada para resolver o
problema de aproximacgao uniforme de funcoes, de vez que sO

necessitamos resolver um PPL.

2.1 - DEFINIGOES

2.1.1 -Definigao

Pivoteamento sao as operagoes realizadas pa-

ra transformar uma coluna num vetor unitario.

2.1.2 - Definigao

Variaveis de folga sao aguelas acrescentadas

. , LI} . ~
a uma desiqualdade do tipo £ para conseguirmos uma equagao
de igualdade equivalente, a fim de reduzir um PPL a forma-

padrao.
2.1.3 - pDefinigao

Variaveis artificiais sao aquelas introduzi-
W

) - i} . ) . . ]
das nas restricoes de igualdade e desigualdades do tipo 2
Obs.: Nas restricoes de desiqualdades-do tipo ! > k

sao introduzidas variaveis de folga e artificiais.



2.1.4 -Dpefinicao

Dizemos gque o modelo de um PPIL encontra-se

na forma-padrao guando ele & formulado da seguinte maneira:

r

n
; a,.x. = b, onde b, = 0 (i=1,2,...,m)
4=1 1377 i i
4 %520 (§=1,2,...,n)
n .
cocLx, = Q(x) =--+ Min
Lj):l 313 2

2.1.5 -~ pefinicao
Seja uma matriz do tipo
| BV R! b | ‘ (2.1)

Efetuamos a sequir uma série de operagoes
elementares sobre as linhas desta matriz, visando a obter a
matriz identidade no lugar de B. Teremos, entao:

1 !B 'R BT | (2.2)

[4

(2.2) e chamada a forma canonica de (2.1).
Ax b
0

7N

Um PPL

v

ch ——=> Min (2.3)

Q(x)

i

com variaveis de folga Rpe1r toor X em? pode ser representado

pelo seguinte quadro.

x1 . X see X ' Xn+1°"xn+r”'xn+m b

a11 a1S . a1n 1 0 0] bl

ar1 ars . arn 0 o 1 . 0 br (2.4)
am1 Ang .. ahh 0 . 0 . 1 ] bm

oy g . c, 0 0 0 | Q(x)
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2.% - ALGORITMO SIMPLEX

O Algoritmo Simplex segue o0 seguinte esquema:

A partir de uma solugdo basica viavel .inicial ---> encontram solugdes

-~ = s -
pdsicas vidveis cada vez melhores -~-~> ate chegar a solucao 6tima.
!

i

Estamos interessados numa solucdo basica viavel.

Precisamos, portanto, impor condig¢dés adicionais, quais sejam?

a)as n variavels arbitradas s3o as VNB, sendo-lhes

atribufdo o valor zero;

b) as m varidveis restantes, determinadas com au—

- . N o ~ ! . , .
x1lio do sistema Ax=b, saoc as VB. As VNB devem ser escolhidas de
maneira a termos VB nao negativasj;

c) os vetores coluna ay a88001ados as VB devem ser

L.I., de modo a constitulrem uma base associada a matrlz A.

De acordo com os teoremas desenvolvidos no capitulo

I, e facil verificar que, cumpridas as condigdes a), b) e c), ge-

raremos sempre uma solucdo bésica vidvel. O Simplex consiste,

portanto, em um conjunto de regras, de forma que sejam respeita-

das as condic¢oes mencionadas, mais a quarta regra:

d) as solugdes basicas viayeis sao geradas no sen-

tido de otimizar a fungdo objetivo.

Vejamos, agora, em diversos passos, como gerar uma

. - . - . - . . . - ,
solucao basica viavel inicial, e como melhora-la.

PaSso 1 - Solucdao Basica Viavel TInicial x'

[N “

Seja o PPL redu21do a forma padrao e representado

P R

pelo quadro(2 4). Con51deramos VNB as prlmeiras n variaveis, atri-

buindo-lhes o valor zero. O sistema de equacdes pode, entdo, ser

resolvido diretamente, pois ja se encontra na forma escalonada. Temos

VNB —--> x' =x' ‘o= =X' _=...=x'_=0

VB ---> “x'_.=b X' = '

=b . e X =b
n+r r' ’ n+m “m*

E facil verificar que a solugdo x', respeitando as

condigdes a), b) e c), constitui realmente uma solucao basica via-

vel,

ou seja, um vertice do conjunto viavel M.
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. Passo 2 - E possivell achar uma solugao melhor? Em caso
afirmativo, escolha nova VB.
Uma vez obtida a solucao basica viavel x', o proximo
passo sera gerar uma nova soluc¢do basica viavel melhor que x'

Ora, uma nova solug¢do implica necessariamente em ao
menos uma nova VB bem como na transformacao de uma VB em VNB. Isto
¢, procuramos atribuir um valor positivo a uma das variaveis x1,...;
X de forma a anular uma das variaveis Xn+]' cee Xn+m' Evidente-
mente, esta transformacdo alterara o valor da funcdo objetivo. Veja-
mos o que acontece, observando a funcao objetivo representada no

quadro (2.4) . Temos para a solugdo. basica viavel inicial x':

- 1 — ] 1 ] 1
Q(x )—c1x 1t eee *CgX g t +-- *COX nt Ox nett e +
1
+0X n+m °
Como x'1=x'2: e =x'n=0, temos Q(x')=0

Suponhaqos, agora, uma nova solugao basica vidvel x,
tal que Xg seja a nova VB, mantendo todas as demais VNB, isto e,
xizx'i=0 para i=1, ... , s-1, s+1, ... ,n. Olhando a expressao
usada para calcular Q(x'), vemos que, para a nova solucio basica
viavel x, temos Q(x):csxs. Resulta, entao, Q(x)—Q(x'):ch .

Esta analise permite-nos estabelecer uma regra para a
escolha da nova VB. Como queremos minimizar Q(x), devemos escolher
Xg tal que cS<O . Neste caso, a fungao objetivo diminuira a quanti-
dade csxs. Caso exista mais de um coeficiente negativo na fungéo
objetivo, parece logico escolher Xg tal que

Cy= min {c,}.
i/ci$0

Nao ex1st1ndo coeflclente negatlvo, isto’e, c. >0 para

'--.,!J’

todo ”i, torna-se 1mpos51vel dlmlnulr' o valor da funcao<ﬁnethL
Logo, Q(x') representa o minimo de Q(X), ou seja, x' é solucdo otima do PPL.

Seja cizo para todo 1. Suponhamos que exista ao menos

uma VNB X tal que cg=0. Entao, fazendo X VB, isto é, atribuindo-lhe
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um valor nao negativo, geramos uma nova solugao viavel x, onde
Q(x)=Q(x'). Temos, portanto, mais de uma solugao otima, o que,

segundo o corolario. 2 ,  significa que possuimos uma infinidade
de solucgdes Otimas.

Passo 3 - Atribuicao de valor a nova VB.Determina-
cao da nova VNB.

Seja a nova solugao basica viavel x, onde tornamos

X, nova VB, mantendo as demais VNB xiﬁx'.=0 para i=1, ... ,s-1,s+%,
., h. A alteracao no valor das demals VB é determinada aLraves

de operacoes elementares por linha observando o quadro (g 4)

do xSZO, temos:

Fazen--

xn+i=bi—a' X . ¥ i € k, onde k={1,2,

is®s ee. , M},

A fim de chegarmos\a nova solugao basica viavel, temos
de respeitar as condigdes de ndo negatividade. Logo:

by-a, X3 0, ¥ ie k.

Dois casos- sao possiveis::

1)

iIA

a. o ,
is

¥ i€ k.

Neste caso as condigdes de ndo negatividade serio
respeitadas para qualquer valor nao negativo de K- Fazendo X ten-
der a infinito, temos Q(x) tendendo a menos infinito, pois, de acordo com o pas-
so 2, vimos que cg< 0. Isto significa que Q(x) nao tem minimo finito, isto &,

a determinagao da solugao otima do PPL é impossivel.

2) Existe ao menos um dos a; 0.

N S . : 9 -
Seja k -{1 / i e k, a; > 0}.

Como  para a;_ S0 a condigdo de nao negatividade
para x_ . € automaticamente respeitada, basta considerar:

o +
_ >
bi aisxs=0 para i e k , | |
- by ' L
Isto é: Xg Se—ten para 1 e k
- a,
is

Por outro lado, precisamos anular alguma variavel

X ot tornando-a VNB, o que sera conseguido fazendo X =b, /a para

'
algum i ¢ k . Como temos que considerar as condicdes de nao negatl—

vidade, fazemos-
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r
X, = = min._ (b,/a. ).
S tek™ L 1s

Com 1isso garantimos, por um lado as condi-

¢oes de ndo negatividade e por outro uma nova VNB x

n+xr

Basta, agora, verificar se & possivel substituir o

nep! due sai da base (xn+r torna-se VNB), pelo vetor ag, que

entra na base (xg é a nova VB). Isto é possivel (ver [2], teor. 1.7,
pag. 36), pois temos

m
s=i§1aisan+i.

vetor a

a

Como a_q > 0, podemos fazer a substituicio. %x;re—
cebe a denominagao de PIVO, a r-ésima linha é a linha PIVO, ‘en-

quanto a s-ésima coluna é denominada coluna PIVO,
Passo 4 - Pivoteamento; reducdo & forma candnica.

Analisando o raciocinio feito nos Passos 2 e 3, ve-
rificamos que houve notavel simplificacdo devido a forma especial

em que o PPL se encontra. Em particular temos:

1) Sado nulos os coeficientes das VB na funcao objetivo.
Este fato permitiu a verificacio imediata da alteracao no valor da
funcao objetivo pela introducdo da nova VB Xg (Passo 2). A alteracao
das demais VB Xos1r =+ 1 Xq,.q DNAO se reflet;a sobre Q(x) pelo

fato de serem nulos os coeficientes destas VB na fungdo objetivo.

2) A base deve estar na forma canonica, ou seja, deve
ser igual a uma matriz identidade.

Observando o quadro (2.4), verificamos que a base
referente a solucdo basica viavel X é uma matriz identidade. Esta
forma especial permitiu verificar diretamente como a introducao de

uma nova VB X, se refletia sobre as demais VB x cee X .

n+1’ n+m
Foi isto que determinou a escolha do PIVO (Passo 3).
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Dizemos, neste caso, que a base esta na FORMA
CANONICA, o que, na verdade, significa a aplicacao do método de

Gauss-Jordan na determinacao dos. valores das VB.

Se pretendemos continuar o processo iterativo,
isto e, a partir de x gerar uma nova solugao melhor ainda, pre-
cisamos continuar mantendo a forma candnica, Isto se da através
das operacoes de plvoteamento, discriminadas a se%ulr com refe-

réncia ao quadro (2. 4)

1) Dividir a ;%nha pivo pelo pivd a_ rs”
2) Anular todos os demais elementos da coluna-pivd.
Isto podera ser feito subtraindo da i-ésima linha (i=1,2, ... yr=1,
r+1, ...,m, m+1)_a nova linha-pivo, multiplicada, respectivamente,
POT a4 /85, 1Ry 1)s'@ren)s’ o7 @pst Cg-
Em sfhtese, o0 que fazemos nas operacdes de pivotea
mento é reduzir o vetor a., que entra na base, a um vetor unita-

n+r
anulamos o coeficiente xs(nova VB) na fungéo objetivo.

rio, substituindo assim o vetor ay, que sal da base. Além disso,

Como dissemos no inicio deste capitulo, o Algoritmo
Simplex foi aqui desenvolvido, considerando a primeira iteracao.
Isto €, a partir da solucgdo basica viavel inicial X', geramos
uma nova solucao x. Na verdade, o Algoritmo nio termina neste pon-
to. Novas solugbes basicas v1avels alnda melhores serao geradas,
até que seja determlnada a solugao otima. Uma vez feito’ oplvoteamento
no passo 4, voltamos ao passo 2, procurando uma soluciao melhor.
O Algoritmo para, quando isto se torna 1mp0551ve1 © que signifi -
ca ja termos -encontrado a solugéao otlma ou:concluldo que nao

existe solucao oOtima finita.
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Como o que foi exposto & uma versdo simplifi-

cada do Algoritmo Simplex, virios inconvenientes serdo ana-
lisados a sequir.

1 - Partimos em (2.3) de um tipo especial de

~ TEEA\]
PPL. As restrig¢oes eram todas do tipo ‘g para bi 2 0.

Veremos como resolver um PPL com igualdades
[}
e desigualdades do tipo 2z para bi 2 0.

Suponhamos que foram efetuadas transformagodes
no PPL, de modo que temos bjao para todas as restrigdes j.
Para cada igualdade i introduzimos uma variavel artificial-
positiva x? Também em cada de51gualdade“>Hntrodu21mos, aléem

da variavel de folga, uma variavel artificial acompanhada de
sinal positivo, isto é:

=
o
X
N

b, —==> ? a. + x? = b,
3=1 ij ] i i

D]
o}
IV
o
|
I
i
%
TR
o)
"
1
"
+
»
o)
|
oz

a
onde xi z 0.

Este método de acrescentar variaveis artifi-
ciais é chamado de método das duas fases. Acrescentanao va-
riaveis artificiais a este PPL (P) criamos um novo PPL (P').
O que este método faz &, a partir de uma solucdo basica via-
vel inicial de P', gerar, utilizando o Simplex, novas solu-
¢Ooes basicas viaveis de P', até que se tenha uma onde todas
as variaveis artificiais sao nulas. (isto sempre & possivel
desde que M # 0). A ela pode-se fazér corresponder uma solu-

¢ao basica viavel de P. Basta eliminar as variaveis artificiais.

2 - Todo o raciocinio desenvolvido para o Al-

goritmo Simplex, espec1almente os Passos.2 e 3, apdia-se

no quadro ou tableau (2 4) . Devido a esta simplifiéaf

18
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¢ao, nao fol desenvolvido um ferramental algébrico, que
nao seria tao necessario agora, mas que € imprescindivel

para tratar-se com topicos mais avancados de programacio
linear.

‘Concluindo, podemos dizer que as idéias ba-
sicas do Algoritmo Simplex estao todas contidas na versao
s1mp11f1cada, apresentada nesta segao

‘ 2.3 - O Algoritmo Simplex Revisado

Os peguenos probleméé”éé‘prdégghagab maﬁemé—
tica podem ser resolvidos com destreza usando o Algoritmo
Simplex, mas os problemas industriais realisticos sao mui-
to grandes mesmo para o mais paciente dos aritmeéticos. Nes-
tes problemas & desejavel fazer o Algoritmo Simplex tao e-
ficiente como possivel diminuindo o tempo de computagao,

que & dispendioso.

O que o Algoritmo Simplex Revisado faz é

economizar calculos que no Algoritmo Simplex eram recalcula

dos, separando os calculos necessarios para decidir quais

as variaveis que devem entrar na base e quais devem sair.

O Algoritmo Simplex Revisado & em esséncia
nao diferente do Algoritmo Simplex, € simplesmente um cami-

nho mais eficiente gquando usado o computador.

Considere o seguinte problema:

K

Min Q(x) = ch
s.a Az = b
x 2 0,

com m restrigoes e n variaveis.

Sejam 1

19



319 @12 s-: 3yp
821 %22 -+ 3
A =
Ty N
. L am1 %m2 " Zmn
b1 h‘x1.1
b2 Xy
= - _ T
my 1 an1' . Cnx1 = (c],cz, .o ,cn)
o
L )
Seja a j-ésima coluna de A denotada por c',
.e, "‘). |
apy
a.2j
c.! =
]
any
L

Suponha que em algum ponto na implementa-
¢ao do metodo Simplex Revisado uma base Bi tenha sido iden
tificada correspondendo a uma solugdo basica viavel (s.b.v.)
para o problema. Sem perda de generalidade, seja esta ba-
se dada pelas primeiras m variaveis, i.e

Bi= {X,],XZ, e g Xm}
Uma matriz base B.l é definida para cada ba-
se B,. By & a matriz formada por ordenacao das colunas da ma
triz A correspondendo as varidveis em B, na ordem na qual elas

formariam as colunas de uma matriz identidade no conhecido
tableau do Simplex. ‘

Suponha que para Bi esta ordem & 1,2, ...,m,
Entao
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21

m1

Para a primeira s.b.v.

12

22

am2

Tm

2m

a

"

, com uma base de varia-

veis de folga e artificiais, teremos

te a Bi é otima ou ndo, é necessario calcular BI“.

(2.5) gue a primeira matriz base &

Bi

e , € que x
¥pr © QU Xy

(2.5)

A fim de determinar se a s.b.v. corresponden-

1 Temos de

Contudo, ‘am garal Bj1 pode ser calculada a partir de

como segue.

Suponha que a ultima variavel a entrar em Bi

€ variavel basica para a g-ésima restricio.

Isto &, em termos do método Simplex regular, o elemento na

k = 1,2,.

.., 0s elementos da coluna correspondente a x

1
g-ésima linha e p-ésima coluna seria o pivo. Agora sejam (akp),

no
tableau. para Bi—1 e

11 212 %1m

821 %22 2m

-1 !
Bihw = .
8m1 w2 * Zmm
Entdo a entrada na k-é&sima linha e j-ésima

coluna de B;T é

. %kp _

a . - —(a_.}, ak

kj T {8gy)y para k £ g
qp

ou



ag; |
-5 para k = q .

Uma vez que Bi é calculado como descrito aci-
ma, a linha Q(x)(linha da funcao objetivo) correspondente a Bi

@ encontrada.

Seja cg © vetor linha dos coeficientes nega-
tivos das variaveis basicas. Defina os multiplicadores sim-
plex como

-1

M., = Bi

i cB

Uma vez que o vetor linha TS tenha sido encon
trado, os coeficientes da variavel ndo basica da linha 0O(x)
sao calculados.

Seja Ej o coeficiente da linha Q(x)de cada
variavel nao basica Xy Entao

c. =c. - mw,cl,
J J 1]
para toda variavel nao basica Xy Se

c. 2 0, para toda variavel nao basica X.,

J (2.6)
a base Bi corresponde a uma solucgao oOtima. Esta solucgao
X pode ser encontrada como segue:
x. = B 'b, | (2.7)

B i

e o valor da solucao 6tima e

Q(XB) = -CBXB .
Se (2.6) nao e satisfeita, a coluna corres-
pondente para a entrada e aquela que'possui maior magni-

tude. Seja p esta coluna, xp entrara na proxima base, B

i+1°

A fim de determinar qual variavel basica x
substimﬁré, e necessario calcular os novos termos indepen-
dentes das restricdes, isto é o novo vetor b e a p-ésima
coluna no tableau conforme B;- A coluna b é dada em (2.7),
a p-eésima coluna, cﬁ‘ e
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A seguir, sao calculadas as razdes dos elemen-

tos correspondentes de Xp € c'é, para decidir qxﬁs variaveis
deixara§,, digamos a varidvel badsica para a q-&sima restri-
gao. Agora Bi+l pode ser identificada, e os passos anterio-
res podem ser repetidos com pi+l em lugar de Bl 0 processo

pdra, assim como no Alqoritmo Simplex regular (descrito na

secao 2.1), quando (2.7) & satisfeita.



24

FLUXOGRAMA DO ALGORITMO SIMPLEX

g )
bIn}01o_

Determinacdo de uma solucao

basica viavel inicial

A Ultima solugao obtif

da é solucao otima.

p Seja c_. = min {c.
\ solucao ] S { J}
cj<0
unlca. X_. sera a nova VB
s
L <® |

CIEE Solugao impos-
\Lil ) Existe uma infinidades

sivel Q(x) ==

de solucgodes

v

l Seja br/ars = min {bi/ais} . _
@ » 2570
A ‘ is
a.. sera o pivo, X ,p Sera
a_nova_ VNB

Reduzir a nova solucdo basica
viavel a forma candnica aplicando

as operacgoes de pivoteamento.




EXEMPLO ([2], pag. 140)'

I
g
- T

1
.Seja o PPL dado pelo modelo:
- ' ‘

3x1 + 5x2 < 15

5x1 +i2x2 s 10

i

<
—
v
o
~
»
N
AV
o

‘ |
Solugéo'ngfica:

~~wwtﬂygmam+» v e ~-v.: _— Wm_fwmm;mw
\ -

ng

\ r g
\. . .
\5x1.+<>\c2—10 \3x1 +.5x2=1, 5

Fot : ;

Solucio pelo Algoritmo Simplex:

Colocando o modelo na Formq~Padréo, temos:
3x1 + 5x2‘+ X3 = 15

5x1,+ 2x2 t Xy 10

-5x, - 3x, = Q(x) --> Min

25



19 Quadro:

Xy %y x|
(L,) xy | 3 5 1 0o | 15
(L,) <= x4 | Ii 2 0 1] 10
(1) | -5 -3 o 0o | ox)

1? solucdo bdsica viavel
x1=x2=0 (VNB)
X
(0,0)
Relacionamos, na primeira coluna do quadro, as VB

26

3=15, x4=10 (vB) , Q(x) =0, corresponde ao vértice

relativas a cada equagd@o. Denominamos cada uma da linhas do quadro

e L,.

Ly, Ly 3

Esta solucao (x1=x2=0, x3=]5, X,=10) nao & otima, pois

a linha L3 da funcao objetivo apresenta coeficientes negativos.

A

VN3 que val entrar na base é aquela que apresenta o coeficiente mais
9 q P

negativo ngw£inha L3 da funcao objetivo, ou seja, a variavel x

Determinamos o pivé, bem como o valor de X, anulando, assim, uma ou-

tra variavel, que passa a VNB. Temos:

X, = min{15/3, 10/5}= 2.

. 4"
a VNB.

O pivo sera 5 e fazendo x1:2 anulamos x,, que passa

T

Temos, portanto, uma nova solucao basica viavel, onde

X, e Xg sao VB e X, € X sao VNB.

4

Resta agora reduzir o PPL a Forma Candnica para a

nova solucao basica viavel. Isto podera ser feito através das se-

guintes operag¢oes efetuadas sobre o primeiro quadro do Simplex:

Ly - 3/5L, -=> L

1

1/5L2 _ L2

L3 + 112 . -1 IJ3



Obtemos, entao, uma nova solucao basica viavel,
correspondente ao segundo quadro do Simplex.

2? Quadro:

1 %2 3 4 |
—x; | 0 ]19/5[ 1 -3/5 ]9
x| 2/5 0 1/5 | 2
| o -1 0 1 | 9(x)+10

2 solugao basica viavel
x,=2 (VB), x,=0 (VNB), x5=9 (VB), x,=0 (VNB),

0(x)=-10, correponde ao vertice (2,0).

Esta solu¢ao nao € Otima, pois a linha da funcéao
objetivo ainda apresenta coeficiente negativo. Procuramos, por-

tanto, gerar uma nova solugao basica viavel.

A VNB que vail entrar na base é x,. A VB que vai

sair da base e X3, pois 9 + 19/5¢< 2 ¢ 2/5. 0 Piié, portanto, €
19/5.

5/19L1 - L1

L, - 2/19L1 --> L,

L3 + 5/19L1 -=-> Ly

39 Quadro:

VB | rx1 X5 X4 Xy |

xy | 0 1 5/19 -3/19| 45/19

x, | 10 -2/19 5/19| 20/19

| o 0 5/19 16/19] Q(x)+235/19
32 solucdo basica viavel

x,=20/19 (VB), x,=45/19 (VB), X3=X,=0 (VNB),

Q(x)=-235/19, corresponde ao vertice (20/19,45/19)

27
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Esta € a solugao oOtima, pois todos os coeficientes

da fungdo objetivo sao nio negatiﬁos. Portanto, temos:

Solucao Otima:

x1=20/19, x2=45/19,‘x =0, x,=0

3 4
Min Q(x) + 235/19 = 0 ou Min Q(x) = -235/19, logo

Max Q'(x) = 235/19.



cAPITULDO IIT

Faremos aqui uma exposigao do Método de
Aproximacdo Uniforme de Funcgdes o qual se encontra no li-
vro de KRABS [1].

Nosso intuito é simplesmente apresentar o
método e ndo fazer uma analise tedrica do mesmo, pois teo-
ricamente ja esta bem desenvolvido. Pretendemos somente

utiliza-lo na pratica.

"No final deste capitulo daremos um exemplo,
onde serao examinados varios aspectos da aplicabilidade do
metodo.

3.1 - 0 Método de Aproximacgao Uniforme de
Fungoes

Seja M um subconjunto compacto de um espaco
normado e C(M) o espago vetorial das fungdes reais e conti-

nuas sobre M, com a norma do maximo, isto &

Max IIGII = IIG]|m = Mék IG;£)| G e CM). (3.1)
teM ' | '

Sejam dados uma £ ¢ C(M) e n fungoes linear-

mente independentes Vir Voy see, V€ C(M).

V sera o subespa¢o linear n-dimensional ge-

rado por Vir Vor eeey Vo formado por todas as combinagoes
lineares: n '
Vv = L Vv.X.,, X. £ R
=1 J 3 J

Procura-se um elemento ¥V & V t.q.:

o - £]], s |lv -£ll,, vev (3.2)
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isto ¢, um elemento de V que entre todos os elementos de V
aproxime f uniformemente da melhor maneira possivel, no senti-
do da norma do maximo (3.1),o0u seja

n n N
l| Lovox, - f||m s l| j).,:ﬂvjxj - f||w R Xj' Xj £ R.

A cada um desses V chama-se a melhor aproximacio de £ em V. A

grandeza

Dm(flv) = inf |IV - f||0c>
vev '

chama-se desvio minimo ou distancia minima entre a funcao f e

¢ sSubespago V.

~Estamos interessados em usar um caso particular

deste método que e o problema da aproximagéb por meio de polind-

1

mios, com M=[a,b], a<b e vj(t) = t37 ;, J=1,2,...,n, que consti-

tuem uma base para o espa¢o dos polindmios de grau maximo g=n-1.

Para transformar o problema de aproximacao (3.2)

em um problema de otimizacao, isto é

Min ¢
s.a ||v-f£]], ss, Vv e v,
definiremos para cada M dois funcionais lineares
1
2 e+
0,,0} = R'TY —-> R

como sendo:

=1
@Z(X §) ~]’53 —-v.(t)x., + & d R" e 6 R
¢ (X = 5LV xj r onde x € e eR.
f'azendo:
n n
vit) =& votx, vemaque [|vie)-£(e) || = |7 vy (e)x,-£(t) ] <o
j=1 J v IR
ou seja: n
Lov.(t)x, = 8 £ £(t)
o1 3 j
n
ji1vj(t)xj + 62 f(t), ¥t e M.
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n
ou ainda: h) —vj(t)xj + 6 2 —f(t) ou Qi(xld) —f (t)

o~

n
Tov(thx, + 82 f(t) ou (—)l(x,&)i £(t) .

o problema de aprokimagéo (3.2) sera equivalente ao seguinte:

J Min 0(x,8)

= 6
(2 ol(x,8) z £(t)
(3.3)
02(x,8) 2 -£(t), ¥ t ¢ M,
X = (x1,“ké, ceey, xn), X sdo variaveis quaisquer e § 2 O.

Trata-se, portanto de um PPL com infinitas

restricoes.

A figura abaixo ilustra melhor o gue seja

a aproximacdo uniforme de fung¢des por polindmios.

£(t])

n . :

Figura 3.l-Procura-se um polindmio v=f t3 ™+
J=1
trada acima ao redor de f tal que § seja o menor possivel.

>% dentro da faixa ilus-

3.1.1 -Caso Discreto

O que queremos & transformar (3.3) num PPL com
finitas restrigoes. Para isto vamos discretizar o subconjunto
compacto de um espago normado.
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Seja M um conjunto finito de pontos, isto e
Moo= {ty,tyr o0ey t ).
~ : e m
O espaco vetorial C(M) pode entaoc ser identificado com o R .
Como supusemos V' C C(M) com dimensao de V igual a n, devemos

ter m2n.

Suporemos também que m 2 n + 1, senao existi-
ria um p(x) (polinomio de grau n-1) tal que para cada ti e M
p(ti) = f(ti) e pw(f,v) = 0, quer dizer o problema teria

solucao unica e nada haveria por otimizar.

Assim temos o seguinte PPL:

Min §
n -
s.a 1 7%+ 52 £ty
. 1 73 1
3=1 .
n - . .
: o7k b8z £(ey)
. 3
3=1
n - (3.4)
L (-t Y)e s 2 ~£ (£q)
j=1 ’ |
n 4 .
L J C s e
Ly (Serxg) e 8z g,
\
3.1.2 - Aproximagao com restricdes de interpola-
cao
Para problemas éﬁ(@@ se exija uma precisao maior
em determinados pontos ou mesmo que p(ti) = f(ti) para alguns

pontos ti £ M, utilizam-se estes pontos ti como pontos de in-

terpolagao.

Para isto, sejam dados r < n (n=dimensio do

subespaco) pontos distintos t1, tz, ce., t € M.

r
Procura-se minimizar ||v - f||m, v £ V sob
as restricoes:
v(ti) - f(ti) =0, 1i=1,2,...,r , (3.5)

supondo que Vg = {vevy/ v(tj) = f(ti)' i=1,2,...,r} # ¢.
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Procura-se , portanto, ¥ e vy t.q.: [
R ! i ‘1
119 - £, = o, (£,V,) inf. ||v - £]],. (3.6
*, ® P e ||
V€V0 | I

| 3 ]1 o
cérrequndente teremos pois, élém de {(3.4)
. g

. i }
No PIPL{'

. ‘ , -~ |
mais as seguintes restrigoes:

o]

21 vj(ti)xj = f(ti)’ i=1,...,r.

il

j
3.2 - Caracterizacgao da Solucao do Método de

Aproximacao Uniforme de FungdOes via Programacao Linear.

Vamos mostrar que toda solucdo do PPL (3.3) é

solucao do problema de aproximagao (3.2).

Demonstracao:

Suponhamos que existe (i,g) solugao do proble-
ma de otimizacao (3.3) e (v,p_(f,V)) solucao do problema de

aproximagao (3.z), onde

o (£,v) = inf ||v - ]| = [[v - £]],
vev
0 par (x,8) r R'xR & uma solucdo viavel do

problema (3.3) se e somente se

n
|2 vox, - £]], =6, (3.7)
521 373 !
O que implica em
o (f,V) £ inf {§:(x,9) € Rn+1, viaveis pafa algum x ¢ R (3.8)

Se (%,8) ¢ Rn+1 é uma solucao Stima do pro-

blema (3.3), entao por (3.7) temos:

n -
|| £ v.x, - £]], =8
,
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e (3.8) implica & = p_(f,V). Assim (%x,8) é a melhor aproxima-
cao de M em C(M).

Observacao: No caso de restrigOes de interpola-
cao teremos '
s |
L v.x., - £ = 0,
=1 13 *®
que estarao incluidas em (3.7).

3.3 - Escolha dos pontos

Como a escolha dos pontos e arbitraria, devemos
tomar cuidado ao pega-los. Entre estes cuidados esta o de man
ter uma certa distancia entre os pontos, sendo que esta nao
precisa ser constante. Os pontos de intervolacao, sao escolhi
dos de acordo com o problema de aproximacdo a ser résolvido.
Em muitos casos, no entanto, tais pdntos sao dispensaveis, o

que simplifica o problema.

O que nao se pode desprezar e o fato de que a
escolha dos pontos de M sempre tera alguma influéncia no re-
sultado do PPL. '

3.4 - Exemplo

Facamos a aproximagéo da funcgao f(x) = cos x
no intervalo [0,n]. '

Temos assim o0 seqguinte PPL:

Min &
1 P P
s.a Ot(x,é) =j§1 tk Xj + & 2 cos ty
2 - j-1 .
{ Ot(x,d) =j:1 —tk xj + § 2 -cos ty Vtkemb
? t?~1x. = cos t, ¥V t, e M '
5o 07 i’ i a (3.9)




onde M. e Ma sao conjuntos discretos devpontos (MB O conjun-

b :
to para as desigualdades e Ma O conjunto para as interpola-"

coes) do intervalo [0,7n] sobre o qual sera aproximada a fun-
cao f({x) = cos x e Xj’ j=1,2,...,n, sao os coeficientes do

polindomio a determinar.

Queremos encontrar um polindmio de grau 3 que
aproxime a funcao cos x.

Seja M = MaU Mb = ‘U-—'r6~' 3,14, 0,1; 0,5 1; 1,5;

2 ; 2,5; 3 P e e
Polinomio de grau g igual a 3, assim n em (3.9)
sera

Min 6
4 =1

S-4 z tk x. + 8§ 2 cos t
. j k
J=1

4 S T

} —Lk x] + 0 2 -Cos tk’ ¥4 tk £ Mb
J=1
4 -1
;4 ti X, = COS ti’ ¥ tl € Ma

Nas desigualdades para cada tk £ Mb temos que

2 - -
calcular tg, t;, tk’ ti ,isto e, as potencias de 0 a 3 de
cada tk € Mb'

Nas igualdades temos que calcular as poténcias
de 0 a 3 para cada ti € Ma'

Assim, resta apenas calcular os valores de
cos tk e cos t, para cada ty € Mb e ti € Ma’ para podermos

armar o PPL desta aproximacao.
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Temos, entao o sequinte PPL:

Min &

+
O
AV

0,8775

X, O,1x2 + O,O1x3 + 07‘001)(4 + & 2 0,9950
Xy o+ Xy + Xy + X4+ § 2 0,5403
Xq ¥ 1,5x2 + 2,25x3 + 3,375x‘4 + § 2 0,0707
Xy ot 2x2 + 4x3 + 8x4 + § 2 ~-0,4161
Xq o+ 2,5x2 + 6,25x3 +15,625x4 + § 2 -0,8011
Xq ¥ 3x2 + 9x3.+ 27x4 + § 2 -0,9899

-Xq - O,5x2 - 0,25x3 - 0,125x4 + & 2 -0,8775

X, - 0,1x%, - O,O]x3 - O,OO‘lx4 + ¢ 2 -0,9950
-Xq - Xy - Xy = X4 *+ § 2 -0,5403
-Xy - 1,5x2 - 2,25x3 - 3,375)(4 + § 2 -0,0707
X4 - 2x2 - _ 4x3 - 8x4 + 6 2 00,4161
-Xq - 2,5x_2 - 6,25x3 —15,625x4 + 6 2 0,8011
-X, - 3x2 - 9x3 - 27x4 + & 20,9899

% Xy o+ 3,14x2 + 9,8596x3 + 30,959]x4 = -~

g Xq + 5,6x2 + 2,56x3. + 4,096x4 = -0,0291

\ Xq7 Xp/ X3 € X, sao variaveis quaisquer e § 2 0.

=

De posse deste sistema usamos algum programa
que resolva o PPL pelo Algoritmo Simplex.
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Dispomos no computador da UFSC de um pacote
que resolve um PPL pelo Algoritmo Simplex. Através do mesmo conseguimos

os seguintes resultados:

x, = 1,0012578

X, = 0,054763357

xy = =0,66143283

x4 = 0,14045138 § = 0,00526027

Faremos, agora, uma analise do comportamento do método
para a fungao cos X. '

Uma das questoes que surgem € saber se aumen-
tando o grau do polindmio, diminui o erro na aproximagao. Pa
ra i1sto vamos considerar o mesmo M (conjunto discreto) para
polinomios de graus. 4, 5 e 6.

Seja M, = M. Utilizaremos o polindmio do 3@
grau ja encontrado para compararmos com os de 49, 59 e ‘69
graus.

Polinomio de grau 4:

x, = 0,98710526

x5 = 0,10658453

X4 ==0,71474779

x4 = 0,1615093

xg =-0,0028271917 - § = 0,0042254

polinomio de grau 5:

x, = 1,0004155 ‘\‘x5 = 0,05953719
x, ==0,00445042 X ==0,007561427
x4 =-0,48593502

x4 ==0,021801106 § = 0,00009523



Polin. de grau 6:

x, = 0,99992324 xg = =0,006527677
~x, =-0,00063103509 x5 = =0,0001000211
xq =-0,49435512
x, =-0,01345629 § = 0,00009140
xg = 0,055355505

Fizemos uma tabela de pontos para a fungao
erro que neste caso e:

E(x) = cos x - p;(x),

onde p; ¢ o polindmio de grau g no conjunto discreto M, .
Esta tabela de pontos esta no quadro 3.1 e
através dela analisaremos o erro de aproximacao. Segue tém

bém o grafico destas funcoes erro.

Em Acton [6] encontramos a idéia do grafico da
funcdo erro em modulo. Podemos ter através do grafico desta

funcao uma ideia sobre a oscilacido do erro de aproximagao.
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Pg-

-3

cos x p3(§) cos x - P4(X)
_5,2552x10 4,2268x10"
_6.8095%107°  -1,0529x10”
6,6136x107°  =3,7541x10”
_5,2615x10™°  -4,5820x10”
_3,2545x107°  —4,1391x107
-1,0018x10 -3 —2,9306x10
1777x1073 ,3644x10”
3,0448x1073 2,3824x10”
4,4367x107° ,6397x10™
5 2630x10"°  2,6790x10"
5,4920x107°  3,2629x10°
1469x107°  3,3612x107
4,2981x107°  2,9958x10”
3,0505x10™° 2,2283x10"
,5342x107°  1,1567x107
29,9719x10™°>  =1,0043x10"
6978x107°  ~1,4051x10"
_3,1046x10735  -2,6200x10”
_4,1811x107°  -3,6138x10”
_4,8108x107°  -4,2688x10"
~4,9084x107°  -4,4951x10”
~4,4298x107°  -4,2355x10”
~3,3829x107°>  -3,4768x10"
,8308x107°  -2,2592x10”
9,3460x10"°  -6,8021x10"
,1809x1073 1,0906x10”
4,1511x107°  2,8187x10”
5,6288x107°  4,1832x10”
6,1525x10"°>  4,7833x10"
5,1685x10°>  4,1314x10"
2,0245x107°  1,6487x10”
~4,0340x10 -3 3, 3357x10°

6.3095x10'3 4.7833x10fn
5.26027x107°  4.2254x10

3:m»

cos X - ps(x) cos x ~ p6(X)

—9,1195x10
6,0022x10
1,1486x10
1,2350x10
1,1611x10
1,0771x10
1,0365x%x10
1,0318x10
1,0252x10
9,7275x10
8,3506x10
5,9783x10
2,6345x10

-1, 4305x10

-5,8532x10

-9,9659x10

,3322x10

-1,5402x10

-1,5742x10

-1,4263x10

-1,1390x10

-7,0333x10

-2,1219x10
2,1517x10
5,0604x10
5,7399x10°

3,6001x10°
~-9,3579x10"
-6,5446x10"
-9,9599x10"
' -5,7399x10"
1,4693x10°

1.5742x10"
.

9.523x10"

-5
-5
-4
-4
-4
-4
-4
-4
-4
-5
-5
-5
-5
-5
-5
-5
-4
-4
-4
-4
-4
-5
-5
-5
-5

W our Ut Ul oy

o v

9,5725%x10 >

6,5267x10
2,5690x10
-1,6093x10
-8,4043x10"
3,6955x10
2,8431x10
5, 6922x10
8,1062x10
9,3877x10
9,1016x10
7,1824x10
3,8087x10
-5, 7817x10
-5,3883x10
-9,9931x10
-1,3518x10
-1,5521x10
-1,5706x10
-1,3924x10
-1,0347x10
-5,9187x10
-1,0490x10
2,8849x10
4,6253x10
3,8385x10
-6,5565x10
-6,5207x10
-1,3328x10
-1,6224x10
-8,3983x10
2 0880x10

WS

0880x10

9.140x10‘5

-5
-5
-6
-6
-6
-5
-5
-5
-5
-5
-5
-5
-6
-5
-5
-4
-4
-4
-4
-4
-5
-5
-5
-5
-5
-7
-5
-4
-4
-5
-4

S

Quadro 3.1 - Tabela de pontos para a funcao erro de P3r Pgr Py
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Figura 3.2 - Graficos das fungoes erro para pP,.,P,/Pg € Pg-

Observacao: Para melhor evidenciar as relacdes
entre as diversas curvas representadas (fig. 3.2), as esca-

las utilizadas para os eixos das ordenadas e o das abscissas
sao diferentes. '
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Para termos uma idéia do erro cometido na apio—
ximagao, podemos considerar d como uma estimativa do erro
de aproximacdo. Concretamente, & & uma cota superior para
o erro de aproximacao nos pontos considerados no conjunto dis

creto de cada problema de otimizagao (aproximacao).

Como se observa no quadro dos érros, este per-

manece em torno de .§ no intervalo considerado da aproximacao.

Observa-se,pelo quadro 3.1,que em alguns casos

pode-se melhorar a aproximacgao aumentando o grau do polindomio.

Outra questado & saber se aumentando o numero de
pontos de M diminui o erro de aproximacdo. Consideremnos para
isto um pdlinémio de grau 4 e fagamos crescer o namero devpog
tos. Consideramos todos os polinomios com os pontos de interpo
lagcao 1,6 e 3,14.

Seja M, = { 0,1; 0,5; 1; 2,5; 1,6; 3,14 }, p>
encontrado foi:

x, = 0,98976692
x, = 0,089377581
x4 =-0,68976088
%, = 0,14859088 § = 0,00304
xe ==0,00718904

~ Seja M3 ={ 0,1; 0,5; 1; 2; 2,5; 1,6; 3,14 }
pz encontrado foi:

x, = 0,98976692
x, = 0,089377581
xy =-0,68976088
§ = 0,00304
x, = 0,14859088

xg ==0,000718904



pj encontrado foi:

x, = 0,98710526

x, = 0,10658453

xy ==0,71474779 S - 0 004220
x, = 0,16150930 = Y

xg =-0,00282719

Seja M5 = {0,1; 0,5; 1; 1,3; 2; 2,5;;3; 1,6; 3,14}
pi encontrado foi:

x, = 0,98710076

x, = 0,10661362

X3 =70, 71479021 § = 0,0042245
x, = 0,16153155 = 0,

x; =-0,00283094

Observa-se pelo quadro 3.2 que nao houve uma
diferenc¢a significativa na aproximacao quando aumentado o n®
de pontos. '

Queremos agora, saber se aumentando o numero
de pontos de interpolagao diminuira o erro de aproximacao.Con
- sideremos para isto um polindmio de mesmo grau e mesmo conjun

to discreto (Mé fixo) e facamos crescer o nimero de interpola
¢ao.

Seja Mg = M, com pontos de interpolacdo 1,6 e
3,14, pg encontrado foi:

Xy = 0,98976692
Xy = 0,08937758
X =-0,68976088 ¢ = 0,00304
X4 = 0,14859088
X. =-0,00071890

[§2}
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4 _ .5
X CoS X - Py cos X - pa cos X - p, cos x - p,
| - L N ~03
0.1 3.0488x107°%  3.0488x10703 4.2268x10703  4.2287x10 -
0.2 _1.1722x10793 -1.1722x1o’03 ~1.0529x10" %3 -1.0523x10
~03 ~03 ~03 -03
0.3 =3.1707x10 ~3.1707x10 ~3.7541x10 -3.7547x10
' 03 ~03 -03 ~03
0.4 -3.5861x10 _3.5861x10 ~4.5820%10 ~4.5842x10
_ _ _ 03
0.5 -2.9614x10" 23 -2.9614x10703 ~4.1391x1079%  —4.1416x10
- - - ~03
0.6 -1.7460x10"°%3  _1.7460x10703 -2.9306x10793  -2.9321x107°
~04 | ~04 .03 -03
0.7 =2.9993x10 ~2.9993x10 -1.3644x10 ~1.3655x10
0.8 1.1009x1003 1.1009x%10793 2.3824x10°°%%  2.3645x107%%
L ~03 ~03 ~03 ~03
0.9 2.2586x10 2.2586x10 1.6397x10 1.6384x10
1.0 3.0468x10793 3.0468x10°03 2.6790x10 93  2.6782x107 03
03 . -03 o -03 ~03
1.1 3.4032x10 3.4032x10 3.2629%10 3.2634x10
1.2 3.3195%x10793 3.3195x10703 3.3612x10°9%  3.3619x107 93
~03 ~03 | 03 . ~03
1.3 2.8360%10 2.8360%10 2.9958x%10 2.9957x10
, ~03 | ~03 o ~03 _ ~03
1.4 2.0313x10 2.0313%10 2.2283x%10 2.2282%10
1.5 1.0117x107%3  1.0117x10703 1.1567x107%3  1.1567x10793
1.6 -9.9342x10"%°  _9.9342x10" 0> -1.0043x1079%  _1.0042x107%%
1.7 -1.1674x10793  _1.1674x10793 ~1.4051x10793  _1.4050x107°93
1.8 -2.0594x10793  _2.0594x10703 ~2.6200x10793  —2.6211x10703
o ~03 , ~03 _03 03
1.9 -2.6525%10 —2.6525%10 ~3.6138x10 ~3.6145x%10
| ~03 ~03 | ~03 , ~03
2.0 -2.8499x10 ~2.8499%10 —4.2688x10 —4.2717x10
2.1 =2.5791x10"%3  _2.5791x10~03 -4.4951x10°93  _4.4985%10703
2.2 =1.8112x1079  _q.8112x10703 ~4.2355x107°%  _4.2383x10703
, _04 . ~04 ~03 ~03
2.3 ~5.6279%10 _5.6279x%10 ~3.4768x10 _3.4806x10
03 03 03 g =03
2.4 1.0875x10 1.0875x10 —2.2592%10 ~2.2635%10
| 03 , 03 _04 ~04
2.5 3.0015x10 3.0015%10 ~6.8027x10 —6.8641x10
, _03 -03 -03 ~03
2.6 4.9657x10 4.9657x10 1.0905x10 1.0864x10
. ~03 ~03 ~03 ~03
2.7 6.6910x10 6.6910%x10 2.8186x10 2.8157x10
| 03 ~03 03 ~03
2.8 7.8006x10 7.8006x%10 4.1832x10 4.1800x10
_03 ~03 ) ~03 ~03
2.9 7.8335x%10 .~ 7.8335x%10 ©4.7833%10 4.7814%10
3.0 6.2345x10"93 6.2345x10”03 4.1313x10703 4.1317x10"03
~03 ~03 , 03 ~03
3.1 2.3516x10 2.3516x10 1.6487x10 1.6544%10
3.2 -4.5610x10"°3  _4.5610x10"03 ~3.3358x107°3  _3.3270x10793
_3 -3 -3 3
.11, 7.8335x10 7.8335x%10 4.7833x%x10 4.7814%10
5 3.04x1073 3.04x107° 4.222%1073 4.224%107°3
Quadro 3.2 - Tabela de pontos para a funcido erro de pﬁ, pi, pj
5 .

e py-



Seja M, = M, com pontos de interpolacao 1,6,

3,14 e 0,1, Py encontrado foi:

0,99395076

i

0,07681243

~0,67758439 § = 0,00335
= 0,14384411

=-0,00007936

Seja Mg = M, com pontos de interpolagao 1,6,

8
Py

(98
-
_
-
~
]
-
—
0]
_

. Observamos, através do quadro 3.3, que quanto

maior o numero de pontos de interpolagdo maior é o erro de a-

2
encontrado foi:

0,99237017

!

0,09423097

-0,69413966

5 = 0,00687
= 0,14815946

=-0,00032094

proximacao (com M., fixo egrau 4 fixo) .
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X COSX"pG COSX"p7 COSX"p8
4 4 4
1 3.0488x107%3  4.4703x10°0° 4.5896x10 06
0.2  —1.1722x10793  -3.2932%x10793  _4.5686x10703
, ~03 i ~03 | ~03
0.3 =3.1707x10 ~4.5585%10 ~6.8280x%10
~03 ~03 | _03
0.4  -3.5861x10 _4.4048x%10 ~7.4124%10
| ~03 ~03 _03
5 -2.9614x10 ~3.3531x10 —6.8673x10
~03 T 03 03
0.6 -1.7460x10 -1.8321x10" %3 _5.6432%10
| 04 ~04 , ~03
0.7 -2.9993x10 -1.7983x10 ~4.1024x%10
03 03 o ~03
0.8 1.1009%10 1.3452%10 ~2.5247%10
0.9 2.2586x107°%  2.5613x107°%  -1.1125x707°3
1.0 3.0468x10793  3.3593%10703 3.1590x100°
~03 ~03 ~04
1.1 3.4032x10 3.6891x10 7.5090x%10
. ~03 -03 ~03
1.2 3.3195x%10 3.5554x10703 1.1176x10
1.3 2.8360x10°93  3.0104x10793 1.1347x10703
_03 . ~03 _04
1.4 2.0313x10 2.1404%10 8.6993x10
1.5 1.0117x10793  1.0607x10~93 4.2063x10”0%
a— a— fa _VV
1.6 -9.9342x107°%  _9.9201x107°>  _9.9178x1070>
1.7 —1.1674x107°3  _1.2012x1079%  _5.7012x7070%
. 03 . 03 | ~04
1.8 =2.0594x%10 ~2.1082x10 ~8.7237x10
| 03 -03 ~04
1.9 —2.6525%10 ~2.6971x10 ~8.9699x%10
2.0  -2.8499x1079%  _..8678x107%%  _5.6076x10° 0%
| ~03 03 04
2.1 -2.5791x10 ~2.5516x%10 1.9175%10
o 03 , ~03 ~03
2.2 -1.8112x10 ~1.7248x%10 1.3738x10
2.3 -5.6279x10"°%  _4.0388x107 94 2.9472x10793
| 03 | ~03 03
2.4 1.0875x10 1.3247%x10 4.8185x10
. _03 | ~03 . - -03
2.5 3.0015x10 3.3126x10 6.8272x10
| 03 _03 ~03
2.6 4.9657x10 5.3411x10 8.7410x10
) ~03 ~03 ~02
2.7 6.6910x10 7.1098x10 1.0248%10
~03 . ~03 ~02
2.8 7.8006x10 . 8.2264%10 1.0949x%10
2.9 7.8335x10°%3  8.2197x10"°°3 1.0357x1079%
3.0 6.2345x10" 93  §.5154x10703 7.8933x10703
03 . 03 , ~03
3.1 2.3516x10 2.4517%x10 2.8837x10
3.2 -4.5610x10"°3  _4.7429x107 %%  _5.4482x10~03
T 5 8335%10703  8.2264x10703 1.0949%1002
5 3.04x10703 3.35x10" 03 6.87x10 93

Quadro 3.3 - TabelaAde pontos para a funcao erro de pi, pZ e

8
Py



46

Relacdo entre ||-||m e ¢

A diferenga entre

-

uma discretizagao do intervalo de aproximagao, isto &, da passagem do pro-

'w e § surge quando passamos a fazer
blema de aproximagao original para o PPL com finitas restrigces.

Tudo leva a crer que, a medida que aumenta o n® de pontos
da discretizagao, H=||m e § convergem para o mesmo valor (observe a ra-
zado entre “-|L e § na tabela da pag. 43). Esta conjectura, no entanto,
deve ser estudada mais a fundo. A dificuldade pora se verificar isto com
um grande n? de pontos, € que a certa altura aumentando o n¢ de pontos da
discretizacao, § nao se¢ altora ¢ com isto O problemn comega a crescer

de dimensGes sem grandes alteragdes na relacdo ||-||, e s.
3.5 - Conclusoes

Observando o examplo acima chegamos a algumas conclusoes,

que sao:

1 - Dado um numero de pontos (isto &, M fixo) dentro de
um intervalo, o melhor polindmio (que melhor aproxima uma dada funcao)
& o de grau n-2, onde n=n® de pontos. Isto, no entanto, n3o & verdadei-

ro sempre, porcque a solugao do problema depende dos pontos escolhidos.

2 - Deve-se procurar ter o menor n® possivel de pontos
de interpolagao, pois quanto maior o n9 desses pontos, menor sera o

conjunto viavel, restringindo a obtencao de uma solucdo melhor.

3 - 6§ € uma estimativa para o erro de aproximacao.



CAPITULO Iv

Neste capitulo faremos uso do método descri-
to no capitulo anterior para resolver varios problemas na
Teoria de Aproximacao, tais como: calculo de integrais, a-
proximacdo polinomial de funcdes e ajustamento de curva.
Consideramos ainda importante a aproximacio de uma funcao
definida em R", i.e f : R™ ——o> R, de que também apresenta

mos um exemplo.

Fazemos aqui uma ressalva: os métodos queaqul
sao comparados nao sao oriundos do problema de aproximacao (3.2),
isto proque existem métodos diferentes para aproximar funcgodes
por polinomios, cada qual, no entanto, visando objetivos dife-
rentes. Tentaremos verificar nos exemplos a serem feitos neste
capitulo que realmente o método de aproximacao uniforme de fun-
¢Oes via programagao linear (3.4) comparado com outros métodos
de aproximacao que nao sejam oriundos de (3.2), nos da a melhor

aproximacao segundo a norma do maximo.

Destacamos desde ja a importancia deste meto
do, pois permite resolver inumeros problemas sem alteragoes

para a aplicabilidade.

Neste capitulo serdo considerados os seguintes

pontos:



1 - As comparac¢oes com outros métodos serao

sempre feitas em termos do erro de aproximacgao..

2 - Os dados serao considerados exatos, as
fun¢oes consideradas nao poderdo apresentar picos entre os

dados, i.e nao podera acontecer o que esta ilustrado abaixo.

£ (x)f

: . M:.{'x“xﬂr xg,rquxs}

dh My Wy X ':f.r N
Sa 19 X3

Figura 4.1 - Exemplo grafico de uma funcao com um piéo en-

tre dois pontos da discretizacdo do intervalo de aproxima-
cao [a,b].

4.1 - Comparagdo com o Polindémio de Legendre
para a fungao e* no intervalo [-1,1].

4.1.1 - Aproximagao Polinomial de Legendre

Definiremos os Polindmios de Legendre como

segue:

Py = 1

p1(x) = X

py(x) = 1/2(3x% = 1)

Ppaq(X) = (2n+1)/(0+1)) Xp_(x) = (n/(n+1))p_,; (%),
onde |

1 0, m £ n.
B P (X)p, (x)dx = 2/(2n1), - n.

A aproximagao polinomial de grau n de f(x) no
intervalo (-~1,1), e definida por:
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n
y(x) = I a,p (x), -1 < x <1
k=0 k¥k
v
onde: 1
a, = ((2k+1)/2)}. £(x)py (x)dx.
L1
Exemplo:

Queremos encontrar a aproximacdao polinomial

de Legendre de grau 5 da funcdo f(x) = e¥, x ¢ (=1,1).

Os polinomios de Legéndre até o grau 5 sao:

Py (x) = 1 P, (x) = (1/8)(35x" - 30x? + 3)
Py (%) = x ps (x) =0/8(63x> - 70x> + 15x)
P, (x) = (1/2(3x% - 1)
py(x) = (1/2)(5x> - 3x)

Os ay (k=0,1,2,3,4,5) encontrados sio:

ag = 1,1752012 a, = =1,9731456
a, = 1,1036383 ag = 0,0006867
a, = 1,8268159
ay = 0,0704513

E a aproximacgao polinomial de Legendre de
grau 5 da funcdo e* @&i:

y(x) = -0,4781363 + 0,9992489x + 10,13952x% + 0,170119x° -

-~ 8,632512x% + 0,00540776x%°.
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4.1.2 - Aproximacdo Uniforme da funcio eX.
. ~ . X
Vamos encontrar a aproximacdo uniforme para e

no intervalo [~1,1].

Seja M = {-1;-0,7;-0,4;-0,1;0,3;0,7;1}

M

a {-17—011;1}

M

it

b {—0177—014;0137017}

Chegamos ao seguinte resultado para um polind-

mio de grau 5:

X, = 0,99999514

'——l
b
i

g 0,043622836
X, = 0,99997334 '

il

0,0085794078
Xy = 0,49945702

x, = 0,16665226

X
(2]
I

3,7924.107°

4.1.3 - Comparagao

Faremos a seguir uma comparacgao da aproximacao

polinomial de Legendre com a aproximagao uniforme para a fungio

e* no intervalo [—l,ﬂ .

Para isto consideraremos a funcao erro e
polindomios de mesmo grau. '



8

X e® - ! e - Pg
-1 0,221974 -0,000009
-0,9 - -0,63798 -0,000074
-0,8 -1,1377 ~0,000070
-0,7 -1,1622 ~-0,000032
-0,6 -0,86779 0,000006
-0,5 -0,38962 0,000031
-0,4 0,15777 0,000038
-0,3 0,68070 0,000031
-0,2 1,1063 0,000018
-0,1 1,3825 0,000007

0 1,4781 1 0,000004

0,1 1,3827 | 0,000014

0,2 1,1066 0,000031

0,3 0,68098 0,000049

0,4 0,15799 0,000060

0,5 -0,38955 0,000052

0,6 -0,86791 { 0,000020

0,7 -1,1625 ~0,000032

0,8 -1,1380 ~-0,000087

0,9 ' -0,63801 - =0,000102

| j,o 0,51464‘ O 0,009004“
I 1,4781 { ~0,000102
' 1

0,000037924

Quadro 4.1 - Tabela de pontos para as fungoes erro de y e Pg -
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4.2 - Comparagéo com o Método dos Mini-
mos Quadrados.

4.2.1 - O Metodo dos Minimos Quadrados,

Seja o problema da determinacido do poli-
nomio de grau m

m

) , (4.1)

que "melhor" represente a fun¢ao y = f(x) conhecida atra-

, 2
o (x) = ag + agX 4 oasxs o+ ...+ a x

ves da tabela de pontos (com n pontos).

No método dos Minimos Quadrados os coefi-

cientes a; da equacao (4.1) sao calculados de modo que se-

ja minima a soma dos quadrados dos desvios

dk=d)(xk) —f(Xk), k:v0,1,2,...,n.

Isto significa que os coeficientes a
minimizam a funcao
n

Q(ao,a1,“..,a ) = ¥ [aO tagX, + ...+ oa x

2
- f(x,)]
m k=0 m-k k

e, portanto, que

,
9Q n m
= = 3 2la, + a,x, + + a X, - £(x, )] =0
4, k=0 0 17k m~k k
20 _ ¢ m _

J 'a1— EZOZXk[aO *agXy b ... +oa Xy - f(xk)] =0

(4.2)
BQ_n m m _ .
Egm_ E—gxk [aO tagX, +f ...+ a X - f(xk)] = 0
L =




O sistema (4.2) pode ser escrito do modo

: n n 2 n n n
(n+1)a0 + ﬁéoxk)a1 + QEO x}z)a2 + oee. 4 Lgoxk)am =k—0f(xk)
n n n n
2 « M+ N
i?oxk)ao + (}E--Oxk)a1 + ... + &ioxk )am _kEOxkf(xk)
4 (4.3)
n n n n
m m+1 2m, - m
Lﬁgo k)a0 + éi)xk )a1 + ... + éioxk )am —kfoxkf(xk)

A solugao dos sistema de (m+1) equagoes al-
gebricas lineares (4.3) conduz aos valores de a0,§1, ceesa

requeridos.

O significado do Método dos Minimos Quadrados

pode ser melhor compreendido através da seguinte figura.

f‘ (X )A
Y, WYEy)
%
Y .;@l b
7::0 5(‘ kl )‘(3 5(;;:1‘{

Figura 4.2 -Uma vez escolhido o grau do polindmio ¢ (x),

seus coeficientes sdo determinados de modo que seja mini-
n A

T d’.

k=0

mo



4.2.2 - Comparagao

Exemplo:

Facamos a aproximacao da fungao cos X no
intervalo [0,7] por um polindmio de grau 5 pelo método dos
minimos quadrados, considerando o mesmo conjunto de pontos
da aproximacdo pelo método da aproximagao uniforme via pro-
gramag¢ao linear. Foi usado um programa no computador que
realiza a aproximacido pelo Mét. dos Minimos Quadrados.

Conseguimos o segquinte resultado:

X, = 1,0003625

1 x¢ = =0,0078567
x, ==0,0051786
xy ==0,4824649

X
"

4 -0,0260206

s
n
i

0,0614582

A tabela de comparacao entre os dois métodos,

através do erro de aproxima¢dao, € a seguinte:

{ Erro de Pg pelo Erro de Pg pelo
X Met. Min. Quadr. | Met. Aprox. Unif.
0,1 4,3511x107° ~9,1195x10™>
0,2 1,5104x70* 6,0022x107°
0,3 . 1,7345x107% 1,1486x102
0,4 | 1,3691x107" 1,2350x10™4
0,5 8,2731x10™° 1,1611x107%
0,6 3,4153%107° 1,0771x107%
0,7 2,0862x10° l 1,0365x10™*
0,8 ~1,1444x107° ' 1,0318x10 4
0,9 ~9,4771x107° | 1,0252x10™2
1,0 2,5630x10° | 9,7275%107>
1,1 1,8239x107° 8,3506x10 >
1,2 3,2604x107° 5,9783x10™°
1,3 4,1962x107° 2,6345%10™°
1,4 4,3690x10™° ~1,4305x107°




3,7372x107° 5,8532x107°
2,5094x107° ~9,9659%107>
7,7486x10° ~1,3322x104
~1,1146x107° ~1,5402x107%
~2,9922x107° -1,5742x104
~4,5657x10° ~1,4263x104
_5,6565x107° ~1,1390x10™%
~6,3181x107°> ~7,0333x107°
_6,5088x107° ~2,1219x107°
_5,7042%107° 2,1517x10™°
~3,7074x107° 5 0604x107°
5,6624x10"° 5,7399x10°
8,8453x107° 3,6001x107°
2,4432x107 ~9,3579x107°
5,1916x10"4 6,5446%107°
9,8377x10”% | _9,9599x107°
1,7336x107° | _5.7399%1072
2,9069x10> 1,4693x10 4
N |
2,9069x10™> 1,5742x10~%

0,00009523
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4.3 - Ajustamento de Curva

Problema : encontrar a, b e ¢ da equacao abai-

XO:

= a + b(Ln R) + c(Ln R)3,

'

1
T

onde T = temperatura e R = resistencia.

Obs.: No desenvolvimento desta dissertacao
fomos solicitados a resolver este problema de aproximacgao
gue & um problema enfrentado pelos fisicos para calibrar um -
termistor. O objetivo & encontrar os valores de a,b e c usan

do algum método de aproximacao.

Alguns valores da tabela de temperatura e re-

sisténcia estiao abaixo:

Temperatura OC Resistencia N
40,470 4,830
41,203 4,683
43,280 o 4,287
45,001 f 3,985
45,954 3,827
50,000 | 3,241
55,004 ] 2,646
60,505 2,131
65,008 1,791
66,000 1,730
67,000 1,665
68,000 ” 1,603
69,000 | 1,540
70,000 1,485
75,007 1,237

- 1 -
Fazendo y = T © X =Ln R, temos o seguinte polindmio:

3 ‘ -
Y = a + bx + ¢cx”, o PPL correspondente é o seguinte:

Min §
S.a a + bx 3 + 8
i + ox;y 2 Yy
-a - bx; - cx3 +6 2-yy

a + bx. CcX>: = .
_ § xJ yj



xg € My, x. e My, vy e Y sao os y correspondentes a X; e X,

J J
onde M_ = {Ln 4,830; Ln 3,985; Ln 2,646; Ln 2,131; Ln 1,791;
Ln 1,237} '
e
My = {Ln 3,241; Ln 1,485}.

A solucao encontrada foi:

a 0,012261251
0,0049317274

c = 0,0011932736

5 = 0,00002105 = 2,105,705

Comparando com os outros dados colhidos de resis-

téncia e temperatura, temos o seguinte quadro:

Resisténcia ] Ln R Ern:emlﬁim10==|p3ﬂn R) - 1/T|
4,830 " 1,57484 2,0768x107°
4,683 | 1,54393 3,2705x107°
4,287 1,45558 1,446x107°
3,985 ' q,38253 1,2517x107°
3,827 |4 34208 4,2891x10°°
3,241 S 1,17588 2,8979x10™ "
2,646 | 0,97304  2,0786x107°
2,131 0,75659 ],0757x10—5
1,791 0,58277 8,59403x10°
1,730 , 0,54812 1,0853x10‘5
1,665 0,50982 1,359x107°
1,603 0,47187 - 8,6874x107°
1,540 ©0,43178  ° 3,3398x10°°
1,485 0,39541 5,0094x10°

W__1,237 * 0,21268 1,04x10‘5
A 0,97304  °  2,0786x10"°

N - 2,105x1o“5

Observe que aproximamos por um polinomio do 3¢
grau no qual o coeficiente da 2% poténcia é zero, sem que

houvesse modificacao na sua aplicacao.



4.4 - Aproximacdo de fung¢Oes nao diferencia-

veis.

Vamos aproximar fungdes nao diferenciaveis

por polindmios (um polindmio, como se sabe, & diferencia-

vel).

Exemplo:

Consideremos as funcoes abaixo:

(X—2)2, se

2x - 4, se

H
pecBem

fZ(X)

((x—2)2, se

wito

v -4, se
N

Queremos

X & 2

[\

X 2

“
Y
3]

g
™/
N

aproximar estas fungoes no inter-

valo [0,4] por um polinomio de grau 5.

Seja M={0,1;0,5;1;1,5;2;2,5;3;3,5;4}. Com 2
e 3,5 como pontos de interpolacao, '

Estas fungdes nao sao diferenciaveis no

ponto (2,0) e seus graficos sao ilustrados abaixo:

0

Figura 4.3 - Graficos das funcdes f1-,vf2 e f3 no intervalo (0,4].



Teremos entdo o PPL:

Min §
s.a ) -1
I t xj + 8§ 2 f(tj)
3=1 '
4 6 5-1 .
j§1-ti xj + O I ~f(ti), v ti £ Ma‘
6 5-1
‘E tk xj = f(tk), -¥ tk £ Mb

—

—
—

Resolvendo este problema para cada uma das

funcoes f1,f2 e f3, obtivemos o0s seguintes coeficientes:

P para f1 e:

x, = 3,444646
x, ==1,765506x10
X, ==5,067260
x, = 3,514522
- ' -1
xg =-8,094371x107 8 = 2,302468x10
x = 6,288470x107°
pS para f2 e:

x, = 3,709947
x, = -1,917295
Xy = -2,509469
x, = 2,191364

-1
X5 = =5,528798x10] S = 1. 147406x10""
xg = 4,617767x107°
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pg para f3 e:

3,798380

Xy = ~-2,497546

xy = =1,656867

X, = 1,750308

xg = ~4,673599x107 § = 7,623842x1072
xg = 4,060858x1072

Chamaremos Pg que aproxima f1 de p;, 0 que apro-

3
xima £, de pg e o que aproxima f3 de o

A tabela dos erros de cada Pg esta abaixo

x 5- P - B p5 B P pg _
0,1 2,3025%107 " | 1,1474x10")  7,6238x10" 2
0,2 6,5117x10" -2,7704x107°  -5,8641x1073
0.3 21,3412x107 1 | 27,3705x1072  -5,3569%10"2
0,4 ~2,0812x10"" | -1,0808x10”" -7,4736x102
0,5 ~2,3025%10"" ,1474x107 1 ~7,6240x1072
0,6 ~2,1363x107" | -1,0143x10""  —6,4035x10"2
0,7 21,6981x107" ' _7,4854x10"2 _4,3201x10 2
0,8 ~1,0886x107"  _4,0701x107% -1,7983x10"2
0,9 ~3,9417x1072 -3,7394x1072 8153951073
1,0 3,1195x107%  3,2156x1072  3,2477x10"2
1,1 9,6936x102 6,3932x10™2 5,2931x10™2
1,2 1,5294x107"  8,9310x1072 g g102x10"2
1,3 1,9548x10" -1 1,0674‘x10"1 7,7158x10 -2
1,4 2,2183x107 1,1531x107 " 1 7,9804x10" 2
1,5 2,3025x107" 1,1474x107" | 7,6239%1072
1,6 2,1987x10" -1 1,0528x10° " 6,7090x10 2
1,7 1,9066x107" | 8,7698x107% | 5,3385x102
1,8 1,4328%107" | 6,3178x1072 ¢ 3,6488x102
1,9 7,9075x1072 \ 3,3312x107%  1,8060x1072
2,0 —5,7220x1b_6 —1,9073x10“6 | 3,8147x10‘6



A conclusao deste exemplo € que quanto maior

2,1 9,8475x10™2 5,5436%1072 & 4,1095%10 2
2, 1,6737x107" 9,2001x107% | 6,6883x%10 2
, 2,0991x10”" 1,1228x107" | 7,9748x10~2
. 2,2962x107 1,1896x107" | 8,2076x10 2
, 2,3024%10" " 1,1473x107" | 7,6243x10~2
. 2,1557x10" " 1,0232x107" | 6,4628x1072
, 1,8956x10 " 8,4453x1072 |’ 4,9451x10~2
, 1,5607x10" 6,3622x1072 | 3,2834x1072
, 1,1888x10™ " 4,2225%1072 | '1,6679x10"2
, 8,1661x10 2 2,2418x107% | 2,6674x1073
1 4,7794x1072_ 6,0692x107> | _7,7944x1073
)2 2,0241%10"2 ~5,2605x107> | =1,3760x10~2
, 1,7490x10™3 ~1,0425%1072 | —1,4472x10"2
4 ~5,5561x10™> ~8,7671x107> | =9,7990x10™3
5 1,5259%107> ~3,0518x10™° ' 1,2398x10™>
) 1,9489x102 1,5451x107% | 1,4144x102
, 5,3139x1072 3,6671x107% | 3,1250x710" 2
, 1,0052x10™" 6,1994x107% . 4,9210x7072
, 1,6029%107 8,9042x10"% | 6,5355x1072
, ©2,3021x107" 1,1469x10 3‘7,6236x10—2
2,3025%10" 1,1896x10""  8,2076x107 %

5 2,3024%10" " 1,1474x10~" 7,6238x10"2

61

a inclinacao da reta fi(i=1,2,3) no intervalo [(2,4] maior e
o erro de aproximacao. Em outras palavras, quanto maior for
0 salto da descontinuidade das derivadas a esquerda e a di-
reita no ponto de nao diferenciabilﬁdade, maior sera o erro

da aproximagao.
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4.5 - Aproximacdo da Integral

Em lugar de efetuar a integragdao da funcao
f(x) sobre [a,b], ' que pode ser dificil ou mesmo
impossivel, efetuaremos a integragao de um polindmio
que aproxima f(x) em ['_a,b] .

Exemplo 1:

% vamos calcular o valor aproximado de
cos x dx wusando o polindmio de grau 3, encontrado no

apltulo III da fungao cos x:

py(x) = 1,0012578 + 0,0547633x - 0,6614328x°+
. . 0,1404513x>

i

cos x dx

jr (1,0012578 + 0,0547633x -0,6614328x% +
0 0

0,1404513x>)dx =

1,0012578x +0,0547633x% - 0,6614328x> +

. <1 2 3
0,1404513x ]O =
4 .
= 3,1455441 +0,270246 -6,8361895 + 3,4203084=
= -0,000015

W
Sabemos que o valor exato deJC-cos x dx e
zero. Logo, o erro cometido na aproximagado & 0,000015.

Observe que o erro de aproximacgao de p3(x) girava em torno
-3
de 10 ~.

O grafico de cos x e pP5(x) em [oﬁﬂ estd
representado abaixo.



Ccos X

T P3(x)

|

Figura 4.4 - Grafico de cos x e Py (x) em [p,ﬂ].

Exemplo 2:

dx. =

: ' ~ Queremos encontrar o valor da integral
J(. x2/ (1+16x%)
1

Seja M = {-1; -0,7; -0,5; -0,2; 0,1;
0,4; 0,7; 11,

onde 0,1 & ponto de interpolacio.

Para um polinomio do 29 grau encontra-

mos o0s seguintes coeficientes:

ra:

21

I

0,07402275

0,0077014

0,0017833 5 = 0,02468.

Assim, o valor aproximado da integral se

1 _ :
“{'xz/(1+16x2) dx 2 0,0077014x +0,0017833x%+0,07402275%"

2 3

. 0,064751
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Sabemos que o valor exato é 0,058025, logo o

erro cometido foi 0,00672.

Podemos conseguir uma cota superior de apro-

ximagao da integral pela seguinte desiguraldade:

. " b b
l'J(f(X)dx - v{ég(X)dX l|m = ]I‘(kf(x) - Pg(x))dx l]w <
o _ o

o

b b
2 f“f(x) —pg(x)llwdx =f6dx= §.(b - a).
Q o

Logo, 6.(b - a) & o erro maximo para a aproximagao da in-

tegral.

4.6 - Aproximacio de fungdes no R"

4.6.1 - Estudo de funcdes do tipo f: Rn7—>R

Definigao:

Definimos um polindmio de grau g de f:R"-—>R
: g g g
P Xy Ky, eea,Xx )= 2 I ... I cC 91,92 9
. PglXqrxy n ) X, 'Xa“...x°N
3 g1=0 g2=0 gn=0 g-]rggl---rgn 172 n

i

tal que 9, + Jg + «on + gn < g.

Obs.: Tal polindmio quando n

1]

1 se reduz a:

p(x) =‘C1 + Cox + C3xZ + C4x3 + ... + C x7.

EXEMPLO:

Seja f(x,y)=__§¥__§_

» 'Queremos aproximar esta

— e . X +y
fun¢do na regido [j,3]x[j,3], ’péio Ségdénﬁebpolinémio:
p (x,y) = C1 + C2x + C3y + C4xy + C5X2 + C6y2 ;C7xy2 +
C8x2y % C9x2y2 + me3 + C“y3 + C12xy3 + C13x2§3+
C14x3y3 +'C15x3y + C16x3y2 + C17x4 + C18y4 +
C19xy4 + C20x2y4v+ C21x3y4 + C22x4y4 + C23x4y3 +
4 2 4

Cog¥ ¥ + Coexy.
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Temos que calcular os 25 coeficientes da expressdao acima e _
assim o n9? de pontos na regiao [1,3]1x[1,3] tera que ser z25+1.

Escolhemos tails pontos como sendo:

Ma: {(1;1,5), (1;2,5), (1,5;1), (1,5:2), (1,5:3),
(2;1,5), (2;2,5), (2,5;1), (2,5;2), (2,5;3), (3;1,5)
(37215)1 (17212)1 (17278)}

My = {tav,v, v,2y, (1,3), (1,5;1,5), (1,5:2,5), (2,1), (2,2),
(2,3), (2,5;1,5), (2,5;2,5), (3,1), (3,2), (3,3)}
Mom Mg Uty e
O PPL correspondente sera entdo

Min §
s.a 1 \ 2 2 2
C1_f C2x:.L + C3yi + C4Xiyi + Lsxi + C6y. + C7xly +
2 2.2 3 3 3 2.3
CeXi¥y * CoXj¥i *+ CygXi * Coqvy +Cipxivy + Cpaxiy] +
33 0 .3 3 2 4 4 '
CogXi¥y + Cqgxiyy + CogXivy + Cygx i * Cigyy ¥
4 2 4 4 3
CigXy¥y + CpoXi¥y + Copxivi + Cppxivi + Co3Xy¥y +
4 2 4 v
C24xiyi + C25xiyi +.d > *i¥4
wz v oye
AR £ ]
Cy Coxy = Cayymen = Coexiy, + 8 2 - -§1X1—5 , ¥ Xiyy) e M
: Xi + Yi
,- - X.Y. ¥ ., ) € M
C1 + C2X + C3Yj + + CZSX y] 23 J 5 ’ (x Y
X. + .
j Y5
A resposta encontrada foi:
C, = -3,8972949 Cqy = -0,37332983 C, 5= =0,73977495
C, = 13,198063 Cro= 5,4426999 Cyg= ~0,04264501
C; = 2,4393695 ’ C, 9= 0,05988285
c, = -9,3456885 Cyq= —0,47643783 C o= ~0,00042078
Cg =-13,718717 C,p= 1,1874325 C, = =0,04438673
Ce = 0,89154135 C,3= -1,0220454 Cyp= 0,01239071
C,y4= =0,10479384
Cy = =1,1130536 C,y= 0,55942241 Cyy= 0,02284197
Cg = 1,601921 C,5=-4,7702183 C,s= 0,64323386

Cig= 0,090007386 6 = 0,00037917
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4.6.2 - Extensao para fungdes do: tipo f: RP-—>Rr™
Seja:
f(x1,x2, v ey xn) = (f1(x1,...,xn), f2(x1,...,xn), .
fn#x1,'...,xn))
onde fi: Rn ~=> R, i=1, .., m
(X,],...,Xn) Poorn o> fi(x‘l,...,‘xn).

Assim para resolver um problema de aproximagao de uma fungao

£:Rr" -~>R reduzimos este problema a m problemas de aproxima-
cao de fungées do tipo f:Rn:;>R.

4.7 - CONCLUSOES

1 - Uma das vantagens do metodo € a possibili-
dade de ser utilizado em varios problemas de aproximagao sem

alteracOes para a aplicabilidade.

2 - Obtemos sempre com a solugao uma estimati-
- va do erro que e representado por 6.

3 -E possivel resolver problemas de aprox1ma—
¢dao onde sao exigidos polindmios incompletos, semelhante ao
que foi feito em 4.3.

4 -0 Metodo de Aproximagéo Uniforme via Pro-
gramagao Linear se mostrou t&o(ou mais) eficiente(em termos

do erro de aproximacao) com os que aqui foram comparados.

5 -No decorrer deste }rabalho conseguiu-se fa-
Zzer um programa para o computador gque resolve o problema de
aproximacdo pelo metodo de aproximagdao uniforme. O programa
para ser implementado nao exigiré conhecimento de quem o uti-

lizar, facilitando o seu manuseio.

6 -A aproximacao de uma fungado do tipo
n - c . .
f : R ---> R & possivel, mas como se viu cquanto maior o n
e o grau do polinomio mais coeficientes € necessario calcu+

lar, o numero de coeficientes aumenta exponencialmente.



APENDICE

Veremos neste apendice o programa que resol-
ve um problema de aproximag¢ao usando o método de aproxima
¢ao uniforme e como proceder para implementar tal progra-

ma.

Desenvolvemos um programa em que nao €& neces-—
sario entrar com os dados da matriz dos coeficientes das
restricdes. Sera necessario apenas dar as informagdes sobre o

polindomio desejado e os pontos da funcao.

Obs.: Os polindmios obtidos por este programa sao com
pletos, isto e, sao da forma

2
pn(x) = Cg * CqX + CoX 4+ ... 4+ C X

Como exemplo vamos ver .como seriam os dados
e de um polinomio de 39 grau que aproxime a fun-

cao cos x em [0,n], com os seguintes pontos:

£(0,5) = 0,8775
£(0,1) = 0,9950
£(1,0) = 0,5403
£(1,5) = 0,0707
£(2,0) =-0,4161
£(2,5) =-0,8011
£(3,0) =-0,9899
£(3,14)= -1,0
£(1,6) =-0,0291,

sendo 3,14 e 1,6 pontos de interpolacao.



—
199

@!

OIONNS

S A P —
PROGRAMA

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
M = NG + 2 , N = 2*ND+NPI , N1 = 2*ND
DIMENSIONAMENTO A (N,M),Y (N+1,N),G(N),YCOLO (N+1) ,KNB (M+N1) ,RS (N) ,
ZF (M) ,KIB (M+n1) , YROWO (N) ,RPRIM (N) ,RDUAL (M) ,X (M),
LI(N),S (ND+NPI)

O PROGRAMA_ PRINCIP SA EORyA§ A MATRIZ DAS RESTRICOES
DIMENSION A(%%%d%R,Y(1 ,_6%,G(16),YCOLO(1 ) ,KNB(19) ,RS(16) ,ZF(05),

30

35

GO
17
18

*KIB(19),YROWO(16),RPRIM(16),RDUAL(OB),X(OS),LI(16),S(O9)
READ (5,17) (ND,NPI,NG)

N2=ND+NPT

READ (5,18) (S(I),I=
READ (5,9) (RS(I}),I=
READ (5,10) (zF(I),I
IPRINT=2

IERR=100

INPUT=0

EPI=0

- M=NG+2

Na2*ND+NPT

M1=M-1

N1=2*ND

TREINVe10

I=1

A(I,1)=1

AT, M)=1

A(L,2)=s.(I)

N4 =NG+1

DO 15 J=3,N4
A(I,J)=S(I)**(J-1)
CONTINUE

I=I+1

IF{I.EQ.ND+1) GO TO 30
GO TO 25

A(I,M)=1

DO 35 J=1,N4 ‘
N3=I-ND .
A(I;J)=-A(N3,J)
CONTINUE

I=1I+1

IF{I.EQ.2*ND+1) GO TO 40
GO TO 30

L=1

I1=ND+L

AT, 1) =1

A(I IM) =0

A(I,2)=S(I1)

DO 45 J=3,N4
A(I;J)=S(I1)**(J-1)
CONTINUE .
IF (I.EQ.2*ND+NPI) GO TO 60 -
I=T+1

L=L+1

GO TO 41

CONTINUE

FORMAT (315) ,

FORMAT (5F14.7)
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7 FORMAT (714,F15.7)
9 FORMAT (7F10.7)
10 FORMAT (9F8.3)
C SUBROTINA QUE EXECUTA 'O ALGORITMO SIMPLEX
CALL SIMPLE (OPT,X,A,M,N,M1,N1,RS,ZF,Y,YCOLO,YROWO,G, LI ,KNB,

*KIB,RPRIM,RDUAL,IREINV,EPI,IPRINT, IERR, INPUT)

STOP
END
DADOS
7 2 3 ,
0.5 0.1 1. 1.5 2.
2.5 3. 3.14 1.6
0.8775 0.9950 0.5403 0.0707 - -0.4161 -0.8011 ~0.9899
-0.8775 -0.9950 -0.5403 -0.0707 0.4161 0.8011 0.9899
-1. -0.0291 '
0. 0. 0. 0. 1.
DADOS
ND NPT NG
S(L) S(2) S(3) S (4) S(5)
S(6) S(7) S(8) S{9)
RS (1) RS (2) RS (3) RS (4) RS (5) RS (6) RS (7)
=RS (L) =RS(2) ~R&(3) =REG(4) -GS (H) ~RS (6) =R5 (7)
RS (8) RS (9)
0. 0. 0. 0. L. (fungao objotivo)
Onde:

ND=nimero de desigualdades.

NPI= " de igualdades.

NGzérau do polindmio.

S(I)=0s pontos no eixo x da tabela dada.
RS(I)=0s valores de f(x) na tabela de pontos.

ZF (I)=sao os coeficientes da funcio objetivo
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