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RESUMO

0 objetivo deste trabalho & de obter uma descricao de
Aut(G), o grupo de automorfismos de um grupo finito G, ten-
do como 1nformag§o inicial apenas o conhecimento da rede de
subgrupos de G. |

A técnica basica usada aqui e de produto-grinalda. Os
resultados obtidos sao de doiS tipos:

a) uma confirmagio de resultados classicos obffdos por
meios diferentes;

b) uma caracterizagao ofigina] de automorfismos de uma
classe de grupos que genera]iza 0S grupos diedrais.

Este ultimo resultado constitui o conteudo do Captulo

VI do trabalho.



ABSTRACT

The objective of this Master's thesis is to bbtain a
description of Aut(G), -the group of-automorphisms of a finite
group G, when one has only a description of its lattice of
subgroups. |

The basic technique used here is the wreath-product.
The results obtained are of two tipes:

a) a confirmation of classic results obtained by other
methods

b) a original caracterization of automorphisms of a
class of groups which genera]izes‘the dihedral groups.

Chépter VI consists of a demonstration of this last

result.
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INTRODUGAQ

Neste trabalho, pretendemos estudar automorfismos de um
grupo finito G, tendo como informacao 1nicia1.apenas 0 gonhe-
cimento da rede de subgrupos de G.

0s subgrupos proprios de G tém,»comb regra, uma esfru-
tura mais simples do que G. Por esta razao, e natural pergun-
tar-se se, conhecendo o grupo de automorfismos Aut(H) para
certos subgrupos proprios H<G (onde £ denota a relagao de in-
clusao entre os subgrupos), poderiamos obter algumas informa-
coes sobre Aut(G). Entao, partindo da rede de subgrupos do
grupo G e usando o "produto-grinalda" (wreath product) como
a ferramenta principal, tentaremos caracterizar o grupo
Aut(G).

Antes de iniciarmos este trabalho, fizemos uma consulta
a "Reviews on Finite Groups" (veja [5] ,», cap.XVIII - Auto-
morphisms of Groups), que se refere as publicacdes sobre gru-
pos finitos, do periodo 1946/1970, e tahbém a "Mathematical
Reviews", nas subdivisoes referentes a teoria de grupos, nos
volumes correspondentes ao periodo 1971/1983, Nessa consulta,
ndo encontramos nada sobre automorfismos de grupos finitos

com o enfoque pretendido neste trabalho.



CAPITULO I - NOCOES E NOTACDES

Grafo e seus automorfismos:

Um grafo I & um par (V,E), onde V €& um conjunto fini-
to, nao vazio, cujos membros sao chamados vertices, e E @
um subconjunto do conjunto~V xV, de pares de vertices. Os
membros de E sao chamados arestas (veja [1] ).

Definimos um automorfismo de um grafo 1" , Aut() ,
como sendo uma permutacgao o« de V tal que, se (v, w)eE, en-
tEo(ocv,ocw)eE, para todos v, weV. -

No nosso estudo, arestas serao formadas por pares de
subgrupos, um deles incluido no outro, isto &, pares ordena-
dos. Esta razao nos leva a seguinte definigao:

Um grafo & orientado (que indicaremos por (o ) quando -
atribuimos uma ordem a cada um dos pares que constituem- as
arestas. Geometricamente, as arestas tem um sentido.

Um automorfismo o< de um grafo orientado € um automor-
fismo de grafo que preserva a orientagao das arestass isto
€, se (v, w) & uma aresta orientada do grafo, entdo (xv,xw)

€ também uma aresta orientada deste grafo.

Rede de subgrupos:

A rede de subgrupos de um grupo finito G & um gfafo ori-
entado ((L,(G)), cujos vértices correspondem aos subgrupos de
G e arestas orientadas ( Hys Hz) correspondem aos pares tais
que H]<H2.

Podemos visualizar a rede de subgrupos de um grupo num
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diagrama (isto e, o diagrama e uma interpretacao geométrica
do grafo). No diagrama, a linha que une dois subgrupos indi-
ca a relagao de inclusdo, onde aquele que esta contido fica
abaixo daquele que o contem e, para tornar o diagrama mais
transparente, evitam-se as linhas que resultariam, de modo
obvio, pela lei da transitividade.

Por exemplo, representemos a rede de subgrupos para o

grupo diedral D4 que aproveitaremos no Cap.II. (Lembre que

grupo diedral D, e definido por D, = (a" =b2==e; bab'] =a-])).

No diagrama, o simbolo ~ entre dois subgrupos indica
que os mesmos sao conjugados; a moldura [l informa que o
subgrupo & normal e { indica o centro do grupo (veja na
definigao de centralizador, a seguir).

Num grafo, os subgrupos podem ser descritos por seus

geradores, como vemos a seguir.
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Em certas ocasioes, vai -nos interessar a rede de subgru-

pos com certa propriedade, por exemplo, subgrupos normais.

Normalizador:

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O'normalizador de

H em G, denotado por NG(H) , € 0 conjunto
- -1 _
NG(H)-{geG‘ gHg.-_H}.

Note que Ng(H) e subgrupo de G e o subgrupo H & nor-

mal em N-{H).(Notacao: H<]NG(H)).

Centralizador:

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. 0 centralizador

de H em G, denotado por Z,(H) , & o conjunto

Zg(H) = {g €6 | ghg'! =, ¥h eH}.-’
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Obviamente, Zo(H) e subgrupo de G. Alem disso, Zg(H)
€ tambem subgrupo de Ng(H).
Note que H(\ZG(H).= ZH(H) = Z(H), o centralizador de

H em H, isto €, o centro de H. Isto pode ser visualizado no

diagrama

Produto cindido (normal product, splitting extension, semi-

direct product):

Seja G um grupo finito e H um subgrupq normal de G
(HQG). Se existe K<G, KAH={e} , tal qué K 2 G/H , ou
seja, se existe isomorfismo f:K-—> G/H, dizemos que G vé
produto cindido de H por K. Desta forma, o diagrama abaixo

e comutativo

No diagrama, ¢ e j sao inclusdes de H e K em G, respec-
~tivamente, e ' @ projecao de G em G/H.
Por definicao, o subgrupo K atua em H por conjugagao

]6H,para ke K e her

de seus elementos, isto &, khk~
0 produto cindido G pode ser visualizado no seguinte

diagrama
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{e}

A definigao dada explica como um grupo G pode "cindir"
em seus dois subgrupos H e K. E obvio que existe uma corres-
pondencia biunivoca entre os elementos de G e pares (h,k) do

'produto HXK (veja diagrama), com a lei de composigéo'
(h.k).(h',k') = (h. e (h'), kk') , onde oty )= kxk™'.

'E natural perguntar-se como reverter essa construgao
isto e, dados dois grupos abstratos H e K, como consfruir um
grupo G tal que G cinda, tendo H' ¥ H como seu subgrupo
normal e tendo K' 2 K isomorfo a sua imagem homomoffa G/H'.

Notamos que, para dar uma definigﬁo;.é necessario saber
como K atua em H, isto e, precisamos de um homomorfismo
Q:K —=> Aut(H).

Definicao: A extensao semi-direta de H por K, com dada

acdo § , e o grupo de pares (h,k)eH XK, com a 1éi de compo-
s1gao: - (h,k).(h',k') = (h. @ (h"), kk') e serd denota-
do por G = H)<3§)K . Se nao houver risco de ambigiiidade

quanto a agao de ), escrevemos simplesmente G = HXK.

Verificamos facilmente que, de fato, G € um grupo e que

G cinde, com componentes H' = {(h,e) : hC.-HS e
K' = § (e,k) : kek}.

Entao as duas-nog6es, a do produto cindido e a da exten-
s3o semi-direta, est3o relacionadas entre si do mesmo modo
como as nocdes de soma direta e de produto cartesiano: a pri-

meira e uma descrigcao interna, e a segunda, externa.
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Produto-grinalda (wreath product):

Seja A um grupo finito e Sn 0 grupo de todas as permu-

tacoes de um conjunto de n simbolos. Formemos a extensao se-
mi-direta G, de H por K, onde H = AX...XA & normal em

——

n

G, Kcs e as permutagoes de K atuam em H, permutando so-

n
mente os indices dos elementos (aq, ..., a,)€H, isto e,

para 6‘€}<, (ay, «..h a )EH, a acao @ de G e dada por
(-?(G-)(a], o« ooy an)=(36-(-|), “ e ey ao.,(n)).

Para simplificar a notacao, os elementos de G serao in-

dicados atraves de sequencias (a], e e an;Gﬁ, onde aieA .

para i =1, 2, ..., n e G9€K, em vez da notacao mais cor-

reta, mas desnecessariamente formal, ((a], cees an),O').

Entao, a lei de composicao entre os elementos de G e

dada por

(a],..., an;G)(b], cees bn;C) = (a]bﬁ(]),“., anbd(n)ﬂ?t);

0 grupo G, assim formado, e chamado produto-grinalda de

A e KCS e denotado por ALK .

Em geral, sabendo que G cinde em H e K, nao podémos ain-.
da determinar a classe de isomorfismo de G. fas, no caso de
produto-grinalda, a agao de K em H (detrminada por ), e dada
explicitamente, e, por isso, pode-se falar sobre o produto -
grinalda (ja que e um grupo determinado univocamente).

Naturalmente, a ordem deste grupo e o(H).o(K) =

= (o(A))".0(K). (A notagdo o(G) indica a ordem do grupo G.) .

0 diagrama correspondente ao grupo AlK &
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G

AX ... XA K

{ed

Um exemplo simples @ o produto-grinalda Zzz.sn-,ESte
grupo & isomorfo ao grupo G, = GL(n, Z)N®(n,R) , o grupo
das matrizes monomiais com elementos 0, 1, -1. De fato, se
identificarmos 22 com o grupo multiplicativo {—T, 1\ s 0S
elementos de Z,l S  da forma (e;, ..., e ;@) podem ser
representados por:

€

€2

Aqui, Mg e a matriz de permutagdo G:v;-—» Vor(i)® onde
{ vik € uma base do espagco R". Note que a matriz A
permuta sequencias (vetores no R"). da forma 6] s

E—n
E; =1, i=1,2, ...,n.

Geometricamente, estas sequencias representam vertices

do cubo C". Entido ZZZ_Sn , isomorfo a G & isomorfo ao gru-

po de simetrias do cubo cn.



Por outro lado, o grupo de simetrias do cubo C = C3

tem a estrutura do grupo Zz X 54. Geometricamente, podemos

interpretar este grupo da seguinte forma, Inscrevemos dois
tetraedros regulares em um cubo, conforme vemos na figura

abaixo

Qualquer simetria do cubo resulta em simetrias dos dois
tetraedros, permutando os vertices de cada figura em si mes-

ma ou um tetraedro em outro. 0 arupo S4 e interpretado geo-

metricamente como o grupo das simetrias do tetraedro regular,

por possuir 4 vertices. A inversao central -I3 e uma sime-

tria do cubo, tem ordem 2, comuta com as demais simetrias e
intertroca os dois tetraedros. Sendo assim, gera um fator di-

reto do grupo de simetrias, isomorfo a 12 . Desta forma, ve-

mos que Z, XS corresponde ao grupo de simetrias do cubo.
2 4



CAPTTULO II - RELAGUES ENTRE Aut(G) e Aut(f(G))

Cada automorfismo do grupo G induz uma permutacao de
seus subgrupos. Entao, tehos Qm homomorfismo % de Aut(G)
em Aut(((G)). ,

Muitos automorfismos do grafo U(G) ndo correspondem
a automorfismos do grupo G. Entao, vamos analisar a imagem
R(Aut(G)) em Aut(P(G)). Mesmo assim, esse caminho n3o @
muito promissor, como veremos analisando alguns grupos fini-

tos, onde o grupo de automorfismos ja e conhecido.

Consideremos o grupo 26 E ZZ.X Zy . Temos
Aut(zp)<2q) = Aut(Zp) XAut(Zq) se (p,q)=1. Entao,
Aut(Zg) 2 Aut(Z,) X Aut(Z,) 2 {e} xz, 2 Z, . (E mais:fa-

cil obter este resultado, notando que automorfismos de gru-

po levam geradores em geradores, entao, para Zn , 0S5 auto-

morfismos sio da forma X i:oa-» a', onde & ad» = Z, (a

notacao & a) indica o grupo gerado pelo elemento a) e
(i,n) = 1, Mas queremos, aqui, destacar o fato que o0 unico

automorfismo nao trivial de 26 atua dentro do subgrupo iso-
morfo a Zy ).

A rede de subgrupos de 26 e dada pelo diagrama
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Vamos analisar os automorfismos do grafo (’(26) .

Este grafo, , possui 4 vertices e 4 arestas que for-

mam um circuito fechado. Assim, identificando-o com um qua-

n

drado, vemos que possui 8 automorfismos e temos Aut(P(Z6))
Dy . Mas Aut(Zg) = Z, e, em h:hut(Zg)—> Aut(M(Zg)) ., a
imagem A(Z,) em D, e trivial,

Automorfismos de um grupo preservam a relacao de inclu-
sao entre seus subgrupos. Por essa razao, vamos considerar,

agora, o grafo orientado (} (26) .

0 unico automorfismo nao-trivial em Aut({1(16)) e a-

quele que permuta os vertices correspondentes aos subgrupos

Zz e Z3 . Em outras palavras, permuta dois subgrupos de ni-

veis diferentes (nivel, no grafo, corresponde a ordem dos

subgrupos). E automorfismos de grupo permutam subgrupos den-

tro de um mesmo nivel.

ne

Temos Aut(fL(Z6)) Z, , mas, mesmo assim, & (Z,)

em 12 e trivial.

Estas consideracoes ja sugerem quais automorfismos de
(G6), ou de {5(G), ndo correspondem, com certeza, a automor-
fismos dolgrupo G. Por isso, seguiremos com a analise de di-
ferentes niveis do grafo, separadamente.

Vamos analisar um segundo exemplo: o grupo diedral D4.

0 conhecimento de todos os seus subgrupos proprios (veja di-
agrama no Cap.II) vem facilmente da sua interpretacao geome-

trica como o grupo de simetrias do quadrado.
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As possiveis imagens dos geradores a e b de D4, onde

Daqui, temos que o(Aut(D;))<2.4 = 8.

Por outro lado, note que, para os automorfismos a<,ﬁ>

de D4, dados por

3
X:ita =g e /3:a-a a s

b — ab b-—=Db

temos <><4=/’:'2=e e /5&/6']%43
Entao Aut(D

ne

g) =0

4

Vamos procurar a imagem 'h(Aut(D4)) em Aut((l(D4)).

Observemos o nivel 4. Temos aqui 3 subgrupos, mas o0s

automorfismos de D4 permutam apenas 0SS subgrupos isomorfos
entre si (ZZZXZZZ)’ deixando Z,= & @y invariante. Isto

significa que, entre os automorfismos do grafo orientado,
devemos considerar aqueles que, dentro de cada nivel, pre-
servam a relacao de isomorfismo entre os subgrupos.

Passemos ao nivel 2. Aqui, temos 5 subgrupos isomorfos
a 22 , mas um deles, <<a2>> , € 0 centro de D4. E o centro

e um subgrupo caracteristico (um subgrupo e caracteristico,
quando permanece 1nvariante‘sob a acao de qualquer automor-
fismo do grupo). Isso mostra que os'subgrupos isomorfos, que
sao permutados,.dévem desempenhar o mesmo papel no grupo.

Assim, temos 4 subgrupos que sao permutados entre si,
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no nivel 2. Entao, & como se tivessemos o produto

z, XZy XXy XZ,, com permutacao de "eixos" dele, e, por

isso, podemos formar o produto-grinalda Aut(Zz)Z Sq = {ejls,

ne

S4.

Neste momento, vamos procurar a imégem h(Aut(D4)) em
Aut(22)154, pois ja nao interessam todas as permutacoes de
Aut(TL(D4)) mas, sim, aque]as'dentro do nivel que estamos

considerando.

0 homomorfismo h:Aut(Dy) —> Aut(Z,)1S, , ou seja ,
hiDy—> S,, & injetivo, pois qualquer automorfismo ndo-tri-
vial de D4 induz uma permutacgao nao-trivial dos 4 subgrupos

isomorfos a 22 . Basta tomar dois subgrupos isomorfos a 22

que geram D4 e observar que, se eles ficassem invariantes
sob um automorfismo o« de D4, todo o grupo D4 permaneceria

invariante, isto &, terTamos &« = e; entado, para o< # e, temos
n() + e.

Voltando ao nivel 4, e ja que estamos considerando clas-
ses de isomorfismo, podemos considerar o produto (12)(222)2
e formar o produto-grinalda Aut(Z,XZ,)lS; = S5lS, .

Aqﬁi, tambem, o homomorfismo.h:D4—> 53152 € injetivo,

pois, caso tivessemos k(<) = e para o< #e, significaria

que, sob o automorfismo O<G'D4, os dois subgrupos isomorfos
a EZX_ZZZ nao permutariam entre si (o que pode ocorrer) e

permaneceriam invariantes, o que implicaria em nao haver

permutacao entre os subgrupos isomorfos a Zé , aue e uma
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contradicao, pela argumentacao anterior.

Com a analise que fizemos, relacionando Aut(D4) com

diferentes produtos-grinalda (que formamos a partir da veri-
ficagao do grafo por niveis), conseguimos imergir o grupo

Aut(Dy) = Dy em dois grupos: Sqg e S3lS,.
Observando a rede de subgrupos de D4, inicialmente nos

da a impressao de que o ﬁTve] 4 pode ser mais simp]es‘para
buscarmos informacoes sobre Aut(D,), ja que tem apenas 2

subgrupos isomorfos, do que o nivel 2, que tem 5 subgrupos
isomorfos, mas um deles caracteristico. Mas observemos aue

0(AUt(Zy X Z,y)US,) = 0(S31S,) = 72 e o(Aut(Z,)1S,)

= 0(54) = 24. A comparacgao das ordens sugere que a imagem
de Aut(D,) em S, presta-se melhor a andlise do que a de
Aut(Dy) em S,1S,.

As consideragoes feitas neste capitulo mostram de que
maneira vamos procurar informagaeé sobre Aut(G) no grupo de
automorfismos de seus subgrupos proprios, o qué faremos nos
proximos capitulos. Analisaremos os subgrupos separando-os
por niveis e, em cada nivel (talvez nao seja necessério a-
nalisar todos), tomaremos subgrupos isohorfds, que desempe-
nhem o mesmo papel no grupo. Analisando a acao de um auto-
morfismo o« de G restrita a este conjunto, procuraremos sa-
ber como o< permuta os elementos dentro de cada subgrupo_ e
como mistura os subgrupbs entre si, isto e, procuraremos des-

crever & na forma (). s .;.,cx,H ;T), onde x|, & a restri-
1 m i

¢cao de o ao i-esimo subgrupo e ZIGSm descreve a permutagao

de H], cees Hm induzida por oC .
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Entao, na analise de exemplos que faremos nos capitulos

seguintes, usaremos o seguinte diagrama

(Aut(H))" —> ;\ut(r1)1sm_7‘:_..> S,

onde: L & projecao canonica de Aut(H)LS  em S _;

f & homomorfismo de Aut(G) em Aut(H)lSm , dado pela

acao de Aut(G) nos m subgrupos isomorfos a H de G

(agao dentro deles e por permutacao deles);
g € homomorfismo de Aut(G) em Spe resultante da compo-

sig¢ao dos homomorfismos f e W (g = Lo f ), que re-
flete a acgao de elementos de Aut(G), permutando m

copias do subgrupo H.

Pela escolha dos subgrupos por niveis, para a formacdo
de produtos-grinalda, pode ocorrer que a imagem do homomor-

fismo f:Aut(G)—> Aut(H)LS_, para algum H<G, fornega infor-

magoes suficientes sobre Aut(G).

Se isto nao ocorrer, ha uma possibilidade de obtermos
dados novos sobre Aut(G) pela anidlise de Ker(f), o nicleo
de f, que, em geral, nao e trivial,

E claro que, se a escolha para certo HLG nao for sufi-
ciente, o mesmo procedimento sera feito com uma nova escolha
de H. Deste modo, obteremos um conjunto de subgrupos normais
Ker(f), de diversos homomorfismoé f» que, em certo grau, ca-

racterizam Aut(G).



CAPITULO III - ANALISE DO GRUPO Aut(Qz)-

0 grupo Q,, dos quatérnios, & definido por:

Q= (4, 41 8= 5= )P

Sua rede de subgrupos e visualizda no diagrama:

el

Observamos na rede que os trés subgrupos isomorfos a-

Z, sao todos normais em Qs> todos ndo caracteristicos.

0 interesse neste grupo foi provocado justamente por
este fato: temos alguns subgrupos isomorfos entre si e to-

dos com a mesma situacao dentro da rede. Assim, como

n2

Aut(Z4) Zy , formamos o produto-grina]dd 222 55 e, a
seguir, mostramos como podemos relacionar o grupo AUt(Qz)
com o produto 222153.

Em Qz, temos 6 elementos de ordem 4. Assim, por um au-

tomorfismo «, enquanto o gerador_i'é levado em um dos 6 ele-
mentos, sobram 4 possibilidades para &(j) (6 menos 2 ele -
mentos do subgrupo gerado por X(Z)).

Desta forma, o(Aut(Q,)) £ 24,
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As fungoes o< e /3, tais que

Z ' e /S(i)
(¢4)° ()

o< (z)

n
<,

X(J) T )
podem ser estendidas a todos os elementos de Qz,assim que és
extensoes (denotadas pelas mesmas letras a:e/ﬁ) sejam auto--
morfismos de Qz. |

Mostramos, agora, que o< e/6 geram um grupo de 24 ele-

mentos: X tem ordem 4 e ﬂ, ordem 2. Verifica-se, facilmente,

que <2 # /3 ; portanto, o(& o, A% ) »>8. 0 automorfismo
ﬁo(, tal que | Z—>4 , tem ordem 3. Logo, o(& =, /5,AxD) 2
i ig | |
8.3 = 24. Como.o<,/% 1S3 Aut(QZ) e o(Aut(Qz))S-24, afirmamos
que 0(&X, B,AXD ) = 24.
Assim, o(Aut(Qz)) = 24.

0 uso da notagao Z (como se tivessemos um elemento
J
k

do modulo (H.4 )3) permite-nos empregar a notagao matricial

para descrevermos a a¢ao de automorfismos no conjunto de ge-

radores i T, J, K E (onde k = <5 e iz = jz = k'2 = -1,

como & convencionalmente usado para o0 grupo QZ)‘

Escrevemos:
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Z J 0 1 0 Z
ﬁ id=l 1=l 1 0o o}l
X 3 oto 0 -1/l

Assim, temos .

—_
o
o
i
o
o
—
o
o

KX—=>A=|0 0=-1[=]10-1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 ©
0 1 0 1 0 0 0o 1 0
/5-—9 B={1 0 O0|=]10 1 0 1 0 O
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Desta forma, obtemos uma correspondencia entre

<, € Aut(Q,) e A, BE GL(3,Z5)N®(3, R), que se es-
tende a um homomorfismo f: Aut(Q,) > 22]_53. Ao indicarmos

f(x) =& , temos &= (1,-1, 15 (23)) e

—

B=(1,1,-1; (12)).

Ao escrevermos um automorfismo pEEAut(Qz) na forma

(e, ey, €330)€Z,1S;5, o fatoque {'=(1, 1, 1; e) sig-

nifica que {: idAut(Qz) » pois interpretamos o elemento

( 1, 1, 15 e) da seguinte maneira:
(i) permutacdo e : N3ao ha intertroca entre os 3 subgrupoé

isomorfos a 14 ;

(ii) (1, 1, 1) : a imagem de cada um dos 3 geradores e tam-
_bem um deles.

Entao, o homomorfismo f e injetivo.
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Verificamos, assim, que existe HK< 121_53 , onde H
corresponde a f(Aut(Qz)), que €& isomorfo a Aut(Qz).

Temos que o(Z,|S3) = 48 e o(H) = 24.

113

Ja verificamos que Aut(Q,) H e que 221,53 = ZyXSy .
Como o grupo 12 XS4 , das simetrias do cubo, € bem

conhecido por suas aplicagoes em cristalografia, e desneces-
sario provar que seus Unicos subgrupos de ordem 24 sao . iso-

morfos a Z, XA, oua S5, (veja tab.2, p.135, em [3] ). U-

ma das diferencas entre estes dois subgrupos e que soO um de-
les possui elementos de ordem 4. 0 automorfismo &, exibido

anteriormente, tem ordem 4, portanto, X ¢ 12 X A4 . Logo ,
Aut(Q,) = S,.

Com o resultado da analise feita ate aqui, temos carac-

terizado completamente o grupo Aut(Qz)

No diagrama

3 .
Zy —5 ZplS3 — Sy
A
/
! 9
%
Aut(Q,) - ,

podemos observar que g e um homomorfismo sobrejetivo, nao
injetivo, dado por

X —> (23)
P — (12)

Assim, por Ker(g), confirmamos facilmente o fato que

Z,XZ,<q S, . onde Ker(g) & &%, (L) Y .



CAPTITULO IV - SUBGRUPOS DE SYLOW DE Sh

Neste capitulo, utilizaremos a mesma técnica dé capitulo
anterior, mas em situag¢ao reversa. La, conheciamos o grupo
de automorfismos de H<G e obtivemos informacgoes sobre
Aut(G). Aqui, conhecemos o grupo "Aut(G) e buscaremos in-
formagoes sobre o n? de subgrupos de uma classe de subgfupos

isomorfos de G, como mostramos no teorema a seguir.

Teorema: Tome p primo, psn . Seja H um Sylow p-subgrupo de

S, e sejako numero de subgrupos de Spe isomorfos

a H. Entao, para n>4, tem-se k2n .

Demonstragao: Para n)4, n#6 , Aut(S ) £ S . Para n =6,

o(Aut(Sn)) = 2.n! (veja [2] ). Neste caso ,
Inn(SG) 2 56. Assim, o argumento que usaremos a seguir para
S refere-se, no caso de'n = 6, ao subgrupo Inn(SG), dos'au-

n

tomorfismos internos de 56‘

Formemos o produto-grinalda Aut(H)lSk e o diagrama

(Aut(H)¥ — > Aut(H)s, o s,
~
f g
-
v
Aut(s.) =S,

Ja que g: Sn-=>Sk & homomorfismo (note que g= 1L o f ),

€ suficiente mostrar que g € injetivo e o teorema estara

demonstrado.



28

A imagem de g em Sk & um subgrupo do grupo de per-

mutacbes de k simbolos. Este subgrupo corresponde as permu-

tagoes dos k subgrupos H, de S_, induzidas pelos automorfis-
mos de Sh- | |

Os possiveis nicleos para g $3o {e} » A, e S., ja
que sdo os Unicos subgrupos normais em S_ (n>4) . ( A+ co-
mo & usado nofma]mente, indica o subgrupo de Sn das permuta-
coes pares).

Vamos supor Ker(g) = A . Neste caso, para todo'uééAn

(A< Aut(S,)) e para todo i=1,2,...,k,o(H;) = &H, X eH,

onde & & An € o elemento que, sob o automorfismo <, conju-

ga Hy. Assim, para qualquer i fixo, A {Ng (H;). Este fato
n o

implica em NS (Hi)'= Sn ou A, ja que o normalizador con-
n

tem A~ como subgrupo. E, assim, An<3NSn(Hi)°

A interseccao de dois subgrupos normais em G & também

normal em G. Assim, como A dNg (H;) e como temos sempre
n : : ’
H. 4 NSn(Hi)’ segue que HinAn<] A, » o que implica em

HiAA = A ou H,NAL ={el.

Em Hi/lAn = A_, temos uma contradicao, ja que A, nao e

n,
p-subgrupo de Sylow.
Se H#\An = {e§ , entao Hi = 22 ou Hi = {e‘i , aue

também & uma contradigdo, ja que nem Z, nem. {e} sao p-sub-

grupos de Sylow de S, (n>3).



Vamos supor,

"ne

Aut(Sn)

~ d_'l
= ol

o automorfismo X,
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agora, Ker(g) = Sn' Neste caso, para todo

e para todo i =1, 2, ..., k, temos

= H.

;» onde o€s e 0 elemento que, sob

conjuga H.. Assim, H.4dS , o que tambem
i i n

e uma contradicao, ja que Hi:# AL

Entao, Ker(g)

={ e e temos injetivo. Logo, k)n.
g 4



CAPTTULO V - AUTOMORFISMOS DE CERTO PRODUTO CINDIDO

Consideremos o grupo G:

3 3 4

G = (a, by ¢; a~=b"=c¢ =e, ba = ab, caéq =b, cbe |

=a2).

Podemos defini-lo, tambem, em termos de dois geradores,
aec, ja que b fica determinado por esses dois elementos.
Escrevemos, entdo:

G = (a, ¢; a3 = c4 = e, czac-2 = a2, xgac-]; d]= e) .

Aqui, [x, i}= xyx']y'] indica o comutador de elementos

"X, Y.
0 uso desta segunda definicao nos facilitara ao escre-
vermos automorfismos de G.
Mostrémos, a seguir, o diagrama correspondente a rede,

de subgrupos de G, onde usamos a seguinte convengao:

H, K: subgrupos de G
s: n9 de subgrupos conjugados a K

n: n® de copias de H nas quais uma fixa copia
de K aparece

m: n® de copias de K contidas em cada c6pia'de
" _

m
n

0 simbolo Dih indica um grupo diedral generalizado,

em que temos: Dih(A) =<K A, ¢? , onde A % ZZ‘?] , m>2 ,

aceh
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[FSIN N )

/Dih(Z
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Uma analise visual do diagrama de subgrupos de G expli-
ca as razoes que nos levaram a analisar justamente este gru-
po: |
- & um grubo de ordem relativamente pequena (0(Q) = 36);

- ndo e abeliano nem um outro grupo que tenha a estrutura de
Aut(G) bem conhecida;
- tem vdrios niveis (os'nfveis 2, 3, 4 e 6) com abundancia
de'subgrupos que desempenham o mesmo papel en G.
Vamos caracterizar completamente o grupo Aut(G). Divi-

diremos essa caracterizacao nas etapas:

1. Ordem do grupo Aut(G)

2. Geradores
3. CondigOes de comutagao de /%. com XLV ;
4. Homomorfismo de Aut(G) em Aut(ﬂ4)lsg' e

5. Homomorfismo de Aut(G) em Aut(Z3XZZ3)[S] .

1. Ordem de Aut(G)

Qualquer automorfismo de G fica determinado por sua a-
cdo em g e ¢, se utilizarmos a segunda definigao de G. Nes-
te grupo, temos 8 elementos de ordem 3 e 18 elementos de or-
dem 4 que poderiam ser, respectfvameﬁte, as imégehs de a e
¢ sob um automorfismo. Assim, o(Aut(G))$,8.18 = 144, Como o
centro de G @ o subgrupo trivial, isto &, Z(G) = {ek , € sa-

-~

bemos que Inn(G) g-G/Z(G) , temos Inn(G) = G. 0 subgrupo

Inn(G), dos automorfismos internos, & gerado por K; e X; s

‘que representam'conjugagﬁo por a e por ¢ , respectivamente.
Escrevemos, entdo: Inn(G) = & Y; \ Y; DR
X; e descrito pelas orbitas de sua acao: (a, b, az, bz)

e (¢), a orbita trivial, enquanto que Xg e descrito pelas or-
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bitas (qg) € (e, abzc, azbc’)-
Sabemos que Inn(G)<d Aut(G). Entdo [Aut(G) : Inn(G)] =
=1, 2, ou 4, ja qde o(Inn(G)) = 36 e o(Aut(G))< 144,
Precisamos verificar a existencia ou nao de automorfis-

mos. externos.

Seja o« uma funcao definida para {a R c} em G tal que

AL(a) = ab2 . Podemos estender o« a um automorfismo de G
zx(c) - |
(que denotaremos pela mesma letra o&). 0 automorfismo o& 'néo
e interno, pois nao existe x& G tal que =z conjugue a com
o (a) . |

Seja, agora,/.’> uma funéio d.e' {a s c} em G tal que

/3(a) = g . Também podemos estender‘/} a um automorfismo de

Ple) = e
de G (que tambem sera denotado por ). 0 automorfismo /B tam-
bem n3ao e interno, ja que nao existe x &€ G que conjugue ¢
com /3(0) e, obvi’amente,/& nao pertence ao subgrupo gefado
por Inn(G) e o< .

Veriffcamos, assim, que existem pe]d menos 3 é]asses de
automorfismos externos (modulo Inn(G)):'{ [e],[a&],[ﬂ]i.

0 automorfismo 04/5 nao e interno, pois temos

o< f3(a) = ab? . Entao [oc/s]qé [e] .
o< 3(¢) - ed _
"~ Temos, tambem, o<ﬂ¢[oé] , pois se 04/5’=o<.k, k & Inn(G),
teriamos 2 € Inn(G).

Analogamente, descartamos o</3€'[[5], ja que isto impH¥
caria em /3_104/3 & Inn(G), mas Inn(G), sendo normal em Aut(G),

nos levaria a conclusdao que o¢ € Inn(G).

Temos, entao, pelo menos 4 classes de automorfismos exter-
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nos, dadas por: { [e], [ ] ,[]5] ,[“ﬁg]} , mas ndo podemos

ter mais do que 144/36, entdo temos o(Aut(G)) = 36.4 = 144.

2. Geradores

Ja conhecemos Inn(G) = 4(32 ,Arcj?. Conhecemos, tambem,

oK e/€>, automorfismos externos.
0 automorfismo o& e descrito pelas-orbitas de sua agao

2 2

(a, ab2, b, ab, a2, a"b, b, azbz) e (¢), a orbita trivial.

(As demais orbitas formam-se de maneira obvia). Note que ocz

" coincide com XL
-0 automorfismo /35 tem ordem 2. Obviamente ndo conseguire-
m _ .= 3 _
mos m tal que p° = X; , ja que &Z‘- e.
Como Y; e 2 = XL geram Inn(G) e como o< e /3 geram
todos os automorfismos externos, temos Aut(G) = é‘dw/%,fgﬁr

Em seguida, vamos gerar Aut(G) com apenas 2 automorfis-

mos.
Seja /2. uma fungao de { a, b, c% em G tal que
I
ﬂij(a)-ab
- 4,21
ﬂij(b) = a'b
_ 3
/b-ij(c)“c
- . i, 12-+32
As orbitas comegam assim: a —» a b " —» a
| . 2.
b —> anZLA» b *
c —» 03 — C
Se i =0 ou j =20, temos 12+-j25 1(mod 3) e, consequen-
temente /5?. e
. RN '

Se i+ 0 e j# 0, temos i+ j = 2(mod 3) e,entéo,/}?j=e.
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Denotemos por Y‘

gy © automorfismo de conjugacao por

aYpV. Obviamente Fﬁv = e.

Para uma escolha conveniente de geradores, precisamos

conhecer as condigoes em que os automorfismos /%. e YLV

comutem.

3. Co_ndig'ées para que ﬁij Y\uv = X\uv ﬂij

Para o gerador a, temos /31'\]" X‘uv(a.) ﬂij(a) .0
x\uv /51\]'(“) ﬂij(a)

que implica em /gij ruv = Xquvlﬁij , para quaisquer u e v,

ieJ.

Para o gerador ¢, temos

u,v_2u,2vy _ u, v, 2u v -
ﬁij X‘uv(c) ﬂij(abca »°") = ﬁij(abb a c) |

/gij(au+vb2u+vc) - (a1b3)u+v(a3b21)2u+vc3 -

- au(i+2j)+v(i+j)bu(i+j)+v(2i+j)c3

3 v 3202y u.v.u 2v.3
Y\uvﬁij(c)?y\uv(c)=aubca b =abba ¢ =

u+2v,u+v 3
a (&4

b

Ja que temos a unicidade de notagao de elementos de G

na forma ambnc“, a igualdade existe se, e somente se, to-

das as potencias sao iguais. Assim, ﬂij X‘uv = Y\uv ﬂij.

quando u(i+2j) + v(i+j)

u + 2v

u(i+j) + v{(2i+j) u + v

u(2i) + v(2j)

0 sistema e equivalente a 2u
u( Jj) + v(2i)

v
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"
o

» que equivale a

1}
o

Ju + (21 + 2)v

F )

Para que o sistema tenha solucao, temos que ter det A=0,

Ou ainda {(Zi + 1)u + 2jv

onde A =(21 +1 J ) ., heEM(2, Zj) , o anel das matri -

J i+
zes do espago 2-dimensional, sobre o corpo 13 . Entao

s . 2 _ 5.2 . 2
det A = (21 +1)(i+1) + 2% = 2" + 31 + 1+ 2j° =

= 2i% + 252 + 1= 2(i% + %) +1
: _ i2 L 2 _
det A=0 = 2(i“+3°)+1=0

2(i% + §%) =2
2 | .2

/_'\
< —
— (4]

\___/

/_\
no
< j =i
~———

it
——
o o
~————
o
[ [
+ o+
oD
< <
] i
[an) o
j =i
"
(&)
<

Se j°+2 =0 = j=1,2. Ent3o: v=0,1,2
v=1 =>u-=1,2
Quando Entao, se v=1,2 = u= 1,2
v=2=>u-=1,2
Se j=0 (ei=1,2)
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i=1= v =20
Se u = 0, ’
i = v =0,1, 2.

Se i=1, u=0,1,2 = v =0,
0 automorfismo /3, descrito anteriormente, satisfaz a

condicao: j= 0 e i =1. 0 automorfismo que comuta com,@ e

Khv’ u=0,1,2 e v=0. Vamos tomar u = 2. Assim, o pro-

duto /51{‘2 tem ordem 6, (/&X\Z)E’ =ﬂ e (/5}(‘2)2 = X‘a,
Encontramos; assim, um novo sistema de geradores :

Aut(G) i L, ALY .

4. Homomorfismo de Aut(G) em Aut(Z4)Z_S9

Como podemos escolher, para nosso objetivo, subgrupos
em diversos niveis, uma escolha natural & iniciarmos por
Sy]ow-subgrupos de G. Temos apenas 1 Sylow 3-subgrupo ,

Z4X1Zy, 9 Sylow 2-subgrupos, isomorfos a Z, . Entao, co-

mecaremos a analise no nivel 4.
Para encontarmos um homomorfismo de Aut(G) em

Aut(Z4)lS9 2'22259, vamos verificar a agao doé geradores
~de Aut(G) nos 9 subgkupos Zy .

Yeremos que o grupo Aut(G) e um produto cindido de
translacgoes em Zg por transforma§6es lineares do espacgo
2-dimensional sobre 23 . Por este motivo; e mais convenien-
te utilizarmos, nesta fase'dos nossos calculos, os gerado-

res ‘XQ, Yy, % e A do que L e /SX\, apesar desta ultima

escolha apresentar-se em forma mais compacta.
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0s 9 subgrupos 24 sao gerados por xij = a'ble s

i,j = 0,1,2. Assim, podemos indica-los por meio de vetores

-i .
()ezzg.
J

Lembrando que o : a-—yabz_
b— ab

c—>C s

segue que o((a1ch) = aHJbZHJc

A notagao (1) nos permite associar ao automorfismo &

J
uma matriz A, AeGL(2, ZZ3), o grupo das matrizes inversiveis,

do espago 2-dimensional, sobre o corpo 23 .

L)L) = 00

Agora, verifiquemos a agao de /5 sobre 0s-9 subgrupos.
Temos que /‘B ta-=>a; |
b-—>b2

3
c—>c
Entao /%(aibjc) - aip?d,3

Queremos escrever a imagem de / em termos do gerador

: ~ i j .3 1 3
X5 Entao a1b2‘]c3 = Xj5 < (a p"e)”.
Seja y = a'p™. Entdo (yc)3 = (yc)'] = c-]y-] = 03y2.

*

Temos aiszc3 = 03y2 = Caib2303 = y2 = ani = y2 =>
y = aZJbZi . Assim, /g(aibJé) = albz‘]c3 = (a2jb210)3.

o= i
Usando a notacao de vetores( ) , escrevemos
; :
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N EMEEN

Associamos, entdo, ao automorfismo /3, a matriz

{0 2
B = ., BEGL(2,Z,) .
2 o

Introduzindo esta notagao, aproveitamos do.homomorfismo

hy KX, B3> = 6L(2,Z4) , dado por: | R(x)=A , ja que
n(By=8.
composicao de automorfiémosbcorresponde 3 multiplicagao de
" matrizes. Este homohdrfismo e injetivo, pois seu nucleo e

o automorfismo trivial.
Operando com as matrizes A e B, verificamos a relacao

1

sAE ! = A3,

Como temos o homomorfismo # injetivo, essa rela-
- v . - - /35< | _0(3
cao se preserva para u’e/e . Temos, entao, Y- = e,
8 _ p2 _ - | , .

como ®° = /3¢ = e, temos a descricao da classe de isomorfis-
mo - KX, AD> # 16réa2_ (veja [7] ).

Salientamos, aqui, que este grupo, lﬁrgaz,.de 16 elemen-
tos, & Sylow 2-subgrupo de grupos Aut(Zp XZZp),'para p pri-
mo e p=3(mod8) .

A agio de XZ e X} nos subgrupos isomorfos a z, em

G e dada por K;(aibjc) = a(aibjc)a-] = o1 *1342,

()-GO

E XZ(aibjc) = b(aibjc)b-] A AP

Ou seja x\b(i\) i+
J J o+

H
o
o, -t
——e™
-+
——
— —
| c———
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A acao de X; sobre o vetor( 1) e de uma translagao.
J

0 mesmo acontece com fb. Como estamos trabalhando no corpo

Zy, podem.os colocar << r, X‘b\»: Zg , associando

a

1 1 . '
a—é( ) e b-a( ) , que sao vetores linearmente indepen-
2 1 .

dentes.

O0s automorfismos o« e /A geram um grupo de 16 elementos,
que e um subgrupo de GL(2,23) , € 0S automorfismos F& e Y%
geram um grupo de 9 elementos, de translagoes. Assim, temos
o(&et, A, Y, By)) = 16.9 = 144,

Este grupo e um produto normal de translagoes em Zg
por transformagoes lineares de GL(2,E3) . Anotemos

- 2 '

¥ Oy, py = 13.><]16P3a2 .

0s elementos deste grupo podem ser escritos como péres
(t,2) , onde t e translagao em Zg e 2616P3a2 , com a
lei de composicao (t-s2)(t's1') = (e+1t', 11').

Assim, Aut(G) e isomorfo a um subgrupo do grupo afim

A(2,Z4) , do espago de dimensdo 2, sobre o corpo Zg .

Pelos calculos que fizemos, os automorfismos &, /3,

Fa e YZ podem ser escritos como elementos de Z,]Sg, da for-

ma (e], -.-5 €g3 ©), onde &, Y; e XZ correspondem a elemen-
tos em que ey = e, = ... = eg = 1. Ao automorfismo /Slcor -
responde um elemento onde €] = €y = ... = &g ==-1. Quanto 3

permutacao O, podemos determina-la facilmente para o, /5,
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i

pa‘e Fb, com o uso da notagao ( ) para cada gerador

J
i, '
a b'e dos 9 subgrupos.
Com relag3ao as permutagoes 6’; destacamos o fato que o

homomorfismo g que aparece no diagrama

9
Zy; —> ZlS9 —> Sg
/
s
Y

Aut(G)
e injetivo.

5. Homomorfismo de Aut(G) em Aut(Z, xzz3)l S,

Em G, temos um Sylow 3-subgrupo, isomorfo a Z; X Z4.

Este subgrhpo pode ser interpretado como espa¢o vetorial so-

| bre 23 .
Qualquer automorfismo do espaco linear 284 € automor-
. ' _ n
fismo do grupo ZpX XZp = ZZp..
~—_—————
n

Assim, temos 6L(n,Z ) C,Aut(ﬂg) (onde G, indica um

homomorfismo injetivo).

Para que a outra inclusao seja verdadeira, & preciso ve-
e v - | n
rificar que K(kg) = k(g) , onde o €Aut(Z ) .
Esta verificacao e imediata por indugdao sobre k, apesar
de s0 precisarmos usa-la para um numero finito de valores dek.

Desta forﬁa, Aut(Zg) C;GL(n,Zp). Temos, entao ,
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n ~
Aut(Zg) = GL(n,Z) .

Por isto, escrevemos Aut(13)(ﬂ3) B GL(2,Z3)

Uma analise da relacao entre Aut(Z, XZZ3)lS]'3VAut(Z§)

e Aut(G) torna-se desnecessaria neste momento, em fun@Eo dos
‘resultados obtidos com a anélise.anterior, pois, 1a, carac-
terizamos completamente o'grupo Aut(G).

Mas, se tivessemos iniciado o eétudo deste grupo pela

analise do homomorfismo f:Aut(G)—> Aut(Z, XZ,)LS, , obte-
3 3 1

riamos o resultado que descrevemos a seguir.

n

Sabemos que Aut(Z, XZZ3)lS] GL(2,Z4) . Entdo, o dia-

grama .
Aut(Z5) — > Aut(Z5)1 sy — S,
f
Aut(G)

pode ser reescrito como

6L(2,Z,) —> 6L(2,Z,) —> {e]

|
Aut(G)

Seja, entao, o homomorfismo f:Aut(G) > GL(Z,Eé) e

considere ot &Ker(f). Isto &, f(x) e um automorfismo trivial

2

de Z,. Portanto, ‘K{a) = a e K(b) = b . As possiveis i-

magens para ¢, sob &, sao: K(e) = aibjck; i,j =0,1, 2 e
k =1, 3.

" F facil verificar que k=3 nao define um automorfismo
de G e, como todas as escolhas para i e j sao possiveis, te-

mos Ker(f) % Zy X1y,
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Podemos observar que, assim, recebemos apenas uma das
informagGes obtidas pela analise do caso em que a escolha

foi H = 24

Para destacarmos o resultado obtido pela andlise deste

grupo, reescrevemos este resultado em forma de teorema,
Teorema: Seja o produto semi-direto G = Z§>424 , isomor-

- fo a um subgrupo do grupo A(2,Z3) , onde elemen -

tos de 24 atuam por conjugacao em Zg' , com a agao dada

pela matriz (0 2) .
' 1 Q

Nestas condigGes, o grupo Aut(G) pode tamb&m ser in-

jetado em A(2,Z3) e herda a estrutura de produto cindido

de A(2,Z3) , cindindo da forma 'Z§>416[}a2 .

No capitulo seguinte, demonstramos um teorema para uma
classe de grupos que abrange ‘G, recebendo uma generalizagao

do resultado acima.
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CAPITULO VI - GENERALIZACAO: Aut(G)<:A(n,Zp

No capitulo anterior, estudamos o produto semi-direto
G = ZZ§><IZ4 , considerado como subgrupo do grupo afi.m'
A(2,Zg) . Verificamos que o grupo Aut(G) tambem cinde e e
isomorfo a um subgrupo do grupo A(Z,Z3) .

Este resultado nos motivou a buscarmos uma generaliza-
cao deste grupo G. Gostariamos de encontrar um grupo qué
seja um produto cindido, que possa ser injetado no grupo a-
fim, cujo grupo de automorfismos tambem cinda e seja isomor-

fo a um subgrupo do grupo afim.

Com esta finalidade, no lugar de Zg tomamos o grupo a-

beliano elementar Z" , p primo, e formamos uma extensao se -

p
mi-direta deste grupo por um‘grupo cTc]ico'Eq . A agao de
conjugagio de elementos de Zﬁ em Eg e dada por:

Y;(a)-= cac-] , onde Y: z_ - Aut(Eg) e —>» X‘c , e & sufi-

q

ciente defini-la para n geradores a; de Zg , obtendo expres- .

-1 My My nJ

sges da forma cajc = aj “a cevoap Como Eg ‘pode

ser tratado como espaco vetorial n-dimensional, vamos consi-

como vetor em Z" (a imagem

derar seqllencia (m]j, ceay mnj) P

n
P

" de GL(n,Zp), com

do j-8simo vetor bdsico) e a acdo Y; em ajeZ sera des -

crita, entao, por uma matriz M = (mij)
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a convencao comum de apresentar vetores-imagens como colunas.
Alem disso, encontraremos a situagao do subgrupo H de
algum grupo G tal que todos os seus automorfismos possam ser

realizados por conjugacao em G. Entao, considere o homomor-

fismo Y:NG(H)—e'Aut(H) U > Ym, onde XL atua por conju-

gagéd em elementos de H: XL = uhu'], ue€Ns(H) , heH.

| | Ng (H)
Naturalmente ker(Y) = ZG(H). Temos Im(Y) = /EG(H)'

No caso de G finito, para que Im(Y¥) % Aut(H) @ necessa-

rio e suficiente que {NG(H)':ZG(H)} = 0(Aut(H)). Por isso ,

introduzimos a nocao que segue.
Definicao: Dizemos que um subgrupo H de um grupo finito G e-

versatil quando ha a igualdade [NG(H) :ZG(H)] = o(Aut(H)).

A generalizacao que buscamos sera descrita no teorema a
seguir, onde precisaremos das seguintes definigoes:
Definicao: Seja G grupo finito e M espacgo vetorial sobre o
corpo K. Uma representacao T e um homomorfismo Tﬁg-e T(g) de
G em GL(M). '
Definicao: Uma representagao T & fiel se T € injetivo.
Definicao: Seja T uma:representagio de G em GL(M) e seja N
um subespaco de M. N e subespaco invariante de T(G) se
T(N)C N. |
Definicdo: Uma representagﬁo T:6-> GL(M) @ irredutivel se

0os unicos subespacos invariantes de T(G) s3ao os triviais.

Teorema: Seja G = ZBXIZZ . p primo, e seja ¢:Z _-»GL(n,Z_):

q q Y

¢ > M uma repfesentagéo fiel de Zq , onde ((Zq) e versatil e

M nao tem valor proprio 1.
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Nestas condigoes, o grupo Aut(G) tem uma injecao natu-
ral no grupo afim A(n,Zp) e possui a estrutura de produto

cindido Z XK, onde _ |
K = NGL(n,Zp) (e(zg)) -

Se ¢ e irredutivel, a ordem de Aut(G)‘é pn(pn -l)lp(q).

Demonstracdo: A demonstracdo do teorema sera dividida nos

seguintes pontos:
1. Aplicacdo injetiva 6 GANZ,) ;

2. Numero de copias de Eq em G

3. As p" copias de Zq sao conjugadas ;

4. Homomorfismo Aut(G)-> S, , k = p"

5. Conjugagoes por b & Zg atuam como translacoes

6. Existe uma Unica cOpia de Zg em G
7. Automorfismos de G levantam-se para A(n,ﬂp) :

8. A unicidade do levantamento e

9. Ordem de Aut(G) para ¢ irredutivel

1. Aplicacao injetiva G GA(n,Eb)

Seja ac'€G. Como a pertence a um subgrupo Eg , que

corresponde ao espaco vetorial EB sobre Z _, e a agao l;, de

P

n

conjugagao por ¢ no grupo Ep

, corresponde a acao da matriz

MGEGL(n,Ep) , € natural anotar o elemento aci» em forma de

um par (a, M') (enténdendo que a & um vetor), isto e, defj-
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nir um monomorfismo b:6~ A(n,Zp) 3 aci—e (a, Mi).

Verificamos que ¢ & homomorfismo:

-(b)c]cJ =

(ac1)(ch) = ge'bed = ge'beleled = 4 r1
(&4

(@ + M (b)), M' Ty = (a, M) (p, M).
Obviamente q) e injetivo, pois temos unicidade de no-
tacdao para elementos de G, na forma ac' .

Gracas a injecao de G em A(n, Z_ ) , podemos

P

fazer calculos em G tratando seus elementos como pares

(a, M)e A(n,zzp) :

2. Numero de copias de Zq em G

Vamos verificar que cada elemento da forma ac gera uma

copia de Zq . Para obtermos isso, verificaremos que a ordem

desse elemento e q.

Temos que (ac)1 = (2. M (a)).c , o que provamos a

seguir por inducao:
Primeiro passo indutivo:
. 1 LR 1
Para i =1 = (aec) = ( & M (a)).c = I{(a)e = aec.
k=0 :
Em seguida, vamos supor que a igualdade vale para arbi-

trario, mas fixo, i = j -1

j-2

(ac)d™! = ( = mk(a)).ed"]
' k=0
e verificamos a validade da formula para i = j
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j-2 L j-2 ) . )
( kz_o Mk(a))°03-]ac = ( %‘_‘0 Mk(a))-CJ_]GG-(J-])QJ-]C -

J-2 . ) j-1 .
(2. MK@)) . @) .ed = (Bl MM(a)).ed
k=0 k=0

Assim, temos (ac)i = bci » b & Zg

Em seqguida, vamos calcular a ordem de aec.
Como temos unicidade de notagao para elementos de G na
forma be', o fato que be! = e implica emb =¢ e c' = e

Esta ultima igualdade implica em qli, ja que ofc¢) =.q.

Ent3ao, o menor candidato para a ordem de ac € 0 numero

q. Calculamos a parte translacional de (ac)9, que & igual a

q-1
( = mk(a)).
k=0
. ‘ a-1 ) , B
Notamos que ( =_ M )(M-1) = M3 - 1 e, em sequida,
: k=0 ‘

que MY - 1 & a matriz O (1embre que EqéGL(n,Zp): e-> M.

€ representacao fiel), assim como (M - I) & inversivel, ja

que M nao tem valor proprio 1. © Em conseqﬂéncia_,'
q-1 k q-1 k N '

2. M =0 e (=2 M )(a) =0(a) =0 .

k=0 k=0

Entao, cada elemento da forma ac gera uma copia de Zq

Diferentes a, b € ZB geram copias diversas de Zq » Ppois

be € Kacdy implica em =3 be = (ac)', o que implica em
. i _
i =1 e a-="»b. Como a & Z; , temos tantas copias de Z-

quantos a € Z; , isto &, p".
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3. As p" copias de Zq sao conjugadas

Vamos verificar se duas copias de Z_ sao conjugadas,

q

Dados dois geradores de Zﬁ , ac € a'e, vamos verificar
se existe bezzg que os conjugue. Para isso, € necessario

que (b, I)(a, M)(b, 1)7! = (a', M)
0 que € equiva]énte a | '

(b, I)(a, M) = (a', M)(D, I)
Entao

(b + I(a), IM) = (a' + M(D), MI),

que implica ém
{b+a a' + M(b) (1)
IM = MI (2)

A igualdade da equagao (2) e obvia.

Da equacao (1), temos

b-Mb)=a -a => (I = M)(b) = a' - a.

Em virtude da existencia de (I - M)'] (como notamos

no ponto 2), temos

Assim, para duas copias quaisquer de Zq , encontramos

b € ZZS que as conjugue. Logo, temos que as pn

copias de

Zq sao conjugadas.

4, Homomorfismo Aut(G)—> Sk , k = Pn~

Como temos k = p" copias conjugadas de Z, obviamen-

te automorfismos de G vao permutar essas k copias. Assim,
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temos homomorfismo g: Aut(G)—> S|, que age permutando os

k subgrupos Z Mas, em vez de considerarmos um indice k

q°
como elemento do conjunto {1, 2, .. pn} , vamos pensar

em k como vetor de Zg . Veremos que, desta forma, estas

permutacoes correspondem a translacoes em Zg

5. Conjugagdes por b € Eg atuam como translagdes

Indicaremos as pn copias de Zq' por meio de vetores.
e z"
p

Os automorfismos de conjugacao por elemento b & lg em

ac € Zq ( Yb(ac)) resultam em translagdoes em Z|

p
Y\b(ac) = b(aa)b".I = bacb-.I = bacb-]a—]c =
= abx;(b-])c' = ab(Y‘c(b.))-]c

Associamos Yz(ac) —> (a + b - M(b), M), ou melhor,
¥,: (a, M) = (a + b = M(b), M) = ((I - M)(B), 1) + (a, M).
Desta Ultima expressao, temos que (I - M)(b)‘= d .

-1

Como ja sabemos que (I - M) existe, para cada besﬂg |

temos um elemento d & Z; , pois se b percorre Zg » entao d

tambem o fara.

Entao, temqs- fb((a, M)) (d, 1) + (a..M) )

com b (I—-M)_](d).
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6. Existe uma unica copia de Zg em G

>

' n3o comuta com

Vamos supor que el & de ordem p. Mas ¢
n-1 vetores linearmente independentes (LI) de Zg pois, se
comutasse, M1(a) = ¢'gqe” ! teria n-1 valores proprios 1.
O-polinamio minimal de M', neste caso (A-1)"" ], di-

vide o polinomio caracteristico j( i(%) e 0 quociente
: _ : M

(A~ l)n'li )(Mi(k) tem grau 1. Assim, M’ teria n-&simo va-

lor proprio 17:

Como supomos <c1)p = e, temos
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Daqui, teriamos q|i e M', contrario a hipotese, te-

ria ordem 1% p

“Assim, verificamos que nao ha outro elemento em G, de

ordem p, que, junto com n7-1 elementos LI de Zg ,-possa gerar

‘uma outra copia de Z; .

7. Automorfismos de G levantam-se para A(n,Zp)

Seja ¢ € Aut(G). Vamos considerar que o« atua na copia

de G em A(n,Zp) . Neste caso,o & definido em {e],...,en,Mk;

n

onde [eij & base para z,

e M€GL(n,Zp) tal que M3 =1.

Qualquer automorfismo «< leva EB em Eg ( Z; e carac-

n

teristico, ja que nao tem outra copia de Zp

em G, veja pon-

to 6).

No Capitulo 5, ponto 5, mostramos que Aut(ZE)'g GL(n,Zp).

Entao «, restrito a Zg, SerE dado por.uma matriz, que chama-
remos A. , AXGGL(n,Zp).
‘Suponha inicialmente que o« (M) = M. Neste caso, temos

o< feq, ooy e, M}—a{Ax(e]), coos Ax(e,), MY

n

Como =< & automorfismo, temos, para aélp N

o, M).(a D] = (0, M).(a, I).
Do termo a esquerda da ijgualdade, temos

«f(o, M).(a, )] = ot(Ma), M) = (AM(a), M).

Do termo a direita da igualdade, temos
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ot(o, M).<(a, 1) = (0, M).(%(a), I) = (o, M)F(Kx(a), 1) =

(MA(a), M).

Entao, v A M(a).= MA_(a) , que implica em
aC—ZZB o (a) a(.( ) q p

AM = MA, . Como A, & inversivel (pois Ax_e.GL(n,Zp) ), se-

gue oL tem que ser tal que AxMA;} = M, ou seja, A, deve
pertencer ao centralizador de M em GL(n,Zp).

Vamos verificar se e possivel realizar o por meio de

conjugégio em,A(n,Zp) , isto &, veremos se existe um par
(t,N)€E A(n,Zp) tal que-
(t,N) (0,M)(t,N)" = (o0,M) - (1)
_'| : .
(£,N) (e, T)(E,N) " = (Aeleg), 1), 120 .00m (2)

Da equacgao (1), temos: (t, N)(o, M) = (o, M)(t, N) ,
que equivale a  (t + N(o), NM) = (o-+ M(t), MN), que implica

em ' t
NM

Da equacdo (2), temos: 1<\7‘< (t, N) (e, 1)=(Agle;), 1) (t,N),
gisn _

M.(t), (3)
MN (4) .

que equivaie a (t + N(ei), NI) = (Ax(ei) + I(t), IN), que im-

NI

plica em (¢ + N(ei) = Ax(ei) + t (5)
i IN
Claramente, a ultima igualdade nao impoe nenhuma restri-
cao a matriz N.

Com as equacoes 3 -5, formamos o sistema
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(3')

(I-M)(t) = o
NMNT! = M (4*)
A N(e;) = Ax(e;) (5")
1<i<n

Da equagao (3'), temos t - 0, pois. M nao possui valor
proprio 1. Da equacao (5'), temos N = A, que satisfaz
tambem (4').

Assim, o automorfismo < € realizado por conjugacao

pelo elemento (o, A, ) € A(n, Zp).

Em seguida, suponha que [3€ Aut(G) atue em M assim:

/Ao, M) = (d, nT),

L

Considere o automorfismo oéd i induzido por conjuga-

cao em A(n, ZB) pe1o par ((I-Mi)'](d), N;) . onde

N;€GL(n, Z,) satisfaz a igualdade N;MN]' = M

A existéncia de N; esta garantida, pois c:(ﬂq) e

versatil.

: ' -1 | | |
Defina o= /30 oL ', . Note que (0, M) = (o, M), en-

" t3o oL & induzido (como a nossa analise anterior mostrou)

‘por conjugacdo por um elemento do tipo (0, Ax) , onde

Ao € ZA(f_', z) ($(6)). Entdo, B =xo ®y.; € induzido

pbr conjugacao pelo produtd (0, Ax)((I - M1)’](d), Ni) =

= (ALT-MH) (), ANy .
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8. A unicidade do levantamento

No ponto 7, provamos que 4)(6) e versatil em A(n, Ep).

Agora, mostraremos que ZA(n Z_)(dD(G)) = { e] » 0 que equi-
, *p
vale a constatacdo que NA(n 7 )(¢(G))—> Aut(G) e uma bijecao.
. *Tp
Seja (t, N)GNA(n,Zp)(q)(G))' Se (t, N) pertence ao
centralizador, entdo atua trivialmente também em 2364)(6).

Mas (t, N)(aq, I)(t, N)"I = (a I) para todos a € ZB , isto e,

o (t, N)(a, I) = (a, I)(t, N) , ﬁgﬁfn;

= %p
\/ t + N(a) = a + t
ang N = N

o que implica em N = I, entdo (t, N) = (t, I).

Se (t, I)(o; M)(t, I)']-= (o0, M), isto e, se
(t, I)(o, M) = (o, M)(t, I), temos (t, M) = (M(t), M), de

onde vem que t = M(t), o que implica em t = o.

(e ={o. ) ={el.

Daqui, tgmos ZA(n,Zp)

9. Ordem de Aut(G) para ¢ irredutivel

Vamos assumir, neste ponto, que M seja irredutivel sobré

Zp . Note que os vetores eq, M(ey), ..., Mn'](e]) sao line-

armente independentes pois, se Mk(e1) € U, onde U =

<<e], M(e]),..., Mk'](e])>> para algum k<n-1, isto im-
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plicaria que Mk+s(e])€ U (o que se demonstra indutivamen-

te) e este fato significaria que «:e], cees Mk'](e])‘>

geraria um subespaco invariante nao-trivial com relagao a

agao de M, contrario a hipotese de irredutibilidade.

n-1 .
Entao. \4 3 v = 2. u1M1(e]) (1) .
VEZB Upsen sy €2, i=0

Note que o conjunto

q-1 .
= e ¢ = 1 M
p { AEGL(, Zy) i A= 2w 5wz, V()
esta contido no centralizador H.= zGL(n,Zp) (< ( Zq)) .

Em vista de (1) e (2), no centralizador H temos ma-

trizes com a primeira coluna pre-fixada:

v 3 Aleqy) = v
V£O AeH

Entao o(H) > pn - 1. Para provar a desigqgualdade inver-

€ n
s;, tomamos A ZGL(n,Ep) (M) e escolhemos a base de Zp
de vetores e; = Mi'1(e1). Se conhecemos A(e]) = v, temos
Ale;) = 37 (eq) = mI7Tagey) = wIT(v)

Entao, o fato que A centraliza M, irredutivel, e a pri-

meira coluna de A determinam toda a matriz A.

Temos que Aut(G) = {(t, N) € NA(n,Z ) (d(a)) }

P

A parte translacional de Aut(G) corresponde a agao - de

elementos (a, I) por conjugacao em A(n, Zp) . Como obtemos

todas as translacGes em Eg , temos



57

o(Aut(6)) = p". o(NGL(n,Zp)u_(zzq))').

Mas ¢ (Z e versatil, entdo:

q)

Normalizador

Aut(Z )

Centralizador q

Ent3ao, a ordem do normalizador & o produto das ordens do
centralizador e de Aut(Zq) . Dai, temos que a ordem do nor-
malizador @ (p"-1). @(q) e, conseqlentemente,

_on ,.n_

o(Aut(G)) = p.(p - 1). ¢ (q)

€sta demonstrado o teorema.

Por Gltimo, mostramos que ‘as hipoteses: a) & & fiel e

b) C(Zq) e versatil sao necessarias para .a validade da

nossa tese.

=s|lo

a) Vamos supor C(: Zq - ZSC. GL(n, Zb) , onde s =

“Se r#1, temos e>—=> 1. No entanto, em Zq temos 0 automor-

fismo °<s+] : c-»cSH , mas d):GﬁA(n, Ep)':c-'—7 (o, M) e

(d oot ,)e) = P () = (0, M).

Entao, Ker(¢) nao seria trivial. Assim, ndao teriamos

+1

. . -~ . . < —~ -
distingao, em matrizes, dos elementos ¢ e ¢~ ', entao nenhum

automorfismo de matrizes conseguiria distinguir dois diferen-

tes elementos da imagem inversa (b“](M).

b) E claro que, em geral, nem todo subgrupo de G & ver-
satil, por exemplo, subgrupos do grupo abeliano tem normali-

zadores triviais. No entanto, poder-se-ia suspeitar que os
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subgrupos ciclicos dos grupos matriciais sobre um corpo fi-
nito gozassem desta propriedade. Para remoVer a suspeita da
redundancia da nossa hipotese, damos um contra-exemplo:
Sabemos que o(Aut(Zq)) =@(q).
. -1
Seja ry = o(6L(n,Zy)) = (p"-1)(p"-p) ... (p"-0"7).

Como a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo, te-

mos q rp e, como queremos ter Aut(Zq) imagem homomorfa de

um subgrupo de GL(n, Zp)

Consideremos n =2, p =23 e q =11

, entdo gueremos ©(q) s

Neste caso, 11fr,; = 222 .23 .24

Como q = 11 & primo, pelo 19 Teorema de Sylow, existe

copia Zyy em GL(2,Z,g). Por outro lado, Aut(Zyy) % Zyy <

= 22 X~25 s, € como Z]O e ciclico e 5 lQ, Eﬁo possui sub-
grupo de ordem 5, que tambem seria subgrupo de GL(2, 123).

Mas S’ro(GL(2,223)). Entao, Z4, nao e versatil em

GL(2, 223)
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