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RESUMO

Apresentamos um estudo de campos de vetores sobre super-
ficies, e, em particular, campos comutativos em superficies com-
pactas com caracteristica de Euler diferente de zero, X (M) #£0.
Para este estudo, utilizamos os fluxos associados aos campos. Os

resultados principais sao:

Teorema 6.16: Toda acao continua do grupo aditivo R” sobre

uma superficie compacta, com caracteristica de

Euler diferente de zero, tem um ponto fixo.

Teorema 6.17: Sejam Xl,'XZ,......,Xn Campos de vetores de classe

1 . . s
C™, que comutam dois a dois, sobre uma superficie
compacta com carateristica de Euler nao nula. Entao existe um

ponto x&€ M, tal que, Xl(x)=........=Xn(x)= 0.



ABSTRACT

We present a study of commutative vector fields on
surfaces, with special attention on compact surfeces with non
zero Euler characteristic. The results of this thesis are
obtained by way of the flows associated with the fields. The

principal results are:

Theorem 6.16: Every (continuous) action of the additive group R

on a compact 2-manifold M, with x(M)# 0, has a

fixed point.

Theorem 6.17: Let Xl,...,Xﬁbe'bairwise commuting vector fields of

class Cl on a compact 2-manifold M, with x(M)#0.

There exists a point XEM such that Xl(x)z......=xn(x)= 0.



CAPITULDO I

GRUPO FUNDAMENTAL E ESPACOS DE RECOBRIMENTOS

Definicdao 1.1: Um caminho num espago topolbégica X €& uma

funcao continua £ do intervalo [0,1]=I em
X. O ponto f(0) é chamado ponto inicial de f e o ponto

£(1) & chamado ponto final de f.

Lema 1.2: Sejam X e Y espac¢os topoldgicos, A e B sub-
conjuntos fechados (abertos) de X. Sejam

f:A—3Y e g:B——>Y fung¢bes continuas, tais que,

para cada x€ A(1B, temos f(x)=g(x). Defina F:AUB——> Y
por
f(x); x€ A
F(x)=
g(x); xE€B.

Entido F é bem definida e continua.

Demonstracao: Se x€ A(B, F(x)=f(x) e F(x)=g(x). Como
x€ ANB, f(x)=g(x). Entao vemos que F é bem definida.

Seja M um subconjunto fechado em Y. Entao

F—l(M)= F‘l(M)r\ (A UB)

F a2 vE o ne)

ety Ug ).

Como f e g sao continuas segue que f ~ (M) e g_l(M) sao

fechados em A e B, respectivamente, portanto, fechados em

X. Logo F_l(M) é fechado em X.

Ocaso de A e B abertos é semelhante.

Definicao 1.3: Sejam X um espaco topoldgico, f e g caminhos
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em X. Dizemos que f ¢& homotdpica a g se existe uma
funcido continua F:I X I——> X, tal que, para todo s€I,
temos F(s,0)=f(s) e F(s,l)=g(s).

| Tal funcao é chamada homotopia de f em g. Além
disso, se £ !_)zg(l Y, f"l’)=g(l) e F(O,t):_xo, F(l,t):xl,
dizemos que F & uma homotopia de f em g relativa a {0,1}
ou uma homotopia com pontos extremos fixos. De agora em dian-
te homotopia significara homotopia que fixa pontos extre-

mos. Se f & homotbpica a g neste sentido escrevemos ffrg.

Lema 1.4: A relacao 2=¢ ¢é uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracao: Sejam f:'I' — > X um caminho com ponto
inicial X, e ponto final Xq - Definimos F(s,t)=f(s).

Obviamnete F € continua e & uma homotopia de f em f.

Portanto, temos fxf.
Sejam f e g caminhos em X com ponto inicial X0

e ponto final x F:IXI————> X uma homotopia de £ em

ll
em g. Definimos G:IXI————>»X por G(s,t)=F(s,l-t).

Obviamente G € continua. Além disso, G(s,O):F(s,l):g(s)'

e G(s,1)=F(s,0)=f(s). Também G(O,t):F(O.l—t):xo e

G(l,t):F(l,l—t):xl. Portanto, G & uma homotopia de g em
f. Logo g=~f quando f g.

Suponhémos que f,g eh sejam caminhos em X, todos
com ponto inicial X, ¢© ponto final Xq; suponhamos que,
f~Yg e g~h, sejam F,G:IXI———>X homotopias de £ em
g € g em h, respectivamente. Definimos H:IX I— ¥ X

por
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F(s,2t); tg[0,1/2]
His,t)=

G(s,2t-1); tegll/2,1].
Se t=1/2, entdo, H(s,1/2)=F(s,1)=G(s,0)=g(s). Logo, H € bem
definida. Aplicando o lema 1.2 vemos que H & continua.
Além disso, H(s,0)=F(s,0)=f(s) e H(s,l)=h(s). Vemos também

-

que, H(0,1) € ou F(0,2t) ou G(0,2t-1) ambos iguais a X

De maneira semelhante vemos que H(1l,t)=x Portanto, H &

1
uma homotopia de £ em h.

Se f €& um caminho em X representaremos a classe

de equivaléncia de caminhos homotopicos a £ por [f].

Definigcao 1.5: Sejam f um caminho em X de x, até x

0 e

1

seja g um caminho em X de xl ate X, .

Definimos a composta f*g, de £ e g, como sendo o0 caminho

f(2s); se&[0,1/2]
(f*g) (s) =
g(2s-1); s€ [1/2,1].
A composta f*g é bem definida e pelo lema 1.2 & continua.

Além disso, (f*g)(O):f(Z-‘O):x0 e 'U?g)UJ=gG%léU=x2. Assim,

f*g é na verdade um caminho de X0 até X, .

Definigcao 1.6: Sejam £ e :g caminhos em X com pontos inici-

ais x e xi e pontos finais x

e "X,,res-
0 2!

1
pectivamente, [f] e [g] as respectivas classes de equiva-
léncia. Definimos [f]l*[gl=[f*g], a operacao em classes de

equivaléncia induzida pela operacao composicao de caminhos.

Teorema 1.7: A operacao (*) & bem definida para classes de

homotopia e tem as seguintes propriedades.
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-

i) Associatividade. [£1*([g]l*[h]) & definida se,
e somente se, ([f]l*[g])*[h] é definida e nes-
se caso os dois sao iguais.

ii) Identidade a direita e a esquerda. Dado x€X
definimos e :I————>X por e (s)=x. Se

f é um caminho em X de X até xl,entéo

temos [f]*[ex1]=[f] e [eXO]*[flz[f].

iii) Inverso. Dado um caminho f em X de x0 até

be seja f o caminho definido por f(s)=(1l-s).

l’
O caminho ¥ é chamado inverso homotdpico de £

Assim, temos [f]*[f]:[eXO] e [f]*[f]:[exl].

Demostracao: Sejam [f]l=[f'] e I[g]l=[g']. Suponhamos que F

& uma homotopia de f em f', e G & uma homotopia de g

em g'. Definimos H:IXI———>X por

F2s,t); s [Q,1/2]
H(s,t)=
G(2s-1,t); s ([1/2,1].

Como H(1/2,t)=FKl,t)=xl=G(0,t) podemos aplicar o lema 1.2

- g ’ . -
para concluir que H & continua. E facil ver que H €& uma

homotopia de f£f*g em f'*g'.

Para demonstrar a associatividade, vamos mostrar que
se, ou f*(g*h) ou (f*g)*h ¢é definido, o outro também ¢,

e nesse caso ambos sao iguais.

Assim, £*(g*h) é definido se, e somente se, g*h &
definido e (g*h) (0)=£f(1). Mas isto acontece se, e somente se,
g(l)=h(0) e g(0)=£f(1), gque por sua vez acontece se;e somente
se, f*g é definido e (£*g) (1)=h(0), o qual ocorre se, e sSoO-

mente se, (f*g)*h e definido.
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Agora dividimos I2 op tr8s subconjuntos fechados

como segue:

A={(s,t)& I2 ; 0ss<(t+l)/4},

B={(s,t) € I% ; (t+l)/4<s<(t+2)/4}, e

c={(s,t) € T2 ; (t+2)/4sss5l}.
Definimos F:I XI——>» X por

f(4s/(t+l))l (Slt)éA
F(s,t)= g(4s-t-1); (s,t)eB

h((4s-t-2)/(2-t)); (s,t)e C .

Se (s,t)e ANB, temos s=(t+l)/4 e

f(4s/(t+1))=£(1)=g(0)=g(4s-t-1).

Se (s,t)€ BNC, temos s=(t+2)/4 e
g(4s-t-1)=g (1) =h(0)=h((4s-t-2) /f-t)).
Note que ANC=@. Assim, podemos aplicar o lema 1.2 para con- -

cluir que F ' é continua. Agora,

f(4s); s€ [0,1/4]

F(s,0)= g(4S"'l)7 56[1/411/2]
h(2s-1); s€[1/2,1].

Portanto, F(s,0)=[(f*g)*h](s). Ainda,

f(2s); s €[0,1/2]
F(s,1)= <g(4s); sell1/2,3/4]
h(4s-3) se[3/4,1].

Portanto, F(s,l)=[f*(g*h)](s).

Como F(0,t)=£(0) e F(l,t)=h(l) concluimos que F & uma
homotopia de (f*g)*h em £*(g*h).
Suponhamos que «,B ey sao trés classes de equiva-

léncia de caminhos em X. Sejam f,g e h elementos de a, B
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e 'y ~respectivamnente. Entao,
(a*B ) *y =[f*g]*[h]l=[(£*g)*h]=[f* (g*h)]=[£])*[g*h]=0*(B*Y ).

Para demonstrar a existéncia das identidades divi-

dimos I2 em dois subconjuntos fechados como segue.
A={(s,t)e I?%; 0sss(2-t)/2} e
B={(s,t)€ I%; (2-t)/2<s<1} .

Définimos G:IXI—— > X por

f(2s/(2-t)); sgl0,(2-t)/2]
G(s,t)=
Xq3 sel(2-t)/2,1].

Se (s,t)€ A(B, temos s=(2-t)/2 e £(25/(-t))=£ (1) =x.
Portanto, podemos aplicar o lema 1.2 para concluir dque G

& continua. Agora G(s,0)=f(0), se s& [0,1] e

f(2s); s [0,1/2]

G(s,1l)=

X se€ [1/2,1].

ll
Portanto, G(s,l):(f*exl)(s). Como G(0,t)=f(0) e G(1l,t)=x

concluimos que G €& uma homotopia de f em exyr Logo eXl

é a identidade a direita.

Para mostrar que e, € a identidade a esquerda
: 0 A

procedemos de maneira semelhante.

Dividimos IZ% em trés conjuntos fechados para mos-

trar a existéncia da inversa homotopica de £ como segue:

2

a={(s,)€ 1 0<sst/2} ,

2

B={(s,t) g1 t/2< s £1-t/2} e

c={(s,t) € I° 1-t/2<s <1} .

Definimos HiIXI——> X por

1
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f(2s); se€ [0,1/2]
H(s,t)= f(t), sell/2,1-t/2]

f(2-2s); se€ll-t/2,1] .

Se (s,t)ée ANB, temos s=t/2 e £f(2s)=f(t). Se (s,t)lg BNC
"temos s=1-t/2 e f(2-2s)=f(2-2(1-t/2))=f(t). Se (s,t)
pertence a A(\C, temos s=1/2 e f(2s)=f(l)=£f(2-2s).
Assim, podemos aplicar o lema 1.2 para concluir que H é con-
tinua. Ainda, H{(s,0)= £(0) e

£(2s); s €1[0,1/2]

H(s,1l)=
£(2-2s)=f(1-(2s-1))=F(2s-1); s e€l[l/2,1].

Portanto, H(s,l)=(f*f)(s). Como H(O,t):f(O):eXO e

H(l,t):f(O):eXO concluimos que H & uma homotopia de f*f
em e_ .
X0

A demonstracao de que f*f & homotdpica a e, €
1

feita de maneira semelhante.

Definigao 1.8: Seja X um espag¢o topoldogico. Dizemos que

X & contratil se a aplicagéo identidade

i X—> X € homotdpica a uma aplicagcdo cons tante

c:X ——p X0 para algum xoe_X.

Definicao 1.9: Um espaco topoldgico com ponto base, € um es-
pago»topolégico juntamente com a escolha de um

ponto preferido do espago. O simbolo (X,xo) determina o es-
paco com ponto base XOG,X. Sejam .(X,xo) e (Y'YO). espagos
com -~ ponto base. Uma funcao h de (X,xo) em (Y,yo),

denotada por h:(X,xO)———————~ﬁ>(Y,yo), & uma funcao de X
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em Y, tal que, h(xo)zyo. Um lago em (X,xo) € um caminho

em X com ponto inicial e final igual a Xq-

Definicdo 1.10: Seja (X,xo) um espag¢go com ponto base. O

conjunto das classes de homotopia de lacos

em (X,xo) munido com a operacao (*) é chamado grupo

fundamental de X relativo ao ponto base Xq- Denotamos
este grupo por Hl(X,xo).

De fato, se f,g e h s3ao lacos com ponto base xO

entdo f*g & um lago com ponto base Xq © pelo teorema 1.7

vemos que

1) [£1* ([g]*[h]) = ([£]1*[g]) * [h]

i1) [£1% leyp]=le, 1#1£1=1£]

115)  [E1*(E]=le, 1=E1%(£].
Isto e, Hl(X,xO) é realmente um grupo.

Exemplo 1.10.1: Sejam rR" o n-espago euclidiano e xoe,Rn.

n -

Todo lago £ com ponto base x,€R e um

-0

caminho homotopico a Xg-

De fato, seja f um caminho ‘em Rn, tal que,

f(O):f(l):xO. Definimos F:I X I——3> R por
F(s,t):(l—t)x0 + tf(s).

Obviamente F & uma homotopia de f em Xq- Entao o gru-

po fundamental de R" relativo ao ponto X é trivial, isto

-

n
g, Hl(R ,x0)={[eXO]}.
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Definicao 1.11 Seja X um espac¢o topoldgico. Dizemos que

X €é simplesmente conexo se &€ conexo por

caminhos e para qualquer xoe)( temos Hl(x,x0)={[exO]}.

Lema 1.12: Num espac¢o simplesmente conexo X, quaisquer
dois caminhos contendo os mesmos pontos inicial

e final sdo caminhos homotopicos.

Demonstracdo: Sejam f e g caminhos de X até 3 £*g

esta definido e & um laco com ponto base Xy. ' Como X e
simplesmente conexo, f*3g & homotépica a ey - Aplicando
0
o teorema. 1.7 vemos que:
- * - x3) 1 * —[€*x(G* = * B
[g]—[exO] [gl={(£*g)1*[gl=[£f*(g*g)]=[f] [eXO]—[f]-

~
pPortanto, f e g pertencem a mesma classe de homotopia e

sdo homotopicas.

Definigao 1.13: Seja h:(X,xO%—————a(Y,yO)uma funcao continua

de espacos com ponto base. O homomorfismo

h*:Hl(X,xO) ———————}IH}Y,YOL induzido por h, & a fungao

‘h, ([£1)=[hof].

Teorema 1.14: Com a notacao da definicao 1.13, h &

uma funcao bem definida e & um homomorfismo.

Demonstracao: Sejam f e f' dois lacos homotdpicos em

(X,xo) e F:IYXI——>X a homotopia entre eles. Entao

hoF é uma homotopia entre hof e hef'.
Sejam f e g lacos em (X,xo). Entao temos
f(2s) ; s€l[0,1/2]

(£*g) (s) =
g(2s-1); s€&f[1/2,1].
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Fazendo a composicao com h vem

h((£+9) () h(f£(2s)) ; s¢€[0,1/2]
g) (s))=

h(g(2s-1)); s€[1/2,1].

Entdao h(f*g)=(hef)*(hog). Dal segue que

h, ([£1*[g])=h,([£])* h,([g]).

Teorema 1.15: se h:(X,xg)——> (Y,y,) e

< (Z,ZO) sao funcgdes con-
e

g: (Y,y,4)
tinuas, entao (goh),=g,oh,. Se i :(X;xo) ————————?(X,xo)

é a aplicacao identidade em X, entao i, é homomorfismo

identidade.

Demonstracao: Aplicando as definigOes temos

(geh) , ([£])=[(goh)e £f]=[go(hof)]=g, ([hof]) =g, (h ([£f])

=(g,oh,) ([£f]).

Procedendo de maneira semelhante vemos que

Ak ([£])=[ief]=[£].

Teorema 1.16: Hl(X>(Y,(x0,y0)) € 1isomodr fo: a

M (X, x0) X Ty (Y,y0).

Demonstracao: Sejam p:XXY¥Y—>X e g:XXY¥Y—>Y

as projecOes usuais. Entao temos os homomorfismos indu-

zidos  p,:l; (XXY, (x4,y4))— My (X,%4) e
q*:Hl(XX Y,(xo,yo)) ? Hl(Y,yO). Definimos
831, (XX ¥, (x,,¥,)) > I (X,x,) X7, (Y,y)  por
O([£])=(pe (I£]),q, ([£]))=([pef],[gef]).

Entao
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o([£]1)* 2([g))=C(Ipof],[gef])*([pegl,[gog])
=([pofj)*([pog]),([qof])*([qog])
=(py ([£]1)* P ([g]) , (q, ([£1)* g, ([9]))
=(p, ([£*g]), g, ([f*g]))
=0 ([£*g]).

Portanto, & é na realidade um homomorfismo.
Suponhamos que f €& um laco em (X)(Y,(xo,yo)) e

que 9@ ([f])=([pefl,[goef]) € o elemento neutro ([ 1)

e -y
XO] [e¥o

em Hl(x,xo) )('Hl(Y,yo); isto e, pof{ € homotopica a eXO

e qgof é homotdpica a ey . Sejam H uma homotopia de pef
0

em e e G uma homotopia de gqgo¢f em .ey'. Definimos
0 ' ¢

F:IX1I———> X)(f por F(s,t)=[H(s,t),G(s,t)]. Agora

F(S,0)=[H(S,0),G(S,O)]=[(p°f)(0),(q°f)(0)]=[exo,ey0] e

F(s,1)=[H(s,1 ,G(s,1 ]=[(p°f)(l),(qof)(l)]:[ex ey ]
0 0o -

ainda, F(0,t)=[H(0,t),G(0,t)]=[e_ ,e. ].
X Yo

Portanto, F & uma homotopia entre £ e um lago constante

em (XX'Y,(xo,yO)). Logo & & injetiva.
Seja g um lacgo em (X,xO), h um lago em (Y,yo).

Definimos f:I— > XXY por f£f(s)=(g(s),h(s)). Entao

f & um laco em (XXLY,(XO,YO)) e 9([f])=([pofl,[gof]) e

assim, ®([£f]1)=([g],[h]). Portanto, & é& sobrejetora.

Definicdo 1.17: Sejam X e Y espacos topolOgicos co-

nexos por caminhos. Seja p:X———Y
uma aplicacdo continua. O par (X,p) é chamado espago de

recobrimento de Y se;
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i) p é sobrejetora e

ii) para cada Y€ Y existe um aberto U de Y
contendo y, tal que p-l(U) & a unido disjunta
de conjuntos abertos, cada um dos quais aplica-

do homeomoficamente em U por p.

0 conjunto aberto U sera chamado aberto admissivel,

e p uma aplicacao de recobrimento.

Sejam E e B espacos topolégicos; tais qﬁe eoela e
b,€B. O par ((E,eq) ,p) sera chamado recobrimento de (B,bo)

se (E,p) & recobrimento de B e p(e0)=b0. Neste caso p &

chamada aplicacao de recobrimento de {B;bo).

Exemplo 1.17.1: Sejam Y=Sl, X=R e p:Xléé—a Y dada por

p(s):(cos(2ns);sen(2ws)).

Obviamente p é continua e sobrejetora. Consideremos o ponto

y=(0,1) e tomemos U igual a semi-circunferéncia a direita.
] o ; L. Uv
Suponhamos que Vn_(n—l/4,n+l/4). Entao temos p “(U)= v
) o ne 2
e p/v :Vn-—;;——aﬁ- €& homeomorfismo, pois Vn é compacto, U
n

€ Hausdorff e P /g €& bijetiva e continua. Assim, a restri-
n

um homéomorfismo.

¢ao P/Vnzvn-_—-———) U

LDy

Usando o mesmo argumento para as demais semi-circun-
feréncias, concluimos que (R,p) & um espaco de recobrimento de

l . ) . . P > .
ST. Podemos visualizar isso da seguinte maneira:

%R

st

. - . . s 1
Ou seja, a reta R e vista como uma espiral infinita sobre S™.
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Definicao 1.18: Sejam E e B espacos topoldgicos e

p:E——>B uma aplicacao de recobri-
‘mento. Se f & uma aplicacao continua de um espaco X em
‘B, um levantamento de f .é uma aplicagio f:X— > E,

tal que poE=f.

Exemplo 1.18.1 Considere pP:R— > Sl dada por
p(s)=(cos(2ls) ,sen(2lls)). O caminho
f:I—————————~—->Sl dado por f(s)=(cos(lls),sen(lls)) tem ponto i-

nicial b&(l,O). Definimos f:I-———5 R por f£f(s)=(s/2).

0  1/2 1
3 121, g
F
P
£ I
—ip 1
0 ;1

Note que a imagem do levantamento de £ & [0,1/21C R.

Teorema 1.19: Seja p;(E,eo)—~———————>(B,b0) uma aplicacgao

de recobrimento. Qualquer caminho f de I

em B com ponto inicial b0 tem um unico levantamneto a um

caminho f em E com ponto inicial ey-

Demonstragéd: Suponhamos que {Ua} € uma cobertura de B

por abertos admissiveis. Usando o fato que I €& compacto
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escolhemos uma subdivisao de I, 0=s,<s, S ss =1, tal
que, para cada i, f([si,si+1])C:Ua para algum a . Entao e-
xiste O tal que fl([O,Sl])CLUuO. Como- p(e0)= bO e

eoe.p-l(Uao), e p—l(Ua )= U V., onde cada V. é aplicado
0 jé-_JJ J

homeomorficamente sobre UOL0 por p, segue que, e é ele-

mento de algum \G, vamos dizer VO'_ Definimos fl:[o,sl] ——>E por

-~ -1 - TN - .
flz(pYVb) °(f/[0,sl])' Entao, fl(O)_eO e fl & o levantamento de f/[OISl]

Suponhamos que %}s) esta definida para [0,s;1 e

vamos extendé-la a |[O0,s ]. Existe a ,  tal gue

i%l

f([si/si+l])CfUa. Seja ei=§}s.). Procedendo como no para-

i
grafo anterior, substituindo- €, por e, e bO por bi
podemos definir g:[si,si+1]——~—————%>E, tal que g(si):ei
e pog= f/[s.,s.' ] Agora definimos fi%l:[o’si}l]_~__—> E

i771i+1
por
Fi(8):  £E10,s,]
Fia(®)=
Pelo 1lema 1.2, fi#l € continua. Continuando desta maneira

até esgotar I definimos f:I— 35 E.

Para demonstrar a unicidade suponhamos que f e g

sdo dois levantamentos de £ com ponto inicial e;. Seja
A={s;f(s)=g(s)}. Como f(0)=e0=§(0) segue que O€&A. Seja
a=supA. Como A & fechado, a&A. Suponhamos que a<l,

b=f (a), e=f(a)=§(a). Seja Ub um aberto admissivel,tal gue

-

Como ple)=b, e p_l(Ub)= J V., onde cada V. &
je3 J

bG.Ub.
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aplicado homeomorficamente sobre Ub por p, sedue que

eEEVj, para algum Vj’ vamos dizer V Sendo. o<1, existe

0°
€>0, tal que, o +e<1, E([a,a+e ])C_V0 e §([a,a+e])CZVO .

Assim, Pry 0 £/1o a4 e/217F1%048/21) =P )y 08/ (4, qre /21"
Mas isso € absurdo, pois

Entao f/[oc,oc+e/2]=§/[oc,a+€/2]'

a=supA. Logo a=1l. Portanto, f=g em A=I.

Teorema 1.20: Seja p:(E,eO)———————>(B,b0) uma aplica-

¢ao de recobrimento. Sejam f e g dois

caminhos em B com ponto inicial bO. Se F é uma homoto-

pia de £ em g, e f possui um levantamento £, com ponto
inicial eo, entao, g tem um levantamento com ponto inicial

e Além disso,"a homotopia F tem um levantamento F que

0"
& uma homotopia de I em g.

Demonstracgao: Suponhamos que {Ua} € uma cobertura de B

por abertos admissiveis. Se algum U, € B o resultado é
dbvio. Basta tomar F=p loF.

Consideremos o caso geral. Pela definicao de espago
de recobrimento e compacidade de I, podemos encontrar para

cada a€I, um aberto INa e uma particao de I, 0=t0§tl....§

tn_lgtnzl, dependendo de a, tal que F aplica cada

Nax‘[ti’ti+i] em abertos admissiveis U,- Seja ea:f(a).

como p(ea)zp(f(a))=f(a), eaep_l(ua)z.ngj’ onde cada Vj
J

é aplicado homeomorficamente em Ua por p, segue que,

eaEVj para algum Vj’ vamos dizer VO; Definimos

' =a -1
N X [0,8,] > Vg Por Flz(p/vo) oF/Nax[o,tl].

a
Fy
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Assim, pela unicidade de levantamentos de caminhos, teorema

1.18, Fi(s,O):f(s) para todo sé N, e .Fi
é um levantamento d¢ F em Nax [0,t,1.

Suponhamos agora que F‘?(s) €& um levantamento de

F em Na)( [O,ti] , e vamos extendé-la a Nax [O'ti+l]’ E-

xiste 4, tal que, F(Nax [0,ti+l])c_ U,. Seja ei=Fi(a,ti);

Procedendo como no paragrafo anterior, substituindo ej4

por e, e f(a) por F(a,ti), podemos definir

a ' < a B
G :Na)( [ti’ti+1] /Ij:' tal que, G (a,ti)_ei e
- . a :
po Fi:F/NaX [t .t ] . Definimos Fi+l'Na Xio,t; JJ—>E
por
~a _
Fi(s,t), (S,t)GNaX[O,ti]
a
F‘i+l(s’t)=

c3(s,t) ;: (s,t)e LD S

pelo Lema 1.2 F2
i+l

é continua. Repetindo o processo até
esgotar NaXI obtemos F‘a:Na)( I——> E.
Suponhamos agora que estejam definidas #2 para

~a' . .
N_XI e F para N_,XI e que NaﬂNa, # ¢. Seja,

ale Nan N - Entao temos dois levantamentos de F definidos
em {al}XI gue coincidem no ponto (al;O) . Como’ {al}X I é
um intervalo, pelo teorema 1.18 eles coincidem em {ai} XI.

Definimos f‘:I X I—— E por f(a,t).:f‘(a,t‘); Pelo lema 1.2 ﬁ‘ €& continua.

Seja g(s)=F(s,1). Entdo obtemos

poé(s)=pof‘(s,l)=F(s,l)=g(s). Assim;. fe § sao levanta-
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mentos de f e g, respectivamente. Obviamente f(O):eO,
Do mesmo modo para todo sé€I ﬁs(t)zﬁ(s,t) € um levanta-

mento de hs(t)zF(s,t). vemos que' ﬁs & um caminho de f

até g,*© h_ & um caminho de £ até g. Obviamente hy=b,

donde segue que .HOEeO e g(O):eO. Do mesmo modo hlEbl

é constante. Assim, F & uma homotopia de f em g com

pontos extremos fixos.

Teorema 1.21: Sejam P:(E,eo)————————ﬁ?(B,bo) uma aplicacao

de recobrimento e f:(Y,y0)-——————7>(B,b0)
uma funcdo continua, tal que f(y0)=b0. Suponhamos que Y

& conexo por caminhos e localmente conexo. por caminhos. A
funcdo f pode ser levantada para uma funcao f de (Y,yo)

em (E,ey), com f(y,)=e, se, e somente se,
- ‘
Se tal funcao f existe é unica.

Demonstracao: Suponhamos que o levantamento ‘I existe.

Entao temos f=pof. Aplicando o teorema 1.15 vemos gue
f*(IH(Y,yO))=p*of*(I&(Y,yo))

=py (F, (1 (Y,y,))

Cp. (T (E,e).
Reciprocramente, suponhamos que f*(]&(Y,yO)) es-—
teja contido em p*(IH(E,eO)). Seja YIEY. Escolhemos um
caminho o em Y de vy, até Yy- Ent3do foo & um cami-
nho em B. Seja y um levantamento de fod em E com pon-
~to inicial ey- Definimos f(yl)=“ﬂl). Primeiro temos que
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provar que f(yl) independe do caminho o em Y de Yo ateé Yq-
Sejam & e p dois caminhos em Y com ponto inicial Yo

e ponto final vy,. Entao foo e fob. sao caminhos em B

com ponto inicial hbo e ponto final f(yl). Seja

1

3=(foo)* (fop) T=f(a*p 1). Entdo [81€ £, (I} (Y,y,)) € p, (1] (E,ep))

Portanto, ha um elemento ¢ em Hl(E,eo), tal que [3]=p, (9).
Escolhemos wg &. Entao p,(¢)=[pow]l=[3]; isto &, pow=3.

Seja F uma homotopia de pow em 3d,e F o seu levantamento
com F(0,0)= e,. Assim, F(s,0)=w(s). Seja VY(s)=F(s,1).
Entiao F(s,l)=poF(s,l)=poy(s)=3(s). Logo ¢y €& um levantamen-
to de 3 . Definimos h(t)=¢(t/2); t€ [0,1] e g(t)=y(t+l)/2)
para t &{[0,1]. Entao poh(t)=poy(t/2)=5(t/2)=(foa)(t). Logo

h(0)=w(0)=F(0,l)=e0, de modo que h ¢é um levantamento de
foa com ponto inicial ey- Também,
pog—l(t)=p(g(l~t))=pow((l—t+l)/2)=pow(l—t/2)=w(1—t/2)

~(fop) T (2-t-1)=(fop) L (1-t)=fop (t).

Portanto, g—l€D)=g(1)=W(l)=P(l,l)=e0. Assim, g_l & o levan-

tamento de fop com ponto inicial ey- Agora,

g™ (1)=g(0) =¥ (1/2)=h(1). Logo E(y) & bem definida.

Agora vamos mostrar que para todo Yy, €Y, f & con-

tinua em Y- Seja p um caminho de Yo até y, e ¢ o

levantamento de fop., Suponhamos gque W €& uma vizinhanga a-—

berta de f(yl). Escolhemos U, aberto admissivel, tal que

f(y) €U . Entdo ply;) (571U N w=t) VO W, onde p a-
A i€ g

plica cada Vj homeomorficamente sobre U,- Portanto, exis-
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te Vg, tal que f(yl)e Voﬂ W, de modo que f(yl)e p(VO(\W).
Consideremos a vizinhanca aberta N=f'l(p(V(\W)) de Yq-

Como Y €& localmente conexo por caminhos, existe uma vizi-
nhanca aberta conexa por caminhos, M, de Yy contida em N.

Portantd, dado um ponto ye M, podemos ligar ¥q a y por

um caminho B em M. Entao, foB é um caminho em p(Vof\W).

Seja a=p_lofoB o levantamento de fof em VOP\W, com ponto

inicial f(yl). Obviamente f(M)C W, e f(p*8 ) €& um camin-

nho em B. Como f(p*B )=fop*foB o levantamento de £f(p*B)
- ’ ~ o~ . -
€ T (p*B)=fop*foB=p*3 e  (p*3)(1)=F(y).

Para mostrar a unicidade suponhamos que f e g sao

dois levantamentos de f com ponto inicial f(yo)=eo=§(y0).
Como Y & conexo por caminhos, dado y¢ Y, podemos unir Yo

a y por um caminho B . Entao foB e goB sdao dois levan-

tamentos de fof com ponto inicial ey de modo que

foB(1)=goB(1l). Em particular E(y)=g9(y).



CAPITULO IT

GRUPOS DE HOMOLOGIA E TEOREMA DO PONTO FIXO

DE LEFSCHETZ

Definicdo 2.1: Seja A={v0,vl, ...... vk} um conjunto de k+l

pontos do R". Dizer que o conjunto A &

geométricamente independente significa que nenhum hiperplano,

de dimensdo k-1, contém todos os pontos de A.

Note que v.,-v., V,=V., ...... v, -v,, elimi -V, =
q 17Vir VoTVis PV iminando Vi=Vy 0,
sdo vetores linearmente independentes.

Teorema 2.2: Suponhamos que A=lv0,vl,......,v$§ € um con-

junto de pontos do R, geometricamente inde-~
pendentes. Seja M o conjunto convexo gerado por A. Entao

cada xXE M é expressado de maneira uUnica pela forma

p R
x=-Z Aivi , onde, .Z Ai:l e Aié:[o,l].
i=0 i=0
Demonstracao: Seja B o conjunto, tal que cada ponto x de
_ p P
B e da forma X= % A,v,,onde, T A.,=1 e r,e[0,1]. Vamos
. i'i . i i
i=0 i=0
mostrar que B €& convexo.
. p d . d
Sejam x=iioxivi e y:iioaivi ois pontos de B e
seja t€ [0,1]. Entao temos
P , p
tx + (l—t)y:t.Z Aivi + (l—t)_Z Aivi
i=0 i=0
P .
= § [tr; + (l—t)oci]Vi .
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p p
[tki'*(i—t)ai]zt z Ai + (1-t) Z a,=t + (1-t)=1,

Como i
0 i=0 i=0

N Mg

i
segue que Ogtxi+ (1—t)ai§l e . que tx + (1-t)ye B. Lo-

go, B € um conjunto convexo contendo os pontos VO’Vl""'Vp’

de modo que B2M.

Vamos usar a inducdo para mostrar que BCM. Se p=0
ou p=1l & Obvio. Suponhamos que para p=n-1 o0 resultado é

verdadeiro. Seja v=XA Vo AAL Vo e e e ot v, um ponto de B. Entao se An;él,

0’011 n
n n-1
y= I Aivi=(1-xn)_z [Ai/(l—kn)]vi +)\nvn .
i=0 i=0
Mas,
n-1 n-1
z Xi/(l-xn)zl/(l—kn)_ z Ai=[l/(l—xn)](l—kn)=l.
i=0 i=0
n-1 :
Por hipotese z [Ai/(l—xn)]viGnm Assim, para t € [0,1]
i=0
n-1
t I [Ai/(l—kn)]vi +(l-t)v_ €& M.
i=0
Quando t=1-)% , y= £ AV.EM. Se A=1l, temos y=v_€M. Logo, BCM e M=B.
n jop + 1 n n | .
Vamos agora provar a unicidade. Suponhamos que
1% p a p N 1% 1 _
X= L A,v,= L a.,V,, onde, I A.,= I Q.= 0=a, ,A, 1. Entao
ti=0 114 11 i=0 1 i=0 ¥ i ’
P N P P
0= Z A,v, - L 0o,V, _ _
jop 11 120 11 = ) (ki oci)vi
i=0
p P p
=_Z (xi—ai)vi —[I_Z Ai)vo - ('Z ai)vo]
i=0 i=0 i=0
p )
= I (Ai—ai)vi -z (Ai—oci)vO
i=0 i=0
P
= E (Ai—ai)(vi—vo).

i=0
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“omo OS vetores vVv,-V VA=V eeaneeee, V. =V sa i
Co 17 Vo 27 Vo Vo™Vo ao linearmente

independentes segue que Ai—ai=0 para todo i. Portanto, te-

mos A,=0, .

Definicao 2.3: Seja {vo,......,vk} um conjunto de pontos

geomé%ricamente independentes do Rn. 0O k-
dimensional simplexo fechado ou k-simplexo fechado

Ek=[v v, . v, 1] gerado por V.,V v € o conjunto
01.....k, Or ll""'l kl

n . , - o
de todos os pontos x€R para os quals existem numeros reais

¢ nao negativos XO,Xl, ..... R tais que

Os numeros reais AO,Xl,.......,Ak sao as coordenadas bari-

céntricas do ponto x. Os pontos VorVyreserVy sao os verti-

ces de Ek. O conjunto de todos os pontos x de Ek, com to-

das as coordenadas baricéntricas positivas é chamado k-simple-
X0 geométrico aberto gerado por VyreseerVy € & denotado por

Gk—(V v v. )
=(VgVyeeovy ).

De agora em diante, a nao ser que falemos o contrario,

Y

o significara k-simplexo fechado e ok significara k-sim-

plexo aberto.

Definicao 2.4: Seja ok um k-simplexo aberto, com vértices

{vo,vl,......,vk} e {wO,wl, ..... ,ws} um sub-con-
junto nao vazio de {vo,vl, ..... .vk}/ onde vi;évj se i#j.
Entao TS=(wb, ..... ws) e uma s-dimensional face aberta de

k
o .
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Definicao 2.5% Seja K uma familia de simplexos abertos que

teaha as propriedades que cada face aberta de um

membro de K seja tambéem um membro de K e que dois simplexos .
distintos sao disjuntos, K & chamado complexo geométrico, (ou
comple#o simplicial ou simplesmente complexo). .

A dimensao de K & o maior inteiro positivo r, tal .
gue K tenha um r-simplexo, se tal inteiro existe. Se K=
a dimensao de K é& -1. Note que complexos finitos sempre
tem diﬁenséo.

Neste trabalho sO estaremos interessados em com-
plexos finitos. |

A uniao de fodos os membros de K com a topolo-

gia Euclidiana é chamado poliedro associado a K e é de-

notado por ‘KI.

Definicao 2.6: Sejam K um complexo e. r um inteiro positi-

vo. O complexo consistindo de todos os sim-
plexos de K, de dimensdao menor ou igual a r, € chamado r-es-

queleto.de K.

Definicao 2.7.: Seja X um espac¢o topoldgico. Se ha um com-

plexo geométrico K cujo poliedro associado,
]KI, & homeomorfo a X, dizemos que X & um espago triangula-

vel e o complexo K é chamado triangulagao de X.

Definicao 2.8: Seja ok um k-simplexo, okz(vovl ..... vk).

. k- .
Dizemos que o e um simplexo ordenado se
impusermos uma ordenacdao em seus vértices.

Se a ordem é Vo<Vi<e...€V, escrevemos
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. k .
o =(v0<vl<.....<vk). seja o =(vyvy..... v,) um k-simplexo

e S o conjunto de todos os simplexos ordenadoS com verti-

ces {vo,vl, ..... Vk}' Se a e B sao elementos de S, dize-
mos que o e B tém a mesma orientacdo se a:(v0<vl<...<vk)
e B=(wy<w;<..... <wk) e a permutagdo vV, > Wy, V;—>W;,
V)R Wy e ,vk—~ﬁ>wk, for par. Se esta permutacao for

impar dizemos que @ e B tem orientacdes opostas. "Ter a
mesma orientacao" €& uma relacgao de equivaléncia. As classes

de equivaléncia desta relagao sao os dois simplexos orien-

tados com vértices {VO.....,vk}. 0 simbolo SVGVpeee V>
denota o simplexo orientado que contém (vo<vl< ..... <vk .
Usaremos —<V0Vl......vk> para o outro simplexo orientado
com vértices {vo,vl,.....,vk}. Assim temos
<v0vl.....Vk>=—<vlv0......vk>=<v2V0Vl;....vk>.

Definigao 2..9: Seja K um complexo. Se orientarmos cada

simplexo de K, dizemos que K é um comple-
X0 orientado.
Um dos métodos de orientar um complexo €& escolher uma
ordenagao para todos os seus vértices e usar esta ordenacio
para induzir uma ordenacgdao sobre os vértices de cada simplexo.

Definicao 2.10: Seja K  um complexo orientado e sejam oP

+1 -
e of simplexos de K. Associamos ao par

+1 " i s A= . -~ =
(op ,op) um numero de incidencia como segue. Se oP__ ndo é

face de 0p+l, entdo [0p+1,op]=0. Suponhamos gque P é fa-

ce de oP*l. Ordenamos os vértices ﬂvagyl,..........,vp}
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de og de mdo que 0p=<v0vl.....vp>. Seja . V o vértice de
oP*1 gue n3o esta em oP. Se tivermos op+1=<Vv0vl.....vp>
definiremos [op+1,op]=l. Caso op+l=—<Vv0vl.....vp>, defini-

remos [0p+l,0p]=—l.

Definicao 2.11: Sejam OE e 0?+1 pe (p%l)—simplexos de

,0?], oy o numero de p-sim-

N p+l
K. Sejam . .=[0%
J ﬁl] [ 3

plexos e « O numero de (p%l)—simplexos. Ordenamos estes

p%l
simplexos na seguinte maneira‘ {o? ....05 } e {Op+l,.”’0p+1}.
P 1 %p+l

A p-ésima matriz de incidéncia A(p)’ com repeito as bases

a : Op+l
ordenadas {o?}i:g e {op+1}

3 520 ¢ definida como sendo a

(o o_.)-matriz de incidéncia dada por
p p+l .
rn cee MoLtteT
11 %j %p4i
. , '
B l
Ap)=(n..(p))= n,, * * n,. n..
ij il ij .lap+l
’
[ ' ‘_
4 ° o -
n n s v oo N
o1 o] ° o0
p P 1
L p P+J

Definigcao 2.12: Seja K um complexo orientado. Uma

p-cadeia de K, &€ uma funcio f do conjunto

de p-simplexos orientados de K nos inteiros Z, tal que

£(~-oP) =—£ (cP).
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Se o & um simplexo, ha uma cadeia f, » tal que
p
£s (tP)=0 se Tpfop e f (gp)=l, Tal cadeia
p p
£, é chamada cadeia elementar e sera denotada por o -
p
O conjunto de todas as p~-cadeias de K sera denota-
do por Cp(K). Se fE-Cp(K) e {0?}, Ogiéap , € o conjunto

de todos os p-simplexos de K, podemos representar f pela

soma formal

ap
f=z f(op)og.
i=0

Se p<0 ou p>dimK, Cp(K) consta de um Gnico elemento que

sera denotado por 0p ou simplesmente 0.

Ja que 2 ¢é grupo comutativo, Cp(K) munido com a o-

peracao soma, induzida por. Z, (£+g) (x)=f (x) +g(X) , é grupo co-

mutativo. Suponhamos que f e g sao p-cadeias de K e que
f(op)=ni e g(op)=mi sao elementos de 2. Pela definicao de
soma de p-cadeias obtemos

. op . P
(f+g) = § (ni+mi)0i .

i=0

Além disso, o inverso aditivo da p-cadeia f em CP(K), e a

®p
p-cadeia - ° - ~f= § -n.o%.
i=0

Definicao 2.13: Sejam Cp(K) e (K) os grupos das p e

Cp—l

(p-1)~cadeias de K, respectivamente. Defini-

mos a aplicacao BP:CP(K) >Cp_l(KL por 9d_=0,se p<0
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, i - :
ou p>dimK, e ap=<v0vl ...... vp) = 1§ (~1) <v0...vi...vp>

0
para cada p-simplexo orientado de K se 0<pgdimK, sendo

Gi o vértice que é deixado fora.

Tal aplicacao & chamada aplicacao bordo. Agora se

ap ap
f= ¥ n.of , definimos Of= ¥ ndP).
i=0 *t* i=0 * ?
. ap op .
Sejam f= I nicg e g= I micg . Entao,
i=0 i=0
@ D ap o
d(f+g) =93 ( z (ni+mi)gi)= _Z (ni+mi)8qi
i=0 i=0
ap ap
= niBOP + b m.aog
i=0 i=0 *
=3f + o9g.
Portanto, 9 e  um homomorfismo.
Teorema 2.14: Sejam ap' e ap_l hémomorfismos conforme de-
finicdo 2.13. Entdo, a composta 3 093 é

p-1""p

o0 homomorfismo trivial.

Demonstracao: Se p<2, CP;Z(K) € um grupo trivial. Portanto

3 03_ € trivial. Se p>dimK 3_=0, entdo, 3 03_=0. Su-
p-1""p P p-1""p

ponhamos que 2<p<dimK. Basta provar que para cada p-cadeia

elementar <v0vl ...... vp>, 3p_108p<v0....vp>=0. Assim,
Vi -
ap—loap(<vovl'"fvp>)_3p—l( iio(_l) N/ LERRE vi....vp>
P i -
= ZI(-1) (3<v v v >)
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D . i-1 .
3 100 (VaeeoaV.>)= T (=) 71z (-1 <voe..F...5...v >
p-1""p 0 P 120 5=0 0 5 R T <
+ I (—l)j <VpeosaV,eoVii..v. > 1,
joi+l 0 13 p

Contudo, cada termo <V0v1"véf°vt”'ﬂg onde, s<t aparecem

duas vezes na soma acima, a saber, uma com coeficiente

i+j-1

(-1) quando 1i=s e Jj=t, 'a segunda vez com coeficiente

(-1)**J quando Jj=s e t=i. Entao,os termos se cancelam

dois a dois. Assim,o teorema fica provado.

Definicao 2.15: Seja cp um elemento de Cp(K). Se acp=o
dizemos que cp € um p-ciclo de K. O

conjunto de todos os p-ciclos de . K sera denotado pelo sim-

bolo Z (K).
P

Note que Zp(K) & o nicleo do homomorfismo ap de

Cp(K) em (K) e & subgrupo de CP(K).

Cp—l

Definigao 2.16: Suponhamos que pz20. Uma p-cadeia bp de

K & um p-bordo de K se existe uma (p+l)-

cadeia de K, c tal que 3 b Denotaremos o conjun-

p%l’ cp+l= p’

to de todos os p-bordos de K por Bp(K).

Note que este conjunto € a imagem al?fﬁcp41(K)) d homo-

morfismo o e & um subgrupo de Cp(K). Se n é a dimen-

p+l

sao de K, entao para p>n, temos Cp(K):{O}. Em particular,

cml(x):{o}; Portanto, Bn(K)z{O}. Por 2.16 Bp(K)sz(K).
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Definicao 2.17: Duas p-cadeias wp - e zp de um complexo

- ’ .
K sao homologas se existe uma (p+l)-cadeia

(

y=w_~2z

c de Cp+l(K)’ tal que 9 cp+l pZp°

p+l p+1
Usaremos o simbolo wp’\:zp para representar duas p-
cadeias homdlogas wp e zp. Se um p-ciclo zp é bordo

de uma (p%l)—cadeialentéo zpmo. Esta relacao de homologia

para p-cadeias € uma relacao de equivaléncia e, quando res-

trita a p-ciclos, divide pr(K) em classes de homologia repre-
sentadas por z ]={w_; w vz }. As classes de homologia z ]

por [zpl=twy: wvzg gta  lzg
sao na realidade os conjuntos 1atefais de Bp(K), isto &,

B_(K)= tb_, b _€B _(K)}.
z, p( ) {zp+bp D p( ) }

Definicao 2.18: Sejam K um complexo orientado e p um intei-

ro. O p-dimensional grupo de homologia de K

€ o grupo cociente H_(K)=Z_(K)/B_(K).
grup D D / p( )
Observe que para p<0, Zp(K):{O}, _ nesse caso,
temos Hp(K):{O}. Portanto, estaremos interessados somente em

Hp(KL com p20.

Exemplo 2.18.1: Seja K o complexo orientado,

>, <V, > VgV >, VGV, > SV V>, <V VY >1.

K={<v oV1 1V2 oV1V2

>, <v

0 1

Vamos determinar Hl(K).

Se cl= nl<v0vl>~ n2<v0v2> + n3<vlv2> e uma l-cadeia de K,

entao
3<Y0Vl>t n28<v0v2>+ n33<vlv2>

8c1=nl

=n1(vl—v0)+ n2(v2—v0)+ n3(v2—vl)
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acl=‘(nl—n2)vl+(n2— n3)V2+ (nl—n3)v0.
Resolvendo acl=0 obteremos. nl=n2=n3. Portanto, os ciclos
em Zl(K) tem a forma zl=n(<vovl>+<vlv2>+<v0v3>), onde ngai.
como aﬁ(<v0vlv2>)=n(<v0vl>+§vlv2>+<v2v3>) segue que,

Bl(K)=Zl(K). Portanto,

Definicao 2.19: Seja K

g

X0s
1

guintes condig¢des estao

Hl(K)=Zl(K)/Bi(K)E{0}.

um complexo orientado. Dois simple-
e o, sao uni-ligados se uma das se-
satisfeitas. -

i) A 01 e 02 tem face comum;
ii) ha uma sequéncia YqrYgreeooons p de l-simplexos
de K, tal que, o, ey tem um vértice em comum,
o, © Yp tem um vértice em comum, e para 1l<i<p,
Y; © Y;,7 tem um vertice em comum.
Definicdo 2.20: Seja K um complexo orientado. Uma familia

dependente com respeito

r : R .
,zps de p-ciclos é linearmente in-

a homologia, ou linearmente independen-

te modulo Bp(K), se ni3o existem inteiros Nyseees, D, nao to-

dos nulos,de modo que

r
z
=1

i

O " maior * inteiro r,

mente independentes com
por (K)

"p

para o qual existe r p-ciclos linear-

respeito a homologia, € representado

e é chamado p-ésimo numero de Betti do complexo K.
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Note que Bp(K) existe se K & finito.

Definicdo 2.21: Seja K um complexo orientado de dimensao

n, tal que Bp(K) exista para todo p, 0<p<n.

O namero
n
x(K)= I (-1)P
p=0 P

4
& chamado caracteristica de Euler do complexo K.

Definicao 2.22: Sejam K e L complexos orientados. Uma

sequéncia {¢p} de homomorfismos ¢p de CP(K)
em Cp(L), tal que a¢p=¢p_la, com pz2l & chamada aplicagao

de cadeia de K em L.

Teorema 2.23: A aplicacao de cadeia {¢p} de um complexo

K em um complexo L induz homomorfismos

de H (K em H (L em cada dimensao .
¢*p p( ) b ) p

Demonstracao: Seja 3db_=c_ - B (K). Entdo pela definicao
strag 3 p=Cp+1€ B (K P ¢

=a¢p%lcp+l‘ . Portanto,

2.22 s b )= c -
egue que, ¢p( p) ¢p8 p+l

- ¢p(bp) € um bordo de uma (p%l)—cadeia. Logo ¢p aplica
B_{(K B_(L).
p( ) gm p()
Suponhamos p=0. Entao, ZO(K)=C0(K) e ZO(L)=CO(L).
Logo, para p=0, ¢p aplica ZO(K) em ZO(L). Para pzl, su-
onhamos que =z Zz_(K). Entao z_)= z_). Como
p q p€ o (K) 30 (2) =0, p(z)

z_=0, segue =0. Portant = -cicl
3 p- g que ¢p_la(zp) ortanto, ¢p(zp) € um p-ciclo

"em L.
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K)=2 K = i -
Como Hp( ) p(K)/Bp( ) e Hp(L) Zp(L)/Bp(L) defiremos o ho

momorfismo induzido por ¢*p([zp])=[ p(zp)].

Teorema 2.24: Sejam K um complexo, Kl e K2 orientacodes de

K. Entdao, os grupos de homologia Hp(Kl) e

H (K

D 5) sdo isomorfos em cada dimensao p.

Demonstracao: Para um p—simpléxo, op, de K seja lop

c3o da orientacao positiva o no complexo Ki’ i=1,2. Entao,

a nota-

ha uma funcgao o, definida sobre os simplexos de K, tal que

a(cp)=il e lop=oc(op) 20p. Definiremos a sequéncia de homo-

morfismos ¢={¢p} ' ¢p=Cp(Kl) Cp(Kz), por

a a

p P
o ( Z n, 1op)= a(oP)n, ch,
- i1 i’

onde £ n, “oP representa uma p-cadeia de kl'

, pP2l, uma p-cadeia de K

1° Entao,

£ aleDa(e®)a(ed™

1 J

o]
R
i &40
L
|._l
. g
|
}_l
N
|..J
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o o
P -1
P 2p 2 p-1l, 2 p-1
¢ 3¢ = ¥ n, I a(ci) [ "o, "0 71 T0o
p-1""p 4, 1 j=1 i i J J
a
o
p-1 _ _
=3I n a(op) z [20p, 20? }]_ZOP 1
i=1 j=1 ] ]
o
- p 2 p
_iilnia(oi)B( o)
a a
Y 1 P
=232 ¢ (I n, o3 )= 3¢c_.
i=1 Pi=1 0t p
Portanto, ¢p—iacp=a¢pcp' Assim, pelo teorema 2.23 ha um homo-

morfismo ¢ do grupo H (Kl) no grupo H (K2) induzido em
P P p

cada dimensdo pela sequéncia {¢p}.

Como lopza(op) 20p e a(o®)=21 vem que a(oP) 1P 2Op_

Ent3o existe uma sequéncia de homorfismos {wp}_de Cp(KZ) em
Cp(Kl)" Procedendo como no paragrafo anterior, concluiremos
que ¥ 3=3¢p. Assim, ha um homomorfismo induzido w*p de
Hp(Kz) em Hp(Kl).

Sendo ¢p e wpinversa uma da outra em cada dimen-

sao p, segue qge w*po¢*p=1d em Hp(Kl) e ¢*pow*p=id em

Hp(K Portanto, ¢*n - €& um isomorfismos do grupo de homo-

I

5) -

logia Hp(K ) no grupo de homologia Hp(KZ)'

1

Definicao 2.25: Sejam X e L complexos. Uma aplicacao

simplicial de K em L, & uma fungdo ¢ de

vertices de K em vértices de L, tal que se sz[vo....vp]
é um simplexo de K, entdo os vértices ¢(v,), 0<isp, (ndo ne-

cessariamente distintos), sdo vértices de um simplexo de L.
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Suponhamos que K e L sao complexos € ¢ wuma apli-
cacdo simplicial. Se os vértices ¢ (vy) sao- todos distintos,
o p-simplexo f¢(V0)b¢(Vl) e s ¢(Vp)>=$(0p) &€ chamado i~
magem de oP. se ¢ € uma bijecao, claramente K e 'L sao
isomorfos, ja que $ & um isomorfismo de K em L. Por con-

veniéncia futuramente representaremos ¢ por ¢.

Definicdao 2.26: Sejam ¢ uma aplicagao simplicial de K em

L e of um p-simplexo de K. Definimos a

sequéncia de homomorfismos {¢p} de CP(K) em CP(L) como se-

gue. Definimos ¢p nas p-cadeias: elementares por

B ; se os vértices ¢(v,) nao sao todos dis-
tintos.
8501 = S
¢(op) ; se os vétrices ¢(vi) sao todos dis-
L_ tintos.

A funcao ¢p’ pode ser extendida a um homomor fismo ¢p de

Cp(K) em Cp(L) . Isto &, dada uma p-cadeia de K
a a a
P g PP » P
) n; oYy definimos ¢o_(Z nioi)= r ¢ (nio.).
i=0 i=0 i=0 P *

Teorema 2.27: Se ¢:K——>>IL & uma aplicacgao simplicial

a seguencia {¢p} de homomorfismos da defini-

cao 2.26 € na realidade uma aplicacao de cadeia.

Demonstracao: Cada ¢ € um homomorfismo. Para provar que

_ e Py . P
39p=0p_19 e suficiente provar que a¢p(o )—¢p_la(o ), para

-cada p-cadeia elementar of de K, pzl. Seja op=<V0--..Vp>
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Entao,

Seja Gg—l a (p-l)-face de P obtida pela supressao de j-

ésimo vértice. Assim,

v.>) ;

1 _ .y
¢ )=¢p—l(<VO"Vj41Yj+l" B

p_
p-13
= <¢(V0)¢(V1)"'¢(Vj-1)¢(vj;1

De maneira gque

36 (oP)=0<d (Va) euunnn. b (v )>

p 3 ~

= 2 (=1)7<¢p(Va)enenn d(V.). ¢(V ) >
j=0 )
P : p :

= ~1)3 p-1,_ j p-1
NS ¢p_1(j§0( 1)7 of77

_ P

Agora suponhamos que ¢(vj)=¢(vk) para j<k.

e 9¢(cP)=0. Além disso,

p ; '
P, _ _1z 1 ._/\
¢p_18(c )= iio( 1) ¢p_l<vovl ..... vi...vp>.
N L, s - _ _
ote que se 1i# j ou i#k ¢p_l<vovl ...... vp>
termos restantes sao (—1)j¢ V.V - v

p-1VoV1r Yy Yp

)....¢(vp)>.

Entéo,¢p(6p)=0

0. Os dois

(_l)k¢p—l<vovl"'{QL’°'VP>° Se os ¢(vi) nao sdo distintos te-
mos ¢ <V V... 4:' v > =0 Se todos sao distintos temos
p-1VoV1 4 SRRAAS .

¢p_l<vovl...vj... vp>=<¢(v0)...¢(vj) ..¢(Vk) .¢(Vp)>

- (- NIl (v .. 572‘; o (v )>

ERE K)o o
k-~j—1 L
=(~1) ¢p_l<vovl... Vk... vp>
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Dai segue que

Py _ (o ] , A _ k AN
'¢p #18(0“)—( 1) ¢p—l<vbvi"" Vj...vp>+ (-1) ¢p_l<vbvi...vk...jp >
_ J_qyk=J-1 o k _
= (—l) (-1)~ d)p—l <VUpe e Vi .Vp>+ (-1) ¢p—l<VO' . 'Qk' . .Vp>_().

Portanto, a sequeéncia {¢p} € uma aplicacao de cadeia.

Lema 2.28: Seja K um complexo do R". 0 poliedro |K|

associado a K & compacto.

Demonstracao: Seja ¢ um simplexo de K, seja ¢ o simplexo

fechado com os mesmos vértices de o. Entao, temos

x| = k) o= tJ 0 . Este ultimo, por ser unido finita de
OF K o€ K

compactos & compacto.

Definigao 2.29: Seja & um simplexo aberto. O fecho de ok,

denotado por cl(ok), é o complexo consistindo

de o e todas suas faces abertas.

Definicao 2.30: Seja oP - <V0,-u|0’vp> um simplexo orienta-

do do R™. O baricentro de oP & o ponto

definido por

Q.
1}
L)

,._J

Ver figura abaixo.

Definigao 2.31: Sejam K e L complexos g¢prientados com po-

liedros associados ‘Kl e |L|, respectiva
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mente, e ¢ uma aplicacao simplicial de vértices de K em
vértices de L. Extendemos agora ¢ para uma funcdo
$: |K|—— |L] como segue.

se x€|K| had um Gnico simplexo 0 =<VVi...... v_> em
’ 0°1 p

K, tal que xéf'if:. Portanto, se {vo,yl,.,....vr} sao vér-

tices de of e as coordenadas baricétricas Ai sao todas
_ r
positivas temos X= I Aivi. Definimos
i=0
r
¢ (x)= .Z Ai¢(Vi)-
i=0

Esta funcao, ¢:|K|—————~—{>|IJ/ € chamada aplicacido simpli-

cial de |K| em |L].

Teorema 2.32: Toda aplicacao simplicial, ¢:[Kl——————%>|LI,

€ continua.

Demonstracao: Seja ¢ ump -simplexo arbitrario de K. Como o]

é fechado basta mostrar que ¢, : 5] ———> || é con-
o]

tinua.

. p - .
Seja x = 3y ), V; uma sequéncia, . Suponhamos que x_

i=0 1
. P P P
converge para X= A;Vy- Lembremos que A, = T Aas=1l.
i=0 i=0 *i i=0 *

Entao, temos lim(x -x)=0 . Assim,
Nn->oo .

p p
0= lim (x_-x)= lim( 3§ )A_ V.- 3 2.V.)
n—>oo n n+oo i:0 ni l i=0 + l
1 5 )
= 1lim (3 A. = I AdVv.=(1v,=1v,)
Now i=0 i i=0 + 1+ 0 70
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de modo que,

s

p P
0=1im ( L (A =A.)v.)— 1im[( I A_ )v. —(
e 30 i T 1 e i-0 Mi o0

0Ai)vol

N Mg

p p .
=1lim (-Z (Aﬁ}—xi)vi - lim{ Z (An -Ai)vo]

n»>o i=0 i n+e i=0 i
(% O -2,) 5 0L v
= lim —-A.)V,~ —=AL)V
nee 920 Pi T i=o- My 10
lim ( g (A AL)( ))
=11m -A. V.~V , .
nre i=0 i+ 20

Como (vi—vo) sao vetores linearmente independentes, i>0,

lim (X - A,)=0, i#0. Portanto, A_ converge para A, para todo
N> ni 1 ' ) ni 1

i>0. Repetindo o0 processo acima, substituindo vn por vo,tere—

mos An convergindo para AO . Concluimos que
0 u
: 1 A (v,) : (
r lim ¢(v.)=Z A.¢o(v,)=0(x).
i20 Now P i" 40 1 i

]

lim ¢(xn)=lim ; An:¢(vi)
n->oo n»>w i=0 T

Portanto, a restricdo de ¢ a |o| é continua.

Definicao 2.33: Sejam K um complexo e v um vértice de K.

A estrela aberta de v, denotada por ost(v),
é a reunido de todos os simplexos = - 0. - de IKI para

os quais v €& vértice.

Exemplo 2.33.1: Suponhamos gue o complexo K €& dado pela fi-

gura abaixo. v,

A estrela aberta de vy é ost(vl)leI-hQ}{v2v3]~[v3v4],
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Definicao 2.34: Sejam X e Y espacos topoldgicos, £ e g

funcbes de X em Y. Dizemos que f & ho-
motopica a g se existe uma funcdao continua F:XAI——>Y,
tal que paracada x€X e teIl, F(x,0)=f(x) e

F(x,1l)=g(x).

Tal funcdo F & chamada homotopia de f em g.

Definicdo 2.35: Sejam |K| e |L| poliédros associados a K

e L, respectivamente, £: |K|————>|L| uma a-
plicacdo continua. Seja g: IKI———————é |L| uma aplicacgao sim-
plicial. Se existe uma homotopia de g em £, dizemos que g

é uma aproximagao simplicial de f£.

TLema 2.36: Seja K um complexo. Os vértices {vo,v ',....vp}

sao vértices de um simplexo de K se, e somente

p
se, ("\ ost(vj? £ @.

i=0
Demonstragao: Suponhamos que {VO,Vl ...... vp‘} sao véertices de
um simplexo oP de K. Entdo, - opgost(vi) para i=0,1l..p.

P
Portanto, @ Op'Cf'\ ost(v,).
- i=0

_ p : : Y
Reciprocramente seja x¢ (\ ost (vi) . Assim, para cada i=0,1...p,
i=0 : :

ha um simplexo o, em K, tal gque vy €& vértice de o5 e

x € GI;_ . Como XxX€E IKI, pela definicao, ha um Gnico simplexo
o, de K, tal que xg0, . Portanto, todos os vértices v,

sao vértices de 0yp.

Teorema 2.37: Sejam IKI e |L| poliedros associados a K e
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L , respectivamente, f:]KI-—-———-—>]L| uma aplicacdo conti-
nua e g uma aplicagdao de vértices de K em vértices de L.
Entao g pode ser extendida a uma aproximacao simplicial de £

se para.cada.vértice v de K temos
f (ost(v))C ost(g(v)).
Demonstracao Supbnhamos que f(ost(v))C ost(g(v)). Sejam

v, ... ,vp} vértices de um simplexo de K. Pelo lema 2.36,

p p
temos N ost(vi);é @. Entao f( [) ost(vi));é ) e
i=0 i=0

| |& P
£E(N ost(v.,))= N f(ost(vi))C N\ ost(g(v;))# @¢. Portanto,
i=0 1 i=0 ~i=0 T _

pelo lema 2.36 {g.(vo) Peee e ,g(vp)} sao vértices de um sim-
plexo de L. Logo por 2.25 temos uma extensao para
uma aplicacdo simplicial g: |Kl——————)lL| e

( EZ) A ) % A.g(v,)
g [ V.)= .g(v,).

i=0 * Y i=0 %

sejam x € |K| e O=<VVyennnns vp> um simplexo de K

.que comtém x. Seja v um vértice de o. Como x g ost(v) te-
mos que f(x) € flost( v ))C€ost(g(v)). Sendo
x=)\0v0+ ...... +)\pr temos g(x):Aog(vO)+ ...+)\pg(vp) . Como g
nao & obrigatoriamente injetiva alguns dos 'vg(vi) podem ser
repetidos. Assim, a g(v) coordenada baricéntrica de g(x)

€ maior ou igual a Vv coordenada baricéntrica de x. Logo
g(x) € ost(g(v)). Como ambos; f(x) e g(x), pertencem a cada

ost(g(v,)), i=0,1,.. -p; {£ (x) ,.g(x) } esta contido na interse-
cao das ost(g (vi) ) . Entao, {g(vo) yeeesg (vp) } sdo vértices

de um simplexo T em L que contéem f(x) e g(x). Assim, po-
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demos unir f(x) e g(x) por uma linha reta inteiramente
contida em t&|L|. Seja H:|K|X I——> |L| definida por
H(x,t)=(1-t)f(x) + tg(x), x€|K| e t€1I. Obviamente H

€ uma homotopia de £ em g.

Definicao 2.3g: Sejam'gp=<v0vl ......

um ponto para o qual o conjunto (v AL

vp> um simplexo e v

14

Voereos vp} é geometricamente independente. Definimos o (p+l)-
simplexo o por voP=<vv v ... ..., v_>.
01 P
”
P P - _
Se c= % n,g; € uma p-cadeia de K e v um vertiw
i=
*p
ce de K, entao vc denota a (p+l)-cadeia, vc= L nivog, caso
i=0 o

cada vog exista.

. Observe que se ve, e vc, existem, v(c1+c2)
éxiste e &€ igual a Ve, +ve, .
Lema 2.39: Sejam ¢ uma p-cadeia em um complexo K, v um

vértice para o qual a (p+l)-~cadeia vc é defini-

da. Entao dvec=Cc - Vvac.
Demonstracao: Seja ¢ um simplexo de K, tal que, vo & defi-
nido. Entao,
3(V0}=3<VV0V1’"'(31"'Vp>
=<VAV, e aV_>=<VV, ...V >+...+(—l%;1vv V.. G\ v >+
071" 'p 1'77p 071 "itVp
i+2
- < _1yP+1
+ (-1) VVO"'Vi+l'°'vp>+"' +(=1) <Vv0""vp—1 >
=< ceeaV > ~1)P+l |
vovl vp> v<le2...vp>+...+( 1) v<v0....vp_l>
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p

. i
8(v0)=<vovl.....vp> - vigo (-1) <v0vl....vk....vp>
=0 - Vd0.
Para o caso geral, extendemos a demonstragao por line-
Op
nearidade. Seja c¢= I hiog uma p~cadeia de k. Entao,
i=0 '
a a
P _
vCc= L n.voP e dve= azp n.vaP . Assim,
. i i . i i
i=0 ~i=0
o o o
_ P R P o
ovec= L niav05= Z",ni(oP -vao§)= z niog - VvV I paog =C - VacC.
i=0 i=0 1 i=0 i=0

BefinigéO’2.40: Sejam Vé]fl e BCRY. o par (v,B) esta

em posicao geral se. V‘é B e para cada -,
b, & B, com by # by, temos [v,b;1\I[v,b,]=1{v}.
Se (v,A) esta em posicao geral definimos vA= K)[v,a],

aei

gue sera chamado "v-cone" sobre A. Se A & um simplexo
Vp>, e VA esta em posicao geral, {v,vo,....vp}

- . n s .
€ um conjunto de pontos do R geormetricamente independentes

e determina um (p%l)—simplexo (aberto) oP.

Note que voP de 2.38 e vA de 2.40 sao diferentes.

o segundo comtém um subconjunto {V}Uop enqugnto que este e voP

sao disjuntos. Sempre que escrevemos vcpkentendemos' 2.38, caso

contrario mensionaremos.

Exemplo 2.40.1: Os pares (v,A) e (v,B), representados abaixo,

estdo em posicdo geral, mas o par (v,D) nao estaem posicao geral.

<
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Teorema 2.41: Sejam P um simplexo aberto e A a maior das

k-faces de ¢ com k<p. Seja v um ponto .de oP.

Ent3o, o par (v,A) estd em posigao geral. Alem disso,

VA= 0\2 (v,"%)y = (v, ko)kok):;ﬁ,

Demonstragao: Sejam op=(vevl ...... vp) um simplexo aberto ,

k<p, e o’k uma k-face de oP. Sejam bl,b2€'o_k. Suponhamos que

existe w#v em gp, tal que w E[Vrb1] ﬂ [v,b2] . Consideremos as

3

expressoes de bl’ b2 e v dadas em cordenadas baricentricas,

isto &, b,= B.v, e v=

1 a:V

i i

p
z
i=0 i

P P
.Z )\Vi. Como bléo

i=0

P n. _ . .
e b2¢0 temos OLiO_O e Bil-o para algum i, e i;. Como

vE op, temos que Ki;éo para todo i. Sendo w e [V’bl] , po-

demos escrever w=tlv+ (l—t)bl para algum tl &1 Entao,

a,v,
i'i .
0 i

tl)\i+ (l—tl)ai]Vi. ,

AV, + (1-tq)

o ~Mg
I oy

[
i 0

De maneira semelhante para wé[v,bzl temos

w= iio[tzki + (l—tz)Bi]Vi para algum t2€_ I.

Como as coordenadas baricéntricas de um elemento de

gp sao uUnicas temos
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(tl—t2)=l/>\i[(l—t2)8i = (1-ty)a,]

Tomando 1i=1i temos a. =0 e
o ig

(tl-tz);l/xi[(l—tz)sizo .

Tomando i=il temos RB. =0 e
11

(tl—t2)=l/ki[(l—tl)ailéo.

Portanto, tl—t2=0. Logo tl=t2 e (1—tl)ai=(l—t2)Bi.

Como tl#l se W#V, iseque: que ai=Bi para todo 1i. Logo

b, =b completando assim a demonstracao de que o par (v,A) esta

1772

em posicao geral.

Agora vAC P, porque AC oP, vEe of e of & con-

vexo. Também 4viU4{AYC vA. Portanto, basta demonstrar que, se

wEe oP e V# w entao wg VA. Assim, suponhamos que we o

e que wWE V. Sejam Ai e vy; as coordenadas baricentricas de

v e w, respectivamente. Obviamente sao todas positivas. Como

P
z (yi—xi)=o e yi—ki # 0 para algum 1i, existe j#i, tal que

i=0

yj-xjfo para algum Jj, e tal que Yi_xi e Yj-xj tem sinais
opostos. Consideremos agora o conjunto (nao vazio) J de todos
os j, tal que Yj—kj é negativo. Definimos para 3j&€J
f.:R————> R por f.(t)=Xx. + t(y.-2.). .

i P ]( ) 5 (\(:J J) Como fj(l)>0 e
fj(t)>0 para grandes valores de t, existe um tj>l, tal que

A+ t.(y.-2.)=0. j j
5 J(yj j).0 Escolha Jg dentre os j, tal que tjoétj para

todo j&€ J. Entao, A, + t. (y. - A. ) =0 e
3o 3g "o 3o
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Ai + tjo(yi—ki)zo para todo i=0,1,...... ,pf Assim,
( ) g A t. | g 5 A )
v + t. (v-w)= v, + V., — X A,V,
Jo goo BT THo yogliE T gLptid
5 (A t. ALl
= I R oy s=ALhv, .
joo 1 jo i it Ti

Portanto, v + tj (v-w) € A. Também,
0

- 1)/t. Jv= t'x + (1-t')v, com t'=(1l/t.
Jo J

0 0)

Portanto, R wgvA. Logo, sendo ok face de of e k<p, temos

va= U (V,cfk)=<—7_p.'

k
o

Definicao 2.42: Seja K um complexo. Uma subdivisao de K € um

complexo K(*); tal que [K(*)lleI’ e se 0€K

(*)

ent3do o esta contido em algum simplexo de K.

Num complexo K a notagao 0,< 0.<..... < o_ indica que

cada oy & simplexo e que os é face de o, mas oi#G.

i+l

.

o

Teorema 2.43: Sejam um p-simplexo fechado, L uma subdivisao

de A=(J0k, k<p e & & face de OP. Seja véjop.

Entao, (V,[L[) esta em posigao geral. Além disso, vILl €& um po-

liédro |R| onde K ¢é definido por

R= LU( U VT)U{V}.

Te];i

O complexo R & uma subdivisdo de cl(oP).
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Demonstracao: Pelo teorema 2.41 (v,ok), k<p, esta em posi-

cao geral. Como |L|£A,segue que (V,ILI) esta em posicido geral

e V|L|=]o|, onde A=Uok, 'oke,L.

Mostraremos agora que K é‘complexo. Obviamente K &
um conjunto de simplexos abertos. Contudo, cada simplexo dife-
rente de (v) em K, ou estda em L ou é da forma (t,v). Se
esta, todas suas faces estéo em L, assim, em K. Se o sim-
plexo e da forma (L,T), suas faces 550 (v), ©t , as faces
de 1 e os simplexos (v,0), onde ¢ € face de 1. Em cada ca-
so, as faces estao em K.

Sejam vy e )\ dois simplexos de L. Como L €& com-
plexo temo‘s. 'ARSE Além disso, se -yQL ent{?lo yN (v,y)=0
pois (v,y)C;op. Obviamente (v) nao intercepta nenhum outro
simplexo de R. Suponhamos agora que g8 e v séo simplexos de
L. Sendo (B8,v)(8,v)#f suponhamos que w & elemento dessa
intersecao. Como Vg € simplexo aberto, segue que w# V.

Pelo teorema 2.41, existe um Unico x € AzlLI, tal que

we [v,x]. Como |(v,3)|£;v¢8|, concluimos que x€B. Assim,

B N\v £#P. Portanto, sendo L um complexo, temos B=v e

(B, v)=(v,v). Entao, R € um complexo. O conjunto de pontos de

|| &

%1= Ulol- UlVie U v U on
0E

T&L "1e L
= aU{o) =]5].
Teorema 2.44: Seja K um complexo e seja
K(l)z {5 G_; On<O <o_} Dizemos
0 """ rl 0 l oooooo . r .
que K(l)é uma subdivisao de K. Além disso, se OgrOp--++ Oy

sao elementos'de K e 00<cl<...<0r, entao, (000l ...cr)C'or.
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Demonstracao: A demonstracao & feita sobre a dimensao de K.
L(l)

Se L & um complexo e dim(K)=0, entao =L e 0 teorema vale.

Suponhamos que o teorema & verdadeiro para todo complexo de dimen-

de K & um

s3o menor que n. Entao, o (n-1l)-esqueleto Kn_l

complexo de dimensao n-l. Portanto, o teorema vale para Kn_l.

n imolifi -
No gque segue, usaremos K para K, para simpliricar a notacgao.

g (1)

Seja T um simplexo de , entao existe uma sequéncia

-

<g.< ...< =(0n0qeeus.0 . i .
0p<0y<--- 0. em K, tal que | 1={0 1 qr) Assim, Teor

De fato, se x2AJo, + ....+A 0., com A,>0, sendo cada o, combina-

r
cdo convexa dos vértices de o_ , x também o é. Além disto, as

coordenadas baricéntricas de x em relacdao a estes vértices sao

todas maiores que Ar/(r+l) que é positivo. Portanto, xé:or. Lo-

~

go, cada simplexo de K(l) & subconjunto de K.
Seja T um simplexo de K(l). Entao, existe uma sequén-
cia 00<ol$......<0r em K, tal que T=(0001....... or). Como

qualquer face de T é determinada por um subconjunto de vértices

de T , os vértices desta face serao os. baricentros de uma sub-
sequéncia da sequeéencia 0y<0y<++...<0_ . Portanto, qualquer face
- (1)

de T e elemento de K .

Suponhamos agora gue T, e T, sao simplexos de K(l)
e que Tl(\Tz £ ® . Entao, existem sequéncias em K,

< < - . . . .

0g<0qSerennnn o_ , tal que Ty (oool ...... o_) e
p0<pl< ...... <ps , tal gue Tz-(popl ..... ps). Suponhamos que
(000l ....... or){\ (popl ...... ps) £ @. Seja w um elemento desta
intersecdo. Entao, weor(\ps. Como K € complexo segue que
Op = Pg v O = Pg e, portanto, r=s. Assim, (00 01....or_l) .e
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(popl ..... ps—l) sao faces de O _Pp- Portanto, (0001...0r)

e (popl ...... pr) séo simplexos de |c1(0r)|=|cl(pr)|= A.

Agora cr(oool ..... Or—l) (oocl ...... Or—lor) =Ty - e

pr(popl ....... P l)— (pool ...... pr_lpr)- T, - Como weT, e

WET, existem z, € (000l or_l)CA e zze(pa ..... pr—l) -A,

tal que ‘we [or,zl] e we[pr,zz]. Mas w # 0,.=P_, portanto,

temos z;=2z,E (040 -...0 1) (pgpy ----- p._;)- Como

(00 +---- Or—l) e (popl ..... pr—l) sao ‘simplexos de
n-1, (1) I - Ll

(K ) , gue por hipotese e um complexo, segue que

(coal ..... Gr-l); (popl ....... pr_l). Portanto,

t=6 (606 50 = bbb 5. )=t,. Logo, ki1)
10,0000 =veees r—1 g (PpPy *oeevees s—1 9° go,

& um complexo.
Mantendo a notacdo do paragrafo anterior vamos mostrar

que IK(l)]='|K]. Seja o  um simplexo fixo de K e x E 0P, Seja L
' (1)

um complexo de simplexos em K , tal que existe face 1 de
oP , k<p, de modo que T& oP. pPela inducdo, L & subdivisio

da fraonteira de oP. Assim, por 2.431. g= .U ( U({F?T)) UtsP)
’ . el

& subdivisdo de oF. oObviamente os simplexos de K sao

-

simplexos de k'Y, dai xe |x]C|x'P].

Reciprocramente, se p € elemento de um simplexo de

X , existe uma sequéncia 00<01< ...... <or em K, tal que
pE(Oy O «ennnnn o ). Portanto, peo,. & |x].
O complexo K(l) & chamado primeira subdivisao baricéntrica

de K.
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Definicao 2.45: Definimos a n-esima sub-divis3o baricéntrica de
K, K(n), como sendo a primeira sub-divisao bari-
céntrica de g (n-1)

Seja o0<ol< cev...<0P uma sequéncia de simplexos de K,
tal que o, e face de 05417 i=0,1....,p. Seja Vg<Vye- o< vp
uma ordenacao dos vértices de cp, de modo que ol=<v0v1....v1>.

(1)

Agora considere o simplexo (50<01.._..<5p) em K com esta or-

denacdo em seus vertices. Dizemos que <o

ce....0_> tem orien-
01 °p
tagcao positiva se <v0vl.....vp> € positivamente orientado e orien-
tagcao negativa se <vovl.....vp> € negativamente orientado. Note

(1)

Jue ha simplexos em K cujas orientacdes nido sio definidas

oor este processo, estes podem ser orientedos aleatoriamente.

definicao 2.46: Seja ¢ um simplexo de K. Definimos o diametro de

g -como sendo, diamo=max {Iv—wl onde v e w sao

7értices de o}

Seja 0p=<v0vl.....vp>. Suponhamos que x,y € . Assim,
p -
y= L Aiv.. Entao,
i=
'Ix—y|=|( § AJx - 2 Aivi|=| g Ai(x'—vi)l< g z, |x-v. |
i=0 i=0 i=0 : T i=0"1 i
éméx{|x—vi|; 0<ispl.

Je maneira semelhante comcluimos que

Ix—vilg méx{lvj—vil; 0<j<p}.
‘ntao, |x—y|§méx{|vi—vj|; 0<i,j<p}. 1Isso implica que
.imo=sup{lx—y|; X,y€0}= méx{lvj—vil; 0<i,jsp} =lvs—vt| para algum

e t.
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Definicao 2.47: Seja K um complexo. Definimos mesh de K
por

meshK= max {diams ; ¢ & simplexo de K!.

Lema 2.48: Suponhamos que K é um complexo m-dimensional, entao

(lj . m

meshK < meshK.
m+1
Demonstracao: Para nao confundir o leitor vamos considerar oP
. p . (1)
simplexo de ‘K e T simplexo de K .

P

Pelo lema 2.46, temos diamt =méx{|v—w|, v,W Tp}. Como

- . : r s .
v e w sao baricentros de faces o e o de op, respectiva-
r 'S
mente demos escrever V= ——V, w=
e » PO .Z r+l1°1 .Z —v., CcoOm
i=0 i=0 s+1 '3

0

A
A

r<s<p . Entao procedendo como no lema 2.46 vemos que

Iv—wlgméx{lvi—wl; 0<isr}. Agoré

vpl=lvg= 51 1= 1 :
v,-w|=|v,- £ - 1 = | (2 1 vy - z 1 v
1 L j=0 Ts+1'3- j=0 “s+1 j=0 “s+1 7
p
< é%l( z [vi—v.l)
j=0 J
< L _( 1maxt|v,-v.|; 0<iss)
= Ts+l . WV =Vl B=238).
3=0
Portanto,
, N s
v -w |< max L _{ nmax =z |v.-v.|; osisr, 0sgjss}. Assim, temos
s+l §=0 i3
s - : . .
|V;—'W|§ ol max{lvi—vjl; Oélgr , 05jss} . Portanto,
s . s
Iv - w!é 11 diam o . Logo
. P . S . s s m
diam 71 §—§:T diamg~ £ ) meshK< — mesh K . Portanto,
meshK(l)= méx{AdiamTp, P K(l)}g -8 meshK.

m+1
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wema 2.49: Seja K um complexo m-dimensional. Entao

1im‘meshK(m)=0.
n->o
Yemonstracao: Vamos demonstrar usando a inducao sobre .0 numero de

JmeshkK.

subdivisdoes baricéntricas, demonstrando que meshK(n)g( m T
m+

intdo se n=1 a proposta & valida por 2.48. Agora

n+l

(n+l) . )
m+1

meshK.

neshk lmeshK( n) <( Iy I )®neshk = (

m+1 m+1

omo lim (——— m+l y , segue que o lema é& verdadeiro.
N>

Teorema 2.50: Sejam IKI e |L| poliédros com triangulacgdes

K e L, respectivamente, e f:IKl |L] uma

funcdo continua. Entao, existe uma sub-divisao baricéntrica K(m)
de K e uma funcao continua g:IKI——————> ]L], tal que:

(m)

em L e,

M

a) g uma aplicacao simplicial de K

b) g & homotopica a £.

Demonstracao: Sejam o um simplexo de K e wego. Seja

Uwzf—l(ost(w)). Por ost(w) ser aberto U é aberto. Entao,

|Kk| & coberto por uma familia de abertos U,r v vertice de K.
Seja € o numero de Lesbegue para Uw, e n=dimK. Escolha

N>0, tal que (n/(n%l))NmeshK<e/2. Pelo lema 2.48 segue qua
(m)

<g/2, sempre que m>N. Em particular , se v é& vertice

(m)

de K , entao diam(ost(v),K(m))<2meshK(m). Portanto, pela

meshK

definicao do numero de Lesbegue, (ost(v),K(m))(: f_l(ost(v)) e

(m)

f((ost(v)),K ) )JCost(w). Assim pelo teorema 2.37, f admite uma

(m) |- > |L].

aproximacdo simplicial g:|K
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Definicdo 2.51: Seja K um complexo. Definimos uma aplicacao

¢={¢pch(K)_———__T>Cp(K(l))} indutivamente como
segue
a) Cada O-simplexo de K é um O-simplexo .da sub-divi-
sao baricentrica k) peste modo, podemos considerar
CO(K) como um sub-grupo de CO(K(l)). Definimos
1 (1) . - .
¢0:CO(K)—————9 CO(K ) como sendo a aplicacao inclu-
sao, isto &, d%(c):c, ceCO(K).
b) Para cada p-cadeia arbitraria em K definimos
. P _ ~p P
‘¢p‘ z n, Gil = Z?i( o (¢p—1 9.(0%)))

1
A sequéncia ¢={¢pJ'definida desta maneira € chamada primeira

c-derivacao em K. Para m>l, a m-ésima c-derivacao €m
K € a composta da m-1 c-derivacao em K. com a primeira c-deri-

K(m—i)

vacao de , isto §,

m_ . .m, ‘(m) m -
) _{cpp.Cp(K) ————}CP(K )} , onde cpp € a composta

m-1 1
CP(K)“—EE*————7CP(K(m_l))——~——Ja;f? Cp(K(m))'

Teorema 2.52: Cada c-derivacdo é uma aplicacao de cadeia.

3

Demonstracao: Como a composta de aplicacdes de cadeias & uma

aplicacdo de cadeia, e suficiente mostrar que a primeira c-de-
rivacao é uma aplicacao de cadeia. Seja ¢={¢p:Cp(K)
a primeira c-derivacao em K. Devemos mostrar que o diagrama

abaixo comuta para pzl:
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C_(K) ‘7cp<K‘l’)’

P |
[ | 5

(K)———————7 c_ . (x)
p -1 p-1

Seja of uma p-cadeia elementar . Entao, para p=1 temos

36, (00 =3 (8N 0 (0T)
=¢08(ol) - 8la¢o(aol)
=¢anl - aa(ol)

¢0801.

Portanto o teorema vale para p=l.

Py _ p =
Suponhamos que §¢p_l(0 )-¢p_28(o ). Entao

Py _. (2P P, _ P _ °p p
3¢p(o )=3 (o ¢p_13(o ) ¢p_lao o 3¢p_l(ao )

- P _ °P P
-¢p_lao o ¢p_28(30 )
_ P _ P p
=0,_190 o ¢p_288(0 )
_ P

—¢p_lao

Portanto, o teorema vale para p-cadeias elementares. Para o caso

geral a demonstracao € e tendida por linearidade.

Teorema 2.53: Seja K um complexo com primeira c-derivacao

¢={¢p}. Entao, existe uma aplicacao de cadeia

_ . (1) - . -
w-{wp.cp(K ) ————— Cp(k)} , tal que ¢p0¢p e a aplicagao

identidade em Cp(K)» para cada pz0.

(1)

Demonstracdo: Seja f uma aplicacao simplicial de K em K
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(1)

com a seguinte propriedade. Se § & vértice de K , entao

-

f(é) & um vértice do simplexo ¢ em K, do qual §° & um
baricentro. Seja ¢={Wp} a aplicacdo cadeia induzida por £.

Se P & um p-simplexo de K(l), entdo wp(Tp)=uop, onde

P p

u=0, 1 ou -1 e o’ na

&€ o p-simplexo de K, o gqual gera T

] . ~ » ~ . . - . -~ 2
sua divisao baricentrica. Obviamente woo¢0 e a aplicacao 1i-

dentidade em CO(K). Suponhamos que
- hYa g : . . -
wp—lo¢p~l'c _l(K) 7Lp_l(K) é a identidade e considere
:C_ (K C_(K). Sej P ma cadeia elementar.
mos wpo¢p p( ) > o ) ja of u

Assim, segue que
wpo¢p(0p)=wp(5p¢p_la(op)=mop, para algum inteiro m. Mas,
Py _ P, _ P,y _ Py _ P
o (mo )—Bwpo¢p(d )—wp_lo¢p_l(o‘)—wp_lo¢p_la(o ) = 9a(o%).
P

Portanto, m=1 e oo (cP)=cP.
ortanto, ¢p ¢p )

Esta aplicacgao w:{wp} & chamada inversa a esquerda de ¢.

Definicdo 2.54: Sejam K e L complexos. Duas aplicacgoes de

cadeia ¢={¢p} e p={ up} de K em L sao

c~homotdpicas se existe uma sequéncia ie={ep} de homomorfismos

: 0 =0.

6 _:C_ (K s C L tal u 26 ) 9= -
piCp K > Cpe1 (1) aue p ¥ 9p-1970% ~ ¥y

Teorema 2.55: Se ¢ e Y sao aplicagodoes c-homotopicas de um

complexo K em um complexo L, entdo os homomor-

fismos induzidos ¢* e U, de H (K) em H_(L) sdo iguais.
P P P p

Demonstracdo: Como ¢ e U sdao c-homotdOpicas, pela definicao,

existe uma sequéncia de homomorfismos, 6={6p}, tal que

26 ) 9= - e 6 .=0. Seja z J]€H (X). Entao
p + p-1 ¢p Up -1 J [ p] p( )
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¢*p([zp] )—u*p([zp] )=[¢ (zp)—u (zp)]
=[86p(zp) + ep_la(zp)]
=[a9p(zp) + ep_1(0)1=[88p(zp)]=0

Pois aep(zp) e um bordo e ep_l(0)=0. Logo ¢*p=u*p°

Definicao 2.56: Sejam K e L dois complexos. Dizemos que K

e L sio c-equivalentes quando existem aplicaf;
coes de cadeias ¢ de K em L e Y de L em K, tais que

a compostadas aplicacdes ¢ e ¥ dadas por Yod ={wpo¢p} e
¢ew={¢pgwp} sao c-homotdpicas com a identidade em Cp(K) e

em Cp(L), respectivamente.

Teorema 2.57: Dois complexos c-equivalentes tém grupos de homo-

logia isomorfos em suas dimensoes correspondentes.

Demonstracao: Sejam ¢ e Y aplicagoes de cadeia como as da de-

finicdo 2.56, Pelo teorema 2.55, temos que w*po¢*p de Hp(K)

em Hp(K) e b, ow*p de -Hp(L) em Hp(L) séo aplicacgoes

p

identidades. Portanto, ¢*p € um isomorfismo para cada dim-

mensao p.

Teorema 2.58: Seja K um complexo e K(l) sua primeira di-
visdo baricéntrica. Entdo K e K(l) sao cC-

equivalentes.

Demonstracdo: Sejam 3 e.s as aplicacoes de cadeia definidas em

2.51 e 2.53 ., pPelo teorema 2.53 , sabemos que yo¢ =id em K.

Vamos agora mostrar que ¢of & c-homotopica a identidade em

1 - . ~ . .
K( ). Isto elex1ste uma sequencia de homomorfismos como na
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Q

- . P P (1)
definicao 2.54, e para cadeia c¢= 3 n.1:. de K

i“i
i=0

temos

c - ¢powp(c)=88p(c) —d@p_fﬂc).

(1)

Se w ¥ um vertice de K , entao Ub(w)=[V] onde

v €& um vértice de algum simplexo ¢ de K, tal que w & bari-

centro de alguma face de o. Assim,
¢go¥g ([w] )=¢0 ([v]l)=[v]. Portanto, w=0,00, ([w])=[w]=[v]=3[vw].

Assim sendo, definimos 60([w])=[vw], e extendemos eo line-

armente a todo CO(K(l)).

, 0 estao todos bem definidos

Suponhamos que, 6
P que, -1

0recree
(1)

e seja 1P uma p-cadeia elementar de K . Entao para cada

(p-1) -cadeia Cp#l temos
c - ¢p_lowp_l(c)=ae p_l(c) + ¢p_28(c), de modo que

26 (c)=¢c - ¢p_lowp_1(c) - ep_za(c).

p-1
Considere
P P P =
z= 1% -~ oy (T - 0 3T Entao,
. ¢p Wp ) p-1 :

3z=3 (1P) - 3¢powp(1p) - aep_la(TP)

- Py _ - Py _ P_ 9 (TP P
Aa(T ) ¢p_lowp_la(1 ) (9T ¢p—lowp—l (T¥) - ep_zaa(r ))
- Py _ 3(tPy _~ P 3 (tPy |
a (1) ¢p—lowp—l (%) I(TF) + ¢p—lowp—l (t¥) + 0
=0
- . (1)
Portanto, 2z e um ciclo em K .
Vamos mostrar que 2z é bordo de uma (p+l)-cadeia
.Cp+l' em K(l). Seja v um vertice de . Podemos escre-
.ver 2z na forma
op “p-1 _
z= g giOE + £ h.vel 1
i=0 5=0 J I !
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onde v ‘ndo € vértice de og. Entao,
% *p-1 1
0=3z="3 L g;0; + J h. v of
i=0 3=0 J ]
o :
P ap-1 _ _
= 3 I giOp + 5 h.(cP 1. va3os 1')
i= i j=0 I 3
o o o
1% p-1 _ p-1
=3z1g.0® + 1 noPt - T a0p-l
i=0 j=0 I J 5=073" 3
Op-1 o1
Como I - _h.vool =0, segue que
j=0 -
o o
p-1 _ p o
 h, of 1 = -0 X giog. Agora, se C +1= z P givaﬁ temos
j=0 3 I~ i=0 Pl i=0
o
e p_,;*®  p 3 P
=8.Z givoi=—.2 9;9; — V .Z giaoi
i=0 i=0 i=0 :
o a
p p-1 -
< £ g +v I h.of o .
i=0 j=0 J 1 =
Portanto, z €& bordo de uma (p+l)-cadeia em K(l). Definimos
Gp(rp)=cp+l, e para demonstrar o caso geral extendemos, por linea-
ridade, a demostracao feita para cadeias elementares. Assim,
pela definicbes 2.54 e 2.56, K e K(l) sao c-equivalentes.
Teorema 2.59: Sejam K um complexo e K(n) sua n-ésima di-

visdo baricentrica. Para cada pz0, osgpupmsHpUO

e KD(K(n)) sao isomoOrfos para todo inteiro n21.

Demonstracao: Pelo teorema 2.58, K e K(l) sao c-equivalen-

K(n)

tes. Usando a indug¢ao conclui-se que K e sao c-equi-

valentes para nz2l. Logo, pelo teorema 2.55, segue que Hp(K) e
Hp(K(n)) sdo isomorfos.

De agora em diante usaremos Os numeros racionais como
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coeficientes dos grupos de p-cadeias. Entdo o p-€simo grupo
de cadeia Cp(K), de um complexo K, sera considerado um espago

vetorial sobre o corpo dos racionais.

Definicdo 2.60: Seja K um complexo e seja {o?} o conjunto de

todos os seus p—simpleXos. Seja ¢={¢p} uma a-

plicacao de cadeia em K. Para cada p-simplexo de K, sabemos

py_ P p p P -
que ¢ _(o%)= T a%f.ol, para algum aij racional, um para cada

p-simplexo de K. Entao GE e um simplexo fixo de ¢ se o coe-

ficiente a¥f, de 0? na expressao de ¢p(0§) e diferente de

ii
zero. Definimos o numero (—l)pagi como sendo peso do simplexo
oF.

l .
Seja Nﬁﬂagj) a matriz cujo elemento na linha i e
coluna j, & ap . Como traco de uma matriz quadrada € a soma

i3

dos elementos da diagonal, temos tragoNp:Zaii.

Definigao 2.61: Definimos o numero de Lefschetz da aplicacao ¢

como sendo

Ag)= X (-1)P tracon .
| P

Se ¢p:Cp(K)——————} Cp(K) € a aplicacao identidade

para algum complexo K, p20, entao temos aij:l se i=j
e a§j=0-se i#j. Assim, cada simplexo & fixo e

A (9) = $(-1)P tracon = 1z (-1)Pa =x (K) .
p p p

Teorema 2.62: Seja ¢={¢p} uma aplicacdo de cadeia sobre um
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complexo K. O numero de Lefschetz é completamente determina-
do pelo homomorfismo induzido ¢*p de Hp(K) em Hp(K), nos

grupos de homologia.

Demonstracao: Seja {h;, ...... .,h;} base de Hp. Escolhemos
1l r
{zp,.. ..... ,zp} pertencente ao grupo
i i, .
Zp(K,Q), tal que [zp]:hp, i=1,2...... s. Seja

Bp(K,Q) o grupo dos p-bordos de K sobre os racionais e seja

{b;,......,b;}- uma base de Bp(K,Q). Entao {z;}L/{b;} & base

de Zp(K,Q). Escolhemos em Cp(K,Q) um espago Dp(K,Q), com-
plementar de Zp(K,Q), isto- &, Dp(K,Q) + Zp(K,Q):CP(K,Q), com

base {d;, ..... ,d°}. Note que {z;}(J{b;}(/{d;} é base para

Cp(K,Q). Entao, para qualquer b; escrevemos

i p.i ’ P = .
b7)= a .b O<psn-1 onde a.. e um racional e leva
¢p( p) § ij’p P ! ij ¢p

i i
B_ (K, B (K . Para qualquer 2z 0<ps<n (z7) deve
p( Q) em p( ,Q) a d q pl P ’ d)p p

ser um ciclo, de modo que ha coeficientes a!fY e eP., tal que

1] 1]
(zhy = x i 7 i
¢p p’ - = a!'P p + eP. 2z .
J 1iJ P 3 iJ p
Ainda, para d; arbitrario, 1l<pgn, existem coeficientes aijp,

P p
eij e gij’ tal que

i, A T A
¢p(dp)- § aij bp + § e!s

=(e§.) e Gp=(g§j) as respectivas matrizes,

J

: P
S m A =(a¥f. E
eJa p ( 13)’ p

onde A e G, sao matrizes nulas. Entao,
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n
Alp)= T (-l)p('tragoA + tragoE + tracoG_ ) (*)
=0 p p p
p_..
Agora,
J. J j. Tambem
8¢p+ (a ) ¢ a(d l) ¢ (b ) =X aljbp :
i p+l . .
3¢ (d })=3 ¢ a!l 3 p+1_3 3 I p+l 3
p+l "p+l i ij bp+l + 8; e is zp+l + 3 93 i3 dp+l
p+l Jj p+l
= I g;. 3(d )= g:. |
. i +1 i b-.
j P I
a | S p+l = <1n-— . *
Entao aij‘ gij e Ap*Gp+l' 0spsn-1, e a soma (*) se.
reduz a
n
A(p)= L (—l)p tracgoE
p=0 p-
Isto significa que o numero de Lefschetz A(¢) € completamente

determinado pela acdo da aplicacgao ¢p sobre os ciclos gera-
dores de H_. Os coeficientes e?j sao determinados pelo
homomorfismo induzido ¢*p por que as classes -de homologia

[z;] geram Hp(K,Q), Assim, temos

i

¢*p([z;])= r eP.izh).

: i
3 J P

Entao o homomorfismo induzido determina completamente os coe-

ficientes &P, , 0s quais determinam completamente A (¢).
1]

Seja K um complexo e f:|Kl~————¢ |K| uma funcao
continua; seja K(S) a s—ésima sub-divisao baricénctrica de
K e guma aproximacao simplicial de f. Entdo, g induz uma

aplicacao de cadeia {g :C (K(S))—~———~—7CP(K)L Seja

¢%{¢;:CP(K)¥————9»Cp(K(S))} a s-ésima c-derivacdao em K.

0. numero de Lefschetz A(f), de f, & o numero- de Lefschetz da
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composta gpo¢§. 0 numero de Lefschetz é independente de

g

Vamos agora demonstrar o teorema do ponto fixo de
Lefchetz.
Teorema 2.63: Seja K um complexo e f:IKI————~—— |K| uma

aplicacdo continua. Se "A(f)#0 entdo f tem um

ponto fixo.

Demonstragdo: Suponhamos que £ nao tem ponto fixo. Como

|k| & compacto f assume um minimo 6(x)=|f(x)- x|70. Entio
existe ¢>0, tal que se ><e|1d a distancia If(x) - x|>g.
Munindo K com uma sub-divisao baricéntrica conveniente, se ne-
cessario, podemos assumir qué meshK<e/3. Pelo-teorema 2.50, ha
um numero inteiro positivo s e uma aplicagéo simplicial g
K(s) em K homotopica a £, tal que para cada xeglK‘,

de

f(x) e g(x) estao num simplexo comum de K. Assim,

l£(x) - x|<|£(x)~g(x)] + Jg(x)- x|<2e/3

contradizendo o fato que lf(x) - x|>e . Se x pertence
a um simplexo ¢ implica que g(x) néo pertence a este simplexo.
Logo ¢ e g (o) séo disjuntos para tOéo o € K. Considére—
mos a s-ésima c—derivagéo p:{up:Cp(K)—~———a»Cp(K(S))} e a

(s))

aplicacao de cadeia {gp:Cp(K >Cp(K)} induzida por g.

(s)

se oF & um p-simplexo de K, entao up(cp) & uma cadeia em K

cujos simplexos com coeficientes diferente de zero estao em oF.

Considere a p-cadeia- gpou (op). Como of e g(op) sao disjuntos,

p

nenhum dos simplexos cujos coeficientes sao diferentes de zerxro

intercepta o. Entao gpoupnéo tem simplexc fixo e o numero de
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Lefschetz da aplicacgao gpoup é zero. Como este numero é

o numero de Lefschetz de £, segque que A(f)=0. Contradicgao.
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VARIEDADES DIFERENCIAVEIS E ESPACO TANGENTE

Definigéo 3.1: Seja M um espaco Hausdorff. Dizemos que

M é uma variedade topoldgica se existe uma
cobertura aberta {Ua‘} de M, tal que para cada UaG{Ua}

. . ~ n : .
existe uma aplicacao ¢a:Ua————4-R » aplicando Ua homeomor—

ficamente sobre um aberto Ea do Rn.

0 par (Ua’¢a) € denominado carta sobre M, e U é

a

chamado vizinhanga coordenada em M. Se pe Ua’ ¢a(p)6 R &

uma n-upla de numeros reais. Seja xi(p) a i-ésima coorde-
nada de ¢a(p). Entao, temos ¢a(p)=(Xi(p), ..... xn(p)). Co-
mo ¢, & continua cada xi & continua. Além disso, sendo

¢a 'injetiva, se xi(p);xi(q) para p,qé[&w i=l,....n, en-
tao temos p=q. Isto &, o ponto PEU, € determinado pela

n-upla de numeros reais (xi(p), ........ xg(p)) denominado
sistema de cordenadas locais do ponto p com respeito a carta
(U )

A colecao ¢={(Ua,¢a)} de todas as cartas (Ua’¢u)
sobre M é denominado atlas, ou sistema de vizinhancas co-

ordenadas sobre M.

Sejam p€E M, (Ua’¢a) e (UB,¢8) cartas sobre M.
Entao para .peUaf\UB definimos dois sistemas de coordenadas
. 1 n 1
locais, a saber, (x_(P),ee.... x (p)) e (xZ(P),ce.... X, (p)).
a a B B
~Vamos determinar a relacao entre elas. Obviamente ¢a(U f\UB)

~ n ~
e ¢B(Ua(\UB) sao abertos em Ea e EB do R'. Entao
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) em b0, O th)

¢Bo¢ 1 & um homeomorfismo de ¢a(Uu(\U

B
para cada ug ¢a(Uar\UB). Sendo ¢a(p)=(xi(p),...,x2(p))
e ¢B(p)=(xé(p), ..... ,xg(p)) podemos escrever

- -1, - _ '
b (P) =104 (65106 )1 (P)=b4007% (8, (P)) =040 077 (x3 (B) /- -, (P))
=(x]B“(p), ...... x5 (p)) -

. . _ l N l ’
Portanto, xg(p)=[¢80 ¢ ]l(xa(p){ ----- ,XE(P))-

Definicdo 3.2: Sejam (U, ,$ ) ‘e (UB,¢B) cartas sobre M.

. ~ r .
Dizemos gue ¢a e ¢8 sao C compativeis

se as composigoes :¢Bo¢;l e ¢ao¢gl sdo de classe CT¥ nos

conjuntos abertos ¢a(Uaﬂ UB) e ¢B(UarjUa), respectivamente,

do Rn.

Definigao 3.3: Seja ¢={(Ua,¢a)} um atlas sobre M. se

para cada indice o e B as cartas (U ,¢)

e (UB,¢B) sado c compativeis, dizemos que ¢ & de clas-
se CY.
Se qualquer carta (V,y) sobre M, que & ct com-

pativel com todas as cartas de ®, & elemento de ¢, dizemos

que ¢ & um atlas maximo.
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Definicao 3.4: Sejam M uma variedade topologica e ©

um atlas de calsse ct, r=1,2, ... 0, .
O par (M,9) & denominado variedade diferencidvel de classe
ct.
Se m for a dimensao de M dizemos que M é

uma m-variedade diferencidvel (de classe CY).

Exemplo 3.4.1: O espaco euclidiano R® & uma n-variedade

diferenciavel. Basta tomar (Rn,Id) como carta.

Exemplo 3.4.2: Sejam (N,¥) e (M,9) variedades diferen-

ciaveis de classe’ C'. O produto'cartesiano (NX M,0), onde
© é& o atlas composto de todas as cartas na forma

{[(Va% Ua),wa#-¢a 1; (Va,wa)é ¥ e (Ua,¢a)e<®} € uma varie-

dade diferenciavel de classe ct.

Exemplo 3.4.3: Considere a n-esfera,

: n+l .,
st - {(xl, ......... xn)E.Rn+l,; T (xl)2=l}. s & uma
' i=1
n-variedade diferenciavel analitica.
Com efeito, se ja p=(0,0,..... ;1) o " pdlo norte"
n - "o~ " n : :
de S e g=(0,0,...... ~1) o polo sul de S°. Definimos
$:8"- n 1 n+l, 1 1 n
: P —> R por ¢(x",..... X ) =— n+l(x Joeo oo xX).
1+x

como cada coordenada € continua seque que ¢ & continua. Defi-

nimos, agora, xszn —_—D Sn por

n
2
1 1- . .
W(yl, ...... ,yn)= L n (2Y T2E I AL I Izynl i§l yl )
) =
1+ 2 Y{
i=1

E facil ver que ¢oy é a identidade em R" e wo¢"— é a i-

-.«dentidade em s™. Portanto, U é a inversa.de_ ¢, € ¢ '@ um
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homeomorfismo de Sn—p em Rn. Logo, (Sn—p,¢) & uma carta

sobre S™.
. n+l n+l . ~ ~
Seja f:R >R a aplicacao reflexao na
coordenada xn+l . Entao f(xl,....,xn+l)=(xl, ..... ,—xn+l).
Definimos B:Sn-q —>r" por B(x)=¢of(x). Obviamente

B €& um homeomorfismo de Sn—q em Rn. Portanto (Sn-q,B)
& carta sobre s". Ccomo {Sn—p}(J{Sn-q} & uma cobertura de s=,
segue que s™ & uma variedade topologica.

Seja ®={(§n—p,¢),(Sn—q,B)} o atlas correspondente.

Vvamos analizar ¢oB-l:B(Sn—p(\sn—q)f————————>¢(Sn—p f\Sn—q) e

Bo ¢—l:¢(sn—p N Sn—q)——-~———> B(Sn-p(q Sn—q). Assim,

6 (90f) “Tx) =gof 06 V(x) e  ($0f)od " (x)=dofod T (x).
Facilmente concluimos que ¢08ﬂ1x)=80¢—1(x)=|x|2 a qual é
X

-

/. . ] n . . . -
analitica. Portanto S € uma n-variedade difrenciavel a-

nalitica.

Seja f uma funcao com valores reais, definida em

um aberto Wfb de uma variedade diferenciavel M, de classe Cr.
Se (U,¢) ¢é uma carta sobre .M, tal que pE anU e
(X7, eeees ,xn) denotam as coordenadas locais de pejwf(\U, entao
f corresponde a uma fung¢ao f(xl, ..... ,x") sobre ¢(Wf(\U)
.. = -1 . - =, 1
definida por f=fo¢ ~, isto e, f(p)=f(x"(P),+0"-- X (p)),
Usando as noUmﬁes acima, dizemos .  que f:Wf—————9~ R

- ~ r ~ .
é uma funcao de classe C se, e somente se, f= fo¢ e de

classe C' sobre ¢(WfC)U).
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Definicao 3.5: Sejam W e N variedades diferenciaveis.

A aplicacao F:W——3N é de classe ct se
péra cada peW existem cartas (U,¢) de p e (V,¥) de
F(p), com F(U)C v, tal que woFo¢—l:¢(U)——————§w(V) é de

r
classe C.

Definigdo 3.6: Sejam M uma variedade diferenciavel e A

um subconjunto de M. Dizemos que A & uma’

subVariedade diferenciavel de M, se para algum inteiro kz0,
cada ponto de A pertence ao dominio de uma carta (U,¢) € o

-1 Rk

e temos UNA =¢ “(R7).

O conjunto de vetores Rk de R® & o conjunto cujas

Gltimas (n-k)-coordenadas sao nulas. Em particular,se A &

aberto, A & uma subvariedade.
Seja M uma variedade de classe c” e seja Cw(p)
o conjunto de todas as funcdOes de de classe c”  cujo dominio

incluem alguma vizinhanca aberta de p. Sejam f,ge;Cm(p), tal

que f tem dominio U e g tem dominio V. Definimos
f + g:UNV —— > R por (£ + g)(#):f(x) + g(x) e
fg:Uf\Vi ———3> R por (fg)(x)=f(x)g(x). Se o€ R definimos
(af) (x) :U—R por (af) (x)=af(x). Com essas operegdes podemos

definir o espaco tangente, TpM, a M no ponto p, como segue.

Definicdo 3.7: Sejam M uma variedade diferenciavel de classe

o0}

C e p€E M. Definimos o espaco tangente a M
no ponto p, como sendo o conjunto, TpM, de todas as aplicagoOs

Xp:Cw(p)———————-——? R, tal que para cada o,BER e f,gecm(p)

sdo satisfeitas as seguintes condicgoes:
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i X (af + =a (X_£f) + B2 :
) D Bg)=a( D ) + B(ng) e
i 3 X_(fg)=(X_f)g(p) + f X _g).
ii) p( g) (p g(p) + (P)(pg)
Em TpM definimos duas operag¢oOes, adicao e produto por GE€R,

qgue tornam TpM um espago vetorial da seguinte forma.

Sejam f€ Coo(p), Xp,YpETpM e seja - a €R. Entao definimos

X +Y)f=Xf+7YFf e (aX )f=a(X_f).
¥ * ¥p P P Xp) £=a (X 5)
O espacgo tangente a M, TM, & o conjunto

TM:II(J T M.
peEM P

Teorema 3.8: Sejam M e N variedades diferenciaveis de classe

(2]

C e F:M

‘ >N uma aplicacao de classe c”.
Entdo para cada peéM a aplicacgao F£:C°°(F(p))——————-———> R, de-
finida por F*(f)=foF satisfaz as condigoes

F*(£4g)=F* (£) + F*(g), F*@E)=F*(£) e F*(£g)=F*(£)F*(g).

Demonstracdo: Sejam £,g€ C (F(p)). Entdo

F* (f+g) (p) =(f+g)oF (p) =£0F (p) + goF (p)=F* (£) (p) + F*(g) (p).

Analogamente demonstran-se as demais condigoes.

Teorema 3.9: A aplicacao F* do teorema 3.8 induz um homomor-

fismo de espac¢o vetorial dual F*:TPM——~———> TPN'
definido por F, (Xp)f:Xp(F*(f)), o qual torna F*(Xp) em uma a-
plicacao de c”(F(p)) em R. Além disso, temos =

F*(Xp) (fg)=[F*(Xp)f] [g(F(p)] + [£(F(p))] [F*(Xp)gl .

Demonstragéé: Sejam Xp,Ype TpM , f,gecm(p) e a,BER.
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Obviamente F*(aXp + 3Yp)f=aF*(Xp)f¥BF*(Yp)f. Agora
F;(xp)(fg)=pr*<fg)=xpf(fg)oF1
=X_ [ (£0F) (goF) ]
=X (£0F) g (F (p)) + £(F (p)) X (goF)
=X _F*(£)g(F (p)) ¥ f(F(p))pr*(g)

=[F*(Xp)f][g(F(p))] + [f(F(p))][F*(Xp)g]-

Portanto, F,(X ) €& um vetor em F(p).
) * 1 %g P

Corolario 3.10: Quando F:M————f—ajﬂ € a aplicacao identidade,

ambas, F* e F, sao isomorfismos identidade,
nos seus respectivos dominios. Se H=GoF ¢é a composta de duas

aplicacos de classe c, entdo H*=F*oG* e H,=G,oF,.

Demonstracdao: A demonstracao de que F* e F sao isomorfis-—

*

mos idntidades & imediata. Suponhamos H=GoF. Entao

H* (£) = (GoF) (£) =£0 (GOF) = (G* (£) ) oF= F* (G* (£)) = (F*0G*) (f) -

Desde que H, é dual a H* temos que H,=G, oF,.

Coroldrio 3.11: Sejam M e N variedades diferenciaveis e

F:M———>N um difeomorfismo de M num a-

berto V de N. Seja p€M, tal que f(p) €V. Entéao

F,:T M ~—> T N & um isomorfismo.
*p

Demonstracao: Suponhamos que G: V——>»M & a inversa de F.
Entdo, GoF= Id, e FoG=Id,. Portanto, G*OF*:TPM——f——>TpM
e F*OG*‘Tf(p)N_—“———?'TF(p)N sao isomorfismos sobre o espago

vetorial correspondente.

O homomorfismo F, & chamado diferencial de F.
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Sejam U um subconjunto aberto de M, tal que pE€E U
e (U,¢) uma carta sobre M. Entao, a aplicagao ¢:U0——— rR"

induz um isomorfismo ¢*:TpM do espago tangente

n
7Ty (p) B

a M, em cada ponto p€U, no espago tangente T )Rn. Por ou-

’ é(p

- l . ] . :
)y, aplica T R" isomorficamente

¢ (p)

tro lado, a aplicacao (¢

sobre T M.
P

9 ] 9 n
TSy ee s s ase — R
{axllale ' = de T¢(p) , em

A base canonica

cada ponto ¢(p) € ¢(U)C R% determina em p=¢_l(¢(p))e'M uma

-1 9 .
base {Elp,E }, onde, Eipf@ 1&(5;1) , i=1,2...,n.

E
np

Se f é uma funcao de classe ¢c” definida numa vizinhanca

aberta de p e f=f0¢—l & sua expressao em coordenadas 1locais
relativa a carta (U,¢) sobre M, entao
-1 3 3 -1  of
E. f= ——))f = ~-(fo = —— .
ip ((¢ )*(Bxl Bxl( ¢ )¢(p) axl¢(p)

. i - .= ~ ~ i - . - .
Se x (p) e a i-esima funcao coordenada, entao pr e a i-esima

componente de Xp nesta base, isto e, se

n
X = I olE, segue que
p 3=1 ip’
. n . . n . . n : .
x xto rodE, xte oz odeh, Cnxts 1zl LxPos hHo e
p j=1 P j=1 3% =1 Py
n . axi
= ) CXJ ¢)(P)-
j=1 axJ

Estas derivadas na forma usual dao a matriz da aplicacao linear

F, relativa a carta (U, ).
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Definigéo 3.12 : Seja M uma variedade diferenciavel. Definimos

campo de vetores de classe -C2 sobre M como

sendo uma funcao que associa a cada ponto p€M um vetor XpéTpM
cujas componentes, na forma de coordenadas locais U,¢, sao funcgdes

de classe C2 sobre o dominic U das coordenadas.

Definicdao 3.13 : Sejam M e N duas variedades diferenciaveis de

dimensao m e n, respectivamente e F: M—N u-
ma aplicacdo diferenciavel. Dizemos que F € uma imersdo de M

em N se para cada ponto pe M (F,) € uma aplicacao injetiva.

p



CAPITULO IV

GRUPOS DE LIE E AGCOES DE UM GRUPO SOBRE UMA VARIEDADE

Definicdo 4.1: Sejam G um espaco topologico, (o) uma operagéo bi-
| naria em G. Dizemos gue G € um grupo topoldgico
em relagéd a operacao (o) se satisfaz as seguintes condicées:
i) (G,0) & grupo,
ii) A aplicacdo 0:G X G —> G & continua; e
iii) A apliéacéo r:G ——> G dada por r(g)=g_1 & continua.
Se G € uma variedade diferenciavel analitica e o e r

s3o aplicacoes de classe CY%, (G,o0) & chamado grupo de Lie.

Exemplo 4.1.1: Seja G=R" com a operacao -adicao. Definimos
h:R" X R, R" por h(x,y):x%y. Obviamente h

- w n n .
€ de classe C . Da mesma forma, r:R ——> R, definida por

- _ n - . . . -
r(x)=-x,e de classe c%. Como R & uma variedade diferenciivel ana

litica segue que (R™®,+) & um grupo de Lie.

Definicao 4.2: Seja G um grupo, e€G o elemento identidade, e X

um conjunto. Dizemos que G atua sobre X se existe

uma aplicacao 8 :G X X ——> X, tal que

i) -6(e,x)=x para todo x€ X e

ii) se g1 e g, sao elementos de G temos

e(gT,G(gz,k)) = 6(g1ogz,x) para todo x € X.
Quando G & um grupo topoldgico, X um espac¢o topoldgico e
® uma aplicacdo continua, dizemos gue 6 € uma acao continua de

G em X.
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se G é& um grupo de Lie, X uma variedade c’ e © ‘uma a-

plica cao de classe Co,o a acao 6 & de classe c”. Ppodemos

também usar a notacao 6g:X———————>X definida por 6g(x)=6(g,x),

6, .  Também,

Entao ii ode ser escrito 6 =6 _ o0
whop | 9192 91 -9

-1
0 =(6 ) ~.
-1
g g9

Exemplo 4.2.1: Sejam G e H grupos, V:H——>»G um homo-

morfismo. Entdo 6&:HXG———> G, definida por
(h,g)=y(h)g, &€ uma aééo de H sobre G. Conm efeito eja he
o elemento identidade de H. Entao, aplicando a definicdo vem

i) e(he,g)= (he)g=heg=g; para todo gg G.

ii) e(hl,9(hzrg))=9(hl,lP(hz)g)=(1P(hl)1P(h2))g e
6(hlohz,g)=1p(hlohz)g=(w(hl)w(h2))g; para .tode geG e
hl,h2 € H.

Definigao 4.3: Sejam G um grupo M um conjunto. Suponhamos

que A & um sub-conjunto de M. Entdo GA de-

nota o conjunto {ga ; g€G e a€A}. Definimos a 6rbita de
x€eM como sendo o conjunto Gx.

Se Gx=x dizemos que :x € um ponto fixo. Se Gx=M, pa-

ra élgum X€ M, dizemos que G & transitivo sobre M. Nesse ca-

so Gx=M para todo xé€ M.

Definicao 4.4: Sejam G um grupo gque atua sobre um conjunto M

e X€M. O grupo isotropico de x, denotado por

Gx’ € o conjunto de todos os elementos de G que deixam x fi-
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X0, G_= »{ge G; gx=x}

Note que G, € sub-grupo de G.

Sejam M uma variedade de classe c” e 8:RXM—>» M

uma acao de classe c” sobre M. A acao 0 define sobre M um

campo de vetores de classe C;O chamado gerador infinitisimal de

8, conforme a seguinte definicao.

Definigcao 4.5: Para cada pbnto PEM definimos Xp:Cw(p)—————)R'
por

X f= lim f£(6(At,p))- £(p) .
At+0 At

Seja (U,¢) wuma carta sobre M ao redor de p.
Seja ISXV um aberto  contendo (0,p) em RXM,onde ,
Iaz{teR; [t|<s§ }. Vv e 620 sio, ambos, escolhidos de forma que
e(IG)( V)CU. Em particular, V=6(0,V) esta contido em U. Res-
tringindo para o conjunto aberto -I.(S)( V, podemos escrever B8

em cordenadas locais, isto €,

y =h " (t,x",..... X ) e eeneeans ;Y =h (t,x7 .0 eeaen X ) ou
y=h(t,x). Note que x= (xl, ...... ,xm) sao as coordenadas locais
de p em V e y=(yl, ..... ,ym) sao coozdenadas locais de sua
imagem. 6(t,p). Os hi ,~ .. definidos sobre 16)( $(V) sao de
classe Cw,e a imagem de h(t,x) esta em ¢(U). O fato que
6g e a identidade e, Op ¢ =8¢ 08¢ € refletido pelas condi-

“sBes hT(0,x)=x" e hl(tl%tz)zhl(tl,hl(tz,x) para i=1,2,. ..,m.

Seja f(xl, ..... xm) a expressao das coordenadas locais

de f€ Cc”(p) - Entdo
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[f(8(at,p)) = £(p)] _ [E(h(At,p) —f(p)
At = At e
X _f= lim f£(68(At,p)) - £(p) _ lim [E(h(at,x)) - F (x)
At>0 At = At-0 At
m i .
pr: iii(h )(o,x)-§§I(¢(p))-
X

Isso quer dizer que para cada ponto - p&€ M temos

-1, 9
, onde Eip=¢* (—5) e x=¢(p). Portanto

m4
X =2 (h7) (0,x)E.
1
= oxX

0 p
Xp € na realidade um campo de vetores de classe c” sobre V.

Como todo ponto de M esta em alguma vizinhanca aberta UCM

X e de classe c” sobre M.

Definicao 4.6: Seja 8:GXM———>M uma agao de um grupo G

sobre uma variedade M. Dizemos que um campo
de vetores X & invariante sob uma acdo de G se X €& invarian-

te sob cada difeomorfismo Gg de M em si mesmo. Em resumo

8,q (X)=X.

Teorema 4.7: Seja 6:RXM——> M uma acao de classe CO.o Entéo,

o gerador infinitesimal X & invariante sob esta |

acao, isto &, e*t(xp) =Xe (p)
+

Demostracgao: Seja fE€ Coo(et(p)) para algum (t,p)& RX M. Entao,

8pp (X ) =X (£00,)

= 1lim 1
A0 AL [foeAt( 6t(p)) - f(et(p))]
- X £.
et(p)

Como £ €& arbitrario o resultado vale.
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Corolario 4.8: Seja Xp=Q. Entao para cada q, na Orbita de p,

temos X =0.
gq

Demonstragao: A Orbita de g consiste de todos os pontos,

tais que, p=6(t;q);6t(q) ‘para algum t€ R. Entao pelo teorema

). Como 6, & um difeomorfismo 6

4.7, segue que Xq=9 ( €

*t *t

X
p
€ um isomorfismo de TpM em TqM. Portanto, Xq € zero se,

e somente se, Xp:O.

Teorema 4.9: Seja © uma acao de um grupo G sobre uma va-

riedade M. A Orbita de p=6(t,qg) €, ou um pon-

to singular ou uma imersao de R em M pela aplicacao

F:R >RAM, definida por F(t)=6(t,p).
Demonstracao: Seja toe R e seja 9 a notacao usual da base
. T _
de T, R; F ¢é uma imersao se,e somente se, F 9 # 0 para
ty- : * ()
0 ‘ ot
todo t,€R. Seja fe Coo(F(tO) )=C” (6, (p)). Observamos que
0
F, .93 f= _3  foF) = lim 1 -
(at ) —§E( ty Ats> 0 KE—[fOF(tO+ At) - foF(tO)]

= lim

1 . —
At»O-_AE_[_f(eto + ot (P f(eto(Pm

eto (p)
sao precisamente os argumentos usados na demonstracao de teo-

rema 4.7. Esta férmula e o coroldrio 4.8 mostram que, ou. Xp#O

- -

e F & uma imersao ou X =F,, 9 ,=0 e nesse caso F e
F(t) ™ * (5¢)

uma aplicacao constante com F(R)-=p.

Definicao 4.10: Sejam M uma variedade e X um campo de veto-

res sobre M. Dizemos que a curva t ——F(t)
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definida um intervalo aberto JCR € uma curva integral de X

se dr X
3t - F(t) sobre J.

Sejam M uma variedader e WCRXM um aberto, tal que

para todo P& M existem nimeros reais a(p)<0<B(p) e
wn (Rx{p} )= {(t,p); a(p)< t <B(p)}. Definimos Ip:a(p)<t<8(p)

como sendo um intervalo de R e I, um intervalo definido por

le]<s.

‘Definicao 4.11: Com ‘as notagoes acima dizemos que @:W———M

- . P
€ um fluxo sobre uma variedade M s8e e C' e se
satisfaz as seguintes condicgoes.

i) 6(0,p)=p para todo pé€M.
ii) Se  (s,p)e W, entao o(8(s,p))=al(p)-s, B(6(s,p)=B(p)-s,
e para qualquer t, tal que a(p)_s_<t <B(p)_’_s

6t+s é definido e etoes.(p)=6t+s(p).

Se W=RXM entido a acao 8 de W em M & chama-
da acao global. Quando R atua sobre M,-como no caso de qual-

quer acdo de grupo sobre M, para cada t, entao et de RXM

sobre M & um difeomorfismo com 6_l=6 . Isto também é ver-—

t -t

dadeiro para o caso local da definigao acima,exceto quando %:néo
esta definida sobre todo M. Seja VtC'M o dominio de definicao

de 9 isto €, Vt={p_e M; (t,p)€ W} , entao temos a seguinte

tl

consequéncia.

Teorema 4.12: O subconjunto Vtc,M- € um aberto para todo t€& R

e et:Vt———————7V_t € um difeomorfismo com
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Demonstracao: Seja éevt . Usando «a(p)<0<g(p), alp)<t<pg(p) e

4.11 ii) concluimos que
a(e(t,p)) = a(p)-t<-t e B(6(t,p)) = B(p)-tx-t.
Assim, 6,(p) = 6(t,p)E€V,.
Do mesmo modo, se qut’
qt(q) = 6(-t,q)e Vi
Por 4.11 ii) temos etoe_t(q) = Gt_t(q) = 85(q) e por i) temos

para todo geM eo(q) = q . Portanto, 6_ e ¢

& sao inversas uma

-t

outra.

Definicao 4.13: Sejam M uma variedade e X um campo de veto-
res sobre M, X é dito completo se suas cur-
.vas integrais geram um fluxo global.

Se M €& uma variedade compacta X € sempre completo.

Teorema 4.14: Seja X um campo de vetores de classe c” so-

uma variedade M. Seja F:M— > M um difeo-
morfismo. Seja 6WERXM —» M o fluxo gerad® por X. En-

ta3o X é invariante sob F se, e somente se,

CF(6(t,p))=0(t,F(p)) sempre que os dois lados estio definidos.

Demonstracao: Suponhamos que X € invariante sob F.
Se ep:Ip—————ab& é a curva integral de X com

6(0,p)=p, entdao o difeomorfismo F o leva para uma curva inte-
gral F(6(t,p)) do campo de vetores F,(X). Como F,(X)=X,
F(p(0,p))=F(p), as curvas integrais sao unicas, concluimos que
F(6(t,p))=6(t,F(p)).

Suponhamos agora gque F(6(t,p))=0(t,F(p)).
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Seja e(t,p)=8p(t) o fluxo-de X e =d a base natural de
dt

T R . Entao, pela definicdo 4.10  temos xp:ei-(o,p)=e*p( a).

0
dt

Aplicando o isomorfismo Fu:T M ——————>T‘( )M temos

F(p

4 4 _x .
p’ * dt Osr(p) 7@t = %

Seja T(M) o conjunto de todos os campos de vetores

sobre uma vaiedade diferenciavel M. Sejam X e Y elementos

de T(M) e f;ge c” (M) . Entao, o campo de vetores Z=£fX + gy,

definido por Zp:f(p)xp + g(p)Yp para cada pe€M, € um campo

de classe Cw.

Definicao 4.15: Seja Q um espago vetorial sobre R. Dizemos

que - Q €& uma algebra de Lie se existe uma
aplicagéo de QXK@ em Q que leva cada par (X,Y) em [X,Y]

de Q e tem as seguintes propriedades:

i) logX) + a,%,,¥Yl=0g [X],¥] + o, [X,,Y]

[X,0,Y; + 0,¥,]=a; [X,¥;] + o, [X,Y,],
ii)  [X,¥l= -[Y,X],
iii) X, 0Y,21] + [Y,[2,X]1] + [%,[X,¥Y]] = O.
Suponhamos que X e Y séo campos de vetores de classe
c” sobre uma variedade M. Entéo; em geral; o operador
f____;;_—7xp(Yf) nao define em c”(p) um vetor em p. Contudo,
XY - YX define um campo de vetores Z€ T(M) da seguinte maneira
2, (£)=(XY - ¥X) f = X_(¥f) - YpI(Xf),r fec”(p). Com efeito,

se fe<f°qn, entio Xf e Yf sdo de classe C . sobre uma vi-

zinhanca de p. Assim, Zp(f) determina uma aplicacgao linear.
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de C“(p)—————a R. Portanto basta verificar se a condigao (ii)
da definicdo 3.7 & satisfeita, e nesse caso Zpe-TpM.
Com efeito, sejam f e g elementos de Cm(p). Entao,

f,gescw(U) para algum aberto U contendo p. Assim,

- = - Xf
(XY YX)p(fg) Xp(Yfg) Yp( g)
=Xp(ng - gYf) - Yp(fXg - gXf)
= - X_(g¥f) - - )
Xp(ng) p(g ) Yp(fXg) Yp(ng)

Aplicando a condig¢ao (ii) da definicdo 3.7 em cada termo

a direita obtemosl
(XY YX)p(fg) (pr)(Yg)p + f(p)Xp(Yg) (ng)(Yf)p g(p)xp( )

—(Ypf)(XPg)p - f(p)Yp(Xg) + (ng)(Xf)p + g(p)(Ypr)

=[xpf(¥g)é_f Ypf(ngp] + [ng(Xf)p - ng(Yf)p]
+ f(p)[Xp(Yg) - Yp(Xg)] + g(p)[Yp(Xf) - Xp(Yf)]
=(XY - ¥X)_(£9) + (YX -X¥)_(£fq) + £(p) (XY - Yx)pg
+ g(p) (¥YX - XY)pf
= (XY - ¥YX + ¥YX - xY) , (£9) + £(p) (XY -¥X) 9

- g(p) (XY - YX)pf

= X - -
f (p) (XY Yx)pg g(p) (XY Yx)pf

Portanto, Zp(fg): f(p)Zpg + g(p)pr., Finalmente,se_f~é de classe

c” sobre um aberto U de M, entao (XY - YX)f & de classe c”

sobre o mesmo aberto U de M. Logo Z é um campo de vetores

sobre M.

DEfinicao 4.16: Usando o fato que (XY - YX) €& um campo de ve-

tores de classe C podemos definir o produto
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sobre T (M) da seguinte forma

[X,Y]=XY - ¥X.

TEorema 4.17: Sejam M uma variedade diferencidvel, X e Y

campos de vetores sobre M. Entdo T (M) com o

produto [X,Y]=XY - YX & uma algebra de Lie.

Demonstracao: Sejam o ,B & R, e Xl’ X2, Y elementos de T (M).

E facil ver que [aXl +]BX2,Y]f =a[Xl,Y]f + B[xz,Y]f. Portanto,

[X,Y] é& 1linear na primeira coordenada. A igualdade

[X,Y]=-[Y,X] & imediata da definicdo e a linearidade na primeira
variavel implica na linearidade na segunda. Logo valem as pro-
priedades (i) e (ii) da definicdo 4.15. Para verificar (iii)
avaliamos [X,[Y,Z]]%[Y,[Z,X]]#[Z,[X,Y]] aplicado a uma fungao f
de classe C*. Usando a definigao em cada termo da soma acima a-

plicado a f obtemos:

(Ix,[ty,z11)£ =X(([Y,2])£f) - [Y,Z] (X£f)
=X (Y (Z2£)) - X(Z(YE)) - Y(Z(Xf)) + Z(Y(Xf)),
([y,[2,X]1])£=Y(([2,X])£) - [Z,X](Yf)

=Y (Z(X£)) - Y(X(Z£)) - Z(X(YE)) + X(Z(YE)),
([2,[X,Y1]) £=X([X,Y])£) - [X,Y](2f) |
“Z (X(YE)) - Z(Y(XE))- X(Y(Zf)) + Y(X(Zf)).
Entao
(X, [¥,211)E + ([Y,[2,X11)£ + ([2,[X,Y]])f = 0 . Portanto, T (M)

€ uma algebra de Lie.

Sejam X um campo de vetores sobre M, e B6:W—>V
o fluxo gerado por X. Para t€&€R , pelo teorema 4.12, sabemos

ue 0, :V, —3» V é um difeomorfismo se V, # @¢. Em par-
q £ veT -t t P

ticular, para cada pé€ M, ha uma vizinhanga V e um &>0, tal que
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ucv para |t|<6. O isomorfismo 6,, :T M— T M e

t *t"'p 8 (P)
sua inversa permitem-nos comparar os valores dos campos de ve-
tores nesses dois pontos. |

De fato, suponhamos que Y € um segundo campo de ve-
tores de classe C_ sobre M. Podemos usar esta idéia para
calcular a mudanca de velocidade de» Y, em cada ponto p& M, na
direcdo de X, isto &, ao longo da curva integral, (fluxo), do

campo X passando por p. ‘Denotamos esta mudanca de velocidade

I

por LXY e LXY € um campo de vetores de classe c.

Definicdo 4.18: Sejam X e Y dois campos de vetores sobre M

no ponto p. O campo de vetores LXY, é chamado

derivada de ILie, de Y com respeito a X. E definido em cada

ponto péM por um dos seguintes limites:

(L,Y) = 1im 1 °[(6, .. (Y ) - Y ]
R A N

ou substituindo t por -t

L.Y) = 1im 1 [Y - 8
( P 10y,

Y, )1.
X £+0 "€ *t76_ (p)

Interpretamos a primeira expressao da seguinte forma: Aplica-

M o isomorfismo ‘8_. , levando

mos a Y T
8, (p) € 76, (p) *t

T M em T M. Ent3o em T M tomamos a diferenca deste ve-
6, (p) P P

tor e Y_, multiplicando pelo escalar 1/t. e passamos péra o

limite com t+0. Este limite, se existe, & um vetor (LXY)p

pertencente a TPM.

Lema 4.19: Sejam X um campo de vetores de classe c” sobre.. M

e 6. a aplicacao de W¢ RXM em M corespondente.
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D ad,o peM e fe Cm(U)‘, U um aberto contendo p, escolhe-
mos §>0 e wuma vizinhanga V de pe U, tal que G(IGXV)C U.
Entao, ha uma funcéo g(g,t) de classe Acw.definida sobre VXIg,
tal que para qgeV e tEIG temos

£(6, (q))=£(q) + tglg,t) e qu:g(q,O).

Demonstracao: Ha uma vizinhangca V de p e um J >0, tal que,'

8(t,p) ¢é& definido, e de classe C_ sobre Iéxv e aplica

I;XVen U. A funcéo r(t,q)=f(8(t,q) - £(q)) & de classe c”
sobre I(S)(V e r(0,q)=0. Seja r' a sua derivada com respeito

a t. Definimos g{(q,t) para cada gq fixo pela formula

<_:;(q,t)=/l r' (ts,q)ds. Tambem, g(g,t) ¢é de classe c” sobre
0

1574‘7- Para verificar basta usar as coordenadas locais e as pro-

priedades da integral. Pelo teorema fundamental do Calculo temos:

tg(q,t)i//’l r' (ts,q)tds= r(t,q) - r(0,q)= r(t,q).
SO

Usando a definicdo de r temos £(68(t,q))= flg) - tglg,t)

Por outro lado pela definigdo 4.5 vem

9(q,0)=lim g(q,t)= lim 1 . =

lim _1 [(£(6(t,q))- £(q))=X_f.
£~0 t+0 ~ € q

t+0 t

Teorema 4.19: Sejam X e Y campos de vetores de classe c™

sobre M. Entao, LY = [X,Y].

Demonstracao: Pela definicao vem

(LxY)pf=‘(ti? —%~ vy - e*t(Yegt(p))]f
- (tig _%_[YPf —e*t(Ye_t(p))f]»
- (iig'_%_ [ Y f - Ye_t(p)(foet)] .
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Usando o lema e fazendo g(q,t)=gt temos .
(L,Y) f= lim 1 [Y £ - ¥ (£ + tg, )] .
X 'p t-0 £t p e_t(p) t

Trocando t por -t vem

(L,Y) f= lim 1 [Y (f - tg,) - Y _£)]
XP ts0 € Ot (P t P
= lim _1_[Y¥y (p)f - ¥_£f] - lim _1 Yg, (p) ta,
t>0 € t P t+0 "t :
- 1im 1 [(Y£) (6, (p) — (Y£) ] - lim ¥ g
t+0 € t P g Y lP)7ES
Usando a formula da definicao 4.5 trocando f por Yf,

Atpor t e considerando o fato de que go=(g(q,0)=Xf(q) temos
(LXY?pf= Xp(Yf) - Yp(Xf): (Xy - YX)pf= [X,Y]pf. Portanto,

LXY = [X,Y].

Teorema 4.20: Sejam M e N variedades diferenciaveis, e

v - co >
F:N——> M uma aplicacao de classe - C. Sejam

campos de vetores sobre N e M, respectivamente. Entao

1" 72

F, ([Xy,%,1)=[F, (X)), F(X,)].

Demonstracao: Antes de demonstrar o teorema, observamos que, para

X sobre N e Y sobre M obedecer a condicao F*(X)sg € neces-

sario e sufuciente a condigao:Para quélquer g de classe c®  sobre

um conjunto aberto VEM temos (Yg)OF= X(goF) sobre F—l(v).

-1 - N _ -
Se qgeF “(V), entao F*(Xq)g—Xq(goF)_ X(goF) (q) e YF(q)g e
valor da funcao de classe c® vg em Fq, isto‘é,»((Yg)oF)(q),
mas a condicao vale se, e somente se, F*(Xq)zYF(q) para todo

ge M.

vamos agora demonstrar o teorema.
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Sejam f € c”(V), VCM, de modo que Y,f e Y, £ sejam

elementeos de C°7V), e suponhamos que F*(Xi)zyi, i=1,2.

aplicando a condicao acima obtemos.
[Yl(Y2f)]OF = Xl((Yzof)oF)

= Xl(Xz(foF))

~e

[Y2(Ylf)]oF =X2((Yi f)oF)

Agora

[Yl(Yzf)]oF - [Yz(Ylf)]oF = xl(xz(foF)) - X2(Xl(foF)).

Mas

[Y, (Y,£)]oF - [Y,(Y,f)JoF ([y, (¥,£)]1 - [¥; (¥, f)])oF

=([Yl,Y2]f)oF;

e

X, (X, (foF)) - X2(Xl(foF))_ [Xl,XZ](foF)

F*([Xllle ) .
" Portanto,
De acordo com a condicdao acima [Xl’XZ] e [Yl;YZ] sao

equivalentes. Assim o teorema fica demonstrado.
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Teorema 4.21: Sejam X e Y campos de vetores de classe C

completos sobre uma variedade diferenciavel
M. Sejam 6 e o as agoes correspondentes e;o:R)(M¥—————9 M.

Entao, etocs=osoet para todo s,t€R se e somente se, [X,Y]=0.

Demonstracao: Suponhamos que [X,Y]=0. Entdo pelo teorema

4,20 temos
0=6*t[X,Y]=[6*tX,6£tY]=[X,6*tY].

‘ . [ee]
Logo, para peM e f€C (p) temos

Xt P At+0 At *t'p ( *(t-At) ‘p
d(e,, Y)f _ ' .o -
de modo que " *t" '~ =0 para todo t; isto e, (e*tY)pf

dt _
é constante gquando t=0. Esta funcdo constante tem valor Ypf..

Portanto, (e*tY)pf = Ypf . Sendo p e f de classe CT arbi-
trarios, segue que, B*t Y=Y e do teorema 4.14 concluimos
que para cada tegR eto Oy = 040 et.

Reciprocramente, suponhamos que: etoos =0s06t para todo

s,t € R. Aplicando o teorema 4.14 para o difeomorfismo

et:M ———>» M, vemos que Y € invariante sob et. Em particu-

© lar B*tY=Y. Isso implica que

[X,Y]=L,¥= lim [Y ~ 6, Y] =0.

X At o0



CAPITULDO A"/
RECOBRIMENTO DUPLO ORIENTADO E VARIEDADES COM FRONTEIRA

Definicao 5.1: Sejam E um espaco vetoriales;A={al,a2.....a }
n

uma base para E. Seja E={bl,b2,.....,bn} ou-

tra base para E. Seja M=(mij) a matriz real n¥n inverti-
n
vel, tal que bj= z mijai para todo j=1,2.....,n denominada
. i=1

matriz demudanca de: base A para base B. Dizemos que A e
sao igualmente orientadas, e escrevemos A=B, quando a matriz mu-

danca de base tem determinante positivo.

Definicao 5.2: Sejam E um espa¢o vetorial e ® um conjunto de

bases de E com a propriedade: Se AE€® e B
&€ uma base qualquer de E, entao B€® se, e somente se, a matriz
mudanéa de base de A para B tem determinante positivo. Entao
® é uma orientacao de E. Neste caso o -® & o conjunto de ba-
ses H ,tais que, a matriz mudanca de base de A para H tem

determinante negativo.

Definicdo 5.3: Sejam E um espaco vetorial e ® uma orientacao

de E. Entao o par (E,®) e denominado espago

vetorial orientado.
Dada uma orientacao ® de E, a orientacao oposta sera
-® . Num espago vetorial orientado (E,®) as bases pertencentes

a ® serao chamadas positivas e as outras negativas,

Definic3o 5.4:  Sejam E e W espacos vetoriais orientados de

dimensao n. Um isomorfismo F:E——>W diz-se
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positivo quando a transporta bases positivas de E em bases posi-

tivas de W.

Nesse caso F preserva a orientacgao.

Definicao 5.5: Sejam M e N variedades de mesma dimensio. Pa-

ra cada XEM e VEN escolhamos de modo arbi-

trario uma orientacao ®_ em T M e ®_ em T N. Seja
b b y y

F:M——3% N um difeomorfismo local. Dizemos que F & positivo,
com respeito a essas orientacgoes, quando para cada xX€M o iso-

morfismo linear F*:TXM—————~>T?(X)N for positivo.

Para definir isomorfismo negativo exigimos que para cada
X€M, F, inverta a orientacao.
- . - . ~ n
A nao ser gque mensionemos o contrario a orientagao em R .

—

sera determinada pela base canodnica {el,ez,......,en} .

Definicdo 5.6: Seja M uma variedade diferenciavel. Seja ® u-

ma correspondéncia que associa a cada ponto x€M

uma orientagao ®  no espago vetorial tangente TXM, de modo que
existe carta (U,¢) com x€U, tal que ¢*:(TXM,®X)—————9Rn

preserve a orientacade. Entao, ® & uma orientagao da variedade

diferenciavel M. (U,¢) é chamada carta admissivel.

]

Definicao 5.7: Sejam M uma variedade‘ e ® uma orientacao de
M. Entdo, o par (M,®) & denominado variedade

orientada.

Teorema 5.8: Sejam M e N variedades diferenciaveis. Sejam

® uma- orientagdo em N e F:M——3 N um difeomor-

fismo local. Entao, F determina uma orientacao em M.
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Demonstracao: Para cada peE M, definimos uma orientacio CMr em
p

Ny

T&ﬂ por CM%F (v )); hr..;v) ® F (p)

F(p)'{(F*p(Vl)"'
Tomemos uma carta admissivel (V,y) em N. Sejam thf’lﬁn e ¢=yoF.

Entao, (U,0) € carta de M e ¢¢440F; € positiva em todo ponto de U.
Portanto, (U,$) & admissivel. Como. M pode ser coberta por car-

tas desse tipo segue que M é orientadaipor ®M.

Teorema 5.9: Sejam M e N variedades orientadas de mesma di-

mensao, F:M ——N N um difeomorfismo local. En-

tao o conjunto dos pontos X€ M, nos quais F,:T M ————AxTF(X)N
é positiva, & um subconjunto aberto.

Demonstracio: Sejam Xx€M e y=F(x)€N. Sejam (U,9) e (V,{)

carta sobre M e N, respectivamente, tais que x€U e ye€V.

Entdo F, & positivo se, e somente se, (¢0F0¢—l ¢(x):Rn——-——?Rn

tem determinante positivo. Como este determinante € uma func¢ao

continua em x o teorema segue.

Corolario 5.10: Sejam M e N variedades orientadas. Se M

é conexa, entdo um difeomorfismo F:M— 3> N

€ positivo ou negativo.

Demonstracao: O cdnjunto dos pontos x€M para os quais

F, de T.M em TF(X)N inverte a orientacdo também é aberto.

Como este conjunto e o conjunto de pontos onde F, preserva a
orientacido sao disjuntos um dos dois é vazio e o outro é M,

pois M é conexa.

Corolario 5.11: Seja M uma variedade orientavel conexa. Entéo

ha duas orientagbes possiveis em M.

Demonstrac3o: Sejam ® e ® orientacdes em M. A aplicacao identidade

I:(M,0)——— M,®) &€ um difeomorfismo. A ssim, ou ®=0 ou © =
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Corolario 5.12: Seja M uma variedade. Sejam (U,9) e (V,¥)

cartas sobre M, com dominios U e V conexos
tais que, em dois pontos de ¢ (UNV) a mudanca de coordenadas

T

: (U V) —— > YUN V) tenham determinantes jacobianos

com sinais distintos. Entao, M €& nao orientavel.

Demonstracao: Suponhamos que M é uma variedade orientavel.

Seja ¢: g——> R" um difeomorfismo. Logo € positivo ou nega-
-1 - s
tivo. Idem para ¢ . Portanto, ¢ "¢y e sempre positivo ou sem-

pre negativo.

Exemplo 5.12.1: Seja A=(0,5)X(0,1) o retdngulo aberto de

base 5 e altura 1. Dados i<j inteiros no
intervalo [0,5], seja Aij=(i,j)¥~(0,l) um retdngulo de base
i-j e altura 1. A faixa de Moebius M & o espago quociente
de A pela relacao de equivaléncia que identifica cada ponto

(s,t)€ Ay, com (s+4,1-t)€ A,5- Seja m:A ————> M a aplica-

c30 quociente. As restricoes e

T, m - .
/A03 /A25 sao homeomorfis-

mos respectivamente sobre U e V em M. Indiquemos

¢:U——> A3 e YV ————> A, seus inversos. Entao

o (UQ V)= A03L)A23 e W(U(\V)=A23\)A45. Além disso, a mudanca

de coordenadas wo¢—l:A01L}A23 ~————4>A23U Ayc & a identidade

em A,; e é& dada por (s,t) ——> (s+4,1-t) em Ayq-

Entdo pelo corolario 5.12 a faixa de Moebius € uma variedade

nao orientavel.

25 m
>
AO A7g A
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Dizemos que uma variedade bidimensional é nio orienta-

vel se existe uma faixa de Moebius costurada nela.

Deffinigdo 5.13: Sejam M uma variedade conexa, M uma varie-

dade orientavel e p:M——>M um difeo-

morfismo local com as seguintes propriedades:

i) Para x€M a imagem inversa p_l(x) contém exa-

tamente dois pontos.

ii) Se p(xl)=p(x2) com xl;éx2 entao

-1 -1 - .
Pi (x,) Py (xl).TXlM——————>TXZM € negativo.

Entao, p:M 3 M €é um recobrimento duplo orientado.
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Definigéo 5.14: Seja p:M—5SM um recobfimento duplo

orientado. Se M=M1()M2 € uniao disjunta
de dois'subconjuntos abertos de M, cada um aplicado homeo-
morficamente sobre M por p, dizemos que p € um recobri-

mento duplo trivial.

Teorema 5.15: Seja p:M ——— > M um recobrimento duplo

orientado. Seja U um aberto oriéntado con-

tido em M. Entéo p_l(U) € a reunido disjunta de

dois abertos U1 e ﬁz, cada um dos guais aplicado diomorfi-

camente sobre U por p.Além disso, em U, , p é positiva. e,

-~

em U, , P é negativa.

Demonstracgao: Sejam ﬁl={x<&p_l(U); det(p*(s))>0} e

U2= {xe p_l(U); det(p*(s))(Ox. Cada ponto yGU' é imagem
de dois pontos xl,xze‘p_l(U),. Num deles p, € positiva e no
outro negativa. Portanto, um € elemento de O e o outro

1

é elemento de Uz. Logo, p(ﬁl)zp(ﬁz)zU e p/Ui € injetiva.

Teorema 5.16: Seja p:ﬁ———f~éb4 um recobrimento duplo orien-
" tado. As seguintes afirmagées sao equivalenteé:

1) M é orientavel;

2) M & desconexa;

3) O recobrimento duplo orientado p é trivial.

Demonstracao: Pelo teorema 5.15 vemos que (1) impldica (2).

Suponhamos M desconexa e tomemos uma componente cone-

xa C de M. O conjunto C & aberto e fechado. Sendo p um
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difeomorfismo local, p(C) é aberto e fechado na VariedadeAco—
nexa M. Logo pl(C)=M. Como a imagem inversa por p de cada

ponto de M tem dois pontos em M concluimos que M nao pode
ter mais que duas componentes. Logo, ﬁ:Ml(lﬁz e p e inje-

tiva em cada Mi. Assim, p/M é difeomorfismo sobre M, ou
i
seja p € trivial. Portanto (2) - implica (3).

Suponhamos que p € trivial. Entao M:MlL)Mz, onde

p/ﬁli:ﬁli —— 3 M é difeomorfismo e M, e M, sao abertos,

pelo teorema 5.8 conclimos que M & orientavel. Portanto,

(3) implica (1) .

Corolario 5.17: Seja p:M———— M um recobrimento duplo orien-

tado. Entdo, M & conexa se, e somente se, M

€ nao orientavel.

Teorema 5.18: Toda variedade conexa M de classe Ck, possui

um recobrimento duplo orientado de classe Ck.

Demonstracao: Seja M o conjunto de pares ordenados (x,®x),

onde x Me @, € uma orientacao do espaco tangente T M.

Definimos a aplicacdo p:M _____,M pondo p(x,®X)=x. Entao,
p_l(x) contém exatamente dois pontos, a saber, (x,®x) e ,

(x,—®x). Introduziremos agora uma estrutura de variedade de

classe Ck em M, de modo que p se torne um recobrimento du-
plo orientado de classe Ck. Sejam U um aberto orientado de M
e ® uma orientacdo em U. Seja U o conjunto de todos os pares

(x,®X), tais que XEM. A aplicacao ¢]ﬁ:ﬁ————e U, definida

por ¢U=p|ﬁ e uma bljegao.
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Os dominios U das bijegées ¢U obtidos assim

cobrem M. Dados ¢U:U—~———9[J e ¢V:V~————9§7, se

ONV £ ¢, entéo ¢U/(G()V)=¢V/(Qf\7); logb a mudanca de

-1

o¢U

coordenadas ¢

v :¢U(G(\ Vy—— ¢V(UO V) & a aplicacao i-

dentidade. Portanto, o atlas formado pelas bijecgoes ¢U
determina em M uma estrutura de variedade de classe Ck rela-

tiva a qual p €& um difeomorfismo local. A variedade M pos-
sui orientacao natural imposta por sua propria definicao; em

cada ponto i:(x,®x)€'M, considere a orientacao ®}~< que torna
o isomorfismo linear p*(i):(Tiﬂ,®i)———————9 (TXM,®X) positi-

vo. A aplicagdo p € um recobrimento duplo orientado.

Definicdo 5.19: Uma variedade n-dimensional com fronteira

€ um espaco de Hausdorff, tal que todo ponto

. . . n .
+tem uma vizinhanca aberta homeomorfa ao disco U ou ao meio

plano {_(xl,xz, ...... ,xn) e r"; x‘120y~

O conjunto de todos os pontos que tem uma vizinhancga
aberta homeomorfa a U" recebe o nome de interior da variedade
e o conjunto K de pontos k que tem uma vizinhancga aberta
V, tal que existe um homeomorfismo h de V sobre
b{@[fn.xl703 com h(k{=(0,0,....,0) chama-se fronteira da va-

riedade.

Teorema 5.20: Duas variedades M e N compactas com frontei-

ras sao homeomorfas se, e somente se, tem O mes-
mo numero de componentes da fronteira, s3o ambas orientaveis ou

nao orientaveis e tem a mesma caracteristica de Euler
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Este é o teorema classico para classificacao de super-
ficies. N3o apresentaremos sua demonstracao. Ela pode ser encon-
trada na Dissertacao de Mestrado de Sérgio E. Crespi, UFSC, ou

em Willian S. Massey, Introducao a Topologia Algébrica.



CAPITULO VI | | \

SINGULARIDADES DE CAMPOS DE VETORES EM SUPERFICIES

BIDIMENSIONAIS

Inicialmente recordemos que dada uma acdo ¢ de um
grupo topoldégico G sobre um espaco M, a Orbita de um pon-
to Xé_M, denotada por [x], & o conjunto

8(G,x)={6(g,x)E M; g€ G}, e o grupo isotrdopico de X€M é o

conjunto Gx={‘g€;G; e(g,X)=x§. Quando 8 é um fluxo, isto €,

8 & uma acao de R sobre M, o grupo isotropico pode ser {07,

um grupo discreto {0,*t,,*2ty,..... i ty>0}, ou a linha reta

R. No primeiro caso a o6rbita, [x], de x, € nao compacta, Uno
segundo caso € uma curva fechada simples e no terceiro: caso,

x ¢é um ponto fixo.

Definicao 6.1: Seja X um sub-conjunto de M. Dizemos que

X €& um conjunto minimal sob 6 se é fechado,
nao vazio, invariante sob 6 e nao possu i nenhum sub-conjunto

proprio com as mesmas propriedades.

Definicao 6.2: Sejam &:RX M——> M um fluxo e x um ponto
| pertencente a M. Denominaremos conjunto
w-limite de x, &(x), ao conjunto de todos os pontos yE€M que

podem ser escritos na forma y=lim E(tn,x), onde tn é uma
) n->o .

sequencia em R com 1lim t =.
n->o

Teorema 6.3: Sejam M um compacto, & um fluxo sobre M.

Ent3o, para todo x€ M, o conjunto wi(x) e nao
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vazio, compacto e invariante sob g.

Demonstragao: Seja {tn} uma sequéncia com "1lim thfﬁﬁ e XEM ~mo

Il >0

{(tn,x)}. € uma sequéncia dentro de um compacto, existe uma

sub-sequéncia {(tnk,x)} que converge para um ponto gg M.
Entdao, -g=1lim E(tnk,x) . . Pela definicao 6.2,
n-+oo .

segue que gguw(x). Logo, w(x)# @.

Como w(x)C M, para mostrar que w(x) & compacto,

basta mostrar que w(x) & fechado. Suponhamos gqp uma se-

quéncia em w(x), tal que lim q, = q. Entao, para cada gy
>0 .
existe uma subsequéncia t® , tal que 1lim t? = 4o e

lim E(t;,x)zqn . Tomemos para cada sequéncia t; um ponto
m->-oo :

n

tn=tm(n) com tn>n, tal que d(g(tn,x),qn)<l/n. Entao,

A(E (k%) ,q)$d(E (£ ,%) ,q,) + d(g, @5 1/n + dlg,,q). Agora

lim t == . Assim, g€ w(x). Portanto, w(x) & fechado.
n->o :

Para mostrar que w(x) € invariante sob £, suponha-

que g€ w(x). Entao existe uma sequéncia tn, tal que
lim t_=» se 1lim &(t_,x)=q. Seja ql=£(t0,q).' Como & &
n->co n n->© n

continua, segue que

q,=8(ty,a)=E(ty,lim £(t ,x)=1imf (g, E(t ,x))=1imE (t0+tn,X) .

n-—>o n-+c n->w
Seja sn=t0+tn. Obviamente 1lim s =® e llmg(sn,x)=ql. Por-
n->-c n->ow

tanto, q,€ w(x). Logo, w(x) e invariante sob &.
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Definicao 6.4: Dizemos que a orbita [x], de x, sob um fluxo

£, & recorrente se ndo é compacta e estd con-
tida num w(x) .
Qualquer orbita [x] Cw(x) ou é recorrente ou € i-

gual a w(x) .

Seja G um grupo ébeliano, entéo todo ponto
na mesma Orbita tem o mesmo grupo isotrdpico.
Com efeito, suponhamos que .e:GX M———> M. é uma agéo con-
tinua e que G ¢é abeliano. Sejam x€M e Gx={g€ G; 6(g,x)=x}
O grupo iéotrépico de x. Se y pertence a orbita-de x, €n-
tao existe hE€ G, tal que 6(h,x)=y. Assim, se g€ G, temos

6(g,y)=9(g,6(h,x))=0(gh,x)=6(hg,x)

=6 (h,6(g,x))=06(h,x)

=Y,

e g€ G{y. Portanto, GxCGy e GyC Gx. Logo Gy=Gx'

Definicido 6.5: Seja M uma superficie orientavel. Dizemos que

M é orientavel de genus. g=n (n20) se, M é
uma esfera com n asas costuradas nela.
Do mesmo modo definimos uma superficie nao o-
rientavel de genus g=n, (nz0), como sendo uma esfera camn n
faixés de Moebius nela costuradas.
Caso M seja uma superficie compacta com fronteira o
genus é definido como sendo o genus de uma superficie M* obti-

da costurando um disco em cada componente da fronteira.
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Lema 6.6 Sejam G um grupo topologico, M um espaco topolo-
gico e 8 uma acao continua de G sobre M. Se

A é um sub-conjunto de M, invariante sob 6 , entdo, A &

invariante sob 6.

Demonstracdo: Sejam g€ G e a€ A. Entdo existe uma sequéncia

anEA, tal que lim a_=a. Seja bn=6(g,an)€A. Entao,

n->co

6(g,a)=6(g,lim a_)= lim 6(g,a )= lim b . Portanto, 6(g,a) €A.
n ' n->o . n-—>ro ’ .

Lema 6.7: Seja 6 uma acao continua de um grupo topoldgico
sirmplesmente conexo G sobre o espago M. Seja

p: (M,%x))—> (M,x,) uma aplicacao de récobrimentq de M.

Entdo, existe uma unica acao continua 8:GXM ——— >0 que

cobre 6 no sentido que o diagrama abaixo € comutativo.

Db

GXHM - > M
i3 XP lp
v 0 4
GXM > M
Demonstracao: Escrevemos £f=60 (id)('p) . Como G e simples-

mente conexo , Hl(G,e)={e}, e
Hl(G X M,g )(xo)=]'[l(G,g)7( Hl(M,xo)={e-}xnl (M,x0)=IIl (M,x).
Entao, a imagem de f*:Hl(GXM)————7Hl(M)_ € 1igual a imagem
de py:l; (B)—————T, (M). Pelo lema 1.21, existe uma unica
aplicagao, B8:GXM —————> M que torna o diagrama comutativo
e 6(e,x0)= Xq-

Sejam A,u:GXGYXM —— > M definidas por

A(g,h,%)=B(g,B8(h,%)) e u(g,h,%) =8(gh,%). Definimos a apli-
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cacao Y:GXGAM —— M por Y(g,h,x)=8(g, 8(h,x)=06(gh,x).

“No diagrama temos

Au
GG M > M
GXG XM T 5> M

Y(igX ig % P) (g,h,%,)=u(g,h,p (X)) =0(g,h,p (X)) =6(g,5(h,p(R))
=6(g,p€(h,§))=pé(g,6(h,i))=px(g,h,§)5

De maneira semelhante concluiremos que

y(idx ié‘X p) (g,h,X)=pu(g,h,X). Assim, A e u tornam o diagrama

comutativo. Logo, temos A=p. Portanto, ©&(g,8(h,X))=8(gh,X).
Obviamente X(e,e,X)=u(e,e,x). Assim, 0 satisfaz as condigodes

da definicao 4,2.

Lema 6.8: Dado X€ M e x=p(X)€M , entdo x & ponto fixo

sob ® se, e somente se, X & ponto fixo sob §.

Demonstracgao: Suponhamos que x & ponto fixo sob 6. Sejam

a,B:G—> M aplicacgoes definidasv por ol(g)=6(g,X) e B(g)=x
e seja y:G——3> M uma aplicagéo_definida por y(g)=0(g,p(x)).
Entao, poa(g)=p(glg,X))=06(g,p(X))=y(g). Da mesma forma
poB(g)=p(X)=6(g,p(X))=y(g). Além disso, a(e)=8(e,X)=X=p(e).
Entao, a=B e X g ponto fixo sob g.

Reciprocramente, suponhamos X ponto fixo sob g.

Entao, para todo gg G temos

D

6(g,x)=0(g,p(xX))=pB(g,X)=p(X)=x e x ponto fixo sob 0.
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Lema 6.9: Seja 6 uma acao continua de um grupo topolodgico
G sobre um espago M. 'Todo sub-conjunto compacto,
invariante KCM, K£@, contém um conjunto minimal.

Demonstracao: A demonstracao consiste em usar o lema de Zorn.

Seja {Fa}aev uma colecao de subconjuntos nao vazios, Fa de K,

fechados e invariantes sob 0, parcialmente ordenados por inclu-

sdo de conjuntos. Seja {Foc}oc cp Uma sub-familia totalmente ordena-

da e nao vazia. Entao,dados F_ ,....,F_ , com ocl,...,a' € B,
. al an n

existe um s ¢g{l,2....n}, tal que Fa € o menor dos Fai’
: S

i=1,2,....,n. Assim, @# in Fai.Sendo gue {Foc}a eB tem a
propriedade da intersegao finita, H:OQBFOL# ?.

Obviamente HC K, e desde que cada Fa '@ fechado H & fechado.
Sejam geG,heH. Assim, G(g,h)gFa para cada o , o gue implica que
6(g,h) € H. Portanto, H é invariante sob 6. Assim sendo, H

& . cota inferior de {Foc}oce g © {Fa}aev possui um elemento

minimo. " "Seja K um élefner'lto’f.minimo”em""{F&}aé v © K & fechado,
nao-vazio; invariantesob. ~6-e’ nao’ existe nenhum ':‘Fo'i menor que,

ele; isto &, K € o conjunto minimal desejado.

Definicao 6.10: Sejam g um fluxo sobre uma variedade bidimen-

sional M e yegM. Uma secgz_"icd transversal
local de & em y € um sub-conjunto S de M, homeomorfico
a um intervalo compacto [-a,a], contendo .y, tal que para al-
gum ¢>0 a aplicagz_?lo [- € elX S———> M, dada por
(t,x)—7 £(t,x), € um hoﬁeomorfismo do fecho de algum aberto
contendo y. A imagem deste homeomorfismo é chamada vizinhanga
retangular de y.

O ponto y & ponto extremo de S .se, e somente se,
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y € elemento da fronteira de M.

Lema 6.11: Sejam g:RXM———S M um fluxo sobre uma varieda-

de bidimensional M e seja y€M um ponto cujo
grupo isotropico & discreto. Untdo existe uma seccdo transver-

sal 1local em y. Isto &, Yy possui uma vizinhanga retangular.

Demonstragdo: paremos a demonstracdo para o-caso.§ -diferencia-
vel. Seja D um aberto em M e’ yOGD. Seja 2 um segmento de

reta contido em D, tal que yoé'l e qualquer ponto de & satis-

+ bx, + ¢ = 0. Como o grupo isotrdpico de Yo

- faz a equagao ax 2

1
é discreto existe uma vizinhanca U, centrada em Yor de raio g,

que contém apenas pontos regulares. O fluxof{ que passa atraves

de um ponto regular (xl,xz), perto de Yogr em t=0, & continuo
em (t,x1,x2) e no aberto U de (O,yo). Seja
L(t,xl,x2)=a£1(t,x1,x2) +‘b£2(t,x1x2) + ¢ , onde

E(t,x,‘ ,X2)=(€1 (tlxllxz)lgz (t,Xl,Xz)) . Entao, L(O,y0)=o e

—%%—(O,yo)#o. Portanto, pelo teorema da fungéo implicita, exis-
te uma funcao continua t=t(xl,x2L definida em U, tal que
t(yg)=0 e L(t(x1,x2))=0. Além disso, cdmo t é continua em
ygr dado € >0 existe um aberto C, centrado em Yo de raio g,
tal que It(x1,x2)|<e, dentro de C. Portanto, a oOrbita de
Y, due passa através de (xl,x2L dentro de C, em t=0, atraves-
sara £ em t(XIIXZ) " com ]t(xl,xz)l<e.

Para o caso geral a demonstracao pode ser encontrada
em H. WHITNEY, Regular families of curves. Ann. of Math. 34

(1933), pp. 244-270.
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Lema 6.12: Sejam M um poliedro com caracteristica de Euler

diferente de zero, x(M)#0 F:RYM ————— 3 M um

fluxo. Entao ¢ tem um ponto fixo.

Demonstracdo: Seja t€ R. Definimos Ht::I)( M——>M por
H (s,x)=g((1-s)t,x). Denotemos por ¢, a fungdo de M em M
dada por ' x——%g(t,x). Assim, H_ € uma homotopia de Ex

tem um ponto

em is,. Portanto, A(ét)=l(idM)=X(M)#O e &

fixo, (teorema de Lefschetz).

n

Sejam fn:M_é———5 M definida por fn(x)=g(2' /X) e F

n

o conjunto de todos os pontos fixos de- fn(x) para nzl.
a = . & ] t
Ja que .fn Ez_n, segue que Fn#¢ Fn e fechado e M campacto

; S . r ={x€M; = =
pcmtanto,F}le compacto Como Fn {x M; fn(x) gz_n(x) x)’, se

-

xé Fnl

n -(n-1)

n ,x) =£(2 X)

-n n

x=£ (27", x) =227, (27", x))=£ (27" ¥ 27, x)=£(2.27

Dal segue que FnC:Fn-l' Assim, os Fn tem a proriedade da in-

tersecao finita e F:f\Fn#¢. Obviamente qualquer ponto

de F_ é& ponto fixo de Et para t na forma t=2—n, nzl. Seja

Xx€F. O grupo isotropico de X, Rx={t€ R; &£ (t,x)=x} & diferente

de zero, pois 2'16 R, e ndo é da forma {O,ito,iZtO,..;.J

ja que t, ndo € o minimo positivo, sendo que para qualquer n,

-n - .
2 <tO€Rx' Portanto, Rx=R' Logo, x e ponto fixo sob £.

Lema 6.13: Sejam M uma variedade compacta, conexa de genus
finito g e & um fluxo de R sobre M. En-
tao § tem no maximo 2g-1 conjuntos minimais distintos nao

triviais.
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Demonstracdo: Podemos supor que M é orientavel. Caso contra-

rio consideremos seu recobrimento duplo orientavel M. Por
5.17, M & conexa e sabemos que o genus de M é& igual ao genus
de M. Assim substituindo M por M teremos uma variedade
orientavel conexa de mesmo genus. Também, M tem tantos con-

juntos minimais nao triviais distintos quanto M.

A demonstracgao seré feita por inducao sobre oige—
nus. Observemos primeiramente que as curvas na fronteira de
M sao sub-variedades com topologia induzida.e sido oOrbitas de
£, exceto guando € tem um ponto fixo numa delas. Assim, todo
cohjunto minimal nao trivial esta contido no interior de M.
Consideremos o caso g=0. Entéo, M é um disco ou R2, ou SZ.
Nesse caso o lema €& o cléééico.teorema de Poincaré-Bendixon.
Com efeito, seja ¢ um conjunto minimo néo trivial., Escolhemos
X€y e tomemosuma vizinhang¢a retangular :Q de - X. A Or-
bita de x, [x], deve retornar para o0 interior da vizinhanca em

nivel diferente do nivel de partida, pois y € um conjunto mini-

mal n3o trivial. Entao ela fica presa na regido limitada pela

curva de Jordan a'blaa' Como M é compacta o w-limite de x,
w(x), & nao vazio. E claro que w(x)Cu e que w(x) é fe-
chado e invariante. Como [x] € ndo circular x &€ w(x), entao

w(xri.u. Contradigao.

Assumiremos agora que g>0 e que o lema esta provado
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para todas as superficies de genus menor que .g. Seja g
fluxo sobre uma superficie de genus g.guponhamos por contra-

dicao, que Mir eeeees ’u2g sao 2g conjuntos minimais distin-

tos nao triviais de & em M. Seja Q uma vizinhanca retangu-

lar de um ponto x€ UZg' Escolhemos Q tao pegueno de modo que

os restantes conjuntos minimais “i.' i=l,...,2g-1l nao entramem Q e

Q\oM#£ ¢. Como cada My & fechado \lui é fechada. Consideremos
1 .

o seguinte homeomorfismo, h:Q——>Q, onde h é a identidade so-

bre todos os lados de Q, exceto na vertical a direita, onde te-

remos hi(a')=b'

e

b

b' —%
- h
- a a' a' Y
Q 0 .

no interior de Q, h & definido por aplicar linearmente

cada segmento horizontal yy' no segmento yh(y’)). Definiremos

égora um fluxo - &':RY M > M da seguinte maneira. Uma
orbita que n3o entra em Q € inalterada. Uma Orbita que
entra em Q no ponto X nao mais atravessa ) horizontalmente
para sair em x'. Agora sobe até h(x') e sai segundo a
g~-orbita de h(x') para’sempre, ou até reentrar em Q pelo
lado eéquerdo. Dentro de Q as Orbitas de §°' sao as ima-
gens, por h, das g-orbitas. Sob o novo fluxo, &', O pon-
to a tem uma Orbita fechada y. Portantg, y € um con-

junto minimal trivial. Mas os conjuntos minimais “1”"u2q 1

sao ainda conjuntos minimais sob {'. A curva y pode sepa-
rar M. Se isso acontecer a. curva fechada aa'Ba tambémssepara.

e argumentando com § conduziria a uma contradig¢ao justamente



-106-

como no caso do genus g=0. Se Y nao separa, cortando M ao longo
de Y , obtemos uma variedade de genus g-1 sobre a qual o
fluxo £' é definido e admite pelo menos os conjuntos minimais

Contradigcao pois 2g-1>2(g-1)=2g-3.

Lema 6.14: Seja E:RXM—>M um fluxo sobre uma varieda-
de bidimensional M. Suponhamos que X€EM é tal

que xX=lim X onde cada xn tem uma o6rbita fechada Un de pe-
riodo t_ . -Entao,

a) Se o genus de M e finito, a Orbita de x ndo pode
ser recorrente.
b) Se x tem uma orbita fechada u, de periodo tO’

lim tn=ate (a=1 ou 2 dependendo de ¥ ter um ou dois

lados em M), e u={y€M; y=1lim Ynr Yp € Vpr n=1,2...}.

Demonstracao Primeiro mostraremos que . .- ‘! basta fazer a de-

mostracdo para M orientavel. M possail um recobrimento ori-

entavel M. Seja x€ M, tal que, x=lim S onde cada X

tem uma Orbita fechada M. Entao se p:M —> M e a

aplicacdo de recobrimento duplo
-1 -1, . -1 '_
p  (x)=p " (lim xn)= lim p (xn) tem exatamente dois pontos

a e b. Assim, existem sequéncias inl e in em M, tal que
. - - . 2 .

'linlinl=5 e 1inu§n2=b. Caso M seja orientavel estas sequéncias podem

ser escolhidas uma em ca componente conexa de M. Camo p apli-
ca cada uma delas homeomorficamente em M o lema se realiza. Caso

M seja ndo orientavel xnl e in estao na mesma componente co-

-

nexa de M e a orbita u de x € a mesma Orbita u_ .
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de in .  Suponhamos que E(to,é)=b e E(to,5)=a. Entdo temos
2

E(ty,a)=E(ty, E(ty b)) =E(ty+ty,B)=E(2ty,b). Como p & homeomor-
fismo o lema se realiza.

Demonstraremos agora que. (a) vale para variedades o-
riertaveis. Seja Q uma vizinhanca retangular de x€ M. Suponha-
mos que X€E€OM e upcw(x). Como Re x sao conexos E(R,{x}) &
éonexo, isto &, um ponto, uma circunferéncia; um intervalo aberto
ou fechado ou um intervalo semi—aberto.v

Se xXE M, [x] <€ IM. Por [x] ser conexo esta em uma das
fronteiras de M. Po:tanto, dentro de uma circunferéncia. Pontos
e circulos sao permitidos} ihtervalos fechados nao séo permitidos.

Suponhamos gue [x]=(a;2]; z=€(x;t) e 6 crescente. Se
tivermos um intervalo aberto (a;b); a e b estarao em outras Or-
bitas nao da forma (c;a] nem da forma [b;d); Assim;'a e b 550
pontos fixos. Mas para todo e>0 temos [a#é}ﬂb—e]=(a;b). Ent%q,
para grandes valores de t, g(b%e,t);(ou g(b—g;t)) esta longe de
a (ou b), mas E(a;t)=a 0 que €& uma contradigéo. logo, os in-

tervalos semi~fechados nao sao permitidos.

Suponhamos que ><¢8M. Consideremos o caso especial em

que existe uma subvariedade fechada An<:M com FnAn=un. Isto a-
contece quando u, separa M. Suponhamos que a orbita [x], de

de X, seja recorrente.

Como pn=FnAn temos I Q igual a fronteira de An

em Q. Entao existe tb

bita Mp de X, passa exatamente tres vezes em Q. Tomemos

suficientemente grande, tal que uma Or-

um colar fechado de p, em An
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Vamos considerar a parte (1) de ufQ. A ou é acima ou abaixo

de (1). Suponhamos que seja abaixo. Caso contrario, invertemos

Q verticalmente e teremos An abaixo de (1). Quando uy retorma

para (2) ( ou na segunda ou na terceira passagem) o colar tem
gque ser por cima porgue a parte entre (1) e (2) em Q € a parte

de Q que esta em A_. Ai temos uma faixa de Moebius em M, o que

é impossivel.

2]

O caso geral pode ser reduzido ao caso especial na se- e-

guinte maneira. Suponhamos que apenas um numero finito de My

satisfazem ao caso especial. Desprezando este numero podemos

supor que nenhum u_ = satisfaz tal condigao. Entao, My nao
separa M. Cortando M ao longo de Hyr obtemos uma superficie

M, de genus menor que M. Como o genus é finito, apds um nu-

mero finito de cirurgias sobre M, obtemos uma variedade M0

de genus zero, onde todos os conjuntos minimais sao pontos ou

circulos e nao contem orbitas recorrentes.

Demonstraremos (b). Seja €<0. Procuraremos no,tal

ue d(t_,t.)<e/2, para todo n>n,. Tomemos uma vizinhancga
q n’ 0 P 0

retangular Q de x, tal que u{\Q & um segmento de reta.
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Suponhamos que Q €@ suficientemente pequeno, tal que se o
fluxo £ entra em Q no valor (t,y) ele sai de Q ao
passar por (t+e/2,y). Tomemos também uma vizinhang¢a tubular

V da oOrbita fechada u, nao maior que Q. Escolhemos ng
tao grande, de modo gque  para n<n0, X esta suficientemente
perto de X , para. que E(t,xn)é V para 0<£<2t0, e que a Or-
bita de X, entra em Q na primeira vez em t=t', onde
d(t',t0+€/4)<€/2 e pela segunda vez em t=t'' com

a(t"’ ,t0+€/4)<€/2.

Suponhamos agora que u tem dois lados. Entao, V & um cilindro.e

g(t,xn) deve estar num segmento horizontal de Q, pois nesse

ponto u, entra em Q. Nesse caso U, deve fechar na primei-
ra vez que a Orbita tocar Q, sob pena de nunca mais retornar a

X Logo, nao toma um tempo maior que ¢/4 para £(t',xn) alcan-

car X . Assim, t'<tn< t'+e/4. Sendo d(t',t0-€/4)<€/2 vem

d(t'+€/4,t0)<€/2 e d(tn,t0)<€/2. Portanto lim tn-—-to.

INn—>co
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Suponhamos agora.que u sO tem um lado. Entdo, w é o equador

de uma faix da Moebius e £(t,xn) retorna a Q no outro lado

de 1y, no ponto - (t',xn), mas na segunda vez €& obrigada a fechar
em x_, sob. pena de nunca mais retornar a X - Entao, E(t",xn)
n3o toma um tempo maior que €/4 paré alcancar X assim,
t"<tn<t"+e/4. Sendo d(t",2t0;e/4)§e/2 vem

Il' : . _
a(t''+ e/4,2t0)<€/2 e d(tn,2t0)<€/2.. Portanto, lim tn_2t0.

n--o

Demonstraremos agora que p={yg& M, y=1lim Y yngun}

para n= 1,2.... guporhamos que 2€1MH, isso implica que

z=£ (t,x)=£(t,1lim xn)=limg(t,xn)=lim y,- Portanto,
wCiyeM, y=lim y_, y eu , n=1,2...... }.

Reciprocramente, Seja y=lim Yo ynewﬁf Entao,
ynfg(sn’xn)’ onde 0<Sn<tn. Logo, S, € uma sequencia limi-

tada. Portanto, podemos tomar uma subsequéncia convergente w2 de

s, due converge para S. Entao podemos escrever

lim Y= 1img(wn,xn). Portanto, y=£(s,x) € u.
n-+ n-o
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Sejam M uma variedade bi-dimensional, um circulo da
fronteira de M e {u} uma familia de curvas fechadas sim-
ples em M, nenhuma das quais intercepta a fronteira de M. Su-~
ponhamos que, para cada o, existe um cilindro compacto EQC:M,
cujos circulos fronteiras sao I e M,- Por conveniéncia admiti-
remos I'C Gy mas Ca(\uu=¢, de modo que cada C é aberto em
M. A frontéira topolégica de Ca em M é U, e escrevemos

BCa=ua. Finalmente, Ca=CéJua e o fecho de Ca em M.

Lema 6.15: Com as notagdes acima

a) A familia {Ca} € linearmente ordenada por inclu-
s3o, a menos que M é um disco com fronteira T.
b) A uniao de qualquer sub-familia linearmente orde-

nada de {C_} énum cilindro C aberto em M, contendo T. A

Além disso, C=.U1Ci onde C;<S Cy 4 - i=1,...,n-1 e para cada.
i=

i=1,...,n, existe oy tal que Cizcai.

c) Se a fronteira topologica de C, em M, € uma curva

(]

fechada simples u, entao, ou o fecho C € um cilindro compacto

com fronteiras ' e y, ou C=M é& uma faixa de Moebius.
Demonstragao: a) Suponhamos que M ndo é um disco com fron-
feira ' Sejam Ca# CB escolhidos arbitrariamente. Sejam

h :slx [0,1]l———5T_ e hB:Sl)( (0,11 —> T, homeomorfis-

mos, onde h_(s'x {0} =h, (s'x (0))=r, h (s'X{1)=u, e

hB(Slx {i})=u6. Seja 2z um elemento fixo em st e

a={t € [0,11], ha(z,t)eiEa(\EB}. Seja t=supA. Vamos mostrar que

teA e x=h(z,t)e Eaﬂ Cc Tomemos uma sequéncia s em [0,1]

g
com iig sn=t, tal que ha(z,sn)é Ca(\CB. Portanto,

h,(z,t)=lim hOL(z,sn)e('fo‘(\CB e té€A.

N>
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Agora x=h(z,t)e€ Ean EB e

Ea nEB= (C,Uu,) chUuB)

[(cPu) N CalU [(CaUua)nuB]

Cu,N CoUu N Cg) U (C nug) U uy nyHg)

C, CgUu, N Cy) U (e nug).

1]

Ora, por Caﬂ CB ser aberto e t'ser o sup de A segue que

,x=ha(z,t) nao é elemento de Can CB’ P.artanto, 'ou xeua(\ CB ou

X E Ca““B’ Suponhamos que xeuBl\Cd. O conjunto. uB e conexo

e encontra Ca mas nao intercepta a fronteira de Ca' Suponha-
mos que existam N e B tais que Mg N C =N e uBn (C )c: B.Entao,
UB=NU B, pbis CaU(Ca)c=M'uB e NfiB=p. Os oon_juntos B e N sdo abertos em MUg.

Como Mg & conexo temos ou N=@ ou B=@. Mas N ndo & vazio.
Entdo B €& vazio. Assim, N:uB. Tomemos us' C Cq. Suponhamos que
UB é fronteira de um disco. Como EB € um cilindro fechado com -

fronteira T e Hg s © h & um homeomorfismo, I' também sera

fronteira de um disco em M, oque & impossivel por hipotese.

Portanto, Ea~u6 € a uniao disjunta de duas componentes cone-
xas abertas X e Y ambas com fronteira UB em Coc' Como
rn u8=¢ temos I'C X ou T ¢ Y. Suponhamos que I'C X. Assim,

CB('\ X#£P. Ja que Cénu6=¢ concluimos que CBQXQCOL.-

Para demonstrar (b) seja {Ca} uma familia linearmente
ordenada de cilindros. Como variedades diferenciaveis tem base
enumeravel, sdo segundo contaveis. Pelo teorema de Lindelof, pode-

mos encontrar uma sub-familia Ca fesenan , C_, tal que
1

Ucan=Uca. pPara cada n, seja cn=calU CQZU ...... U Ca. -

Entao,
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1 04
c,=c, Uc, = ¢,V ¢, e C;(CC,
1 2 2
c_=C _U....Ucmn,_lUc i c,_.1Uc, e C _,CC,-
Portanto, ClCC2( ..... CCn. Como os C4 sao linearmente ordena-
dos por inclusao cada Ci=Ca' " para algum Ay .
i .
Suponhamos x€C. - . . Entao xeé) Co‘;UCOh, logo existe
= U

n, tal que X GCan, de modo que xE€ C, Co‘l\) CO‘ZU ...... Can.
Portanto, x €UCnA . Reciprocramente, suponhamos erCn. Entao
existe n, tal que x& Co‘lU PRV UCarcl:a c,- Portanto,
X €C.oa- “Logo, . C = U C -

Se En € o fecho de C_ em C temos duas possibilida-
des. Na primeira existe Ny tal que Cn0=cn04l' Ora Cn0+l

€ CB para algum 8. Portanto, Cnoél é aberto em M. Por

outro lado Cp .17C; & fechado em M. Logo M=C c Uc C nm.
0 0 - ng+l 5 ©

Portanto, M=U C, &€ um cilindro.
o

Bl

' Na segunda possibilidade, qualquer que seja n, temos

que ng é sub-conjunto proprio de Cnoél, isto €, CnO’C';' Cno+1
para todo n. Cada En-}l_cn € um cilindro fechado. Considere-
mos o cilindro usual K={(x,y,z) €R3, x24y2 = 1, z20 3’ . Seja

Kn={(x,y,z)é K; z(n}. Assim, K=UKn e K C K Para cada

n, seja g_: -k > En—l um homeomorfismo, tal que

Vamos admitir K =C0=¢. Definimos

n-1 n-1° 0
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agora um homeomorfismo h:K—————> C e mostraremos que C &

um cilindro. Coloquemos h/K =g, e procedemos por inducao.
1

Suponhamos h:K R-,En_ definido. Vamos estender h para

-1
Kn+l - Kn colocando h(x,y,z)=gn+.l[gn+lh(x,y,n)+(0,0,z)];

> C é construida. Entao C

04z¢1l. Com esta condicao h:K

é um cilindro.

-1
an_'_l(xrytn)"’(ololz ¥ _)

c) Como C € um cilindro aberto em M, @£CC 8C=C()u. Mas
rCc, isso implica que I} u=@. Assim, u ndo tem pontos em
comum com ' Suponhamos que existe um colar X:S%X (0,1].
em M com u=Sl)({0} Podemos escrever A=Sl)( (0,1). Este
colar existe em dois casos. Primeiro caso. Q- uando u <& M e-

xiste um colar Sl)( [O,l]-————-—)E com Sl)( {03(———):4,

Nesse caso o colar esta contido em C. Logo 4 e T limitam um
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cilindro em C. Segundo caso quando y()dM=@. Aqui ha duas
possibilidades. Na primeira u separa M, entao existe um colar
Slx_[o,ll—————7 M e Slx{pke—————a t. Temos um colar em cada

lado de H.

Il

Escolhemos A no lado em que ANC#@. Como A e conexo
e disjunto de u, segue que ACC. Portanto, y e T limitam
um cilindro em C. Podemos escolher A tado estreito de forma:

que. Al=SlX (0,1] esteja contido em C, de modo que v=Slx {0}

seja uma curva fechada em C disjunta de T. Entao, temos

duas alternativas. A! primeira e  que v limita um disco em

C. Mas isso nao é possivel, pois se isso acontecesse, I' tam-
.bém limitaria um disco. Consideraremos entao a segunda possi-
bilidade, isto €, v ndo limita um disco em Q. Entdo, v e T
limitam um cilindro compacto B, tal que A [\ B=v. Qualquer
sequencia de pontos de C, contendo um ponto em u, deve
entrar em A. Assim, C=A\B e portanto, C & um cilindro com-
pacto, limitado por uwu e T.

Suponhamos agora que 4 tem 86 um lado em M. Entao

1 nao intercecta a fronteira de M. Tomemos uma vizinhancga
tubular V, de u, de forma que V() 93M=@. Entdo, V ¢é uma fai-

xa de Moebius com fronteira wv.
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Agora, V - u € conexo e encontra C mas u#3C. Assim, V(¢ C.

-

Ent3do C=CU u é aberto e fechado em M. Como M €& conexo e

C#® temos M=C, e M=C & uma variedade bidimensional com fron-
teira I, e cortando M ao longo U , obtemos uma variedade
bidimensional M' com dois circulos fronteira ' e py, de modo
gque M'- pu=C. Entdo M' & um cilindro compacto, e M & uma

faixa de Moebius.

Passaremos agora a demonstracao do nosso principal

" teorema.

Teorema 6.16: Toda acao continua do grupo aditivo R® sobre

uma variedade compacta bidimensional M, com
caracteristica de Euler diferente de zero, x(M)#0, tem um pon-

to fixo.

-~ . n ~ Fa
Demostracao: Seja ©0:R Ybb————-—abd uma acao continua sSoO-

"bre M. A demonstracao sera por indugao em n. -Para n=1l, o
teorema € verdadeiro, pelo-’lema'G.ﬂZ.fi:f; . Para efetivar

a inducao precisaremos de dois sub-lemas auxiliares.

Sub-lema I: Suponhamos que o teorema vale para agoés continuas

~dos grupos R, R2,.......,Rn—l sobre M. Seja Wm

a colegao de todos os conjuntos minimais sob § em M.
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Entao, ou 8 tem um ponto fixo ou 7/ é ndo enumeravelmen-
te infinito e todos, exceto um numero finito de seus elementos,

sio circulos, isto &, oOrbitas fechadas 1-dimensionais de 9.

Demonstracao: Suponhamos que eanx M———>M nao tem ne-

nhum ponto fixo. Para cada hiperplano. z C R gue contém a

origem, seja e/ a acao de 2Z sobre M induzida pela res-

Z

tricdo de 6. Pela hipotese do sub-lema 6/ tem um ponto

Z
fixo.
Seja x um ponto fixo de e/z e K(x) o fecho da
- . . -~ n ., 1 4
g-Orbita de x, isto e, K(x)=6(R" X{x} ). Seja y€K(x). En-

t3o existe uma sequéncia {xj }éG(RnX_{x} ), tal que lim x.=y.
j~>oo

Ja que ijK(x) existe uma sequéncia Wy &R%, tal que

6 (wj ;X) =X Entao para z2€Z temos

8(z,y)=6(z,1im x_.)=1im 6(z,x.)=1im 6(z,6(w.,xX))=1lim 6 (z+w.,hX)
j+oo j-)-oo- j-)oo J j+oo J
=1lim 6(w.+2,x)=1im 6(w.,6(z,x))= 1lim 6(w.,x)=1im x. =y.
j+oo j-)-oo J j->co j—)-oo

Portanto, 0(z,y)l=y se ygK(X) e z€2Z, ou seja todos os
pontos de K(x) sao deixados fixos por Z.
. n _ . ~
Seja voe(R - 2) e LVO—{tvo, t€ R}. Entao L

Vo

& uma linha de R" gue passa pela origem e v Observe que

0
VO¢Z, de modo que Lvoﬂ z={0}, Seja x um ponto fixo sob 8/,

e y£€K(x). Entao,

0 (Lvo, {¥})'={e (tvg,y)i tE R} € 0 (Rnix {yhH. Reciprocramente, seja
§-‘=e(z0 + tvy,y) com t€R e 2,EZ. Ent&o,
y=6 (ze+tv0,y) =0 (tvy+2,,¥)=0(tvy,0(24,y))=0(tv,,y) €6 (LVO,y) .

pPortanto, 6 (R x{_y} )€o(L, ,y). Logo a orbita de cada um dos
. 0
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pontos yE€K(x) €& a mesma com respeito a qualquer linha

L, que passa pela origem de 'R”, desde que quf z.

Seja [x]:e(Rn {x})C M a oOrbita de x. [x] & inva-
X

riante sob 6 e pelo lema 6.6, [x & invariante sob 0.

Mas [x] =0 (RR x {x})=K(X). Portanto, K(x) e invariante sob 0.
Assim, K(x) & fechado, invariante sob 6§ e contido num com-
pacto M. Logo, pelo lema 6.9, K(x) tem pelo menos um conjunto

minimal.

Seja [ (Z) a colecao de todos os sub-conjuntos 6-mi-
nimais de M os gquais sao deixados fixos ponto a ponto por Z.
Seja 2 uma linha que passa pela origem em R® e nido esta
contida em Z e seja ué€& 7L (2). Obviamente u e fechado e
invariante sob 6. Se T é~um sub-conjunto proprio de u, exis-

te w=z,+vg, ZOE Z e voeSL e yerTt, tal que 8 (w,y) 4: T.
Mas, 6(V0,y)=6(V0,61‘20,‘y))=6(w,y)¢1, e T nao €& f-invariante.
Logo, u € conjunto minimal sob e/z. Como K(X) tem pelo menos
um conjunto minimal cada TC(z) é ndo nﬁlo.

Sejam W e Z dois hiperplanos aistintos passando
pela origem de R, Entéo R® & gérado por W e Z. Supo-
nhamos que p€(Z)NC(W). Entdo cada ponto xe p & fixo sob
Z e W. Portanto x é ponto fixo sob R™ contrariando a su-
posicdo inicial. Logo /7€ (Z) O) 7T (W) =¢. Portanto 77Z= UiiZ(Z) ,
onde Z descreve todos os hiperplanos que passam pela origem

n . s s ~ -
de R, os quais formam uma colec¢ao infinitamente nao enumeravel.

Mostraremos agora que 7T contém todos os conjuntos mi-
nimais sob 6. Seja py um conjunto minimal e Xe u, tal que
a orbita de x, [x], contém um ponto interior. A fronteira de [x]

é ndo vazia, pois M nao € o Toro e nem Garrafa de Klein.
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Seja Fr([x])=[x]n (M-[x]) a fronteira de x. Mostraremos que
Ff([X]) é invariante sob 9. Seja {te¢g Rr_l, yeM-[x]); o(t,y)
ndo seja elemento de (M-[x])}. Entdo, ¢(t,y)e&[x] com ydIx].
Como 6 €& homeomorfismo e(-t,e(t,y))=e(—t¥t,y)=e(0,y)=y

que é elemento de [x], mas isso € absurdo. Portanto,

e(Rn,(M—[x]))_C.__(M—[x]) e pelo lema 6.6, 6 (R, (M=Tx]1)) < (F=TxT).

Portanto, Fr([x]) € invariante sob ¢§. Como ([x]¢ u, temos

[x]c p. Logo, Fr([x]) € um subconjunto proprio de  com as mes-
maspropriedades que ., contradizendo o fato que y é minimal.

Como a dimensdo de Z & n-1 e os‘pontos das Orbitas de ¢ s_é.o
deixados fixos por Z, segue que e:Rn/Zn—l)(M ——> M tem Or-
bitas unidimensionais. <Ent5.o, 0 grupo isotropico de x contém

um hiperplano Z. Como R® & abeliano e H um conjunto mini-
mal relativo a agao 8, todo.x € tem o mesmo grupo isotropico.

Assim, yeJIC(Z).

Sejam 21’ ...... ) os eixos de Rn e escrevemos
”Zi=U{ﬂ[(Z)7 ani={0}}. Todo conjunto u&ff(i e minimal sob

Qi' Assim, pleo lema 6.13, os conjuntos uo;ﬂ[i sz_io circulos,
exceto um numero finito deles. Claramente 7K=7][1U . U?fn, ja
que um hiperplano néo contém todos os eixos de R". Portanto,
todos os conjuntos minimais em 77[ séo circulos, com um nu-

mero finito de excessoes. Se o0 genus de M for zero nao ha

excessoes.

Sub-lema II: Suponhamos que o teorema vale para agoes conti-

nuas dos grupos R, ....,Rn"'l sobre M. Entao,

ou 6 tem um ponto fixo em M ou podemos encontrar uma Orbita

uni-dimensional de 6, @ qual € disjunta dos componen-
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tes da fronteira de M e nao limita um cilindro em M Jjunto

com qualquer um deles.

Demonstracao: Suponhamos que 6:RnXD&—————e>M nao tem

nenhum ponto fixo. Seja T um dos componentes da fronteira
de M. Consideremos a colegao {Cu} dos cilindros abertos em
M contendo I em uma das componentes da fronteira e, tal que,
a fronteira topologica de Ca em relacao a M, BCa=ua , seja
uma 6rbita uni-dimensional de 6. Se M ndo & um disco, pelo’
lemav6.15 (a), a colecao {Ca} € linearmente ordenada por in-

clusao. Mesmo que M seja um disco, a colecgao {Ca} é par-

cialmente ordenada por inclusao, isto e, Ca g Ca.' se, e somen-
i J
te se, C (iCa . Em qualgquer dos dois casos, pelo principio
Ui J :

maximal de Hausdorff, existe uma sub—familia maxima {CB} de
{Ca}\ totalmente ordenada, tal que {CB}S;{Ca}‘ Portanto, pelo
lema 6.15 (b), em qualquer caso, a uniao C de gqualquer.sub-
familia totalmente ordenada de {Ca}é um cilindro aberto em M

contendo T, e podemos escrever C= Cn .

Vamos mostrar que C tem como fronteira uma curva

fechada uy=9C. Observamos.- primeiro que xé;DC se, e somente se,

. . n
x=}1m X0 xn un=8Cn, n=1,2...... Assim, sendo Vg€ R, Yh€ Mg
temos 0(v,x)=06(v,lim x_)=1im6 (v,x_)=1imby_ . Como lim y_=y
n n n n
n->o n->o n n-+>o

e YE J9C, segue que 3C é invariante sob 6. Obviamente 3aC
& fechado. Vimos na demonstracao do sub-lema I gque O grupo
isotropico de cada ponto de u contem um hiperplano Z.

Seja VOG‘Rn—Z e L ={tv0;-t€IU. Obviamente LVO & linha que

Vo

passa pela origem de rR" e Lv(¢ Z. Entao, LVO ndo esta con-
' 0

tida no grupo isotropico de M, ou de y. Se isso acotecesse
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os ponto de “n e U seriam pontos fixos.

Seja E:RXM——> M o fluxo induzido pela restricao

® a linha Lv . Como foi visto na demonstracao do sub-lema I,
My & também orbita de §&. Assim sendo, U €& conjunto minimal

sob 6 e sob E. Pelo lema 6.14 (a), nehuma Orbita de x po-
de ser recorrente. Portanto, M € na realidade um circulo. Pe-

lo lema 6.15 (b}, u={x€éM, x=1lim xj; xjeuj, j=1,2,.....}.

‘Portanto, u=3C. Assim, concluimos gque C & um cilindro com-

pacto com componentes da fronetira u e T.

Seja TI' um outro componente da fronteira de M. Supo-
nhamos que uN\T'#p. Como T' € invariante e u uma Orbita
seqgue que upe I'', desde que ambos sejam circulos. Entd3o temos
u:f' e M é um cilindro. Portanto u € disjunto de qualquer
outro componente da fronteira de M.

| Agora M-C é uma variedade compacta, bidimensional,
com mesma caracteristica de Euler que M, mesmo nimero de com-—
ponentes da fronteira. Logo, pelo teorema 5.20, sao homeomor-
fas. Ja que p € Orbita e separa M em duas componentes,
M-C e C, M-C é invariante sob 6. Ainda mais, nenhuma cur-
va uni-dimensional v pode limitar um cilindro em M-C junta-

mente com ' Caso v e T limitassem um cilindro C0

{c,? k){CB} seria uma familia totalmente ordenada maior que a

familia maxima. Repetindo a mesma construgdao para todos os
componentes da fronteira de M, obter e mos uma variedade M'C M,
homeomorfa a M e invariante sob 6, e nehuma curva fechada uni-
dimensional dé M' 1limita um cilindro com qualquer componente

da fronteira de M. Mas x(M')=x(M)#0. Como ® n3o tem ponto

fixo, pelo sub-lema I, podemos escolher uma Orbita uni-dimensio-
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nal v de 6 em M'. Com 7/ é infinito podemos escolher
v, tal que e disjunto de qualquer componente da frontei-

ra de M. Logo, Vv &€ a Orbita desejada.

Continuaremos agora a demonstracao do teorema 6.16.
A demonstracao de que 6 tem um ponto fixo sera dada por
uma segunda inducao, agora sob o genus da variedade M. Comece-
mos a inducao supondo que a variedade M tem genus zero.
Caso 1. Consideremos o caso em que M ¢é um disco bi-dimensio-
nal D, e suponhamos que G:Rnx1}~———>D nao tem pbnto fixo.
Entao, pelo sub—léma II, podemos encontrar uma curva fechada
v, disjunta da fronteira de D, a qual nao limita um cilindro.

Mas, isso & falso.

Vemos que Vv e I'  limitam um cilindro em D.

2 . - . as
Caso 2. Nesse caso temos M=S , ou seja, M e a esfera bi-di-
mensional. Escolhemos um dos circulos \)QS2 dados pelo sub-

lema I. Vemos que Vv limita um disco em Sz.

3

O disco D € invariante sob 6, e pelo caso 1, tem um ponto

fixo. Portanto 6 tem um ponto fixo em Sz.

Facamos agora uma terceira indugao para completar o
caso de M com gunus g=0. Desta vez sobre o numero de compo-
nentes da fronteira de M. Se o numero de componentes da fron-

. - 2, . - .
teira for =zero, M e a esfera S”; caso seja um, M é um disco
bi-dimensional . Em ambos o0s casos o teorema vale. No caso em que

o numero de componentes da fronteira de M é dois M € um cilin-
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dro e x(M)=0.

Se M tem tres componentes na fronteira, M & uma
esfera bidimensional com tres bur-acos, ou um disco com dois
burracos interiores. Como ambos sao homeomorfos, por simpli-
cidade vamos pensar que M é um disco D ccm dois bur acos inte- .
riores. Entdo pelo sub-lema II, podemos escolher uma curva v,
fechada , uni-dimensional, a gqual nao 1iﬁita um cilindro em B,

com qualquer compbnebte da fronteira de D.

Entdao v limita um disco D em D. Tal disco D €& invariante
sob 6 e tem um ponto fixo. Como DC D, segue gque 6 tem um
ponto fixo em D.

SUponhamos agora que M é um disco com n-1 burracos.
Nesse Caso o numero de componentes da fronteira & b=n. Supo-
nhamos que o teorema & verdadeiro para 3<bsn-1. Entéq,pelo
sub-lema II, podemos escolher umaiérbita fechada v que nao
limita um cilindro em. M. Cortando M ao longo de v obtemos
duas variedades compactas de genus zero, com as mesmas COmMpPO-
nentes da fronteira de M, ambas invariantes éob 6. Pela hi-
potese da terceira inducao M tem um ponto fixo sob 6. As-

sim, conclulmos o caso para o genus g=0.

Seja g>0, e suponhamos que o teorema esta demonstra-
do para variedades de genus menor que ¢g. Tomemos uma curva v
dada pelo sub-lema II. Cortando M ao longo de v temos

duas possiblidade.
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Primeira possiblidade, v separa M. Nesse caso obtemos duas
variedades, ambas com caracteristica de Euler diferente de
zero, pois nenhuma delas € um cilindro. Caso o genus nao dimi-
nua numa delas a outra tem genus zero. Na figuara abaixo, se
cortarmos M ao longo de Vv obtemos uma variedade de genus

g e uma variedade homeémorfa a um disco e nesse caso 6. tem
um ponto fixo. Se cortarmos M ao longo de V' obtemos duas
variedades de genus menor que g, .também nessé caso 9 tem um

ponto fixo.

Segunda possibilidade, Vv nao separa M. Entdo &ortando' M ao
longo de v obtemos uma variedade de genus menor que g, e o teore-

ma vale.
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Teorema 6.17: Sejam Xl’Xz" ....... ,Xn campos de vetores de

| 1 . :
de classe C gque comutam dois a dois sobre uma
variedade compacta, bidimensional com caracteristica de Euler

diferente de zero M. Entao existe =x€M, tal que:

Xl (X) =X2 (X)oo ....... =Xn(x) =0.
Demonstracdao: Seja X um campo de vetores sobre uma varieda-
de M. | . Seja E:RX M——> M seu fluxo

correspondente. Dado xEM, temos X{(x)=0 se, e somente se,
E(s,x):x, para todo s €R, isto €, x € um ponto fixo de &.
Seja Y um outro campo de vetores de classe Cl sobre M e n
o.seu fluxo correspondente. A condigao de que [X,Y]=0 implica
em &(s,n(t,x))=n(t,&(s,x)), para todo s,t R e todo x M. En-
tao dizemos que & e n comutam. |

O par X,Y gera uma acio ¢:R2x'M————¥¥f+-M defini-
da por  ¢(r,x)=£(s,n(t,x))=n(t,E(s,x)) para xeM e r=(s,t)€R’.
Suponﬁamos gque x é ponto fixo de § e n. Entéo |

d(r,x)=¢((s,t),x)=£(s,n(t,x))=£(s,x)=x. Logo x €& ponto fixo

de.. ¢. Reciprocramente, suponhamos que x e ponto fixo de.. ¢.
Ora, &(s,x)=&E(s,n(0,x))=¢{(s,0),x)=x e
n{t,x)=n(t,£(0,x))=¢((0,t),x)=x . Portanto x é ponto fixo de §

e n. Logo, x é ponto fixo de ¢ se, e somente se, & ponto
fixo de ¢ e n. Nesse caso, temos X(x)=Y(x)=0.
De maneira semelhante podemos mostrar que uma colecao

finita de campos de vetores que comutam dois a dois, Xl’ .....

sobre M, gera uma agao ¢:Rny M———> M, e se x & ponto fixo

de o) entéo, Xl(x)= ..... .=Xn(x)=0.
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