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RESUMO

Este trabalho, trata de um estudo dos codigos lineares cor
retores de erros aleatorios e pedacos de erro.

No primeiro capitulo estao introduzidos os conceitos funda
mentais sobre os codigos lineares corretores de erro aleatorio.

0 segundo e o terceiro capitulo tratam do estudo dos codi 1in
gos lineares corretores e detectores de pedacos de erro, com a res
tricao de peso, tanto ao codigo quanto ao pedaco. E apresentada
ainda a construch de alguns destes codigos.



ABSTRACT

This work deals with a study of linear correcting codes
for random and burst errors.

In the first chapter the fundamental concepts about Tinear
correcting codes for random errors are introduced.

The record and third chapter deal with the study of linear
detecting and correcting codes for burst errors with weight cons
traint on the code as well as on the burst. Some codes of these ty
pe are constructed.
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CAPITULO I

CONCEITOS RELEVANTES SOBRE CODIGOS LINEARES

1.1 - INTRODUCAO

Nas ultimas tres decadas a busca de eficientes e confia

veis sistemas de transmissao de
pelo uso crescente de processos
de crescente para a comunicagao

Um dos serios problemas

dados digitais tem sido acelerada
automaticos de dados e a necessida
de longo alcance.

em qualquer sistema de transmissao

de dados e a ocorrencia de erros. 0 problema de como controlar es

ses erros € de uma importancia basica e os codigos foram inventa

dos para correcao desses erros.

Na literatura da teoria
digos tem sido inventados, tais
res e convolucionais.

OBSERVACOES:

de codificacao varios tipos de co
como, codigos lineares, nao linea

1) Em nosso estudo nos ateremos apenas aos codigos lTinea

res.

2) 0s codigos lineares sao importantes para aplicacoes pra



ticas e de facil compreensao porque tem estrutura mate

matica.

Na maioria dos sistemas de comunicacao de dados digitais,
a informacdo & usualmente composta na forma biniria, isto &, o ca
nal utiliza digitos binarios, "0" ou "1", ou na forma decimal, ou
ainda alguma forma de informacao alfabetica.

De um modo geral, consideramos q como sendo o numero de di
gitos (ou simbolos) distintos e arbitrarios empregados num canal.

Consideremos a seguinte figura:

Mensagem Palavra Codigo
CODIFICADOR

T i AT Xn

v

FONTE CANALp——

v

RUIDO

A Fonte, que pode ser uma pessoa ou uma maquina, produz as
mensagens.

0 Codificador transforma estas mensagens (informacoes) em
palavras que vao ser transmitidas.

0 Canal e o meio pelo qual as palavras sao transmitidas.

0 processo de codificacdo consiste de duas etapas basicas:

(1) A sequencia de informacoes e segmentada em blocos men
sagens, cada bloco consistindo de k digitos sucessivos
de informacao;

(2) 0 codificador de acordo com certas regras, transforma
um bloco mensagem em um bloco de n(n z k) digitos (uma
n-upla) que o denominamos uma palavra codigo.

Como cada bloco mensagem consiste de k digitos, teremos q
possiveis blocos distintos, consequentemente teremos qk possiveis
palavras codigo, produzidas pelo codificador, correspondentes aos

k < . .
g possiveis blocos mensagem.

Ao conjunto de qk palavras codigo e que denominamos de um
bloco codigo, ou simplesmente codigo.

Definicao 1.1.1

Um bloco codigo € um conjunto de qk sequencias de simbolos
uti]izados no canal, cada uma das quais de comprimento n.



OBSERVACODES:

1) Frequentemente uma palavra codigo e tambem chamada um
vetor codigo, porque esta e uma n-upla do espa¢o veto-
rial, V,, de todas as n-uplas tomadas sobre um corpo de
q elementos.

2) Em nosso estudo sempre que nos referimos a um corpo,sub
entende-se um corpo finito de q elementos e assim, q se
ra primo ou uma potencia de um primo.

3) GF(q) denotara um corpo de Galois com g elementos.

. - . . - k
Vamos considerar codigos cuja estrutura e tal que, 0s q

vetores codigos formam um subespa¢o vetorial k-dimensional de todas
as n-uplas.

Definicao 1.1.2
0 conjunto de todos os qk vetores de comprimento n(n-uplas)

e dito um Codigo Linear se, e somente se ele e um subespaco do es
paco vetorial Vn.de todas as n-uplas.

Notacao:
Denotaremos por [m,k] o codigo linear de comprimento n com

k digitos de informacao (k e tambem dito dimensao do codi
go) e n-k digitos de verificacao.

Exemplo 1.1.1

Codigo Binario [5,3] em que o codificador transforma uma
sequencia de tres digitos em vetores codigo de cinco digi-
tos, assim:

Mensagem Codificador Vetor Codigo
000 < > 00000
100 « » 10011
010 - , 01010
001 « » 00101
110 - » 11001
101 - » 10110
011 — - 01111

111 . ' ‘ > 11100



Neste caso, ha 2= 8 mensagens distintas, portanto, 8 ‘ve
tores codigo distintos. Cada mensagem e transformada pelo codifica
dor em um vetor codigo de cinco digitos.

OBSERVACAO:

Podemos notar que o conjunto de vetores codigo forma um
subespaco 3-dimensional do espago vetorial de todas as 5-
-uplas. Portanto, e um codigo Tinear.

Definicao 1.1.3

0 Peso de Hamming de um vetor x, denotado por W(x), e defi
nido como o numero de componentes nao nulas de x.

Exemplo 1.1.2

2 . Seja X

a) q (10011101), entao, W(x) =5

b) q 3 . Seja x

(121201001), entao, W(x) = 6

Definicao 1.1.4

A Distancia de Hamming entre dois vetores u e v, denotada
por d(u,v), e definida como o numero de componentes em que

eles diferem.

Exemplo 1.1.3

g =2 . Sejam u = (100101100) e v = (110010101), entao ,
d(u,v) 5

OBSERVACAQ:

Seja g = 2 , a distancia entre dois vetores codigo u e v
de um codigo linear & igual ao péso de seu vetor somau +V,
isto e, d{u,v) = W(u + v).

De fato, fazendo uma inducao sobre n teremos: se n =1, en

tao, u =0ev=1¢e d(u,v) = Wlu +v) =1

Supondo valido para um determinado.n, isto €



d(u,v) = W(u + v) = n , vamos provar para umn + 1 .

Sejam u = ug U, ... U Zy €V =V V, ...V Z,, temos

entao, duas possibilidades:
12) Se zy =2, , nao ha o que provar, isto e,

d(u,v) = W(u + v)

23) Se zy = z, , entdo, d(u,v) =n + 1 e como

u + Vv = Ug + Vg «.. , Zg + Z, , Onde z, 2, 20, te
mos que W(u + v) = n + 1 , logo d{(u,v) = W(u + v) =
=n + 1
Portanto,

d(u , v) = W(u + v)

Exemplo 1.1.4

Consideremos os vetores u e v do Exemﬁlo 1.1.3
u+ v = (010111001)
W(u + v) = 5 = d(u,v)

Dado um codigo linear, podemos calcular a distancia entre
todos os pares de vetores codigo, a menor destas distancias e deno
minada Distancia Minima do Codigo e e denotada por, d_.

, OU sim
plesmente d

Se u e v s3ao dois vetores codigo de um codigo linear, en
tEo, u - v tamb&m & um vetor codigo. Portanto, por definicao, a
d1stanc1a entre quaisquer dois vetores codigo e igual ao peso de
um terceiro vetor codigo. Assim, a distancia minima de um codigo

Tinear e igual ao peso minimo de seus vetores codigo n3o nulos.

OBSERVACOES:

1) A nocao de distancia minima ou peso minimo e importante
na analise da capac1dade de correcao de erro de um codi
go linear.

2) Um codigo linear de comprimento n , dimensao k e dis
tancia minima d sera denotada por [n,k,d} .

Exemplo 1.1.5

Continuacao do Exemplo 1.1.1



0 péso minimo € 2 e, portanto, a distancia minima d = 2

Alem dessa definic3o de peso e distancia de Hamming existe
outra definicdo que € devida a Lee.

Definicao 1.1.5

0 Peso de Lee de uma n-upla (an_1, cee s Ay aO), a; esco

thida do conjunto {0,1,2, ... , q - 1}, onde q & um inteiro
positivo arbitrario, e definido como

n-1
W= L |ag
i=0
onde
a.,Oéa.éE
1 1 2
la;] =
i
q -~ a,. , g<a.§q—1
i 5 i

Exemplo 1.1.6

Seja g =5 e n=6, a 6-upla (013424)

5
Entdo, w = I |a,| onde |a| =a, , 0 sa s 2
, . i i i i
i=0 2
=5—a,-5_<a.§4
2 1
WL=O+1+2+1+2+1 = 7

Definicao 1.1.6

A Distancia de Lee entre duas n-uplas & definida como o pe
so de Lee de sua diferencga.

Exemplo 1.1.7

Sejaq =5, n =6 e as 6-uplas u =(400234) e v =(104210).

A diferenca modulo-5¢e u - v = (301024)

5
A Distancia de Lee e W(u=-v)= 2 |u -v,| onde
. L 520 1 1



u. - v =u., -V y, O 2u, -v <5
i i i i i i73
-5 _ _ ) _ <
=5 (ui Vi) » 3 Sy vi=4
Wlu-v) = 2 +0 +1+0+2+1 = 6

OBSERVACOES:

1) Para os casos binario e ternario as distancias de Lee
e Hamming coincidem, para q > 3 , a distancia de Lee
entre duas n-uplas €& maior ou igual a distancia de Ham
ming entre as mesmas duas n-uplas. |

2) Em nosso estudo usaremos somente a distancia e o peso
no sentido de Hamming.



1.2 - MATRIZ GERATRIZ

Um codigo linear [n,k] & um subspaco do espag¢o vetorial de
todas as n-uplas, V,, portanto pode ser dado por uma base. Para es
te subspaco € possivel encontrar um conjunto de k n-uplas linearmen-
te independentes (L.I.).

Sejam vq, Vo, ... , Vi O0s vetores L.I. Qualquer outro vetor
do subspaco pode ser escrito da seguinte forma:

V = agp V1 + ap V2 + ... 4 ag Vi, onde aj = 0,1,...,9 -1
para i = 1,2,..., k

Podemos, desta forma, descrever um codigo linear [n,k] por
meio de um conjunto de kK vetores codigo linearmente independentes.

Consideremos este conjunto vq, vp, ... , v, de k vetores
codigo linearmente independentes como k linhas de uma matriz kx n,
denotada por G ,

( ) ¢ 3
V1 V11 V12 . . . V1n
V2 V21 V22 « e e V2n
6 - _ (1)
ka ka1 k2 Vkn
onde ' . '
vi = (vi1 5 vi2 5 «ev 5 Vin), 1= 1,2,...,k

Seja u = (u1 s U s aee uk) um bloco mensagem. Entao,
o vetor codigo correspondente pode ser dado por:

()

x = (x9 , X9 , «v. 45 X3) = u G v
V2
= (U1 sy U2 5 e, uk)
Vi
\ /
= Uy V] + up Vp + ... + up vg

Isto &, o vetor codigo x , correspondente a mensagem u & uma combi
nacao linear das linhas de G . Portanto, o conjunto de todas as com
binacaes lineares das linhas de @ forma um subspac¢o k-dimensional
de Vy , e o chamamos de espa¢o linha de G



Assim, as linhas de G geram um codigo linear e a matriz G
€ chamada Matriz Geratriz do Codigo.

OBSERVACOES:

1) Como um subspaco pode ter mais que uma base, assim, um
codigo linear pode ter maisque uma matriz geratriz.

2) Como um codigo linear & completamente especificado pela
matriz geratriz o tamanho da armazenagem do codificador
e reduzido.

3) 0 codificador precisa armazenar k lTinhas de G em 1lugar
de armazenar os qk_vetores codigo do codigo.

Exemplo 1.2.1

Continuacao do Exemplo 1.1.1, o codigo [5,3] e gerado por
qualquer uma das duas matrizes seguintes:

10011 10011
G1 = 01010 G2 = 11001
00101 11100

0 vetor codigo x coyrespondente a mensagem u = (110) usando Gy e:

Vi

»
n

(110) Vo = 1.vy + 1.vy + 0.vy =

v

3

1.(10011) + 1.(01010) + 0.(00101) =

(11001)

[}

0 vetor codigo x correspondente a mensagem u = (110) usando G, €:

Vi

X = (110) v, = (01010)

V3
E assim procedendo com todos os demais blocos mensagem obteremos to
dos os 8 vetores codigo do codigo.

Podemos observar que usando a matriz geratriz Gy os primei
ros 3 (trés) digitos de cada vetor codigo obtido, sao os 3 (trés)



digitos da mensagem, transformada pelo codificador, fato este que
nem éempre ocorre usando a matriz geratriz G2

Assim, e possivel codificar cada bloco mensagem em um vetor
codigo de tal modo que os primeiros k digitos do vetor codigo sao
exatamente os mesmos do bloco mensagem e os ultimos n - k digitos
sao digitos redundantes (digitos de verificacao de paridade) que
sao fungoes dos digitos d informacao.

Podemos ilustrar da seguinte maneira:

Mensagem Mensagem ‘Digitos Redundantes

u = (ug,...,uk)

|l é— k ———l le—k —sle———n - x—si

Definicao 1.2.1

Um codigo cujos vetores codigo assumem esta forma e dito
um Codigo Sistematico.

Um [n,k] codigo linear sistematico pode ser descrito por
uma matriz geratriz k x n da forma:

100 . . . 0 aqq a2 .« .+ .+ a1,n-k
010 . . . 0 apy agy . . . ay n_ g
\
G = 001 . . . 0 a3y azp . . . a3 p_k (2)
k000 . . . 1 ak1 akz . . . ak’n_k )

onde ajj = 0,1,2,...,q9-1

Seja I, a matriz identidade k x k e seja A a matriz
k x (n - k) de ajj - Entao a matriz geratriz de um codigo sistema-
tico pode ser escrita na forma seguinte:

6 = [I} :A] | (3)

| Esta matriz G pode ser obtida da matriz geratriz G, defi
nida anteriormente, pela combinagao de operacoes elementares das



1

linhas e permutacoes das colunas de G . Portanto G e 6 sio matri
zes ditas combinatoriamente equivalentes.

Assim, existe uma matriz do tipo & (da forma (2) ) que &
combinatoriamente equivalente a cada matriz geratriz G (da forma
(1) ), e todo codigo linear e equivalente a um codigo linear siste
matico. '

Agora, seja um bloco mensagem U = (u1,u2,...,uk). Usando a
matriz geratriz & da equacdo (2), o vetor cddigo correspondente &

X = (x1,X2,...,X)

(ug,up,...,uy) G'

100 ... 0 a11 P a1’n_k
010 ... O asq v as n-k
001 ... O 331 « o a3’n_k
= (U1,UZ,...Uk) PR ’ (4)
000 ... 1 ak1 .. ak,n_k
Assim, x5 = u; para i = 1,2,...,k _ (5)
e Xgpj = @9jU1 + 8p4Up + oo+ apjuy (6)
para J=1,2,...,n-k
Ou mais resumidamente
X = (U1,Uz,--.,Uk,Y1,yZ,-.-,yn;k) (7)
onde
k . .
Yj = L Ui ajj s J o= 1.2,...,n-k (8)

Das equagoes (5) e (6), ou mais resumidamente (7) e (8),
podemos ver que as primeiras k componentes do vetor codigo sao justa
mente os digitos de informacao; as uUltimas n - k componenteé sao
fungoes dos digitos de 1nformac50, ou seja, cada uma das ultimas
n - k componentes & uma combinaééo Tinear das primeiras k componen
tes.

As equagoes (6) ou (8) sao chamadas as equacgoes de verifi-
cacdo de paridade do codigo.
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Exemplo 1.2.2

(Continua¢do do Exemplo 1.1.1 )
0 codigo [5,3] tem a matriz geratriz,
10011
G = 01010
00101
0 vetor codigo correspondente ao bloco mensagem u = (uq,up,u3z) €
x = (X1,X2,X3,X4,X5)

10011

(ug up u3z)G = (uq uy uz) 01010

00101

(ug,ug,uz,uq + up,uqy + us)

Assim, X{ = Uy 5 Xy = U, , X3 = U3 , X4 = Ug + Up € Xg = Uj+ U3

Escrevendo os 23 = 8 vetores codigos correspondentes aos 8 blocos
mensagens, temos:

u X

000 «— » 00000
100 « > 10011
010 «— > 01010
001 < > 00101
110 « > 11001
101 « > 10110
011 < » 01111

11100

—

—_

JEN
A
v
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1.3 - MATRIZ DE VERIFICACAO DE PARIDADE

Sejam u e v € V, sobre GF(q). Definimos o produto interno
de u e v como

U.v = uyv, + U,vy e ..+ u v, (mod. q)

Se u.v =10, entao, u e v sao ditos ortogonais.

Para qualquer k x n matriz G com k linhas linearmente inde
pendentes existe uma (n - k)x n matriz H com n - k Tlinhas

hj = (hj1, hjz,-. . .9 hjn)
lTinearmente independentes,
' /
b, W By Bg o Py, 1
b, By Bpp -+ Py
H = = (9)
Pk bk, Paky2 0t Pukn
e qualquer vetor v no espaco linha de 6 & ortogonal a todas as 1i
nhas de H, isto e, o produto interno v . hj = 0 para 1< j < n-k.
Desde que 9; e um vetor no espa¢o linha de G , o produto
interno g; - hy=0, para 1sisk e Tsjsn-k

Seja t um vetor no espaco linha de H . Entao, t e uma combi
nacao linear das linhas de H ,
t = d1h1 + dzhz + . . . + dn_k h
onde di =0, 1,2, ..., g-1 para 1 214
0 produto interno de t por v e
t .V .= (d1h1 + d2h2 + .. + dn‘-k hn-k) o v

= dy(hy o ) +dylhy o V) + e d (oY)

Desde que, hj . v.=0, temos que t . v =0 . Isto e, qualquer ve
tor v no espaco linha de G e qualquer vetor t no espac¢o linha de
H sao ortogonais, istoe, t . v =0

0 espaco linha de G e chamado espaco nulo de H, ou vice-
-versa.

Portanto, para qualquer k x n matriz @ existe uma (n-k)x n
matriz H tal que o espaco linha de G e ortogonal a H

Consideremos a matriz H da equacao (9) e seja

X = (x1, Xos «ous xn)
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um vetor no espag¢o linha de G . Entao,
MY - (00 ... 0) (10)

onde HT € a matriz transposta da matriz H . As equacoes (10) podem
ainda ser escritas como

X . hj = x1hJ.1 + X2hj2 + oo 4+ x_h, = 0 (11)

para Jg=1,2, ... ,n -k

Assim, o significado das equagoes (10) e que as componen-
tes de x devem satisfazer um conjunto de n - k equacoes linearmen-
te independentes. Naturalmente, qualquer combinacao linear das equa
coes (11) tambem da uma equa¢ao que as componenteé de x devem satis
fazer, e isto corresponde ao fato que x e ortogonal a cada vetor
do espago linha de H . Estas equacoes sao chamadas equacOes genera
lTizadas de verificacao de paridade; pordue no caso binirio elassdo
simplesmente para verificar a paridade par sobre certos conjuntos
de simbolos na palavra codigo.

Podemos definir o codigo linear, tambem, da seguinte manei
ra:

Definicao 1.3.1

X e um vetor codigo, se, e somente se, xHT =0

A matriz H e chamada Matriz de Verificacao de Paridade do
codigo.

OBSERVACAO:

As operacbes nas equagoes (10) e (11) sao efetuadas modulo
q

Seja a matriz geratriz G, de um codigo linear, que esta.na
forma (2). Entao, existe uma maneira simples para encontrar a ma
triz de verificacao de paridade H, conforme o teorema seguinte:

Teorema 1.3.1

Se V. e o espaco linha da matriz G = [T, i A], onde I € Uma
k x k matriz identidade e A & uma k x (n - k) matriz, entdo, Ve o
espaco nulo da matriz H = [-AT§In_k], onde ku & uma (n-k) x (n-K ma
triz identidade e AT e a(n-k)x k matriz transposta da matriz
A
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Demonstracao:

Vimos que qualquer vetor g; no espaco linha de G € ortogo
nal a todas as linhas de H, isto e, o produto interno g; - hj =0
para 1 =1 <k e 1 sjsn-k . Isto quer dizer que qualquer
vetor no espag¢o linha de G e qualquer vetor no espaco linha de H

sao ortogonais. Ou seja, as linhas de G e H s3do ortogonais umas as
outras.

E claro que G tem posto k e H tem poston - k , logo

. _ T:
H - [ -A : In"k ]
Assim, H e dada por:
y N\
- 311 - 321 - ak1 1 o ... O
- a12 - a22 - ak2 0 1 .. . 0
H = (12)
- a - B 0 o .. . 1
|7 Fnk 32,0k %k ,n-k J o

As equacoes de verificacao de paridade (6) ou (8) podem ser
obtidas de H °

De fato, se x = (x1,x2, cee xn) e um vetor codigo, corres

pondente a mensagem u = (u1,u2, cee uk), onde>% = u, para 121 sk

desde que xHT =0 , entao temos:

para j = 1,2, ... , n - k , que e exatamente o mesmo conjunto de
equacoes (6)

OBSERVACAQ:

E conveniente, mas n3o essencial, que H tenha a forma mos
trada em (12), pois,'neste caso, 0s primeiros k digitos em
cada palavra codigo sao digitos de informag¢dao (mensagem),

e os Gltimos n - k sdo digitos. de verificacgo de paridade.

Como a equacao (10) vale para cada um dos k vetores da ba

se da matriz G, estas k equacoes podem ser expressadas por:

HG' -0 ., ou GHY - 0



Exemplo 1.3.1

(Continuacao do Exemplo 1.1.1 .)
Sabemos que a matriz geratriz e
10011
G = [1k§A3'= 01010

00101

Segundo o Teorema 1.3.1 , a matriz de verificacao de pari-
dade e

11010
Ho=[-ATiD 1 =(A 1 7-=
10101
OBSERVACAO:
No caso binario -AT = AT
0 vetor codigo x correspondente ao bloco mensagem
u = (u1 Us u3) e tal que xH! - 0
r N
11
10
. T
Seja X = (x1,x2,x3,x4,x5) e H' = 01
10
\O1J
r N
11
10
entao, (x1,x2,x3,x4,x5) 01 =0
10
Sy
de onde temos:
X4=X1+X2
Xg = X4 + X3 onde Xg = Ugs Xy = Uy @ X3 = Uj.

Agora escrevendo os 23 8 vetores codigo correspondentes aos 8

blocos mensagem, temos:



000 < > 00000
100 « > 10011
010 < > 01010
001 < > 00101
110 « > 11001
101 < » 10110
011 < > 01111
111 “ > 11100

que s3ao os vetores codigo do Exemplo 1.2.2 .

Exemplo 1.3.2

Seja o codigo ternario [4,2] cuja matriz geratriz &:

1022

0121

Ha 32 = 9 vetores codigo.

1110

A matriz de verificacao de paridade e H =

1201

0s vetores codigo x sao tais que xHT =-0 e dados por:

u X

00 « > 0000
01 « > 0121
02 « > 0212
10 « > 1022
1 . > 1110
12 « > 1201
20 « > 2011
21 « > 2102
22 “ > 2220
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'

Provaremos no teorema seguinte uma relacdao de dependencia
linear entre as colunas de H e os vetores codigo de um codigo Tine
ar. ’

Teorema 1.3.2

Seja C um codigo Tinear que e o espaco nulo de uma matriz
H . Entdo, para cada vetor codigo com peso Hamming W , existe wuma
relacao de dependencia linear entre W colunas de H , e reciproca-
mente, para cada ke]acéo de dependencia Tinear envolvendo W colunas
de H , existe um vetor codigo de peso W .

Demonstracao:

Um vetor x = (X;,Xp,...,Xx ) €& um vetor codigo se, e somen

n
te se, XHT - 0 , OU se 0 i-esimo vetor coluna na matriz H e denota
do por hj , entao n
I x, h, =0
. i7i
i=1
Isto e exatamente uma relacao de dependencia linear entre colunas
de H , e o numero de colunas de H que aparece com coeficientes nao
nulos e o numero de componentes nao nulos x; de x , que e exatamen
te o peso de x . Portanto, para cada vetor codigo com peso de Ham-
ming W , existe uma relacao de dependencia linear entre W colunas

de H .

Analogamente, os coeficientes de qualquer relacao de depen
dencia linear entre colunas de H s3ao componentes de um vetor que
deve estar no espa¢o nulo de H . Pbrtanto, para cada relacao de de
pendencia linear envolvendo W colunas de H , existe um vetor codi-
go de péso W. ,

‘ (I

Corolario 1.3.3

0 codigo linear C tem peso minimo d se, e somente se, d &
o maior numero tal que, cada d - 1 <colunas de qualquer
matriz de verificacao de paridade H de C sao independentes.

Demonstracao:

Segue imediatamente do Teorema 1.3.2 .
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1.4 - PROPRIEDADES DE UM CODIGO LINEAR

1.4.1 - x e um vetor codigo se, e somente se xHT =0, ou HxT= 0

1.4.2 - Matriz Geratriz e Matriz de Verificacao de Paridade
Usualmente a matriz geratriz € uma k x m matriz da forma

G
matriz da forma H = [ -A

H]

[Ikg A] e a matriz de verificacao de paridade e uma (n - k)x n
T: ‘ k

I kl» eo codigo tem q" palavras codi

go satisfazendo (10).

OBSERVACUES:

1) 0 fato de qk palavras no codigo ainda e correto se H
nao esta na forma acima, desde que H tenha n colunas e
n - k linhas linearmente independentes.

2) Quando H tem a forma acima, os vetores codigo sao da for

ma:
X = x . . . . . .
X i, Xkt *n
v v
digitos de digitos de
informacgao verificacao

1.4.3 - 0s Parametros de um Codigo Linear [n , k , d]

n = comprimento do codigo.
k = dimensao do codigo.
d = distancia minima do codigo.
A Taxa ou Eficiencia do Codigo e definida por R = ko
n

Exemplo 1.4.1

0 codigo [5,3] tem taxa R = _~_

1.4.4 - Outras matrizes geratriz e de verificacao de paridade

Um codigo linear pode ter mais de uma matriz geratriz. De
fato,qualquer conjunto maximo de vetores codigo linearmente indepen
dentes, tomados de um dado codigo, pode ser usado como as linhas
de uma matriz geratriz para aquele codigo.
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Uma verificacao de paridade sobre um codigo e qualquer ve
tor linha h tal que th = 0 para todo vetor codigo x pertencente
ao codigo.

Analogamente, qualquer conjunto maximo de verificacoes de
paridade linearmente independentes pode ser usado como as linhas
de uma matriz de verificacdao de paridade H para o codigo.

1.4.5 - Linearidade

Se x e y sao vetores codigo de um dado codigo, entao, x -y
e tambem um vetor codigo, porque (x - y)HT - XHT - yHT =0

Se a e qualquer elemento do corpo de q elementos, entao,
ax tambem e um vetor codigo, porque (ax)HT —axHl =a .0 =0

OBSERVACAO:

Um codigo linear & tambem um grupo aditivo e um espaco ve
torial sobre o corpo.
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1.5 - ARRANJO PADRAO

Consideremos um codigo tinear [mn,k] com qk

vetores codigo.
Para qualquer vetor codigo que e transmitido em um canal

ruidoso o vetor recebido r pode ser qualquer uma das qn n-uplas.

Qualquer esquema de decodificacao usado no decodificador e
uma regra (lei) para dividir as q" n-uplas em qk subconjuntos dis

juntos Dy, Dz, ve.s D tais que o subconjunto Dj contem somente

gk }
um vetor codigo x; . Assim, cada subconjunto Di esta em correspon

dencia biunivoca com um vetor codigo X .

Desta forma, se o vetor recebido r e encontrado no subcon-
junto Di’ entao, o decodificador identifica X; como o vetor codigo
transmitido.

A decodificacao correta e feita se o vetor recebido esta
no subconjunto Di que corresponde ao vetor codigo transmitido.

Uma decodificagao incorreta resulta se o vetor recebido es
ta no subconjunto que nao corresponde ao vetor codigo transmitido.

Uma maneira para dividir as qn n-uplas e descrita como se
gue. E este processo de divisao e conhecido como arranjo padrao.

Todos os qk vetores codigo sao colocados numa linha com o
vetor nulo x; = (0,0,...,0) como o primeiro elemento (a esquerda).

De todas as qn-qk n-uplas, uma n-upla e, e escolhida e &

colocada debaixo do vetor codigo Xq - Entao, a segunda linha & com
pletada somando e, a cada vetor codigo x;, isto &, colocando debai

xo de cada vetor codigo X; O vetor soma e, + X,.

Analogamente, entre todas as n-uplas restantes, nao usadas,
uma e e escolhida e @ colocada na primeira coluna, e a terceira
linha e completada. O processo continua até que todas as n-uplas
sao usadas, isto &, até que cada n-upla apareca em algum lugar na
tabela abaixo. Entao, obtemos um arranjo de linhas e colunas, em
que cada linha consiste de qk n-uplas, conforme a tabela:
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X] XZ Xi. qu

?2 » €9 + X2 . e e Y] + Xi « . . . ez + qu
e ey + X9 - - - eq + Xj e eq + qu
eQ‘ e,Q' + X2 « o eQ + xi . e e el -+ qu
eqn—k eqn-k + XZ o o e eqn—k + Xi e e eqn—k + qu

Provaremos no Teorema seguinte algumas propriedades do ar

ranjo padrao.

Teorema 1.5.1

(1) Duas n-uplas na mesma linha do arranjo nao sao identi-
cas.

(2) Nenhuma n-upla aparece em linhas diferentes.

Demonstracao:

(1) Suponhamos que duas n-uplas na 2-esima linha sao identi
cas, isto e: eg + Xj = ey + xj com i# j . Entao, temos Xj = Xy

que e impossivel, pois X e X3 sao vetores codigo. Portanto, duas

n-uplas na mesma linha do arranjo ndo sao identicas.
(2) Suponhamos que uma n-upla aparece na %-esima linha e
na t-esima linha, com & < t . Entao, esta n-upla deve ser igual
a ey + x5 para algum i e deve ser igual a ey + xJ ~para algum j.
Portanto, ey + Xj = €4 + x; de onde obtemos et = ey + (xi- x:)

J J
desde que Xi e Xy sao vetores codigo, tambem o & x; - xj . Seja
Xm = X§ - X5 . Entao, ey = €9 + X, - 0 que implica que a n-upla

e4 esta na f&-esima linha, o que contradiz a regra de construcao

do arranjo que diz ser e; o primeiro elemento da t-esima Tinha que
nao apareceu em nenhuma linha anterior. Portanto, concluimos _qué
nenhuma n-upla aparece em linhas diferentes. o

Deste teorema concluimos que cada linha do arranjo consis-
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te de qk n-uplas distintas e portanto, todas as linhas sao disjun
tas. Isto e, cada n-upla aparece uma e somente uma vez no arranjo.
Assim ha _q" - q"-K 1inhas distintas..
qk

Um arranjo assim construido & chamado Arranjo Padrao para
um dado codigo linear [n,k], onde as q"'k linhas sao chamadas
"cosets" e as n-uplas da primeira coluna do arranjo sao ditas re
presentantes dos “"cosets" (ou "coset lideres").

Exemplo 1.5.1

Consideremos o codigo linear binario [5,3] do Exemplo 1.1.1%
0 arranjo padrao para este codigo e:

"coset
lider"
00000 10011 01010 11001 00101 10110 01111 11100
00001 10010 01011 11000 00100 10111 01110 11101

00010 10001 01000 11011 00111 10100 01101 11110

10000 00011 11010 01001 10101 00110 11111 01100

0 "coset lider" em cada linha, sempre foi escolhido o vetor
de menor peso entre os restantes.

Todas as 2% = 32 5-uplas aparecem no arranjo padrao.

No arranjo padrao do codigo [n,k] denotemos a j-esima colu

na como Dj, entao
Dj = (X5 @) + X35 €3 + X5 ... eqn_k + xj} (13)
onde xj e o j-esimo vetor codigo e €2:€3,...,eqn-k sao os "cosets

1ideres". Portanto, o arranjo padrdao divide as q n-uplas em qk

subconjuntos disjuntos Dqs 02; el Dqk

Suponhamos que o vetor Xj e transmitido por um canal rui
doso. Pela equacao (13), vimos que o vetor recebido r esta em Dj
se o vetor de erro causado pelo canal e um "coset 1ider”. Entao, o
vetor recebido sera decodificado corretamente em Xj - Por outro
lado, se o vetor de erro causado pelo canal nao & um "coset 17der"
resultara uma decodificacao incorreta. Assim,'o vetor de erro e
causado pelo canal deve estar em algum "coset" e debaixo de algum
vetor codigo, seja o g-ésimo "coset" e debaixo do vetor codigo Xj -
Entao, e =e, + X; e o vetor recebido sera

r=xj+e-=e; + (x5 + Xj) = e, + Xg
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0 vetor recebido esta em Ds e- e decodificado em X que e uma deco
dificacao incorreta. Portanto, quando um arranjo padrao e usado pa
ra a decodificacio, a decodificacio & correta se, e somente se 0
vetor de erro causado pelo canal & um "coset 17der".

Sejam e; e ej dois vetores de erro com peso H(ei) e W(e.)

respectivamente. Para um.canal simetrico binario, se w(ei) < w(ej),

entao e; ocorre mais provavelmente que ej=. Portanto, em cada caso,

o “coset lider" seria escolhido como.um vetor com péso minimo en
tre os vetores restantes.



25
1.6 - SINDROME E SUAS PROPRIEDADES
1.6.1 - Sindrome

Consideremos um codigo linear com matriz geratriz G e ma
triz de verificacao de paridade H

Seja x um vetor codigo que e transmitido atraves do canal.

No receptor obtemos um vetor r =(r1,r2,...,rn) que pode
ser diferente de x . Seja r a soma do vetor codigo original x e
um vetor de erro e , isto e:

r =x + e ou e =r - X
0 objetivo do decodificador e recuperar x de r

Para decodificar r introduziremos o conceito de sindrome.

Definicao 1.6.1.1

T

0 vetor S = rH e chamado a sindrome do vetor recebido r.

OBSERVACAOD:

A sindrome de um vetor recebido sera usada para correcao e
deteccao de erros.

Exemplo 1.6.1.1

Consideremos o codigo linear binario [5,3] do Exemplo 1.3.1

10011 11010
G = 01010 e H =
00101 10101

Seja o vetor recebido r

(11110) que nao e um vetor co
digo. A sindrome deste vetor e:

N\

(11
10
S = (11110) 01
10

01
\ /

(10)

(11001) que e um vetor codigo
correspondente a mensagem u = (110) . Entao:

Seja o vetor recebido r
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4 \
11
10
s = (11001) |01] = (00)
10
\01/

1.6.2 - Propriedades da Sindrome

1.6.2.1 - S & um vetor de comprimento n-k

1.6.2.2 - A sindrome de r , S = rHT , e zero se, e somente se r e
um vetor codigo (pela defini¢ao do codigo).
1.6.2.3 - Se nenhum erro ocorreu, a sindrome de r e zero (mas, a

reciproca nao e verdadeira).
1.6.2.4 - Para um codigo binario, a sindrome e igual a soma das co

lunas de H onde ocorreram erros. (Assim, S e chamado a
sindrome porque da os sintomas de erros.)

Demonstracao:

Sejam x um vetor codigo transmitido, e um vetor de erro e
r o vetor recebido, entao:

Pela definicao de sindrome

T T

S = pHY = (x + e) H' = xH T T

+ eH = eH (14)

Se ocorreram erros nas posicoes a, b, ¢, ..., de tal modo

que
e=0...0Yo0 ... .1 .0,
a b [
entao, da equacgao (14), temos:
S =5e, h, (h. = i-esima coluna de H)
rERS B i
= ha + hb + hC +

Portanto, a sindrome e igual a soma das colunas de H onde ocorreram

erros.

1.6.3 - Vantagens da Sindrome
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" Uma vantagem do uso da sindrome e que ela simplifica o pro
cesso de decodificacao descrito anteriormente, senao vejamos.

Se C e um codigo de comprimento m , entdo, o arranjo padrao
consistird de q" elementos, que terTamos de armazenar e investigar
para localizar um vetor recebido. O uso da sindrome, isto e, calcu
lando a sindrome do vetor recebido tem-se o “coset 1ider", isto e,
o vetor de erro provavel causado pelo canal, que subtraindo-o do
vetor recebido tem-se o vetor codigo que provavelmente foi transmi
tido.

Provaremos no teorema seguinte, com uso da sindrome, uma
propriedade muito importante do arranjo padrao que pode ser wusada
para simplificar o processo de decodificacao.

Teorema 1.6.3.1

(1) Todas as qk n-uplas de um "coset" tem mesma sindrome.

(2) As sindromes para diferentes "cosets" sao diferentes.

Demonstracao:

Consideremos uma matriz de verificacao de paridade H para
um dado codigo linear [n,k].

(1) Consideremos o %-esimo “"coset" cujo "coset 1ider" e
e, - Uma n-upla neste "coset" e igual a e, + X; para algum i . A
sindrome desta n-upla &

T .

(eg‘ + Xi)HT = €@y H + XHT

3
Desde que x; e um vetor codigo que esta no espaco nulo de H , ent3o
‘ xiHT =0 . Assim (ey + X5) H - e W' . Isto e, a sindrome de
qualquer n-upla num "coset" & igual a do "coset 1ider". Portanto,

todas as n-uplas de um "coset" tem a mesma sindrome.

(2) Suponhamos que as sindromes do g-esimo "coset" e do
t-esimo "coset" (2 < t) sdo iguais. Da parte (1) temos que

e, HT L

u

€t
Entao, (et - ey) Wl =0 . 0 que implica que a n-upla (et - e, ) de
ve ser um vetor codigo, qual seja X5 - Assim, e, = e, + xj . Isto
e, e, esta no g-esimo "coset", o que contradiz a regra de constru
cao do arranjo padrao que segundo a qual o “"coset lider" ndo seria

usado anteriormente. Portanto, concluimos que
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e =2t , e H = etH .
isto e, as sindromes de diferentes "cosets" sao diferentes.
OBSERVACAO:

Pelo Teorema 1.6.3.1 , existe uma correspondencia biunivo-

ca entre um "coset lider" e uma sindrome.
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1.7 - LIMITES SOBRE A DISTANCIA MINIMA PARA CODIGOS

E importante saber a capacidade e limitacao dos codigoscor
retores de erros. Esta informacao juntamente com o conhecimento, o
que e praticamente atingivel, indica quais os problemas que estao
resolvidos e quais ainda precisam de mais investigacao.

Provaremos inicialmente tres lemas que usaremos na deducao
de alguns limites inferiores e superiores sobre a distancia minima
atingivel com um codigo linear.

Lema 1.7.1

Se todos o0s vetores codigo em um codigo linear [n,k] sao
arrumados como linhas de uma matriz, e se nenhuma coluna
consiste toda de "0's (toda nula), entao, cada elemen-
to do corpo apareceqk'1 vezes em cada ‘coluna.

Demonstracao:

Provaremos o resultado para uma coluna. qualquer. Escolhe -

mos a primeira. Vamos escrever os vetores codigo da seguinte manei
ra,

0S que comec¢am por 0 — 0 . . . 30 . . .
’ 1 — 1 ;1 ;
q-1 —>» q-1 ... ; q-1 5

Consideremos os elementos da primeira coluna.

Sabemos que os qk

vetores codigo formam um espaco vetorial
sobre o corpo de q elementos. 0 conjunto dos vetores codigo que co
mecam por 0 ou 1 ou 2 ou ... ou q-1 , formam cada um, um subspaco

vetorial do espaco vetorial das qk n-uplas sobre o corpo de q ele
mentos. ’

Consideremo-los como "cosets", temos portanto um total de
q "cosets".

Como todos os "cosets" tem o mesmo numero de elementos, cha
memos de x o numero de e]emenfos de cada "coset". Entao, o produto
do numero de "cosets" pelo numero de elementos de cada "coset" da
o nimero total de vetores codigo do codigo, isto e:
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gX = qk = X = qk"I , portanto, cada "coset" temqf"1

elementos.

Escrevendo cada elemento do "coset” como uma linha de wuma
matriz M temos:

/ N\
0
k-1
q
0
1
k-1
q
M = 1
q-1
k-1
q
q-1
\ 7

Portanto, cada elemento do corpo aparece na primeira colu-

na qk'1 vezes. Como a primeira coluna foi escolhida arbitrariamen

te, vale o resultado para todas as colunas. o

Exemplo 1.7.1

Seja o codigo linear binario [6,3] com matriz geratriz

100011
G = 010101
001110

Escrevendo os 8 vetores codigo como linhas de uma matriz M
temos:
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’ AN

000000
001110
010101
M 011011
100011
101101
110110
111000J

N\
Cada elemento 0 e 1 do corpo aparece 2k'1 = 22 = 4 vezes

em cada coluna.

Exemplo 1.7.2

Seja o codigo linear ternario [4,2] com matriz geratriz

1022

0121

Escrevendo os 32 = 9 vetores codigo como linhas de uma ma
triz M , temos:

( w
0000

0121
0212
1022
M = 1110
1201
2011
2102
LZZZO

Cada elemento 0, 1 e 2 do corpo aparece qk'1= 3

vezes em cada coluna.

Lema 1.7.2

A soma dos pesos de todos os vetores codigo em um codigo 1i
near [n,k], quando arrumados como linhas de uma matriz M
onde nenhuma coluna e toda nula, &

n(q - 1) qk'I
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Demonstracao:

Escrevendo os vetores codigo do codigo linear [n,k] como
linhas de uma matriz M , conforme Lema 1.7.1 , temos:

(0 .. )
0
M = 1
q-1
q-1 . . .
\ /

0 numero de digitos nao nulos em cada linha & extamente i
gual ao numero de digitos nEo-nu]os em cada elemento do "coset".
Cada elemento do "coset" & uma n-upla, 0 que nos permite afirmar
que a matriz M tem n colunas. Cada "coset" tem qk'1 elementos,

conforme Lema 1.7.1 . Em cada coluna da matriz M temos q-1 digitos
k-1

nao nulos, onde cada um deles aparece q vezes, conforme Lema
1.7.1 e por hipotese, nenhuma coluna e toda nula. Portanto, na
k-1

matriz M temos um total de n(q-1) q digitos nao nulos. Por
defini¢ao, o peso de um vetor codigo, no sentido de-Hamming e dado
pelo nimero de.dTgitos nao nulos do mesmo. Assim, a soma dos pesos
de todos os vetores codigo de um codigo linear [n,k] & dada pela
soma do numero de digitos ndo nulos de todos os vetores codigo do
mesmo, que e igual ao nimero de digitos ndao nulos da matriz M que

e k-1

n(q-1) q
O

Exemplo 1.7.3

Continuacao do Exemplo 1.7.1
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Vetores Codigo Peso

000000
001110
010101
011011
100011
101101
110110
111000

w &~ & W b~ W Ww O

A soma total dos pesos dos vetores codigo e:

24 = 6(2 - 1) 23-1 - n(q - 1) qk"1

Lema 1.7.3

Num codigo linear binario ou todos os vetores codigo tem
peso par ou metade tem peso par e metade impar.

Demonstracao:

Basta mostrar que os vetores codigo de peso par formam um
subgrupo.

0 conjunto C dos vetores codigo do codigo [m,k] formam um
grupo com respeito a adicao.

Consideremos somente o conjunto P dos vetores codigo de pe

so par. Para mostrar que P e um sugrupo de C basta mostrar que P e
fechado e que a inversa existe no conjunto P

No conjunto P a adicdo e fechada, pois o que resulta e sem
pre um vetor codigo de peso par.

Como o corpo e binario, o inverso de cada vetor codigo e
ele mesmo, logo a inversa existe no conjunto P . Portanto, o con-
junto P de todos os vetores codigo de peso par forma um subgrupo
do grupo de todos os vetores codigo do é6digo.

Diante disto, temos duas situacoes a examinar:
P=2C ou PC C
Se P = C , entao, todos os vetores codigo tem peso par.

Se PC C , consideremos um vetor codigo ¢ € C tal que
c ¢ P, entao (c + P) =(Jqf P, isto e, (¢ + pi)¢ P para todo
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pP; € P , formam um conjunto Q de vetores de peso impar contido em
C . Portanto, € =P Q

Como P e Q tem o mesmo numero de elementos, temos que, a
metade dos vetores codigo tem peso par e a metade tem peso impar.

Logo, no codigo linear binario [n,k] todos os vetores co

digo tem peso par ou a metade tem peso par e metade impar.
' O

Exemplo 1.7.4

No codigo binario [6,3] do Exemplo 1.7.1 , consideremos os
vetores codigo de peso par e chamemos ao conjunto destes
de:

P = {000000 ; 011011 ; 101101 ; 110110}
A adicao e fechada em P , isto e

011011 + 101101 110110 €& P

011011 + 110110 101101 € P

110110 + 101101 011011 € P

0 inverso de cada vetor codigo e ele mesmo, consequentemen
te a identidade (000000) € P

Logo, P e um subgrupo do codigo binario [6,3] com respeito
a adicao.

Lema 1.7.4

0 peso minimo de um vetor codigo em um codigo linear [n,k]
e no maximo tao grande quanto o peso medio

n(q - 1) qk_1

qk—1

Demonstracao:

Pelo Lema 1.7.2 , a soma dos pesos de todos os vetores co
digo de um codigo linear [n,k] cujos dTgitos sao tomados sobre um
corpo de q elementos e n{(q - 1) qk'1. Como num codigo [n,k] ha
q vetores codigo, sendo que qk— 1 tem peso nao nulo, e o vetor
codigo de péso minimo tem no maximo o péso médio, denotemos por d
o peso minimo do vetor codigo x , entao

ji
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d, s nlqg - 1) q*-!

qk~ 1 0

Seja B(n,d) o numero maximo de vetores codigo possiveis
em um codigo linear de comprimento n com peso minimo pelo menos d.

lema 1.7.5

Se n>d , B(n,d) s gB(n -1, d)

Demonstracao:

Seja € wum codigo de comprimento m e peso minimo pelo
menos d que tem B(n,d) vetores codigo. Seja o conjunto F de to
dos os vetores codigo de € em que o ultimo digito e "0"

Como a soma de quaisquer dois elementos de F esta em F,
e qualquer multipio escalar de um elemento de F esta em F , ef
tao , F forma um subspaco de C

(0 .. .\
1

F =<2 >
q-1
\ /

Como cada elemento do corpo pode aparecer na ultima posicao
existem q "cosets" de F em C . Assim uma fracgao 1 dos ele -

mentos de € esta em F 9

Entao, o subgrupo' F e um codigo linear com _%_ B(n,d)

simbolos e peso minimo pelo menos d , cujos vetores cada um tem a
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ultima componente "0"

Desprezando o ultimo simbolo temos um codigo linear de n-1
digitos sem afetar o numero de vetores codigo no subgrupo ou o pe
so minimo. Pode existir outras colunas todas nulas no codigo resul
tante F , mas estas podem ser substituidas por qualquer outro ti
po de coluna sem reduzir o peso minimo. (Notar que B(n-1 , n-1) =
= q , cosistindo o codigo de n - 1 repeticbGes de um unico digito
de informag¢do. Assim, com a suposicdo que mn > d , sao possiveis co
Tunas nao nulas no codigo de comprimento n -1.)

Portanto,
B(n-1, d) z_%_ B(n,d) , isto &
B(n,d) < q B(n-1 , d)
Teorema 1.7.6
Se n :z ﬂﬂ_:_% , 0 numero de digitos de verificacao reque-
q -

ridos para obter peso minimo d em um codigo linear de comprimen-
ton e pelo menos

qd - 1

q -1

-1 - 1ogq d

Demonstracao:

Consideremos um codigo [i,k.d].

Usando o Lema 1.7.4 temos que

i k-1
d < ila - 1) g = d(qk - 1) 2i(qg - 1) qk'1 =
k
q~ -1
= qu -d = iqk - iqk'1 => qu - iqk + iqk'1 <d =
k-1 L B L
= q '(dg+i-1q) s d=> q(dg+1i-1iq) = qd
e se dqg + i - iq > 0 , entdo, g s qd
_ : qd + 1 - 1iq
Como qk = B(i,d) entao, qk = B(i,d)s q?
: qd + 1 - iq
Escolhendo 1 tal que ﬂg—l—% =i+ f onde i e um inteiro e

0 < f< 1, temos

qd -1 =(q-1)i+(qg-1) = qd-il(g-1) =1+ (g-1)
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Entao,

k . qd qd
= B{i,d) = = 15
q (1,d) gd + 1 - igq 1+ f (q-1) (15)
Se n =

i, por (n -1 -1) aplicacoes do Lema 1.7.5 , temos
B(n,d) s q""' B(i,d)

Usando (15) vem que
qd - 1

- n-i n-d-" 4 f
B(n,d) sq" 1 B(1,d)s L_-94 _ 9 q -1 .qd
1+ (g-1)f 1 + (q-1)f
_qd -1 £
- qn q-1 . g .aqad (16)
1+ (q-1)f

Para simplificar (16) mostremos que qf <1+ f(q-1)
Considera-se a funcao F(q) =1 + f(q - 1) - qf

Esta funcao. e continua e diferenciavel, entao,

M)_z f - fq = f(1 - q

e crescente.

-n
L)
L£O
o
[¢]

Mas F(1) =0 e axtqgz1 FlazF(1) = 1+f(g-1)-q 20 =

- 1+f(q-1) 24q"
f .
Fortanto, q =1+ f(g-1) . Substituindo em (16) temos
_ogd -1 , .
B(n,d) < q" q-1 . [1+f(g-1)Tqd _ Q" - Q-ﬂ . qd
1+f(q-1)
isto e o 0 -
B(n,d) s gq T=T . qd

Desde que B(n,d) = qk para o codigo com maxima distancia minima
onde K € o numero de simbolos de informacdo para aquele codigo,
temos, entao,

k n_qd—1
q qg -1 qd

Ne]
A
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tomando lTogaritmo com base q , temos que

Ksn- 991,194 109 d
q - 1 a
Como n 2 -1 , temos, que o numero de digitos de verificacao
q -1

n -k -1 _ 4 _10g d
q -1 q

OBSERVACAOQ:

Se d e muito grande, os ultimos dois termos na expressao
acima podem ser desprezados.

Exemplo 1.7.5

Seja n=4,q=3 e d=3.Se nz=z

Entao no- k qd - 1

Z'—q——:——‘l——ll-]oqu-'—"n-kzti-ll-]og:;:;=
=2 =» n-%kz2

Portanto, o codigo necessita de pelo menos 2 digitos de ve
rificacao de paridade.

Provaremos no Teorema segqguinte o limite superior de Hamming
sobre d

Teorema 1.7.7

Para qualquer codigo linear [n,k] com peso minimo maior ou
igual a 2t + 1 , o numero de digitos de verificacao satisfaz

n-kzlogo (e (P (-1« B (a-17+ .o+ (D@D

Demonstracao:

Consideremos um codigo linear [n,k]

Se o codigo e para corrigir todas as combinacoes de t ou
menos erros, entdo todos os vetores de peso menor ou igual a t de

vem ser "coset lideres". Mas o numero de "cosets" e qn'k

Assim,
o numero de vetores de peso menor ou igual a t deve ser nao mai-

or que o numero de "“cosets", isto e:
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A TN { S S C I DU (1) B R DL (N C R D

v

Tomando logaritmo vem que:

n-kzlog 1+ (D (a-1)+()@-D" % ..+ (D (a-nh

Teorema 1.7.8

(0 1imite de Singleton.)

Se C e um codigo linear [n,k,d]}, entdo n - kzd -1

Demonstracao:

Uma palavra codigo com somente um digito nao nulo de infor
macao tem peso no maximo n - k + 1 . Assim

n - k + 1 ou

d -1

d

A

n - k

A%

Exemplo 1.7.6

Seja o codigo linear binario [6,3,3], entao

n -kzd-1 = 6 - 3 23 -1 => 3> 2

Este Teorema prova um limite superior para o tamanho do co
digo com uma dada distancia minima. No Teorema seguinte provaremos
um Timite inferior que diz que bons codigos Tineares existem.

Teorema 1.7.9

(Varsharmov - Gilbert.)

E possivel construir um [n,k] codigo com distancia minima
pelo menos d para o qual a seguinte inequacao vale:
d-2
)

I CINCIER R L
i=

Demonstracao

Pelo Teorema 1.3.2 , se uma matriz H , de verificacao de

paridade, pode ser determinada de tal modo que nenhum conjunto de
d -1 colunas, ou menos, e linearmente independente, o espaco nulo
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da matriz € um codigo linear com distancia minima pelo menos d

Isto sugere o seguinte método para a construcao de um codigo com r
simbolos de verificacao de paridade e peso minimo d

Selecionar qualquer r-upla nao nula como a primeira colu
na de uma matriz de verificacao de paridade. Entao, selecionarqual
quer r-upla nao nula, exceto multipla da primeira, como uma segun
da coluna na matriz de verificacao de paridade. A terceira coluna
deve ser qualquer r-upla que nao e uma combinacao linear das duas
primeiras. Em geral, a i-esima coluna e escolhida como qualquer
r-upla que nao e combinag¢do linear de quaisquer d - 2 , ou menos
colunas anteriores.

Esta construcao assegura que nenhuma combinacao linear de
d -1 coluna, ou menos, sera zero.

Assim, o conjunto de todas as combinacoes lineares de d -2
ou menos, colunas nao inclui todas as r-uplas, outra coluna pode
ser adicionada.

No pior caso possivel, todas estas combinacoes lineares po
dem ser distintas. Ha q - 1 possiveis coeficientes nao nulos, e
asssim, ha
J-1 o J-1 2 J-1 d-2
( 1 ) (q - 1) + ( 2 ) (q = 1) + ... + (d_z) ( q'1 ) (17)

combinacoes lineares de d - 2 , ou menos, colunas do total de
j-1 colunas. Se isto & menor que 0 numero total de r-uplas, en
tao, existe certamente mais uma coluna que pode ser adiconada a ma
triz. Isto e, se

j-1 -1 2 j-1 d-2
OT (a- 1+ O3 (a- 17+ oo+ (37 (a- D% g1
(18)
existe um codigo com J digitos e no maximo r digitos de verifi
cac§0 de paridade (e portanto pelo menos k = j - r digitos de in

formacao) com distancia minima d . O codigo e o espaco nulo da
r x j matriz que e formada das colunas escolhidas. Agora, seja n

o maior valor de j para o qual vale a inequacao (18). Entao, exis
te um [m,k] codigo com distancia minima d que satisfaz a inequa-
cao

n el 2. on d-2

M a-10+() (a-D+ .o+ (M) (a- D% -1

fazendo r = n -k temos:

1o (M @-1+ Q) (a- D% v (1) (q- %2z "
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Exemplo 1.7.7

Vamos construir um cddigo linear ternario [n,k] com distan
cia minima 3 e que tenha 2 digitos de verificacdo de pari-
dade, istoe, g =3 ,d=3 e n -k =2

A matriz de verificacao de paridade H e uma 2 x n ma

triz. As 2-uplas sao: 00 ; 01 ; 02 ; 10 ; 11 ; 12 ; 20 ;
21 ; 22

Escolhendo as colunas de H
h1 = 10
h2 = 01

hy nao pode ser 20 nem 02 pois sdo multiplas de hy e h, ,
respectivamente. Desta forma, temos que h3 pode ser 11
ou 12 ou 21 ou 22

Se h3 =11, entao, h, nao pode ser 20 nem 02 nem 22 ,
pois sao multiplas de hy , ho e h3 , respectivamente.

Assim, hy pode ser 12 ou 21 . Escolhemos hy = 12 . Como
n =4 e o maior valor de j para o qual vale a inequacao
(18), existe, entao, o codigo [4,2] com as especificagoes

acima.

Portanto:

1011 1110
H = , ou seja H =
0112 1201

O0s vetores codigo sao dados no Exemplo 1.3.2

OBSERVAGAOQ:

Para outras escolhas de hy e h; obteremos codigos equiva
lTentes.

No proximo Capitulo, estudaremos os Codigos Lineares Corre

tores de Pedacos de Erro.



CAPITULO II

ESTUDO DOS CODIGOS LINEARES CORRETORES DE
PEDACOS DE ERRO

2.1 - CODIGOS CORRETORES DE PEDACOS DE ERRO

No Capitulo I, os codigos estudados corrigem os erros que
ocorrem aleatoriamente. Mas, em certos sistemas de comunicacao, 0s
canais sao afetados por disturbios que produzem erros predominantg
mente reunidos em pedacos. Esses disturbios que introduzem pedacos
de erro usualmente operam de uma maneira tal que, sobre um compri
mento dado, alguns digitos sao recebidos corretamente enquanto ou
tros sao errados. Por exemp]b, em linhas telefonicas o som de um
raio, ou um distirbio elétrico provocado pelo homem. frequentemente
afetam varios digitos, adjacentes dos digitos transmitidos, ou em
fitas magneticas, os defeitos usualmente afetam mais que um digito.
Nestes casos, em geral, os codigos corretores de erros aleatorios
nao sao eficientes para a correcdo de pedacos de erros, &€ nhecessa
rio se ter codigos especificos para este fim. Para construir estes
codigos apresentamos aqui a defini¢ao de um pedacgo.

Definicao 2.1.1

Um pedaco de comprimento b & um vetor cujas unicas compo
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nentes nao nulas estao entre b posicoes sucessivas, a pri
meira e a ultima das quais sao nao nulas.

Exemplo 2.1.1

Uma sequencia de erro no sistema binario pode ter a seguin-

te aparencia:
. b 2e
00010110011000010111100

Nesta sequencia temos b.= 18

Definicao 2.1.2

Um codigo linear [n,k] que e capaz de corrigir todos os pe
dacos de erro de comprimento menor ou igual a b (mas,nem todos
os pedagos de comprimento b + 1) & chamado um cdodigo corre
tor-de-b-pedagos-de-erro ou o codigo e dito ter b-capacida
de de corrigir pedacos de erro.

Vejamos algumas restrigoes sobre n-k para um dado b , ou
restrigoes sobre b para um dado n-k

Teorema 2.1.1

0 numero de digitos de verificacao de paridade de um codigo
Tinear [n,k] que nao tem pedagco de comprimento menor ou igual a b
como um vetor codigo e pelo menos b , isto e, n-k z b

Demonstracao:

Consideremos o conjunto dos vetores cujas componentes nao

nulas sao confinadas as primeiras b posicoes. Ha um total de qb

destes vetores. Quaisquer dois vetores deste conjunto nao podem estar
num mesmo "coset" de um arranjo padrao para este c6digo; porque se
eles estao, sua diferenca, que e um bedaco de comprimento menor ou
igual a b , serd um vetor codigo. Portanto, estes qb vetores de

qn-k

vem estar em qb "coset" distintos. Como ha um total de "co

sets" para um codigo [n,k], temos que n-k deve ser pelo menos i

gua1>a b , isto e:

n - k b

w
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Teorema 2.1.2

Para detectar todos os pedagos de comprimento menor ou igual
a b com um cdodigo linear de comprimento n , s3ao necessarios e su
ficientes b digitos de verificacao de paridade.

Demonstracao:

No Teorema 2.1.1 , vimos que sao necessarios pelo menos b
digitos de verificacao de paridade pafa um codigo linear [n,k] de
tectar todos os pedaéos de comprimento menor ou igual a b . Por
tanto, a condi¢do necessaria segue.

Para démonstrarmos a condicao suficiente, consideremos o se
guinte fato: Todos os pedacgos de cbmprimento menor ou igual a b
sao detectados por um codigo no qual os primeiros n-b digitos sao
‘ dTgitos de informacao e os ultimos b digitos sao digitos de veri-
ficacao de paridade; Todos esses digitos sao escolhidos de modo tal
que, a soma de cada um dos b conjuntos de digitos que contem "um"
nas primeiras b posicoes, com todo o b-ésimo digito seguinte e
zero. Portanto, no maximo um dos digitos ndo nulos de um pedaco de
comprimento menor ou igual a b pode aparéntar alguma verificacao
de paridade peculiar e desta forma, todo o pedago sera detectado

juntamente com muitos outros vetores de erro.
()

Teorema 2.1.3 [12]

(1) Para corrigir todos os pedacos de erro de comprimento me

nor ou igual a b , um codigo linear deve ter pelo menos 2 b digi
tos de verificacao de paridade. '

(2) Para corrigir todos os pedagcos de erro de comprimento me
.nor ou igual a b e simultaneamente detectar todos os pedacos de
erro de comprimento menor ou igual a % z b , o codigo deve ter pe
To menos b + & digitos de verificacio de paridade.

Demonstracao:

(1) Suponhamos que existe um pedaco v de comprimento menor
ou igual a 2 b como um vetor codigo. Este vetor pode ser escrito
como um vetor diferenca de dois pedacos w e w de comprimento me
nor ou igual a b (exceto o caso degenerado em que Vv & um pedago
consistindo de um uUnico elemento n3ao nulo). Para este codigo linear
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u ew devem estar num mesmo "coset" do arranjo padrao.

Se um destes dois vetores & usado com um "coset 1ider" (ve
tor de erro corrigivel), o outro serd um pedaco de erro incorrigi-
vel, Como resultado, este codigo nao podera corrigir todos os peda
¢os de erro de comprimento menor ou igual a b . Portanto, nenhum
pedaco de erro de comprimento menor ou igual a 2 b pode ser um
vetor codigo. Logo, pelo Teorema 2.1.1 , para corrigir todos os pe
dagos de erro de comprimento menor ou igual a b , um codigo linear
deve ter pelo menos 2 b digitos de verificacao de paridade.

(2) Analogamente, todo pedag¢o de comprimento menor ou igual
a b + 2 pode ser escrito como a diferenca de um pedaco de compri-
mento menor ou igual a % e um pedaco de comprimento menor ou igual
a b

Se o codigo e para corrigir simultaneamente pedagos de com
primento menor ou igual a b e para detectar todos os pedacos de
comprimento & , entao, o pedago de comprimento b e o pedaco de
comprimento 2% devem estar em diferentes "cosets", e sua soma nao
deve ser uma palavra codigo. Logo, pelo Teorema 2.1.1 , Para corri
gir todos os pedacos de erro de comprimento menor ou igual a b e
simultaneamente detectar todos os pedacos de erro de comprimento
menor ou igual a & 2 b , o codigo deve ter pelo menos b + % di
gitos de verificacao de paridade. » 0

Um outro limite inferior sobre o numero de verificacoes de
paridade requerido para um codigo linear que corrige todos os peda
¢os de comprimento menor ou igual a b e provado no Teorema seguin
te:

Teorema 2.1.4

0 numero de digitos de verificacao de paridade em qualquer
codigo linear de comprimento n que corrige todos os pedacos de
comprimento menor ou igual a b & pelo menos

b-1+1ogq[(q-1)(n-b+1)+1]

Demonstracao:

Notemos que,cada pedaco de comprimento menor ou igual a b
deve estar em "coset" diferente, e o numero de "cosets" e pelo me
nos t&o grande quantd o numero de pedacos de erro de comprimento
menor ou igual a b ., Ha (q - 1) n pedagos de comprimento 1 (um)
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diferentes, desde que a cada componente nao nula possa aparecer em
qualquer um dos n simbolos e qualquer dos q-1 elementos do cor
po. Ha (q - 1)% (n - 1) possiveis pedagos de comprimento 2 (dois),
desde que cada duas componentes nao nulas possam ser algum dos -1
elementos nao nulos do corpo, e o'pedaco pode comecar em qualquer
posicao exceto a Ultima. Para pedagos de comprimento i > 2 , ha,
(q - 1)° q-2 (n - i + 1) vetores desde que hi q - 1 escolhas pa
ra cada digito inicial e final e q escolhas para os digitos en
tre eles e (n - i + 1) possiveis posicOes intercaladas. 0 numero
total de vetores de erro, incluindo o vetor nulo e, portanto

o

1 +n(g-1)+ 2 (qg-1"a"2(-i4+1)
i=2
isto e:
2 b i-2
1T+n(g-1)+(qg-1) Tt (n-1+1)q =
i=2
, . b-2 ;
= 1+n(qg-1)+(q-1)  [n-1)-31q =
j=0
, b-2
= 1+n(@g-D+(g-1) -1 =z ¢ -
j=0
. b-2 ._1 |
- (qg-1" g = jq (20)
Jj=0
Usando as duas identidades
n n+1
5 x1 - 1 - x
i=0 1 - x
e
n n+1
T i x1-1 . 4 (_1_1_5___)
i=0 dx 1 - x

e substituindo em (20) a expressao para o numero total de vetores
de erro pode ser simplificada como

_ 2 b-1 2 , b-1
1+n(g-1) + (n-1) (g-1) [ 1-a9 J-q(g-1) d 1 -a 7-=
' 1 -9 dg 1 - g
2 b-1 . b-1
= T (g - 1) (g-1) [ 128 g4 qe-n) L loa g
q-1 dq q -1
= 140 (g-1) - (n-1) (g-1) (1-¢"") +

v alg- 1) b)) - 14 g

(g -1)?°
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’

= 1 4n(g=1) - (n=1) (a-1) (1-®") + g [- (b=1) (a-1) @®% - 1+ "7 -

= 1+ n(g-1) ; n(g-1) qb'1 - qb + qb'1- n(g-1) + q -11 - (b-1) (q-1)qb'1-
Sq+q -

= ¢® " In (g-1) - (b-1) (g-1) + 13 = a® 1 [ (g-1) (n-b+1) + 17 .

Como o numero de "cosets" e pelo menos tao grande quanto o
numero de pedacos de erro de comprimento menor ou igual a b , en
tao, temos

Nk P p (ge1) (n-bset) + 13

v

q

tomando logaritmo temos

n-k 2b-1+7%0g [(g-1)(n-b+1)+1]1]

q

Um limite semelhante ao do Teorema 1.7.9 e provado no Teo
rema seguinte para codigos corretores de pedacos de erro.

Teorema 2.1.5

Existe um codigo linear [n,k] que corrige qualquer pedaco
unico de comprimento menor ou igual a bg (< g ), para o qual a

inequacao e satisfeita

n-k s Zbg+ Tog, [ (g-1) (n - 2 bg - 1) + 1]

Demonstracao:

Suponhamos que a matriz H de verificacao de paridade es
ta sendo construida para um codigo que corrige qualquer pedaco uni
co de comprimento menor ou igual a b . E necessario e suficiente
que nenhum vetor codigo consista da soma de dois pedagos de compri
mento menor ou igual a b . Assim, pelo Teorema 1.3.2 , e necessa-
rio e suficiente que nenhuma combinacao linear envolvendo dois con
juntos de b ou menos colunas consecutivas de H seja zero. Supo
nhamos que n - 1 colunas hy , hp , ... , hapqg foram escolhi
das. Entao, qualquer coluna h, pode ser adicionada, com a condicao
de que nao seja'uma combinacao linear das ultimas b-1 colunas
bn.bst 5 --- » hp_q1 e qualquer conjunto de b colunas consecuti-
vas entre as hy , hy , ... , hyp ; isto e,

hp == (ag_qh 4+ ...+ h h oo+

A -b+1 n-b+1) + (bn-b-i n-b-i
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* by boicbet Mnob-iabet ) (21)
0 pior caso concebivel seria o de que, para cada escolha
je bj se tenha uma soma distinta na equacao (21).

Ha qb'1 escolhas para os aj . Os coeficientes bj formam um peda

de coeficientes a

¢o de comprimento menor ou igual a b num vetor de comprimento
n-b , e pelo argumento do Teorema 2.1.4 , podemos ver que ha

qb'1 [ (g-1) (n-2b+1) + 1 ]

escolhas para estes coeficientes, incluindo o0 caso em que eles sao
todos nulos. Assim, o numero total de escolhas dos coeficientes e
qb'1 . qb'1 [ (g-1) (n - 2b + 1) + 1 ] . Se o nimero de vetores

possiveis de comprimento n - k e maior que este, certamente de
vera existir um vetor h, satisfazendo a 1nequac$o (21) para to
das as escolhas dos coeficientes, e assim, e possivel construir um
codigo de comprimento m que corrige todos os pedacgos de compri -
mento menor ou igual a b . Desde que existam q"'k vetores de

comprimento n - k , 1isto e possivel se
q" k> 21 1 (ql1) (n-2b 4 1) 4 1]

Agora, seja bg o maior valor de b satisfazendo esta ine
quacao. Entao, para b = bg + 1 ,.0 oposto da inequacao e satisfei
ta, isto e

a"* < q%9 [ (q-1) (n - 2bg - 1) % 1
tomando logaritmo, temos

n - k s 2bg+ 1ogq [ (g-1) (n - 2by - +17.

Exemplo 2.1.2

Vamos construir um codigo linear binario [mn,k] que tenha 3
digitos de verificacao de paridade com pedaco uUnico de com
primento menor ou igual a 2 . Istoe: n -k =3, q = 2;

bg = 2

As 8 3-uplas sao: 000 ; 100 ; 010 : 001 ; 110 ; 101 ; 011 ;
111

2 = 010

hy nao pode ser 001 nem 110 pois sao combinagbes 1i
neares de h3 e hy + hy . Portanto, hg pode ser: 011 ou
1M ou 101. Se hy = 011 , entdo, hg nao pode ser 011
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nem 110 pois sdo combinacoes lineares de hy e h1 + ho

Portanto, hg pode ser 101 ou 111 . Se hg = 101 , entao,
hg nao pode ser 101 nem 110 nem 010 . Portanto,
hg = 111.

Assim, n =6 e k = 3 . Logo, existe o codigo [6,3] com
as especificacoes acima, e

100011 011100
H = 010101 ou H 101010
001111 111001
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2.2 - RESULTADOS SOBRE 0 PESO DOS PEDACOS

Consideremos W, o péeso total de todos os pedagos de com
primento. b no espaco de todas as n-uplas.

Nesta secdao obteremos resultados com respeito ao peso de
todos os pedacos de comprimento b (fixo) e com respeito ao peso
de todos os pedacos de comprimento menor ou igual a b [15].

No Lema seguinte obteremos o numero de pedacos de comprimen
to b com peso W

Lema 2.2.1

0 numero total de pedagos de comprimento b > 1 com peso
W no espa¢o de todas as n-uplas e

b-2
(y-2) (n -b+1) (q - 1)w (22)

Demonstracao:

Consideremos um pedaco de comprimento b . Suas Unicas com
ponentes nao nulas estao entre b componentes sucessivas, a pri
meira e a Ultima das quais sdo nao nulas. Cada uma destas, a pri
meira e a Ultima componentes; pode ser quaisquer um dos q - 1 ele
mentos nao nulos do corpo. Como estamos considerando pedacos de com
primento b que sao de peso W , portanto, entre b - 2 componen
tes restantes W - 2 cpmbonentes tem que ser nao nulas, que podem
ser escolhidas de (ﬁ:%) maneiras e cada uma destas W - 2 com
ponentes pode assumir q - 1 valores nao nulos.

Alem disso, ha n - b + 1 posicoes possiveis comecandopor
um peda¢o de comprimento b em uma n-upla. Portanto, o numero to
tal de pedagos de comprimento b > 1 com peso W e
2 b-2) (b-2 W _
(g-1) (w-z (q-1)w~2 (n-b+1)= w-2/ (g-1) (n-b+1) .

0

Exemplo 2.2.1

Consideremos o codigo linear binario do Exemplo 1.1.1 com
b=3 e W
primento b

2 . Entdo, o numero total de pedacos de com

-

3 e compeso W =2 e:

]

(ﬁ:g)_ (n-b+1) (q-1)wv = '(8) (5-3+1) = 3
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No Teorema seguinte obteremos Nb em termos de n , q eb.

Teorema 2.2.1

Para nz b

w1 =N (q'1) (23)

Wy = (n-=b+1)[b(g-1) + 2] CRINE (24)

para b > 1

Demonstracao:

0 valor de W; segue considerando todos os pedacos de com

primento “um" cujo numero e exatamente n(qg-1)

Para b > 1 , usando o Lema 2.1.1 , o peso total dos peda
¢os de comprimento b e dado por:

g W (335) (n - b+ 1) (g-1) =

W=2 ,
2 b b-2 W-2
=(n-b+1) (gq-1) T W \W-2/ (qg-1) =
W-2
2 b-2 [b-2) ]
=(n-b+1)(qg-1) = i) (G +2) (g-1) =
j=0
. 2 1 b‘2 b-Z J+1 h
Sn-ba ) (@0 [ = ] G @ |-
q"1 j::o B
s 1 b-2 b-2 d j+2 7
=(n-b+1)(g-1) |—— = j |— (g-1) =
q-1 j=0 dq i
. 2 1 d b-2 b-2 j+27
=(n-b+1) (g-1) [ z j (q-1) =
. q-1 dq J:O -
d , b-2 b-2 j
=(n-b+1)(qg-1) —— |(g-1) = i/ (q-1)
dq j=0
(25)
_ n n n
Usando a Serie Binomial (a + b) = ¢ L
m=0

fazendo _ n n
a=1 e b=gq-1 temos [1 +(g-1)] = =

substituindo em (25) obtemos:
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4 T . | b-2

cn-b+ 1) (N L [(g-D)" 11+ (g-1)1 ] -
dq - .
=(n-b+1) (g 1) 4 (g1 ¢C ] =
=(n-b+1 [ (g-1) ¢®¢ + (q-1)" (b-2) qb‘3] =
c(n-b+ [ b o2 - b Pl qu-2+2qb-3]=
S (n-b+ 1) (g1) 2 [b(q-1) . z}
Portanto, 3

=(n-b+1)(q-1)2 [b(q'”"'Z]qb- 0O

No teorema segu1nte obteremos uma re]acao de recurrenc1a
em “b + 1

Teorema 2.2.2

Para n > 1

nW, = 2 (n-1) (q-1)H | (26)
e para mn > b > 1

(n-b+1) [blg-1) +2 1MW, q=(n-b)Lblg-1)+q+11qHW
(27)

Demonstracao:

Para b > 1 da equacao (24) obtemos
4

Wy = (n - 1) [ 2(a-1) + 21 (g-1)° ¢ =
= (n - 1) 2(q-1)"
ou
nW, = 2(n - 1) (g-1) (g-i) n
Portanto,
n "2 = 2(” - 1) (q‘1) ”1

No Teorema 2.2.1 fa;endo b.=b +1 e substituindo na e-
quacao (24) obtemos
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(n-b=-1+1) [ (be1) (g-1)+ 2 1 (g-1)° °~2

b+1

(n-b) [ blg1)+ q+17(g-1)° 2

o (n-b+1) [blg-N+2] W, =

(n - b) [ blg=-N+q+17q(g-1° ¢®3 (n-b+1) [ blg-1)+ 27

1

portanto,

(n - b+ 1) [ blg-1)+ 21 W, =

1

(n -b) [bla-1)+q+ 17 ql o
p
to menor ou igual a b no espago de todas as n-uplas.

Denotaremos por o peso total de todos os pedacos de comprimen

No Teorema seguinte, obteremos HI em termos de n, q eb.

Teorema 2.2.3

Para nzb

1

Wy = b(n - b+ 1) qb +[n-2bn-b+1)]1] qb' b-2

U s (n-b)(b-1) q

(28)

Demonstracao:

No Teorema 2.2.1 fa;ehdo b = j e escrevendo agora Hg
em termos de "j obtemos:

b
ug - LW,
j=1
b g . , 2 §-3
= n(g-1) + I (n-3+1) [ j(a-1) + 27 (g-1) q
J:
3 b .2 j_3 2 . b . j-3
= n(g-1) - (g-1). = § g~ + (g-1) [ (n+1)(g-1)- 2] = Jjg° "+
j=2 j=2
2 (n+1) (g-1)° B
+ n+ q- I q
jo2 (29)

Calculando separadamente ¢S tres somatorios

j-3

q = q + b-3

12) q . d4 + [ 1+q+q2+q3+...+q 1 =

It~ o
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b-2
- ¢1 , g -1
q-1
Portanto,
b 3 b-2
I S N B | (30)
j=2 q q - 1
| b j-3 -1 0 1.2 3 b-3
23) I Jq = 297 +39 +4q + 59" + 6q° +...+ bq =
j=2
-1 0 . 1 . 2 . b-3
= 297 + (241) q + (2+42) q + (243) q° +... (24b-2) q =
b-2 i1 b-2 N
= ¢ (241) g = z 2q1"1 + I 1'q1'1 =
i=0 i=0 i=0
_ , b-2 .
= 2(q'1+ qO + q1 + q2 Feoot qb'3) + I 1'q1'1 =
i=0
b2\ b2 b-1 b-2 .
= 2( 1,9 = 1)+ L 1'q1'1 = 2 (q - 1) + I iq1'1
q q-1 i=0 q(g-1) i=0 (I)
Usando a identidade
n . n+1
A S [1 - X ]
i=0 dx 1 - x
em (I) obtemos:
b-1 b-1
_ o, -1, d [1 - q ] i}
q(q - 1) dg 1 -9
b-2
P S NN T R C NN DEEUR Ll L hale S5 B
q(q - 1) (g - 1)°
R A R I o e
g -1 alg - 1) q-1 (q - 1)
R T Y «
q-1 qlg-1) (g -1)°
_ bqb-Z ] A . 1 - qb-2
q -1 a(g - 1) (q - 1)°
Portanto,
b . b-2 b-2
L qu-3 = bq - 2 + 1 -9 -
j=2 q -1 q(q - 1) (g - 1) (31)
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b , b . b
2 - - - -2 d
32) r i@ - q? ¢ it - g : §—gq =
j=2 j=2 j=2 dq
. b b
-2 - -
dq  j=2 dq j=2
— b -
-2 d d
- 9" =g 1 -~ ¢ |-
dg L j=z dq -
3 B b 4
= q 2 d q d 5 qJ -
dg L dgq j=2 N
b
1 d d 2 j-2
= —- [ q9—49q Z q ] =
q dq dq J=2
2 b-2
B [QJL(q ; a)] (11)
q dq dq i=0
Usando a identidade
n . n+1
7 x‘ _ 1 - x
i=0 1 - X

em (II) temos

1 d ,: d < 2 g - qb'1):| 1 d [ d (qz- 0! )]_
== q q ———| [ == q =
q dq dq 1 -4 q dq dq 1-g

2
N N ra [ 2q - (b+1) qb 1(1-q) +q - qb+1 ] -
2 .
g dg L (1-49)°
— 2 b+1 3 b+2
1 d 2q° - (b -
. q - (b+1) g N ] )
q dq L 1-q (q - 1)

1 [ 4q - 4q2 - (b+1)2 qb + (b+1)2 qb+1+ 2q2 - (b+1) qb+1 + 3q2_(b+2)qb+1 +
2
(q-1)°

Lo b2 3
L2977 -q) ]

(q-1)°
_A =) A ) - (2 3) 1% 2(d"- q)
a(g-1) (g - 1)° (q - 1)°
2 p-1 .2 b-2 b b-1
} ___jL__;_+ b'g - (b+2b+1)q “+1 N 2(qr-q)3 _2q ]
q(q-1) (q -1)° (@-1) (q-1)

Portanto,
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2 b-1 b-2 b-2_y)

q ) . (b +2b+ 1) g% . 2a(q !
q(g-1) (q - 1) (g - 1) (32)

Substituindo os resultados (30), (31) e (32) na equacao

(29), temos:

i

2 b-1 b-2 b-2
Ng = n(g-1) - (g-1)° [. 4 — + ba” - (b+1) g "+ 1, Eﬂfq.__:12]+
q(q-1)

(q - 1)° (q-1)°
b-2 ; b-2
+ [ (n#1) (g-1) - 2 1 (g-1)° [ bg’”" - 2__ 9 -1 2]+
q-1 ql(g-1) (q -1)
> b-2
+ 2 (n+1) (g-1) [‘ . 8 -1]
q q-1
n(a-1) - (q-n* [ A2 b*(a-1) @ - (b+1)* (q-1) o°" 4 q(q-1>+2q2(qb<31>]+
q(q - 1)°

b-1 b-1.
'|." [(n+1)(q_1) - 23 (q_1)2[: b(q'1)q -Z(CI":) - q + q }_'_
qlg - 1)

. b1
v 2 (ne1)(g-1) [q ol ]
glg - 1)

q

= n(g-1) - [}fi- (a-1) + b*(a-1) ¢®"- (b+1)” (g-1) ¢® %4 q - 1 + 2q(a°72- 1) }.+

i

n(g-1) - 4 (q-1) - bz(q-1) q

+ [(n+1)(g-1) - 2] [b(q-1) qb"z— 2_(q-1) - "% 1 ] +
q

+ 2(n+1)(q-1)(qb'2— q-1)

b-1 (b+1)® (g-1) %= q+ 1 -

q

= 29(q7%- 1)+ (1) (g-1)° b P - B (net) (g-1)° -

q
= (n#1) (g-1) q°7% (n+1) (g-1) - 2b(g-1) q®"2 -2 (q-1) +
q
v 200782 1) 4+ 2(ne1) (g-1) 272 “& (n+1) (g-1)

q
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b-1 1 b-1

Wy = nag-n- bqu + b’q + (b+1)2 qb' - (b+1)2 qb'z- g+ 1 -2q + 29 +
+ (n#1) [ b qb - 2b qb'1+ b qb'2 1 - 2nq + 4n - e 29 + 4 - g- -
q
o) L ® g onsg-1-abr -2 2P 2 s
so2 ) [Pl By 2
q q

- P b b))+ D 4 b e bt o2 -2bn-2b-n-1-2b +
. . . p-? 2 : : ;
+ 2n+ 2 1 +q [-b -2b-1T+bn+b+n+1+2b+2-2n-21]
- bIn-b+17¢+26b-n-1+n7q "% bn-b+1)-n]qd?

My = bLn-b+1] ® +0n-20(n-b+1)7q "% [(n-b)(b-1)] q°~2

OBSERVACAO 1

Este resultado aparece em [15] e o somatorio da equacao (32)
aqui desenvolvida, apresenta em [15], dcis erros no resultado. Um
erro de potencia na segunda parcela e outro, erro de sinal,
na terceiraAparce]a da soma.

Muito embora esses erros nao afetam o resultado do Teore -
ma 2.2.3 , qual seja, a equacao (28)

OBSERVACAOQ 2

Da equacao (28), podemos notar que

T T
Wp = Wy = Wy

De fato, na equacao (28) fazendo b = b - 1 obtemos:

Wy = (-1 (n-bet+1) ¢4 [n-2(b-1)(n-b+1+1)] q® %+ [(b-1)(n-bs1+1)-n]q""3
Entao,
W - w{_, = q° b(n-b+1)T + @®1 [n-2b(n-b+1) - (b-1)(n-bs1+1)] +

+ q°% [b(n-b+1) - n = n + 2(b-1)(n-b1+1)7 - ¢°=3 [(b=1)(n-b+1+1) - n]
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b-1 [h-zb(n-b+1) - (b-1) [(n-b+1) + 1 ]} *

. Pl [b(n—b+1) - 20+ 2 (b-1) [(n-bs1) + 1]} - > [(b-1)[<n-b+1)+11—ﬁ]

+

+

b-2

b-2

b-3
q

qQ® [b(n-b+1)7 + ¢ [ 2b(n-b+1) = (b-1)(n-b+1) = b + 1 + n] =+

3

[b(n=b+1)+2 (b-1)(n-b+1)+2b-2-2nT- q°~3[(b-1)(n=b+1)+ b - 1 - n]

a® [b(n-b+1)7 + q°" [ 2b(n=b+1) - b(n-b+1) + 2(n-b+1)] +

[b(n-b+1) + 2b(n-b+1) - 2(n-b+1) - 2(n-b+1)] -

[(b-1)(n-b+1) - (n-b+1)]

. 1. - b-3
= (n-b+1) [b Q%+ [-2b-b+2] qP~ 1+ [bezb-2-27 q®% [1-(b-1)7 g ]

b 1 b-3

+ (3b —‘4) q

= (n-b+1) [ b q%+ (2 - 3b) q°" b-2, (2 - b) ¢°3 1
= (nb+1) [ b q> + (2 -3b) ® (3b - 4) g+ (2 -b) ]q>3
= (nb1) [ b (a-1) + 27 (a-1)° Q®3 <
Portanto,
Wy - Wy = Wy

OBSERVAGAO 3

=
"

0 resultado do Teorema 2.2.3 , pode ser usado para determi
nar o peso total de todas as n-uplas. Isto pode ser obtido
fazendo b = n de modo que, obtemos N: = n(g-1) qn-1 .

De fato, no Teorema 2.2.3 , fazendo b =n temos:

nn -=n+1)q"+n-2nn-n+1)] qn-1 +(n-n)(n-1) qn'2

n qn - qn-1 - n(q-1) qn-1
Portanto,
W n(g-1) """
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2.3 - LIMITES SOBRE O PESO MINIMO DOS PEDACOS

Nos dois Teoremas seguintes obteremos limites sobre o maior
peso minimo atingivel por um pedago de comprimento b e por um pe
da¢o de comprimento menor ou igual a b no espago de todas as n-
-uplas.

Plotkin [11], obteve um limite similar sobre o maior peso
minimo atingivel por um vetor codigo em um codigo linear [m,k].

Teorema 2.3.1

0 peso minimo de um pedag¢o de comprimento b > 1 no espaco
de todas as n-uplas e no maximo
b - b-2 (33)
q

Demonstracao:

Sabemos que o numero de pedacos de comprimento b no espa
¢o de todas as n-uplas com digitos tomados sobre o corpo de q ele

mentos e
b-

nNo

. 2
(n - b+ 1) (q-1) gq
Pelo Teorema 2.2.1., o peso total de todos os pedacos de
comprimento b , no espa¢o de todas as n-uplas e

(n-b+1) Iblg-1)+27(q-1" g3

E pelo Lema 1.7.4 , desde que, o elemento de peso minimo
pode ter no maximo a media dos pesos, um limite superior sobre o
peso minimo de um peda¢o de comprimento. b e dado por

_ 2 b
(n-b+1) [b(q-1) + 2] (g-1)"q>"3
(n-b+1) (g-1)* "
Portanto, o peso minimo de um peda¢o de comprimento b > 1
no espago de todas as n-uplas @&
b b - 2
q O

_ b2
q

24— = Dble-1) +21G = b

OBSERVAGAO:

E interessante notar que o limite obtido no Teorema 2.3.1
e independente de n
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Assim, o limite permanece inalteravel para todo n contan
to que, nz2b > 1

Teorema 2.3.2

0 peso minimo de um pedaco de comprimento menor ou igual a
b no espa¢o de todas as n-uplas & no maximo

b(n-b+1) @® + [ n - zb(n-b+1) 1 ¢®~1 + (b-1) (n-b) P2

[ (n-b+1) (q-1) + 1 1 q°~1- 1 (34)

Demonstracao:

0 numero de pedacos de comprimento menor ou igual a b no
espaco de todas as n-uplas e

[(n-b+1)(qg-1)+17 g° 1 -

Pelo Teorema 2.2.3 , o peso total de todos os peda¢os de
comprimento menor ou igual a b no espaco de todas as n-uplas e

b(n-b+1) @® + [ n-2b(n-b+1) 7 @1+ (b-1) (n-b)q"?

Entao, o peso minimo de um pedaco de comprimento menor ou
igual a b e dado por

b(n-b+1) q° + [ n-2b(n-b+1) ] b-2

[(n-b+1)(qg-1)+1 J q

(b -1) (n-b)g
1

+
b-1_ 4 -

OBSERVACAQ:

0 peso minimo de um vetor codigo em um codigo linear [m,k]
sequndo o Lema 1.7.4 , & no maximo tao grande como a media
dos pesos

n(q - 1) qk'1

qk -1

Se considerarmos o espagco de todas as n-uplas, entdo, o pe

so minimo de uma n-upla sera no maximo

n(g - 1) qn'1

q" -1

Este resultado tambem pode ser obtido fazendo b = n no
Teorema 2.3.2 , isto e:



1

n{n-n+1) qn +[n-2n(n-n¥1) 1 q"" + (n-1) (n-n) q

b-2

[ (n-net) (g-1) + 17 g™t

nq"-ng"t | onlg - 1) "

n n
q.q -1 qg -1
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2.4 - FUNGOES GERATRIZES DE Hb

MacWilliams [7] definiu funcOes geratrizes para codigos
lineares. Estas funcoes tem sido de grande utilidade na enumeracao
das palavras codigo de um dado peso.

Sharma e Dass [13] , calcularam as fungoes geratrizes de
W, e wg que poderao ser uteis na enumeracao de palavras codigo.

No dois Teoremas seguintes provaremos resultados obtidos
por Sharma e Dass [13]

Teorema 2.4.1

Para nz bz 1 , "b & 0 coeficiente de xP em
n(q - 1) x+L[n(g+1)gx’ - {n3q+1)-2} x+

#2n-1N1x(q-1° (1-qgx° (35)

Demonstracao:

A expressao tendo "b como coeficiente de xb , pode geral

mente ser escrita como

n
T Wi X
i=1

Usando o Teorema 2.2.1 , obtemos:

n i ) n

T Wix = n(g-1) x + z (n-i+1) [ i(g-1)+ 2] (q-1)2qi'3 XV =

i=1 i=2

n(g-1) x + (g-1)° x° - i°(g=1)+ i [(n#1)(g-1)- 2] +

H

i =
~N

1

2(n+1)} (g x)173 =

+ .

. 2 3 n 2 . .
n(g-1) x + (g-1) x {-(g-1) = i (q x)173 4 [(n+1)(g-1)- 2]

I ™M=
N

i(q x)i=3 + 2(n+1) 2 (q x)i'3}

; .z (36)

Substituindo as expressoes (30); (31) e (32) na equacao



63

(36) temos:
n R 2 3
Wi x' = n(g-1) x + (g-1)" x {} (q-1) [—————ﬂ—-—?— +
i=1 q x(gx-1)
. 2ax0(@)™ 1 Lt () (90" 1]+
(ax - 1) (ax - 1)°

n-2 ) 2

s [ (1) (g=1) - 2 71 [f“qx’
gx - 1 gx(gx - 1)

- (0" l‘] + 2(n+1) (1. (@)% 1‘]:}
(gx - 1) L gx gx - 1

- n(g-1) x + (g-1)" % [:_ (g-1) [_4(gx-1) 2(qx)n3
Lgx(gx-1)°  gx(gx-1)

Z(qx)2 N nz(qx)n (gx-1) _ (n+1)2 (qx)n'1 (gx-1)
gx(gx-1)° gx(gx-1)> gx(gx-1)>

+ 95195:1331 + [ (ne1)(g-1) - 2] ["(qx)"'1§qx-1) _
gx(gx-1) gx(qx-1)

(g)"! b 2 - 9X ] + 2(n-1) [___lﬂélf:l__ -
qx

gx(qx-1)° gx(gx-1)° (gx-1)
gx(gx-1)
= n(g-1) x + iﬂ:ll-—é— {:(qx)n+1 {[ - N+ n(n+1) 1 (g-1)-2n+2n+2} +
q(gx-1)

+ {(g)" -2+ N+ (n+1)2- 2n(n+1) - (n+1)1 (g-1)+ 4n + 2 -

Ty [-(n+1)2+ n(n+1)+ n + 13 (q-1) - 2n -

- A1)} + (@)
= 2+ 2(ne)d o+ (@) (L1 - (n+1)] (g=1)+ 2 - 2(ne1)} +
+ qx{[- 3+ 3(ne1)] (g-1)- 6 + 4n + 4} + 4(g-1) - 2(n+1)
(g-1) + 4 - 2(n+1):} =

o)

= n(q-1) x + - [(qx)n+1 [n(g-1) + 21 + (aqx)" [-ng-2q+n] +
q(gx-1)

+ (qx)2 [-n(g-1) - 2n] + gx [3ng + n - 2] + 2q - 2nq} =
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n(g-1) x + a1 X {(qx)"’f1 [n(g-1)+ 21 + (gx)" [-n(g-1)-2q]-
q(gx-1)

- (q0)° n(g-1) + gx [n(3q + 1) - 21 + 29(1 - 2n) }:

il

2 2
M) —‘%tl)—_))(? {qn ™ tn(a-1) + 21 - ™1 X" [n(g-1)+2qF
gx -1

- nq(g+1) X+ [n(3g +1) - 2] x + 2 - Zn}

n(g-1) x + —2“1)1—’)‘3 {q"‘1 x" { [n(q-1) + 21gx - [n(q-1)+2q] }-
ax -

- n(g+1) gx* + [n(3q + 1)- 2] x + 2 - Zn} (37)

A expressao (37) , contem termos envolvendo x"*2 o ordens

maiores. Visto que, o comprimento de um pedaco nao pode exceder m , es

te termo pode ser abandonado totalmente e obtemos a funcao geratriz
de Wy como estabelecida em (35) , isto e:

n 2 2 ‘ . _
5 w]. X; = n(gq-1) x + (_ﬂ_x__s [—n(q+1)qx“+ [n(3q+1)- 2] x + 2 - Zn}
i=1 (gx - 1)
ou ) 2
= n(g-1) x + £9:12—5—3 [n(q+1)qx2 - [n(3q+1)- 21 x - 2 + Zn]
(1 - gx)
C
OBSERVACAO:

Como esperado, os coeficientes de todas as potencias de x
maiores que n desaparecem em (37).

Teorema 2.4.2

b

e o coeficiente de x em

Para n =z b 1, Hg

A%

(g-1) x [n q x° - {(n+2)(g-1)+ 2n} x +nl (1 - gxJ 3
_ (38)

Demonstracao:

A expressao tendo Ng como coeficiente de xb , pode geral
mente ser escrita como
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Usando o Teorema 2.2.3 , obtemos:
[i(n-i+1) q] + {:n - 2i(n-1+1{} q1'1+ (n—i)(i-1)q1'2]x1=

n . . ] 2
SRR q1_2 x'7% 4 (n+1)(Q-1)2x
=1 i

i-2 x'i-2 +

0]
1
—
O
1
-—
~—
N
x

igq

n ~Mm3
—

1’(qx)1'3 +

(]
1
—
Ke]
1
—
~—
N
x
N
L0
x
nmo™m3>3
-
M)
—
L0
x
~
[
|
w
+ -
—
>
+
—_—
”
—
L0
1
—
~—
n
x
N
Ke]
>
nm3

1 i=1

(]
t
—
0
'
—
~
N
x
N
0
x
—
—_
n
+
| [ g R

Substituindo as expressoes (30) , (31) e (32) na expres-
(39) , temos:

i ~(g-1)°x ax [ L. » 2ax [(ax)
(ax)”  qx(ax-1)° (ax - 1)°

n-2_1]

x
n

+

2

n (@)1 (ne1)” (gx)"% 1 ] .
(ax - 1)°

+

2 2 -2
+ (n+1)(g-1) x gx [ : ~ + n(gx)"" 2 -
(gx) gx - 1 gx{gx-1)

iﬂflf:f:—%— +n(g-1)x ax [ ! — + L (qx)n-z_ 1 ] =
(gx - 1) (gx) qx gx - 1

_ (q—1)2x2 ax (n+1)(q-1)2x2 ax . n(q51)?<2 gx
(qx)* (qx)° (qx)°

- (a-1)°X qx [ 4 + 2ax [{ax)
qx(gx-1)? (gx - 1)°

n-2_

1]

+
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n ()" - (ne)” (gx)" % 1 ] .

(gx - 1)°

2 2 -2 -2
+ (1)(a-D°x" gx [”(QX)" e

gx - 1 gx{gx - 1) (gx - 1)°

. -2
+ n(gq-1) x qx [ 1 (@)™ 1 ] =

n(q_‘[) X - _(ﬂ_i)L.

- 2n2(qx)n + nz(qx

+ (qX)Z _ qx] + (n+1)(q'1) X l:n(qx)n-1 (qX-1)2 '_ 2(qX-1)

(gx - 1)

gx gx - 1

[4qx -4+ 2(gx)" - 2(qx)2 + nz(qx)n+1 -

1

)n'1 + 2n(gx)" - (gx)" + (QX)n'L

- 2n(gx)"

2

(gx - 1)3

- L ()" gx ] (qx-1)] + 919:125—5 [ﬁ (ax)"" 113 (qx-1)iF

n(q..1) X + M

(qx-1)°

(gx - 1)

E-[ 3qx - 4 -(qX)ZJ (g-1) + [3gx - 2 -(qx)2]

3

(n+1)(g-1) + [2gx - 1 -(qx)z] n"] MECLIRES (qx)n'1

(qx-1)

[. (g-1)(n+1)" = n"(g=1)(gx)" + (2n° + 2n - 1)(g-1) gx +

+ n(qx)2 = 2n gx + n +(n+1)(g-1) [n(gx)” - (2n+1) gx + n + 1]]

n(g-1) x + iﬂ:llﬁ;

+ .

+ .

-+

ﬁ(q-1) X +

(q-1)x:
(gx-1)

(gx-1)

(g-1) X

(gx-1)°

[(qx)2 [(g-1)-(n+1)(g-1)- n] + gx [-3(q-1) +

3(n+1)(g-1)+ 2n] + [4(g-1)- 2(n+1)(g-1)- n]] +

(qx)n'1 [:(qx)2 [-nz(q-1)+ n(n+1)(gq-1)+ nl +

[(n+1)" (a=1)-(n+1)" (q-1)+ n] + ax [(2n'+ 2n - 1)(q-1) -

(2n + 1)(n+1)(q-1)- 2n]] ]

[ﬁ nq(qx)2+ n(3g-1) gqx + 2(q-1)+ n(1-2q)] +
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+ iﬂ:llﬁ; (qx)n'1 ﬁmﬂqx)2+ (-ng+n-2q-2-2n] q+n] =
(gx-1)

-

- (g-1) x [n(qx-1)3‘ n(qx)3+ 3n(qx)2~ nq x2 + 29X - 2ngx - 2Xx -nx {+

(gx-1)°

-

[nq(qx)a- [ng -n+ 29 -2+ 2n] gx+n |=

-

(q_1) qn-1 Xn+1
(qx - 1)°

+

. la-D) x [ n(gx)+ (n+2) q x +(n-2) qx - nq] +
(gx-1)°

(q_1) qn-1 xn+1
(gx -1)3

l:nq3X2 - [(n+2)(q-1)+ 2n] qx + n] =

+

= iﬂlll-é [— n(qx)2+ [(n+2)(g-1) + 2n] gx - nq} +
(gx-1)

-1 1 a2 :
R (g-1) qn 3xn+ [nq x - [(n+2)(q-1)+ 2n] qx + n]
(gx - 1) (40)

0 ultimo termo na expressao (40) , contem termos envolven

do xn+1

.4.1 , pode ser abandonado totalmente e obtemos a funcao geratriz

e de ordens maiores, pelas mesmas razoes do Teorema 2.

de Hg como estabelecida em (38) , isto e:

g WI Xi = q-1) § [} n(qx)z+ [(n+2)(g-1) + 2n] gx - nqw
i=1 (gx-1) |
ou

-l [n(qx)z - [(n+2)(g-1) + 2] gx + nq |
(1-9x) ]



CAPITULO III

ESTUDO DOS CODIGOS LINEARES CORRETORES DE
PEDACOS DE ERRO COH CRITERIO PESO

3.1 - LIMITE DE VARSHARMOV-GILBERT EXTENDIDO

No Capitulo Il apresentamos o estudo dos codigos Tlineares
corretores de pedacos de erro. Mas existem muitas situacoes em que
os erros ocorrem na forma de pedacos e nem todos os digitos no pe
daco sao afetados. Como exemplo, existem canais modelados por Ellict
[4] e Gilbert [5] onde este tipo de situagao ocorre.

Wyner [16], Dass [2,3] e Sharma e Dass [15] realizaram 0
estudo dos codigos que sao capazes de corrigir ou detectar pedacos
de erro de comprimento b que sao de peso menor ou igual a W, is
to &, no pedaco de comprimento b , W érros ou menos ocorrem.

Primeiro, introduziremos a ideia de peso relativo ao peda
co a ser corrigido bem como ao codigo. Suponhémos que temos um cri
terio de peso sobre o codigo. No Teorema seguinte daremos uma  ex
tensio do limite de Varsharmov-Gilbert para um codigo que nao tem
pedaéo de comprimento menor ou igual a b como um vetor c6digo im
pondo ao codigo o critério péso. Este limite assegura a existencia
de um codigo que pode detectar todos os vetores de erro que $30 pe
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dacos de comprimento menor ou igual a b , ou tem peso menor ou i
gual a W -1

Teorema 3.1.1

Existe um codigo linear [n,k] com peso minimo pelo menos W
que nao tem pedaco nao nulo de comprimento menor ou igual a b co
mo um vetor codigo (W < b) satisfazendo a inequacao

W-2 . b-1 .
U B C R D LS R Gt BN CR LA
i=0 j=W-1 9 (41)

Demonstracao:

Provaremos o Teorema construindo uma (n - k) x mn matriz,
de verificacao de paridade H . 0 procedimento sera semelhante ao
do Teorema 2.1.5. Suponhamos que uma (m - k)-upla e escolhida co
mo a primeira coluna de H . Colunas subsequentes sao adicionadas
de tal modo que, tendo selecionado j - 1 <colunas .h1, ha, . . .,
hj_1 ,» uma coluna hy e adicionada com a condicao que ela nao e
uma combinagao linear de quaisquer W - 2 colunas ou menos entre
as hy, hy, e hj_1,nem uma combinacao Tinear de b -1 colunas
ou menos, mas, W - 1 <colunas ou mais entre as

hj_bet > Njpsz » -0 hjy

Na pior das hipoteses, todas estas combinacoes lineares po
dem ser distintas. O numero total de combinacoes lineares e  dado

por
W-2 . b-1 ) .
N e B O D R A G L I CEE
i=1 j=W-1 J
Mas, o numero total de (m - k)-uplas ndo nulas e q"'k- 1
Se
W-2 . b-1 . i
B Crtd B T L A G B R D LRI L B
i=0 jeW-1 9

isto e, para J n , o numero de combinacdes lineares & menor que

<
o conjunto de(n - k)-uplas nao nulas.

Se n e o maior valor de j para o qual a inequacao ante
rior vale, entao, o codigo (n,k) existe satisfazendo (41).
O
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OBSERVACAOQ:

0 resultado obtido vale para W s b . Contudo, se W> b, o
criterio peso e redundante e o limite resultante se reduz
ao limite de Varsharmov - Gilbert sobre o peso minimo confor-
me o Teorema 1.7.9

Provaremos, a seguir, um Lema que determina o numero total
de pedac¢os de comprimento b > 1 com peso menor ou igual a W

Lema 3.1.2

0 numero total de pedacos de comprimento b (> 1) com pe
so menor ou igual a W e

: (b-2, W-2
(n-b+1) (q -1)2 [1+(q-1)] ) (42)
d
onde | (m.r)
[1+ (q-1)]
denota a expansdo binomial incompleta de (1 + x)™ at@ o ter

mo x¥ na potencia ascendente de x

Demonstracao:

Pelo Lema 2.2.1 , o numero total de pedagos de comprimento
b >1 compeso W no espago de todas as n-uplas e

B2) (n-bs1) (a-DY = (nebs1) (a-1)° (B7) (g-1)¥-2

Como nos interessam todos os pedac¢os de comprimento b> 1
com peso menor ou igual a W , temos entao que:

(X

. - - 2 P

O numero de pedagos de comprimento b > 1 com peso 2 é: (n-b+1)(q-1) (boz)(q-1)0
. 2 -

. (b1 (a1 7D (a1

: (n-be1) (@-1) (°59) (@-)°

@

0 numero de pedagos de comprimento b > 1 com peso 3

M

0 numero de pedacos de comprimento b > 1 com peso 4

- - - - 2 b W-2
0 numero de pedacos de comprimento b > 1 com peso W e: (n-b+1)(q-1) (3_3)(q—1)

Assim, o numero total de pedacos de comprimento b de pg
so W ou menos e
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. 2 . 1 2. -2
(n-b+1)(q-1) [kb52>(q-1>° 06D+ A0 e (DD ] -

W-2

. 2 b-2 i
= (n-b+1)(g-1) r (757)e-1)
i=0 (43)
Usando a Serie Binomial
n n n n-m .m
(a +b) = z .(m) a b
m=0
e fazendo a=1 e b=qgq-1, temos
A n n m
[1+@-1D1 = = (-1
m=0

Agora denotando o desenvolvimento incompleto, até a poten-

1)](b-2, W-2)

cia M -2 , da Serie Binomial [1 + (q - , temos que

](b-2, W-2) W-Z

- (®) (-1

[1 + (g-1) i
i=0

Substituindo em (43), obtemos que o numero total de peda-

¢os de comprimento b > 1 com peso menor ou igual a W e
: 2 (b-2, W-2)
(n-b+1)(a-1) [1+(q-1)]

Usaremos o Lema para provar o seguinte Teorema.

Teorema 3.1.3

0 numero de digitos de verificacao de paridade em qualquer
codigo linear que corrige todos os pedagos de comprimento menor ou
igual a b com peso menor ou igual a W (W = b) & pelo menos

W-1 - e b . - (j-2, W-2)
log, I:q [(g-1)(n - W+ 1)] + (g-1) = (n-j+1) [1 +(q-1)] ]

J=W+1
(44)

Demonstracao:

Usando o Lema 3.1.2 , o numero total de pedacos de compri-
mento menor ou igual a b com peso menor ou igual a N , incluin-
do o vetor nulo e os vetores de erro unico, e
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: 2 W , o
1 + n(g-1)+ (q-1) z (h-3+1) qJ +
j=¢
2 b - (j'zs w'z)
+ (g-1) X (n-3+1) [14+(g-1)] (45)

j=W+1

que usando o Teorema 2.1.4 nos tres primeiros termos da expressao

(45), temos

b |
1 Lla-D(nas)e 11+ (@-D° 1 (n=3et) [ 1e(a-1) 3

J=W+1

(j'Z, W—Z)

que € o numero de “"cosets" exigidos pelo arranjo padrao deste co
digo, isto e:

_ _ o _ b ‘ . (3-2, W-2)
q" k> qw 1 [(g-1)(n-W+1)+ 1] + (q-1)2 ) a_1 (n-j+1) [ 1 +(g-1) ]
j=W+

Tomando logaritmo temos que o numero de digitos de verifi
cacao de paridade deste codigo e

W-1 b

[(g-1)(n-We1)+ 171 + (a-1)° £ (n-j+1)
J=W+1

n-k 2 1ogq [q

. (.'23 N-Z)
[1-Nq-1)]J ]

OBSERVACAOQ:

Para W =b, o limite inferior sobre o numero de verifica
cao de paridade se transforma em

b-1+1ogq[(q-1)(n-b+1)+1]

que coincide com o resultado do Teorema 2.1.4 .

No Teorema seguinte, provaremos o limite de empacotamento
de esfera extendido para um codigo que e capaz de corrigir  todos
0s pedacos de comprimento menor ou igual a b .

Teorema 3.1.4

Um codigo linear [n,k] capaz de corrigir todas as combina
coes de m erros ou menos e todos os pedagos de comprimento menor
ou igual a b deve satisfazer

. , b | . | o
(?) (Q-1)1+ (g-1) = (n-i+1) { q' "% 1 +(q-1)](‘ > M Z)q

i=m+1

n-k = 1ogq [

=t
o

.i

(46)
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onde m < b

Demonstracao:

Como o codigo e capaz de corrigir todos os erros de peso
menor ou igual a m , todas as n-uplas de peso menor ou igual a m
estarao em "cosets" diferentes, seu numero e

[ 1+ (qg-1n1™m" | (47)
Do mesmo modo, visto que o codigo corrige todos os peda
¢os de comprimento menor ou igual a b , cada pedaco de comprimento
menor ou igual a b também deve estar em "coset" diferente, a ndo
ser que, este e tambem um erro aleatorio de peso menor ou igual a
m e em consequéncia sdo incluidos em (47) A

Assim, necessitamos somente calcular o numero de pedagos
de comprimento m +1 ,m+ 2 , ..., b com peso maior que m . O
numero de pedagos de comprimento i (i > m) com péso maior que m

-

e
2 ;e (°—2, -2)
-i+1) (g1 (a2 -[1+gnT "

Assim, o numero total de vetores de erro e
P b , _ . (i-2,m-2)
A 2 - ’
(5 (@-1)" + (-1)" = [ (i) {q'7- [1 +(q-1)] ’
i=m+

II.M 3
[en)

1

que e tambéem o numero minimo de "cosets" exigidos pelo codigo, is

to e:

b (i-2, m-2)

N m i 2 : -
e 2 D@ v @D 5 (n-ie) (@75 [ 4(g-1)] )
i=0 i=m+1
Tomando logaritmo, temos que
m ; b | i (i-2,m-2)
n-k > log [z (?) (g-1) + (q-1)2 -z (n-i+1) {q - [1+(g-1)] }]
9 li=0 =m+1
(48)
O
OBSERVACKO:

Para m 2 b , os dois ultimos fatores em (48) desaparecem
e 0 limite se reduz ao limite de empacotamento de esfera
de Hamming.
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3.2 - CODIGOS DETECTORES DE PEDACOS DE ERRO

Consideremos um codigo com peso minimo pelo menos W; tal
que, nenhum vetor codigo e um peda¢o de comprimento menor ou igual
a b com peso menor ou igual a W,

No Teorema seguinte provaremos um limite superior sobre o
numero de digitos de verificacdo de paridade exigidos para a cons
trucdo de um tal codigo. Uma vantagem a mais de tais codigos e que
podem ser usados para corrigir [ W1 - 17 ou menos erros aleato-
rios tambem.

OBSERVACAO:

[ X1 denota o inteiro maior ou igual a X

Teorema 3.2.1

Existe um codigo linear [n,k] com peso minimo pelo menos
H1 que ndo tem pedaco de comprimento menor ou igual a b com pe

so menor ou igual a W, como um vetor codigo ( Wys W, < b) satis
- fazendo a inequacao
| Wq-2 : Wo-1 -
n-k 1 i 2 - J
s e s GUNCED

Demonstracao:

A existencia de um tal codigo sera mostrada construindo um
matriz (mn-k)x n de verificacao de paridade H , apropriada para
o codigo. Usaremos um procedimento analogo ao do Teorema 2.1.5

Uma (n-k)-upla nao nula e escolhida como a primeira colu
na da matriz de verificacio de paridade H . Colunas subsequentes
sSo adicionadas tais que,Atendo selecionado j - 1 colunas Cys C2s

> €j_q> Uma coluna Cj e adicionada com a condicao que, esta
nao e uma combinacao linear de quaisquer Wy- 2 colunas ou menos e
nem uma combinacdo linear de quaisquer W,- 1 colunas ou menos en
tre as b -1 colunas imediatamente precedentes

Cjzb+1 > Cj_bs2 > -++ 2 €59
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Esta construcdo assegura que o espaco nulo de tais matrizes
sera um codigo linear com péso minimo pelo menos Wy e nao tera
qualquer pedaco de comprimento menor ou igual a b com peso menor
ou igual a W, como um vetor codigo.

Agora, entre as j - 1 colunas ha

. . . We-2

- : - 2 C i 1 ,
[(311) (g-1) + (321) (g-1) + ...+ (%112) (g-1) ] +

W,-1
. . b - 2
y-1 o+ e Gl () ]

; [(5;11) @0 e O @)

possiveis combinagoes lineares de

(1) W -2 colunas ou menos entre as j - 1 colunas, e

(ii) W2—1 colunas ou menos mas W1—1 colunas ou mais entre as

b - 1 colunas.

Na pior das hipoteses, todas estas combinacoes lineares po
dem ser distintas. Assim, uma coluna cj (3 < n) pode ser adicio-

nada a H se esta nao esgotar todo o conjunto de q"'k- 1 das
(n-k)-uplas nao nulas, isto e, se
W,-2 . i w2-1 _ i n-k
O et o S O en < a -
i=1 i=W,-1 (50)

Seja n o maior valor de j para o qual a inequagao pre
cedente e valida.

Entao, existe um codigo [m,k] com os requisitos exigidos

e satisfazendo (49) -

Corolario 3.2.2

Se W,> W, o limite obtido em (49) se reduz ao limite
de Varsharmov-Gjlbert para um codigo linear de peso minimo
pelo menos H1

Assim, nesta situacao, os pedacos de comprimento b e wz
nao tem papel a representar.

Corolario 3.2.3

Para um codigo com peso minimo pelo menos W, que ndo tem
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pedaco de comprimento menor ou igual a b como um vetor
codigo, as verificagoes de paridade satisfazem a inequacao

Wy-2 _ b-1

1
(M) (g-1) «+ .
i=0 1 \ J=W1-1

' -k
(b31) (q-1)J 2 qn

Demonstracao:

Pondo W, =b em (49) o resultado segue. Este resultado
e o mesmo apresentado no Teorema 3.1.1 , ou seja, o limite extendi
do de Varsharmov-Gilbert.

Corolario 3.2.4

Existe um codigo linear [m,k] que nao tem pedagos de com
primento b ou menos com peso W ou menos como um vetor
codigo, satisfazendo

W-1

p (P71 (a7 e o™k
i=0

Demonstracao:

Pondo H1 =1 em (49), temos o resultado.

OBSERVACAO:

Para W, = 1 e W, =b , o Teorema 3.2.1 leva a existén-
cia de um codigo linear [n.k] que nao tem pedacos de com
primento menor ou igual a b como um vetor codigo com ma
is de b -1 digitos de verifica¢ao de paridade. Um tal
codigo com exatamente b verificaéSes de paridade pode ser
assim formado o qual detecta necessariamente todos os erros
que sao pedacos de comprimentos menores ou iguais a b ,
conforme Teorema 2.1.2

Exemplo 3.2.1

Consideremos um codigo linear binario [15,11] cuja matriz
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de verificacdao de paridade &
N\

100001111001101
010011001111100
0010101011001 11
000110010011111/

Esta matriz foi construida adicionando 4-uplas como colunas
subsequentes de acordo com o Teorema 3.2.1 , tomando H1=3,
W, =3 e b=4.0 péso minimo do codigo e 3 e nenhum pe
daco de comprimento menor ou igual a 4 com peso menor ou
igual a 3 & um vetor codigo, enquanto que um pedaco de com
primento 4 com peso 4 e um vetor codigo.

Exemplo: (011110000000000).
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3.3 - CODIGOS COM PESO MINIMO CORRETORES DE PEDACO DE ERRO

Vamos impor uma condicao de peso minimo para um codigo cor
retor de peda¢os de erro.

No Teorema seguinte uma extensao do limite de Varsharmov-
-Gilbert e provada para um codigo que corrige todos os pedacos de
comprimento menor ou igual a b . Este limite assegura a existencia
de um codigo que corrige todos os pedacos de comprimento menor ou
igual a b ou detecta todos os erros de peso menor ou igual a W-1.

Teorema 3.3.1

Dados os dois inteiros positivos W e b tais que W <2b ,
uma condi¢ao suficiente para que exista um codigo linear ([n,k] ,
n > 2b , com peso minimo pelo menos W que corrige todos os peda
cos de comprimehto menor ou igual a b @

i (n-1,M-2) = rq#rp=2b-1 _ r
"> L1 +(g-1)] T taansnar) D"
Y‘1 ,Y‘22 1
r1+r2=W-1 (51)
onde 0 = ry s b-1 ;3 0= rp, s b ,
- r
("rb)(q-1) ’ 5 1= 0,1
2
I(Qs n; b, rz) = r, b i -
(-1)° 2 (o) (n-b-i+1);mrz2
i=rz 2
e
0 R r < 0
. (m, r) -
L1+X] = 1 ’ ro=10
1 +(T) X + + (T) X , 0<r<nm
Demonstracao:

A existencia de um tal codigo sera mostrada construindouma
(n - k) x n matriz de verificacdo de paridade apropriada.

Escolher uma (n - k)-upla nao nula como a primeira colu-
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na da matriz de verificacao de paridade H.

Para adicionar apropriadamente colunas subsequentes a H
vamos supor que temos escolhido Jj - 1 <colunas h1;h2;...;hj_I
Ainda que adicionando a Jj-esima devemos assegurar dois pontos:

(i) que quaisquer W - 1 colunas serao linearmente independentes

(ii) que hj nao sera uma combinacao linear das b - 1 colunas pre
cedentes junto com quaisquer b colunas consecutivas das pri

meiras j - b colunas.

Em outras palavras:

hj = (g hyp + 2 hip + oo v a5 hyyp) (52)
e
hj = (bj-b+1 hj-b+1 + bj-b+2 hj-b+2 + ...+ bj-1 hj-1) +
tloghy + cpg Py + et Cppg Prpg) (53)
onde hius 550 quaisquer W - 2 colunas anteriores e h;s sao

quaisquer b colunas consecutivas entre hys hy, ..., hj-b . Como

ha q - 1 coeficientes ndo nulos, portanto, o numero de maneiras
. . T - -

em que os coeficientes a; s podem ser escolhidos e

j-1, W-2
(e (g1 0 ) (54)

Todas as possiveis combinacoes de W - 2 colunas ou menos
sao incluidas em (54) portanto os coeficientes bis e cés serao
escolhidos de tal modo que pelo menos W - 1 tomados ao mesmo tem
po sao nao nulos.

. — u -
Para fazer isto, escolhemos umnumero r, de bjs e um nu
W -1 . (0s maiores valores

v

1] .
mero r, de CyS tais que ry +ry
1 e b, respectivamente.)

que ry er, podem alcangar sao b

Agora, o numero L de b:s pode ser escolhido em

!
J
™

(3;1) (9 - 1) (55)

. - 1 - . -
maneiras. Para escolher o numero r, de c¢;s e equivalente avali
ar o numero de pedac¢os de comprimento menor ou igual a b com peso

r, em um vetor de comprimento j - b . Este pode ser dado em



I(q9j;bar2) (56)
maneiras, onde I(gq, j; b, rz) denota a expressao dada no enuncia
do do Teorema. De (54) , (55) e (56) , o numero total de combinagoes
lineares para as quais- hj nao pode ser igual e

(j-1 ,W-Z) - Y‘1+Y‘2=2b-1 b-1 r1
[1 +(q-1)] -1+ z [(. )(a-1) * I{q.isb,r,)]
rysry: 1

0 pior caso concebivel seria o de que, cada escolha doscoe
) <

0 - ' - -
ficientes a;s , bss e cts forneca uma soma distinta.

Portanto, uma coluna hj pode ser adicionada a H com a
condicao de que o conjunto total de q"'k- 1 (n - k)-uplas nao nu
las nao e esgotado por todas essas combinacoes lineares, isto e a

j-esima coluna pode ser sempre adicionada se

+r,=2b-1
i | (j-1.-2)  "1*72 i r
q" K11 +(gq-1)] -1+ ) [(E 1)(q-1) 1 1(q,33b,ry)]
ryry: 1
r1+r2=w-1 (58)

Mas para um codigo [n,k] existir, a inequacao (58) serava
lida para j = n e assim obteremos (51)
a

OBSERVACAO:

0 resultado obtido acima tem sido provado para W = 2b

Para W > 2b , o peso minimo do codigo torna-se pelo menos
2b + 1 e entdo o codigo € capaz de corrigir todos os erros
de peso menor ou igual a b cobrindo em particular a cor

recao de todos os pedagos de . comprimento menor ou igual a
b

0 termo envolvendo o somatorio sobre r, er, em (57) de
saparece reduzindo o limite obtido em (51) ao limite de
Varsharmov -Gilbert.

Corolario 3.3.2

Se nido levarmos em considera¢do o peso imposto sobre o co-
digo, isto &€, se W =1 , ent3do, o somatorio na inequacao
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(51) se divide no produto de dois termos separados dando

b-1

- r‘ -
N G T C R D
rq= 1
e
b , b-1 o
z I(q,J;b,rz) = q [(g-1)(n-2b+1) + 1]
r2=0
Alem disso, no lugar da expressao (54) obtemos - 1

Entao, o limite toma a forma

q""k > _qz(b-1) [(g-1)(n-2b+1)+ 1]

que e um resultado dado no Teorema 2.1.5 fazendo b =bg+1.

Consideremos o codigo linear binario [8,2] construidocon
forme Teorema 3.3.1 tomando W =5 e b =3 , cuja matriz

de verificagao de paridade e

(10000010 )
01000001
00100001
00010010
00001011
00000111 |

\

0 peso minimo do codigo @ 5 e as sindromes dos vetores
que sao pedacos de comprimento menor ou igual a 3 sao todas
diferentes.
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3.4 - CODIGOS CORRETORES DE PEDAGOS DE ERRO E ERROS ALEATORIOS

Vamos impor a um codigo corretor de pedaco de erro a condi
cao de corrigir erro aleatorio, e deduziremos no Teorema seguinte,
um Timite superior sobre o numero suficiente de digitos de verifi-
cacao que asseguram a existencia de um tal codigo que corrige todos
0s érros aleatorios de péso-menor ou igual a m e todos os pedacos
de comprimento menor ou igua] a b

Teorema 3.4.1

Dados dois inteiros positivos m e b tais que m < b ,uma
condicao suficiente para.que exista um codigo linear [n,k], n >2b,
que cofrige todas as combinacoes de peso menor ou igual a m e to
dos os pedacos de comprimento.menor ou igual a b e

»=b+m-1
) (n-1,2m-1) F+ . re
"* > 11 +(q-1)3 : p [ KG@msbr) (1) (g1 T
r1,r2: 2
r1+r2=2m
B LN i n-b-1 mo
e’ [erh e Lansbom |
i=m (59)
onde 0 = ry s b, 0 = ro s m - 1 .
n-1
( - ) (g-1) , r = 0,1

P (@) h-2b+1)e17-1, se m=0

L(q, n3 b, m)

]

b i-2 ., ;
(a-1)° = (neb-i+1) = (917,
j=m+1 j=m-1 I

se m=0
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Demonstracao:

Como anteriormente, tendo escolhido jJ - 1 <colunas h

hzg o o s 3 hj-1
coluna hj pode ser adicionada se ela cumpre tres exigencias pos

1’
da matriz de verificacao de paridade H , a j-esima

tas abaixo.

Como uma primeira exigencia, visto que o codigo e para cor
rigir todas as combinagoes de béso menor ou igual a m , a coluna
hj para ser adicionada deverd ser tal que, nao & uma combinacdo
linear de quaisquer 2m - 1 colunas anteriores ou menos. Quaisquer
2m - 1 colunas ou menos fora das j - 1 <colunas podem ser escolhi
das em

[ 1+ (qg-1) 1(5'1’ em-1) (60)

maneiras.

Em seguida, desde que, o codigo com vetores de erro de pe
so menor ou igual a m exigido para corrigir simultaneamente todos
0S erros que s3o pedacos de comprimento menor ou igual a b ,a sin
drome de qua]qder vetor de erro de peso menor ou igual a m nao
sera igual a de qualquer vetor de erro que & um pedaco de compri-
mento menor ou igual a b .

A inequacdo (61) abaixo, assegura que a sindrome de qual-
quer vetor de erro de peso menor ou igual a m nao e igual a de
qualquer vetor de erro.due»é um pedaco..de comprimento menor ou
igual a b fora das J componentes exceto quando o pedaco inclue
a ultima componente, isto €, a Jj-esima e o vetor de peso m corre
to e escolhido das primeiras j - b - 1 componentes que e agora
cuidado pela inequacao (62) .

Assim, a segunda exigencia sobre hj e que

hj z (as hs +t A hs+1 oot d5ib hs+b-1) +
+ (b, h, +b, h, + ...+ b h )
ot Tt tao1 T (61)
e
My = (S5 et Myt * Syobaz Mjobea * =+ C5op hyg) #

+ (d. h, + d. h;

+ oo +d; h; )
i iy i, i

2 m 'm (62)
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onde as h;s sao quaisquer b colunas consecutivas e hés sao
quaisquer m - 1 colunas entre as hy, hy, ..., hj_1 e h%s sao
quaisquer m colunas entre as hy, hp, ..., hj__q com todos os
d%s nao nulos. Visto que todas as combinacOes lineares de 2m - 1
colunas ou menos sao incluidos em (60) escolheremos coeficientes
em (61) e (62) tais que os ultimos 2m a;s e bés tomados ao mes
mo tempo e os ultimos m c;s sao hao nulos.

Com o fim de assim escolher ry a;s e I b;s tais que
r{ + rp = 2m . (0s maiores valores que ry e rp podem atingir
sao b e m -1, respectivamente.)

Agora, ry a;s que de um pedaco de comprimento menor ou
igual a b com peso rq{ num vetor de comprimento j - 1 , podem
ser escolhidos em

K (q, 33 b, ry) (63)

maneiras (onde, K(q, j; b, ry) denota a expressao dada no enunci

ado do Teorema) e r, bés em

.-1 y-z
(iz ) (q - 1) (64)

— - ' -
maneiras. Alem disso, pelo menos m cjs podem ser escolhidos em

b-1 i
e @- 1)

z
=m (65)

.i
- - — ] ~
maneiras, enquanto o numero de opcOes em que todos os d;s nao nu

los podem ser escolhidos e

j-b-1 m
(J m ) (q - 1) (66)

Finalmente, a possibilidade da mesma sindrome de quaisquer
dois vetores de erro cada um dos quais e um pedaco de comprimento
menor ou igual a b esta excluida. Portanto, a terceira exigencia
forca que |

hye (e By ey g+ oo v g Mgpg) +
+ (fj—b+1 hj-b+1 + fj-b+2 hj-b+2 + ... + fj"1 hj'1) (67)

1 ~ . .
onde hks sao quaisquer b colunas consecutivas entre as h1, 25
s hj-b . Tendo em vista as situacoes consideradas anteriormente,
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— ]
e claro que pelo menos m fjs juntamente com pelo menos

(m + 1) e;s

serao tornados ndao nulos. 0 numero de maneiras em que pelo menos m
l . - - ~
fjs podem ser escolhidos ja foi dado na expressao (65).

Do mesmo modo, pelo menos (m + 1) eés » que formam um peda
co de comprimento menor ou igual a b tendo peso maior ou igual a
m+ 1 em um vetor de comprimento j - b , podem ser escolhidos em

L (g ,J ;b , m (68)
maneiras (onde, L(g, j; b, m) denota a expressao dada no enuncia-
do do Teorema).

De (60), (63), (64), (65), (66) e (67), o numero total de
combinacoes lineares e

+r o =b+m-1
, (-1,2m-1) . "1*T2 g r
[1+(a-1) 3 S1e 0 p Kadsbard(3TDen G s
Fpsry: 2
r1+r2=2m
; [‘b£1 1 (@032 (@0 + L, 35 b, w3
i=m 1 m ’ (69)

Logo, um vetor hj para todas as escolhas dos coeficientes
deve existir se
r1+r2=b+m-1

- (J-1 ,2m-1) s r-
LS RN I RN e 5 IK(a, s by rdOn(een) D4
Pysly: 2
ry+ro=2m
4—[b£1 O @n'] N @D L g5 00w
i=m " (70)

Assim, um codigo [n,k] existira se a inequacao (70) e sa
tisfeita para j = n e entao obteremos (59).

O

OBSERVACAO:

0 Teorema acima foi provado para m < b . Contudo, semzb
a consideracao de pedaco torna-se redundante e o segundo
termo em (69), isto e, o somatorio em ryer, eaexpres
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sao (65), isto e, o somatorio em i desaparecem.

Entao, o limite obtido em (59) se reduz ao limite de Varshar
mov-Gilbert.

Corolario 3.4.2

Exemplo

Separando a condicao correcao de erro aleatorio, is
to e, pondo m = 0 , o somatorio na inequacao (59) se divi
de. no produto de dois termos separados a saber
b
z K(qo n; bs Y'1)
P1=0
e
m-1 . r . (n-1,m-1) (n-1,-1)
T (NN =1 a1 = 1 +(a-1)] = 0
r‘2=0 2

Do mesmo modo, para m = 0

[ 1 + (q - 1) ](n“1:2m-1) - 0

b-1

*:1) (-1 = !

n e

i=m

"D Nyg-n)" + L@ nsb,m = 14 Llgnib,0) =

a® 1 [(g-1)(n-2b+1)+ 17 .

Assim, como no Corolario 3.3.2 , 0 limite em (59) se reduz
ao resultado dado no Teorema 2.1.5 , fazendo b = bg + 1.

3.4.1

Consideremos um cddigo linear binario [8,2] construido con
forme Teorema 3.4.1 , tornando m =2 e b =3 cuja ma
triz de verificacio de paridade e |

(10000010 |
01000011
00100001
00010010
00001011
00000101

N /
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As sindromes dos vetores de erro unico, duplo e triplo ad
jacentes sao diferentes, portanto, este codigo pode corri
gir todos os erros aleatorios de peso menor ou igual a 2
e todos os pedacos de comprimento menor ou igual a 3, i

S
to e, corrige todos os erros unicos, duplos e triplos adja
centes.



CONCLUSAD

0s codigos lineares podem ser usados para correcao e detec
cao de erros aleatorios e ou pedacos de erros.

Uma das vantagens destes codigos e que podem ser implemen
tados facilmente.

Neste trabalho os codigos lineares foram desenvolvidos as

sociando um critério de peso para o pedaco e sobre os codigos usa
dos para correcao de pedagos.

Esperamos com a utilizacdao destes tipos de codigos poder
mos economizar digitos de verificacao e, consequentemente, incre
mentar a taxa do codigo.
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