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Desenvolvemos no capitulo I os principais resultados de
Geometria Diferencial Local que utilizamos nos capitulos posterio-
res. No capitulo II apresentamos a métrica intrinseca de uma .su-
perficie como forma de introduzir as geodésicas como arcos de
comprimento minimo. Tratamos da derivacdo covariante e aplicacao
exponencial. Analisamos o comportamento global das geodésicas. No
‘capitulo III fizemos um estudo das superficies que apresentam cur
vatura gaussiana constante, estabelecendo umé isometr;a local en-
tre superféies com a mesma caracteristica. Classificamos também
Geometrias Riemannianas Néo Euclidianas. No capitulo IV tratamos
das superficies completas com curvatura constante. Utilizamos pa-
ra tal dentre‘outros aspectos a variagao do comprimento de arco e
as redes de Tchebychef. Fizemos uma analogia entre as topologias
induzidas pelas métricas usual do R® e intrinseca da superficie.
Finalmente, apresentamos uma superficie abstrata com curvatura
gaussiana conétante negativa, mostrando um modélo de Geometria Hi

perbolica.



ABSTRACT

In Chapter I we present the principal results of the lo
cal theory of differential geometry that will be used later. In
Chapter II we present the intrinsic metric of a surface as an in-
troduction to geodesics as path of minimal length. We study the
covariant derivative and the exponential map. We ther study the
global behavior of geodesics. Chapter III contains a study of sur
faces with constant Gaussian curvature and has as its principal
result that spaces with the same curvature are locally isometric.
We also classify the non-Euclidian (Riemanian) geometries. Chapter
IV treats complete surfaces, especially those of constant curvatu
re. We use such techniques'as Tchebychef sistems and variétions
of arc-length. We compare the Euclidian and intrinsic topology of
surfaces. We terminate.the dissertation presenting the idea of
abstract surféces and construct an ébstract surface with constant
negative Gaussian curvature, which gives us a model for hyperbolic

geometries.



CAPITULO I

PRELIMINARES

1.1. INTRODUCAO

Neste capitulo faremos uma revisao dos conceitos fun-

damentais sobre curvas em R? e R?. Listaremos apenas os resul-
tados relativos a elas que serdao utilizados nos capitulos seguin
tes. Nao faremos exposigées longas a respeito de cada assunto. E
vitaremos as demonstragées mais técnicas sempre que néo houver
prejuizo para a compreensao do texto. Admitiremos que o leitor
tenha boa compreensdo dos fatos de Algebra Linear, Calculo de Va
rias Variaveis, certos aspectos de Topologia, tais como - espagos
métricos completos e espacgos de recobrimento e o teorema de exis
téncia e uniéidade de solugbes de Equacgdes Diferenciais. Emprega

remos a notacgdo classica sempre que possivel. Para uma n-upla do

®" usaremos (x , ... 1 Xy ). A fim de compatibilizar esta notagao
1 . . » o

com aquela utilizada em Geometria Analitica, denotaremos um par

de R? por (u,;v) ou por (x,y) e uma terna de R?® por (x,y,z).

1.2. TOPOLOGIA DE R"

Uma bola aberta em R" de centro P, e raio §>0 é o
conjunto dos pontos peR" que distam menos que § de P,; isto e,

By(Po) = {PeR” : [P-Po[< 6}.

Um subconjunto U de R" é um aberto de R" se, para to

do ponto PeU, existe uma bola aberta BS(P)(ZU.



Uma vizinhan¢a de um ponto Py, em R" é um subconjunto
n 4 .

aberto de R que contem Py.
Sejam ucr”, VGCRm, PoeU e £ uma funciao de U em V. A

funcao f & continua em P, se, para todo X, existe §>0 tal que

E(B; (Po)NU)CB_(£(Py)). Elaé continuaenU s é continua emtodo ponto de U.
A funcao f:U » V & um homeomorfismo de U sobre f(U) se

f é continua, injetiva e sua inversa f !:f(U) - U é continua. Se

existir um homeomorfismo de U sobre V, diz-se que U e V sao ho -

meomorfos. Obviamente, se f é um homeomorfismo de U sobre Vv, f !

& um homeomorfismo de V sobre U.

Um ponto PerR™ & um ponto de acumulacao de um subcon -

junto UC RD ge, para toda vizinhanca V de P, (V-{P})AU = ¢.

n

Um subconjunto de R & fechado se e somente se ele

contém todos os seus pontos de acumulacgao.
Uma cobertura aberta de um subconjunto U de gD & uma
familia de subconjuntos abertos de R" cuja unido contém U.

Um subconjunto U de Rr™ & compacto se toda cobertura a

berta de U possue uma subcobertura finita.

Um subconjunto U de R™ é limitado se existe um ndmero
§>0 tal que para todo xeU, Ixl<6§ .

O teorema que enunciaremds a seguir € usualmente chama
do de Tedrema de Heine-Borel. Um subconjunto U de R™ & fechado e
limitado se e somente se U & compacto.

. n - ~ . .
Um subconjunto U de R €& conexo se nao existem dois

conjuntos abertos A e B cada um dos quais contém pontos de U tais
que UCAUR e ARBAU = ¢

Dados dois pontos P e Q de um subconjunto U de Rn, um



caminho em U de P 4 Q é uma funcgdo continua f:[a,b] + U de um
intervalo fechado da reta em U tal que f(a)=P e f(b)=Q. Neste ca
so dizemos que P e Q podem ser ligados por um caminho em U ou

que f & um caminho qﬁe liga P a Q.

Um subconjunto U de RrR" & conexo por caminho quando quais

quer dois pontos de U podem ser ligados por um caminho em U.

Sejam U um aberto em Rn, VCR, PecU e £ uma fungao dé U
em V. A funcao f & diferenciavel em P se todas as derivadas par-
ciais de todas as ordens existem no ponto P. A funcao f é diferen
cidvel em U se ela é diferenciavel em todo ponto de U.

Sejam U um aberto de R", ve r™, peu, g uma funcao de

UemV e g, re-ee9py as funcoes coordenadas de g. A funcao g-& di-

ferenciavel em P se cada componente gi:U >R, i=1,2,...,m é di

ferenciavel em P. A funcdo g € diferenciavel em U se ela & dife-
renciavel em todo ponto de U.

A matriz jacobiana da funcéo g acima no ponto

P=( X ,...,X ”) é a matriz
1 n

331 oo 391

9X1 - 9X
n

g'(p) = | : , i=1,2,...,n.

Bgm .o Bgm

axl aXn

“~ . L

A transformacao linear cuja matriz na base candnica do
R™ é a matriz g'(P) sera denotada por Dg(P).
Uma funcao g:U » V &€ um difeomorfismo se g(U) &€ um a-

m o s . . = .
berto em R, g € injetiva e diferenciavel e sua inversa

g l:g(u) ~ U

é diferenciavel.



A regra da cadeia para funcoes de varias variaveis é

dada no seguinte teorema. Sejam f:AL ®? > r" e g:BC rR™ Rk

fun
cbes definidas nos abertos A e B, tais que f(A)€ B. Se f & dife-

renciavel em PeA e g & diferenciavel em f(P), entao a fdngéo com
posta gof:ACR™ , RK & diferencidvel em P e Dgof(p)=Dg(f(p))m%(pL

Finalmente, enunciamos o teorema da funcao inversa. Se
ja £:ac®” » R™ uma fungao diferenciavel e PeA tal que Df(P) se

ja injetiva. Entao existe uma vizinhan¢a U de P contida em A tal

bl

que f(U) & um aberto em &f" e a restricao de £ a u, flU:U + £(U)

é um difeomorfismo.

1.3. CURVAS EM R"

N . o .n . .
Estudaremos curvas em R, suas propriedades fun-
damentais e o teorema de existéncia no caso n=2.

'Uma curva parametrizada diferenciavel. & uma aplicacao

£:I +~ R de um intervalo aberto ICR em R"; ou seja, £ & uma a-

plicazao que leva cada teI em um ponto f(t):(fl(t),...,fn(t)), on
de as fi sao funcdes diferenciaveis para i=1,2,.;.,n. Denotando~
8e por fi(t) as derivadas de primeira ordem das fungoes fi em re
lacao a t, obtémos o vetor f'(t):(f;(t),...,fﬁ(t)), chamado ve-

tor velocidade da curva f no ponto t. A curva f & dita regular se

£'(t)
l£' () |

f'(t)#0 qualquer que seja tel. O vetor v(t)= é o vetor tan

gente.

A fungao comprimento de arco de uma curva parametriza-
da regular f:1 - Rn, a partir do ponto toeI, € a funcdo diferen-

ciavel



s (t) =|f|f'(r)|drv]-;| jt \/(f'(r))2+...+(fl'1(r))2 ar|.
to t, 1

O valor s(t) e chamado o comprimento de arco da curva f entre os
pontos t, e t. Se ocorrer que If'(t)|=1 para todo teI, entao a
curva f diz-se parametrizada pelo comprimento de arco e
s(t)=]|t-t,].
Seja f:I > R? uma curva parametrizada regular definida
por f(s)%(x(s),y(s)), seI. O vetor normal de f no ponto s € o ve

tor
(-y(s),x(s)}))

£ (s) |

ni(s)=

A curvatura de f no ponto s € o nuamero real £(5)=<f"(s),n(s)> ,
onde <,> denota o produto interno de R?.

Poderiamos mostrar que dada a fungéo i existe pelo me-
nos uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, tendo cur

vatura k(s). Notemos que a existéncia de uma curva com curvatura

k(s) implica a existéncia de uma infinidade destas. Suponhamos a

curva f(s)=(x(s),y(s)) com curvatura ﬁ(s), A curva

g(s)=( cos¢x(s)+sen¢>y(s)#a1 . —sen¢x(s)+cos¢>y(s)-§-a2 ) também tem

curvatura k(s), guaisquer que sejam a ,a2 ,¢ eR. Por outro lado,
_ 1

se fixarmos um instante s=so, um ponto P=(p1 ,p2 ) do pland e um

vetor unitario v, entado existira uma unica curva parametrizada pe
lo comprimento de arco o com curvatura k(s), passando por P com

velocidade v no instante S, - Sendo p, P, +¢ como acima e

t -
6(t)=j k(r)dr ,
i SO
S . S
als)=(p + gcos(e(t)w)dt, p + gsen (o (t)+4)dt).
1 2
S S

0 ]

teremos



Isto é conhecido como o Teorema Fundamental das Curvas Planas.'_

Seja f£f:I + R?® uma curva parametrizada-pelo comprimento
de arco, definida por f(s)=(x(s),y(s),z(s)), seI. O numero real
k(s):lff'(s)l & chamado curvatura de f em scI. Quando tivermos pa
ra todo seI, k(s)>0, o vetor normal a £ em scI & definido por

n(s)=—Lf_-(s)

ERNEIN

Sendo t(s) o vetor tangente definido acima temos o vetor
b(s)=t(s)x n(s)

que € chamado vetor binormal a f em‘seI. O referencial ortonormal

{t,n,b} & chamado Triedro de Frenét da curva f em séI. O numero

real o(s) dado por b'(s)=c(s)n(s) & chamado torcdo da curva f.em

S.

1.4. SUPERFICIES REGULARES

Séjam U um aberto em R?, VCR?® e X uma funcao de U
em V dada por X(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)). Para as derivadas
parciais de X em relacdo a u e & v usaremos a notacao

Xu =Xu(u,v)= éé(upv)=(§é(urv) rg'x(urv) ,Q(U,V))

ou Ju ou ou

Xv~=Xv(u,v)= 9--)S(u,v)= 95(u,v),éz(u,V),EE(U,V))a
v ov ov v

- Um ‘subconjunto M do R? chama-se uma superficie re-
gular se para cada peM, existe uma vizinhancga aberta W de.P em R?,
um aberto U de R? e uma aplicacéo X:U > V=MAW tal que sdo sa-
tisfeitas!as seguintes condigées.

(i) X é um homeomorfismo de U sobre V;

(ii) X tem derivadas de todas as ofdens em U; e

(iii) YQeU, DX . & injetiva.

Q



A apiic9géo X € dita um sistema de coordenadas locais em P, .en-
‘quanto que V & dita uma vizinhanca coordenada de P em M. Na defi
nicdo dada podemos nos restringir a vizinhancgas conexas. Salvo
mengao contraria, M denotara uma superficie regular conexa, dora
vante dita apenas superficie M.

Uma parametrizacao de um conjunto MCR?® ou superficie
parametrizada € uma aplicacao X:U » M, onde U & um aberto do R?

satisfazendo (ii) e (iii).

Obser vamos pelo teorema da funcgao inversa ‘que uma parametrj

zagao pode ser restringida aum sistema de coordenadas locais

X: 6 > X(a);
uma parametrizac¢ao nao necessita ter a propriedade (i), ou séja, pode
ter auto—intersecgéo na sua imagem.
A condicao (iii) acima € denominada condicao de regula

ridade da superficie M. 0 fato de ser DX

g uma funcdo injetiva sig

nifica que a matriz jacobiana

- \
3% 3x
ou AV
X' = | 3
3z 2z
ou av
\ Ve

tem posto 2, ou o que é o mesmo dizer que os vetores-coluna des-
ta matriz sao linearmente independentes. Disto segue que

Xu(u;v) X Xv(u,v) #0, Vv(u,v)eU.

Desta forma fica definido em cada ponto de M o vetor naoc nulo

X X X
u v
(u,v),

(X, * X,

N(u,v)=

chamado o vetor normal de M no ponto (u,v), relativamente ao sis
tema de coordenadas X .

Assumiremos ao longo de todo esse nosso trabalho que a



superficie M nao seja a faixa de M&ebius, que & a uUnica superfi-
cie do R?® que ndao é nao é orientavel.
Dado o ponto P da superficie M, consideremos o conjun-

to Cp de todas as curvas g:I > M com g(¢;..P. O plano tangente a

superficie M em P & definido por .

C .
geC,, }

TP(M) = {P} x { g'(0)

Diz-se gue um elemento de TP(M) € um vetor tangente a superficie

Mem P. A definigcao de plano tangente €& independente do sistema
de coordenadas da superficie M como se pode observar. Geralmente,
suprimimos P da notacao acima, escrevendo apenas

T (M) = {g'(0) : geC_ }.

P g I%%p

Queremos, agora, uma caracterizacao de Tp(M) em termos

de um sistema de coordenadas locais.

PROPOSICAO 1

Sejam M uma superficie, PeM e X(u,v) um sistema de coor

denadas de uma vizinhanca de P. O conjunto Tp(M) de todos os ve

tores tangentes @ M em P € um espaco vetorial e é gerado pelos ve

tores X, e X, en P. Além disso, { Xu,XV,N } forma uma base de R?3.

A demonstragao se baseia no seguinte fato. A construgao

de TP(M) nao depende da curva g globalmente e sim em uma .. vizi

nhanca local de O ( e de P ). Seja X:U » V um sistema de ééorde—
nadas locais ao redor de P. Ha uma relacdo biunivoca de curvas
em V passando por P e curvas em U passando por X ! (P). Simbolica
mente temos |

{ £:I - U } = { Xof:I »~V } .



Assumindo, por simplicidade que X_l(P)=0, temos duas curvas espe

ciais em U, £_(t)=(t,0) e fv(t)=(0,t); Assim,

(Xofu)'(t) Xu(t,O) e (Xofv)'(t) Xv(O,t).

Portanto,

[} [}
(Xofu) (0) Xu(0,0) e (Xofv) (0) XV(O,O)
determinam elementos de Tp(M). Usando as consideracgoes feitas, o
restante da demonstracao € um calculo rotineiro.
Sejam M uma superficie, P um ponto de M e X:U » V um

sistema de coordenadas de uma vizinhanga V de P. Suponhamos que

P=X(u ,v ). As curvas
0 0
u > X(u,vo)

e v+ X(u ,v)
' : 0

em M sao chamadas linhas (ou curvas) coordenadas de M no sistema

de coordenadas X e os vetores Xu(u,v) e Xv(u,v) sao0 oOs vetores

tangentes as linhas coordenadas em P.

1.5. FORMAS FUNDAMENTAIS

Seja M uma superficie reqgular e P um ponto de M. A apli
cacgao

I: T_(M) + R
p

W > I(w) = <w,w> =|wl?
€ dita a primeira forma fundamental de M em P.
Consideremos um sistema de coordenadas locais X(u,v) de

\ICDicbntendo o ponto P = X{u ,v ) onde (u ,v )eUCR?. Como
0 0 0 0
{Xu,Xv} e uma base de Tp(M), qualquer vetor weTp(M) pode ser es-

crito na forma w=aXu+bxv, onde a,b eR. Nestas condigoOes temos pa
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ra a primeira forma fundamental em P a seguinte expressao:

-

I(w) = a2<xu,xu>+2ab<xu,xv>+ b2<xv,xv>.

Vamos empregar a notagao a seguir:

E(u ,v ) = <X (u ,v ),X (u ,v )>,
0 0 u 0 0 u () 0

(1.1) F(uo,vo) <Xu(u6,v0),xv(u0,v0)>, e

G(uo,vo) = <Xv(u6,v0),xv(u0,vo)>,
de modo que a primeira forma fundamental de M em P &
(1.2) I(w) = a?E + 2abF + b?G. |
Caléulamos (1.1) e (1.2) no ponto (u,,v,)eU. A medida

gue variamos (u,v) em U, ficam definidas as fung¢oes diferencia -

veis E,F,G:U - R da seguinte forma:

CE(u,v) = <X, (u,v),X (u,v)>,
(1.3) F(u,v) = <Xu(u,V).Xv(u,V)> ’
G(u,v) =

<xv(ulv) va(ulv) >y

as quais recebem o nome de coeficientes locais da primeira forma
fundamental relativamente ao sistema de coordenadas X(u,v) de
VE&M. A primeira forma fundamental pode ser expressa assim :
(1.4) I(w) = a’E(u,v)+2abF (u,v)+b?G(u,v).

E de notarnse'que a primeira forma fundamental € independente da
sistema de coordenadas, enquanto que os coeficientes E,F,G depen
dem do sistema de coordenadas. A equagéo (1.4) & valida somente

no dominio de definic¢cido de E,F,G; isto &, em U.

PROPOSICAO 2

Utilizando a notagdo anterior, valem as seguintes pro-
priedades para os coeficientes E,F,G:
(i) E,G>0, e

(ii) EG-F?>0.
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DEMONSTRACAO: (i) E decorréncia imediata da definicgao.

(ii)Usando a identidade de Lagrange, obtemos

2 2

IX x X l = <X ,X ><X ,X > - <X ,X >
u v u’u vitv u’"v

Substituindo os valores (1.3) e a condicao de regularidade da su
perficie M, encontramos O<|Xu x XVI2 = EG-F?*.
c.q.d.
No §1.4 vimos que, dado um sistema de coordenadas
X(u,v) de uma vizinhan¢a V de uma superficie M com (u,v)eU¢€ R? ,
entao a cada curva parametrizada f:ICR + U corresponde uma cur-

va parametrizada g=Xof em M com vetor tangente

g'(t) = u'(t)xu+v'(t)xv. Segundo a definigao de comprimento de

arco (pagina 4), temos que o comprimento de arco de g desde o

ponto t atée t é
0

t
sit) = || |a"(x)]ar|
to
Disto segue que
t 1 t
s(t) = Ij <g'(r),g' (r)> ‘ar| = | { VI(g'(r)rdr};
to . to
ou seja,
t _ _
s(t) = 15 J(u'(r))*E#Zu'(r)v’(r)F%(v'(r))zG drl.
t

0

Se w e w s3o vetores nao nulos de Tp(M) e 8 & o an-
1 2 .

gulo entre eles, entao temos por definicao

<wW ,wW >
cosp = —d—2—
|wy | w, |
Tomando~se W = Xu e w2 = Xv' temos que o angulo entre as linhas
1

coordenadas do sistema de coordenadas X(u,v) de V€M & dado por
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cos 6 = F '

VEG

donde se conclue que as linhas coordenadas sao ortogonais se e )

mente se F=0 em todo ponto de U.

Uma regiao em R? €& um conjunto conexo e limitado de R?
cuja fronteira & homeomorfa a uma circunferéncia e é formado por
um numero finito de tragos de curvas regulares. Diz-se que a re -
giao € fechada se ela contém sua fronteira. Um subconjunto § de
uma superficie M & uma regiao contida em uma vizinhanc¢a coordena
da V de M, se existe um sistema de coordenadas locais X:U -+ V tal
que Q = X(Z),.onde Z€U & uma regiao de R?. A regiéo Q & fecha-
da e limitada se ¢ & fechada e limitada. A area dé regiéd Q éo

numero real positivo A(Q) dado por

a(Q) = f{lxn x xvldudv = ff\/EG~F2 dudv,
5 5

onde E,F,G sao os coeficientes locais da primeira forma funda-
mental de M relativamente ao sistema de coordenadas X:U » VCM.

A aplicagao II:Tp(M) + R

w + II(w) = <g''(t ),N(u ,v )>,
‘ , 0 0 0
onde g € uma curva diferenciavel em M tal que g(t,) = P e
g'(ty) = w, & chamada a segunda forma fundamental de M em P. Sen

do X(u,v) um sistema de coordenadas de uma vizinhanca coordenada

de M conténdo‘P, utilizaremos a notagéo tradicional para as se

gundas derivadas.

2 2 2
X = Q_E ’ X = 8" X ' e X = 97X

uv gy W wau " av?

Definindo a terna e,f,g em P = X(u ,v ) por
0 0

it

e(ug,vy) <qu(u0Iv0)lN(u0Iv0)>l
f(ua,VQ) = <Xuv(uO,V0),N(u0,V0)>, e

g(UO(VO) = <XVV(uOIV0)IN(uQIv0)>I
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temos para a segunda forma fundamental de M em P a seguinte ex -
'presséo:

II(w) = aze(uo,vo)+2abf(uo,vn)+bzg(uo,vo)
onde w = aXu4vaeTp(M). A medida que o ponto (uy,ve) varia em

U, ficam definidas as funcgoes diferenciaveis e,f,g:U > R da se -

guinte maneira:

7/

e(u,v) = <qu(u,V),N(u,V)>,
(1.5) <f(u,v) = <Xuv(u,V),N(u,V)>, e

g(u,y) = <va(u,v),N(u,v)>,

as quais recebem o nome de coeficientes locais da sequnda forma
fundamental, que pode apresentar-se como

(1.6) II(w) = a’e(u,v)+2abf(u,v)+b2g(u,v).

PROPOSICAO 3

Para um sistema de coordenadas X(u,v) de uma vizinhanca

coordenada V da superficie M, valem as relagdes:

(1) <X /N> = =<X_,N >,
(11) <X N> = ”%<Xu’Nv>- %<XV’Nu>’
(iii) XK N> = <KX >,

onde Nu e NV significam, respectivamente, as derivadas parciais

em relagao a u e a v do vetor normal N(u,v) de M.

DEMONSTRACAO: Sendo {xu,xv} uma base de TP(M) e N o normal de M

segue que <Xu,N> = <X_,N> =0 de modo que

(1) 0

<X _,N>_ = <X ,N>+<X ,X >.
u u uu u u

Portanto,

<X _,N>

<X ,X >.
uu u’“u
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(ii) 0=<X_ ,N > =< X _,N > + < X_,N_>
u’t v uv u’"v

= < =
0 XV,N >u < Xuv’N > + < Xv’Nu>

Somando-se as duas equagoes obtemos

0= 2< X _,N > +< X _ ,N > + < X ,N > .
uv u’v vitua

Desta, segue que 7
1 .

1
< XuV’N >=— §< Xu’NV> - §<XV’Nu> .
(iii) O=< X_ , N> =< X_,N > + <X ,N > .
v v Vv v'lv

Portanto,

< XVV,N >==< XV,NV >,
c.q.d.

Notamos anteriormente que a primeira forma fundamental

éindqen&mﬂadosismmadecoor&ma&s considerado . NOD entanto a se=x

gunda forma fundamental foi définida em termos do vetor normél a

superficie que, por ser definido por um produto externo, & depen

dente dos vetores Xu e XV e, consequentemente, do sistema

escolhido. No entanto, esta variacao &€ no maximo em sinal.

1.6. CURVATURA NORMAL

No que seqgue X:U - V denotara um sigema de coordenadas de
gna vizinhanca V de um ponto P da superficie M, N{u,v) denotara
o vetor normal de M em P, TP(M) denbtaré o plano tangente e
E,F,G,e,f,g,‘dé coeficientes locais da primeira e segunda formas
fundamentais relativamente a tal sistema de coordenadas.

Chama-se curvatura normal'de M em P, a funcao diferen-
ciavel
k_: Tp(M) - {0} » R

II(w) .
I(w)

-

w kn(w)z
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_O valor da funcao curvatura normal de M em P chéha—se cur?étura
normal de M em P segundo a diregéo do vetor w. Como II(w)‘é de-
pendente dosistema de coordenadas , a curvatura também e dependen-
te do sistema. Como ésta dependéncia é‘no maximo em sinal,
algumas vezes €& conveniente definir a curvatura normalbem valo£
absoluto. Observa-se facilmente que para todo numero real nao

nulo A, tem-se k_(Aw)=k_ (w).
n n'’
TEOREMA 4

Seja PeM.
(i) se kné constante em Tp(M), entao kn assume valor

minimo e valor maximo em qualquer vetor unitario weT_(M).
p

(ii) se kn nao e constante em Tp(M), entao exisgem ve-
tores unitarios wl,wzeTp(M)— {0} tal que kn assume valor minimo
em w, e valor maximo em w,. Se zl,zzan(M)—{O} sao .dois vetores
tais que kn(zl) & minimo e kn(zz) € maximo, entéo z; e ortogonal

az,.

DEMONSTRACAO: (i) Trivial.

(ii)Daremos apenas uma idéia da demonstracao. Os
detalhes podem ser encontrados em Notas de Geometria Diferencial
por Keti Tenenblat (paginas IV-81, 82, 83).

Para provar a existéncia de vetores w; e W; que
dio as direcdes de curvatura normal minima e maxima, considera-
se a funcao diferenciavel

kn : R2-{(0,0)} » R

(a,b) > k_((a,b))= I1((a,b))

I((a,b))
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Como para todo A£ 0 temos kn((Aa,Ab)):kn((a,b)), para obtér os va
lores minimo e maximo de kn’ basta restringir kn a circunferéncia
unitaria C de centro (0,0). Como C & compacta e ko e continua, e- -
xistem pontos (a;,b;), (a;,b,)eC tais que klzkn((al,bl)) e
k2=kn((a2,b2)) sao os valores minimo e maximo de kn restrita a C.

A seguir considera-se dois vetores z; =(a;,b;) e 2y=1(a,b))
tais que'kn(zl)=kl e k (z,)= k; sao os valores minimo e maximo ,
respectivamente, da funcao kn. Deve—ée provar que zi1 e zZ: sao
ortogonais. Como (a;,b;) e (a,,b,) sao pontos extremos da funcao
kn’ as derivadas parciais de kn se anulam nestes pontos.Chega-se,,
assim, a equacgao

(ki=kso) (a1aEp+aibyFog+asb1Fo+bi1 b, &) =0.
Como ki1#k,, temos <z,,z,>=0.

Os unitarios de z,e 2z, sao os vetorés procurados.

c.qg.d.

Os vetores unitarios e ortogonais wi e w; sao denomina

dos direcoes principais de Tp(M), enquanto que k; e k, sao deno-

minadas as curvaturas principais.

Definimos, agora, uma das principais ferramentas de
nosso trabalho. A curvatura gaussiana ou curvatura total da su-

perficie M no ponto P € o produto das curvaturas principais; is-

to e,
K(P) = kik,.

Definamos também a curvatura media da superficie M no ponto P co

mo sendo a média entre as curvaturas principais; isto é .

H(P) = & (kivks).

Ja observamos gque a curvatura normal & dependente do

sistema de coordenadas e que ao considerarmos um sequmwlo sistema
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para a superficie, a curvatura normal, no maximo, altera o sinal

Mesmo que a curvatura normal mude de sinal, a curvatura gaussia-

na nao muda. Por exemplo, se tomarmos outro sisema de coordenadas que
. ~ ~

mude o sinal de kn’ de modo que se tenha novo k; (P) e novo k,(P),

-~

notamos que -k, (P) = k; (P} e -k (P) = k, (P). Assin,

K(P) = k,(P)k, (P) = (~kas(P)) (=k1(P)) = ki (P)ks(P)

nao depende do sistema de coordenadas.
Ao contrario da curvatura gaussiana, a curvatura média

depende do sistema de coordenadas. De fato,

1

H(P) = 2(kivky) = g(-Ki=Kz) = = (kyi+ky)# 5(kivk,) .

A proposigao a seguir nos da K(P) e H(P) a partir dos
coeficientes locais da primeira e segunda formas fundamentais em
P. Como a demonstracido & bem técnica ndo a faremos. Ela pode ser

encontrada na bibliografia mencionada antes (paginas IV-87,88).

PROPOSICAO 5

Seja X:U = V um sistema de coordenadas de uma vizinhan-

¢a V de uma superficie M tal que X(u,,vy) = P. Entao
(i) K(p)= S9=£7
] - EG-F :

(ii) H(P)= —;-(?G—Emz;f?ﬂ)

‘Chama-se ponto umbilico da superficie M a todo ponto

em que k, =k ,. Os pontos em que kg e k: tem 0 mesmo sinal sao cha

mados pontos elipticos. Aqueles em que k; e k, tem sinais diferen
tes sao chamados pontos hiperbolicos. Se uma das curvaturas prin-
cipais e nula e a outra nao, entao o ponto chama-se parabolico ,

enquanto que aquele onde as curvaturas principails sao nulas sao
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chamados pontos planares.

Veremos no capitulo III gue a curvatura de um plano &
nula. Portanto, todo vetor unitario de Tp(M) € um vetor principal;
isto e, define uma direcgao principal.

O teorema a seguir e conhecido com o nome de Teorema de

Euler.
TEOREMA ¢

Sejam k, e k, as curvaturas principais da superficie M
no ponto P, w, e w, as diregOes principais da superficie M em P.

Se weTp(M) € um vetor unitario, entao w=cosbw; + senbw, e

kn(w)=klcos?e + k,sen?p ,onde 6 & o angulo formadp por w; e w;,me-

dido no sentido anti-horario, a partir de w; .

DEMONSTRACAO: Vamos apresentar um esboco da demonstragao. Os de

talhes podem ser encontrados em Notas de Geometria

Diferencial por Keti Tenenblat ( paginas IV-86, 87 ).

Sejam w1=a1Xu+b1Xv ’ w2=azxu+bzxv, tais que
ky=k_(wy)ek (w,)=k,. Expressando w na base {X ,X} e usando o

fato que lwl=1 chega-se a equacao

kn(w)zklcos% +k, sen? 9 +2(a1a2e0+a1b2f0+azblfo+

+bi1b2g,)senbcos 6 ,
onde e;fy9,indicam os coeficientes da segunda forma fundamental

em P, relativamente ao sistema de coordenadas X(u,v) de uma vizi-

nhanca coordenada de P. Para provar que

A=a,ae +a1b, £, +aby £, +b1bag, = 0

’

usa-se o fato que k; < kn(w) < k, implica em
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2Asenfcost £ (k,-k,)cos?0

Analisa-se esta ultima expressao numa vizinhanca do ponto 6:—%—.

Sejam Ue U* abertos de R?, X:U4>VCM e Y:U* #-'V*Cm* sistemas
de coordenadas de Ve V* , respectivamente, dados por X(u,v) e
Y(6,6), tal que VAV*=V # ¢. Seja W o aberto de U que X aplica

sobrejetivamente em V e W* o que Y aplica sobrejetivamente em ¥

(figura 1) . Chama-se mudanca de parametros a aplicag¢ao injetiva
T: W > W*
(u,v) = T(u,v)=Y" "(X(u,v))=(6,9).

Segue que

50 §6

. Su Sv
detT (u,V): # 0,

§¢ §¢

Su Sv

(FIGURA 1)

PROPOSICAO 7

Se P é um ponto de uma superficie M, entdo existe um
sistema de coordenadas X(u,v) de uma vizinhanca V de P em M no

qual as diregoes das linhas coordenadas sao diregdes princi -

pais.
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DEMONSTRACAO: (i) Suponhamos que P seja um ponto umbilico. Qual-

quer direcdo e uma direcao principal . Portanto ,
-qualquer sistema de coordenadas contendo P satifaz a proposi-

cao.
(ii) Suponhamos que P nao seja um ponto umbilico.
Seja X(u,v) um sistema de coordenadas contendo P. Admitamos que

as direcodes principais em Tp(M) sejam os vetores W€ Wy, tendo
coordenadas (a,b) e (c,d), respectivamente, na base {xu,xv} de

Tp(M). Consideremos a transformac¢ao linear dada por
T(0,4) = (ab + cd, bO + do ).
A matriz de T na base canénica do R? &
S
Suponhamos que seu determinante seja nulo. Neste caso, temos
ad=bc 0 que ﬂos permite concluir que as diregées principais
sao iguais, logo as curvaturas principais sao iguais. Mas isto
contradiz a hipotese de que P € um ponto néo umbilico. Temos um
novo sistema de coordenadas de uma vizinhanca do ponto P, dada por
Y{6,4)= X(T(6,4))=X(ab + c¢, b6 + d¢).
Alem disso, as equagées

Y= xu~§— (ab+cd) + xvii—(be+d¢)

do dé

aXu + bXV e

v = x % (aB+co) + X~ (bO+ds)
o) d¢ d¢

nos mostram que as linhas coordenadas de Y estao nas direcdes

cX_ + dx ’
u v
principais w, e w, de Tp(M)

c.q.d.

1.7. LINHAS ASSINTOTICAS

Diremos que um vetor nao nulo de Tp(M) é uma direcao
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assiﬁtética de M no ponto P se a curvatura normal segundo este we_
‘tor é nula. Uma curva regular f:I - M € chamada uma linha assinto
tica de M, se para todo teI, £1(t) & uma diregéo assintética de M
em f(t). Como a curvatura normal sequndo qualquer diregao de um
plano é nula, segue imediatamente que toda curva de um plano é
uma linha assintotica deste plano. Os vetores tangente a esta air
va determinam as direcOes assintoticas do plano. Toda reta ou seg
mento de reta de uma superficie € uma linha assintotica desta su-
perficie, pois a curvatura normal segundo uma reta € nula.
Seja X(u,v) um sistema de coordenadas de uma viz rhama coor

denada V da superficie M e h uma curva regular em M cujo trago es
ta contido em V. A curva h & dada por h(t)=X(u(t),v(t)). Nestas

condigdoes temos as proposigoes a seguir.

PROPOSICAO 8

A curva h € uma linha assintotica de M se e somente se
(W' (t))?e + 2(u'(£)) (V' (£))f + (v'(t))%?g =0 , para todo t, onde

e=e(u,v),f=f(u,v) e g=g(u,v).

DEMONSTRACAO : Pela definicdo acima, h'(t) é uma direcdo assintoti

ca de M se e somente se

(u'(t))?e + 2(u' () (V' (L)) + (v'(t))3g
(W' (£))2E + 2(u' (£)) (V' (£))F + (V' (t))2G

(1.7)

' —
kn(h_(t))—
é igual a zero.
Portanto, h € linha assintdotica se e somente se

(1.8) (u'(t))2e + 2 () (V' (£))F + (V' (t))2g = O

c.q.d.
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PROPOSICAO 9

Seja P um ponto de uma superficie Me X(u,v) um sistema
de coordenadas de uma vizinhanca V de P. Entao as linhas coorde-

das de M sdo linhas assintoOticas se e somente se e = g = 0.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que as linhas coordenadas com v constan

te (v' = 0 ) sao linhas assintoticas. De ( 1.8)

vem que (u'(t))?e = 0. Como u'(t) # 0, segue que e = 0.

Suponhamos que as linhas coordenadas com u constan
te (u' = 0) séo linhas assintoticas. De ( 1.8 ) vem que
(v'(t))?g = 0. Como v'(t) # 0, segque que g = 0.

Sendo que todas as linhas coordenadas sao linhas assin

toticas, temos e=g=0.

Seja huma linha coordenada de M. Suponhamos que e=g=0.

Pela proposi¢do 8 . temos que provar que
(W' (t))2e + 2(u'(t)) (v' (£))E+ (v'(t))?g = 0,
que &€ O mesmo provar qgue 2(u'(t))(v'(£))f = 0,
Quando h e uma linha coordenada temos que ou u'=0 ou v'=0, e a equacga
acima fica satisfeita. Logo, h & uma linha assintotica de M.

c.q.d.

PROPOSICAO 10

Seja P um ponto hiperbolico de uma superficie M. Exis-
te uma vizinhanca V de P em M, tal que por cada ponto de V passam

duas linhas assintoticas.
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DEMONSTRACAO: Seja P um ponto da superficie M e X(u,v) um sistema
# de coordenadas de uma vizinhanca V de P. Como P é
hiperbdlico, temos que a curvatura gaussiana K em P €& negativa.
Sendo a funcao K continua em V segue que existe uma vizinhancga
V,€V tal que K &€ negativa em V,;. Fixemos um ponto X(u,,v,) em V,.
Procuramos duas curvas f(t) = X(u(t),v(t)) em V; tais que u = u(t)
e v = vi(t) satisf&gam (1.8). Como todos os pontos de V,; sao hiper
bbélicos, podemos fatorar (1.8) em duas equacgoes diferenciais da
forma au'+bv' = 0. Pelo teorema de existéncia e unicidade de equa
gSes diferenciais cada equagéo destas tem solugao unica atendendo
a condicao iniéial fixada, u(0) = u; e v(0) = v,.
c.q.d.
Finalizando o paragrafo, vamos dizer que em um ponto e

liptico ndo hi direcdes assintdticas ( K>0 ), em um ponto parabd

lico existira uma Unica direcao assintotica ( K = 0 ), a qual cx
responde a curvatura principal nula e em um ponto planar toda
direcido é assintética ( k; = ky; = 0 ).

1.8. LINHAS DE CURVATURA

Uma curva regular £:ICR —+M em uma superficie M é chg
mada uma linha de curvatura de M se; para todo telI, f£'(t) € uma
direcdo principal de M em f(t). Toda curva de um plano é uma li-
nha de curvatura deste plano, pois todo vetor unitario do plano
determina uma diregéo principal. |

Como f'(t) é uma direcdo principal, temos que a curva

tura normal segundo a direcdo do vetor f'(t) é& uma curvatura prin
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cipal. Portanto, para cada t, as derivadas parciais da funcao
curvatura normal segundo esta direcao sao nulas. A equacao (1.7)

pode ser escrita assim:
k (£ (£)) [(u' (£)2E+2(u' (£)) (v' (£))F+ (v’ (£))2G] =
(u' (t))2e+2(u’ (t)) (v (£))E+(v' (t))2g.

Fazendo-se as derivadas parciais e omitindo a variavel, obtemos as

equacgoes

2u'e+2v'ft , e

k ( 2u'E+2V'F )
n

(1.9) ,
2u'f+2v'g

k,( 2u'F+2v'G )
Explicitando kn em cada uma das equagOes acima e igualando-as te-

mnos

Esta igualdade nada mais € do que a seguinte:
(v')yz -—u'v' (uf)z
(1.10) E F G =0

e f g

A relagao (1.10) € uma condigao necessaria e suficiente para que

a curva f seja uma linha de curvatura de M.

PROPOSICAO 11

As linhas coordenadas. de um sistema de coordenadas
X(u,v) de uma vizinhang¢a coordenada V de uma superficie M sem pon
tos umbilicos sao linhas de curvatura de M se e somente se F=f=0.

Além disso,

sao as curvaturas principais.
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DEMONSTRACAO: Apresentaremos um esboco da demonstracgao. Os deta-

lhes podem ser encontrados- em M.M. Lipschutz - Teo
ria e Problemas em Geometria Diferencial ( paginas 197, 198 ).

Sendo as linhas coordenadas 1linhas de curvatura, seus
vetores tangentes estéo nas diregées prinéipais. Disto segue que
F=0. Da equacao (1.10) e da proposicao 2 vem que f=0 e a primei-
ra parte da proposigéo fica demonstrada. Usando (1.7) e a primei
ra parte da pr0posigéo 11 chega-se a demonstracéo da segunda par
te.

c.q.d.

A proposicao anterior nos mostrou que €& sempre pbssivel
encontrar um sistema de coordenadas de uma Vizinhanga de um pon-
to néo umbilico no qual as linhas coordenadas formam duas fami -
lias ortogonais de linhas de curvatura.

Quando a superficie possui um ponto umbilico P, podem
existir ou néo linhas de curvatura passando por P.

A proposigdo a seguir estabelece uma formula, denomina
da Formula de Rodriguez, que caracteriza completamente as direcgoes
principais e, consequentemente, as linhas de curvatura de uma su
perficie M com vetor normal N(u,v), relativamente ao sistema de

coordenadas X(u,v) de uma vizinhanca VCM.

PROPOSICAO 12

Sejé f: (a,b) > M uma curva regular, X: R? > M um siste
ma de coordenadas locais tal que f((a;b))C?X(Rz). Entao
f(t)=X(u(t),v(t)) € uma linha de curvatura de M se e somente se
existir uma funcao A tal que

d(Nof) (t) .

(1.11) A (t)E'(t) =0
dt

para todo te(é,b).
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Ainda mais, A(t) = kn(f(t)) € uma curvatura principal de M em f(t).

DEMONSTRACAO :Para provar esta proposicao usa-se as equacoes (1.5)

e (1.10) e a proposicao 3 para encontrar um vetor
que esteja numa diregéo principal. A reciproca consiste em tomar
o vetor obtido e chegar a equagéo (1.10) . Os detalhes da demonstra
cao podem ser encontrados em Notas de Geometria Diferencial por

Keti Tenenblat ( paginas IV-113, 114 ).

1.9. AS EQUACOES DE GAUSS-WEINGARTEN E EQUACOES DE COM-

PATIBILIDADE

Vamos relacionar os coeficientes locais da primeira e
segunda formas fundamentais. Para isto utilizaremos o triédro mo-
vel de um sistema de coordenadas X(u,v) de uma vizinhang¢a coorde-

nada V da superficie M, {Xu,XV,N} . Dado um ponto P = X(u,v)e V ,

qualquer vetor do R’ pode ser escrito como uma combinacao linear

dos vetores acima. Em particular temos

X g Wrv)=oy (u,v) X, (u,v)+a,(u,v) X, (u,v)+a,(u,v)N(u,v),
Xuv(u,v)=B1(u,v)Xu(u,v)+32(u,v)xv(u,v)+sS(u,v)N(u,v),
xvv(u,v)zyl(u,v)Xu(u;v)+yz(u,v)xv(u,v)+y3(u,v)N(u,v).

onde os coeficientes ai’Bi'Yi (i=1,2,3) devem ser determinados.

Abreviaremos a notacao acima omitindo as variaveis u e v. Assim,

as equacOes acima podem ser escritas do seguinte modo:
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( _ . .
qu—ulxu + azxv + a,N ,

(1.12) ’ ‘
‘Xuv=elxu + BZXV + 83N '

XVV=Y1Xu + szv + Y ,N.

Através de calculos rotineiros obtemos

L - 1
GE, -2FF +FE_ [ X, s Xy N ]

4 1 uu’
u]_:‘Fl]_.. = e
2 (EG-F?) VEG -F?
. 2EF ~EE ~FE; [ X X ,/Nl
2 —4ill = - — e,
2 (EG-F?) /EG -F2
a,= e
. - Q%F GEV—FGu ) [Xv,XuV,N] .
17 - = =
2(EG-F?) VEG-F?
< EGu—FEV [Xu’xuv’N]
(1.13) BZ =1"122 = ; = °
2 (EG-F?) JEGeTT
By = £
§ ol ZGFV_GGu_FGv_ [ XV’XVV’N ]
1 =l = - .
2 (EG-F?) vy EG-F?
. =Q%= EGV—ZFFV+FGu ) [Xu,Xv,N ]
' 2 (EG-F?) v EG-F?
Ys = g .

\

Nas equac¢Oes acima, o simbolo [, , ] denota o produto misto de R>.

Substituindo os valores encontrados em (1.13) em (1.12) temos

1l 2
(qu “Fll Xu +1715 XV + eN.
71 2 . ,
(1.14) {xuv =N X, +0% X+ £N.
Xy =% X, +D% X, + 9N.

AN

L ~ ol fod .
Estas equagoes sao chamadas equagoes de Gauss ou EquacoOes em deri

C . . r k
vadas parciais da teoria de superficies. Os SLmboloin 3
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(i,3j,k=1i,2) sao chamados simbolos de Christoffel, os quais depen
dem exclusivamente dos coeficientes da primeira forma fundamen -
tal e suas derivadas. Como a ordem da derivacgao parcial & irrele
k k

X e assim . Fji

vante, temos Xuv= vu 13

Se expressarmos as derivadas parciais do vetor normal
N(u,v) da superficie M em termos do triedro movel acima, obte-
remos mais duas équagées diferenciais. Estas equacées séo conhe-
cidas como equacées de Weingarten e séo
Ff-Ge - Fe-Ef

No= Boor? %u t Eeer Ao -
{(1.15) '

Fq—-GE Ff-E
N,= Fopr Xy + map? Xy -

Uma questao importante pode ser levantada ao indagar-
mos se existe uma superficie M,c&m sistema de coordenadas kcais
X(u,v) que tenha coeficientes fundamentaisE,F,G,e,f,g, pré-fixa
dos.De um modo geral a resposta & negativa, porque a compatibi-
lidade das derivadas parciais mixtas de terceira ordem impoe
certas condicoes entre os coeficientes da primeira e segunda for
mas fundamentais. Para sermos mais explicitos, temos as equacles

de compatibilidade.

o
b
h
]

elih+ £(I%nh) - 9T

Hh

[
Q

"

erh+ £(n%nk) - gra.
(1.16) {

(), - (Y, + D% N I'y o

&2
=
T

£
=

(0%, = (M), + 0% i DM+ BT TATS -

As duas primeiras sao denominadas equac¢des de Mainardi-
Codazzi; enquanto que a terceira (ou quarta) da o importante teo

rema Egregium de Gauss gque enunciamos a seguir.



PROPOSICAO 13

A curvatura gaussiana
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K depende somente dos coeficien-

tes da primeira forma fundamental e suas derivadas.

A seguir veremos como
nardi-Codazzi no caso em que as
de curvatura em superficies sem

11 temos F=f=0. Disto segue que

equagoes (1.16) passarao a ser

el2- gl

e =
v
94~ el%- gl'%
Das equacgoOes (1.13) temos
E E
Pil= 5o o Tﬁ='-JL:
2E 2G
Portanto,
S L N P
v™ 2E 26 T 27w
- EEE + EEE - g
94T ZE 26~ 2°u

Ainda pela proposicgao 11

1
v ‘2‘Ev (k‘l + k2 )

(1.17)

1

g,= 56, (K, + k; )

Se expressam as equacoes de Mai-
linhas coordenadas sejam linhas
pontos umbilicos. Pela proposigGo

F_=F_=f =f_=0. As duas primeiras
u v ou v :

G
u u
= - 5E e [ = e
e 9
5t 6 )
e g )
E TG .

podemos escrever

Vamos enunciar o teorema de existéncia de superficies,

A demonstracao pode ser encontrada em M.M. Lipschutz- Teoria e

Problemas em Geometria Diferencial

(paginas 216,217,281,282).
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TEOREMA 14

Suponhamos que E,F,G sejam fungoes de u e v de classe
c?, e,f,g, sejam fungoes de u e v de classe c!, todas definidas
em um aberto U 2(u,,v,) e tais que para todo (u,v)eU se tenha

(i) EG-F2>0, E>0, G>0,

(ii) E,F,G,e,f,g, satisfazendo as equacées (1.16).
Entdo, existe um sistema de coordenadas X(u,v) definido em U pa
ra o qual as fungées E,F,G,e,f,g sao os coeficientes da primei-
ra e sequnda formas fundamentais. Além disso, a superficie é u-

nica a menos de posigao no espaco.

1.10. ISOMETRIAS

Sejam M e M* duas superficies em R®. Uma aplicacao bi
jetiva f:M » M* & dita uma isometria se o comprimento g(t) de u-
ma curva de M é igual ao comprimento de sua imagem em M* por f.
Nesta situacdao M e M* se dizem isométricas.

Seja f uma bijecao entre as superficies M e M*. Suponha
mos que para cada ponto P de M e um sistema de coordenadas locais
X:U > V contendo P temos que Y = foX é um sistema de coordenadas
ao redor de f(P) em M* para o qual E(u,v)=E*, F(u,v)=F* e

G(u,v)=G*. Neste caso, f & dita uma isometria entre M e M*.

Duas superficies M e M* s3o localmente isometricas . se
para cada PeM, existem abertos UCM e U*€ M* com PcU e uma isome-
tria F:U - U* ( e vice-versa para QcU* ). Uma tal F & chamada uma

isometria local.

Se F:M » M* & uma isometria local, entao F preserva com
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primentos de arcos. De fato, seja PeM e F(P)eM*. Como F & isome -
tria local, existem abertoé UCM e U*€ M* tal que F:U » U* & iso-
metria. Suponhamos que f:[a,b] » M & uma curva tal que para algum
tela,bl, £(t)=P. Consideremos c,d com a<cd<b tal que

f([c,d])C U. Como F & isometria de U em U* temos F preservando cam

primentos de arcos neste aberto; isto é, F(f([c,d]))=£f([c,d]).

As propriedades de uma superficie que se mantem inva -
riantes por uma isometria sao chamadas propriedades intrinsecas
da superficie e o conjunto de tais propriedades recebe o nome de
geometria intrinseca da superficie. Do exposto acima se conclue
gue uma certa propriedade de uma superficie & intrinseca se ela
depende unicamente da primeira forma fundamental. Algumaé proprie
dades intrinsecas da superficie s30 a curvatura gaussiana (§1.6)

e a curvatura geodésica (§2.2).

Enunciaremos dois resultados importantes.para o capitu
lo IV, os quais poderéo ser encontrados em Sotomayor ( Ligoes de
Equacgdes Diferenciais - payina 254 e seguintes -~ Teorema do Indi
ce de Poincaré e em J. R. Munkres (Topology A First Course -

§ 8.1 - Teorema de Jordan ). Antes, porém, vamos a algumas consi

deragoOes.
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Seja U um aberto de R? e X:U > R" uma fungéo diferen-
ciavel. A funcao X associa-se a equagéo diferencial x'¥X(x). As
solugées desta equagéo, ou seja, as aplicagées diferenciaveis
¥:I > U, onde I & um intervalo de R, tais que para todo teI

avy
at

(£)=X(¥ (t)),
sdao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X. Um ponto x€U
é dito ponto singular de X se X(x)=0.

A imagem da curva integral de X € o que se chama de oOr
bita. Duas oOrbitas de X coincidem ou sdo disjuntas; isto &, U fi
ca decomposto numa uniéo disjunta de curvas diferenciaveis poden
do cada uma ser

(1) imagem biunivoca de um intervalo de R,

{(ii) um ponto, ou

(iii) difeomorfa a um circulo,
conforme a solucao Y da equacao diferencial seja

(i) | 1-1,

(ii) Y & constante = ou

(iii) ¥ & periddica.

No caso (ii) a Orbita chama-se ponto singular; no caso (iii) a
6rbita chama-se fechada.

ApOs estas considerag¢oes podemos enunciar o teorema do

indice .

TEOREMA 15

Seja X uma fungao diferenciavel num aberto U de R?. Se

f & uma Orbita fechada de X tal que o interior de f esteja conti
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do no aberto U de R?, entao existe um ponto singular de X no in-

terior de f.

TEOREMA 16

Seja M o plano R? ou a esfera S? e f uma curva fechada
simples em Mes Entao M-f tem exatamente duas componentes conexas

W, e W,, das quais f & a fronteira comum.

Umalaplicagéo diferenciavel f:[a,b]”* M & um mergulho
na superficie M se f' €& injetiva e se f & um homeomorfismo sobre
sua imagem.

Y:V€M > R definida em um aberto V de uma superficie regu
lar M & diferenciavel em PeV se, para algum sistema de coordenadas
f:U€R?* > R® com Pef(U), a composta Yof:U - R & diferenciavel. V
é diferenciavel em V se é diferenciavel para todo PeV.

Sejam M; e M, superficies regulares, V; um aberto de M,
U, e U, abertos do ®R?. ¥:V; » M, é diferenciavel em PeV, se, da-
dos os sistemas de coordenadas f;:U; > Mye f£,:U,> M, com‘Pefl(Ul)

e Y(P)ef,(U,), a aplicacao f;'oVYof,:U;> U, & diferenciavel em f1YP)

Duas superficies M; e M; sao difeomorfas se existe uma
aplicacao diferenciavel ¥ :M; - M, com inversa ¥y"1:M, » M, diferen-
ciavel.

Uma aplicacao VY: UCM; + M, & um difeomorfismo local em

PeU, se existir uma vizinhanga VCU de P, tal que VY é um di-

e
feomorfismo de V sobre um aberto Y (V)E M,.

O teorema da funcdo inversa para superficies pode ser e-
nunciado como segqgue. Sejam m<n, M uma superficie regular contida
em R, PeM e £f:M » R® diferencidvel em P com derivada injetiva
em P. Ehtéo existe um aberto Vp contendo P tal que f:Vp > f(Vp)

¢ um difeomorfismo.

L e



CAPITULO II

GEODESICAS

2.1. ARCO DE COMPRIMENTO MINIMO

Uma aplicacao continua f:[a,b] - M, de um intervalo da

reta R na superficie M, é dita uma curva parametrizada diferen-

-~

ciavel pdr partes, ligando f(a) a f£(b), se existir uma subdivisiao

de [a,b] por pontos a=ty<ty<...<ty ) =b tal que f é diferenciawel
em [ti’ti41]’ i=0,1,...,k. A imagem de uma curva parametrizada di
ferenciavel por partes sera chamada um arco. Aqui, dizemos que

F:[p,q] » M é diferenciavel no intervalo fechado, se existir §>0

e uma funcao & g:(p-§.,g+5) ~ M com gI[P q = F.
’

PROPOSICAO 17

Dados dois pontos P e Q de uma superficie M, existe sem
pre uma curva parametrizada diferencidvel por partes unindo P &

Q.

DEMONSTRACAO: Como estamos tratando apenas com superficies que se

jam conexas, existe uma curva continua f:[a,b] > M,

com f(a)=P e f£(b)=Q. Seja tecfa,bl=I e I_ um intervalo aberto con-

t

tendo t em [a,b], tal que f(It) esteja contido em uma vizinhanca

coordenada de f(t). A uniao UI_ , te[a,bl cobre [a,b] e, por com

t
pacidade, um nimero finito Il,...,In ainda cobre [a,b]. Seja a sub
diviséo a=to<t1<...<tk+1 =b de I tal que [ti’ti+1] esteja contido
em algum dos Il,...,In . Portanto, f([ti ’ti41]) esta con-

34



tido em uma vizinhanca coordenada (Ui ,Wi).

Como P=f(q)) e R:f(tl) estao em uma mesma vizinhanca
coordenada Y(U)€M, é possivel liga-los por uma curva diferencia-

vel fi:[ti,t.

iegd > M Seja g a uniao das f,. Assim, g & conti-

- -

nua e diferenciavel em cada sukintervalo fechado [ti’ti% ] de
1

[a,b]. Logo, g & uma curva parametrizada diferenciavel por partes

ligando P a Q (figura 2).

a=t0 'tl b'

(FIGURA 2) c.qg.d.

Sejam P e Q dois pontos quaisquer de uma superficie M.
Chama-se distdncia intrinseca entre P e Q ao infimo dos comprimen
tos de todas as curvas parametrizadas diferenciaveis por partes
que unem P a Q. Denotaremos a disténcia intrinseca entre P e Q
por d(P,Q). O comprimento da curva f entre P e- Q sera denotado

por (P,Q)f . Simbolicamente , temos

d(P,Q):inf{(P,Q)f:f é curva parametrizada diferenciavel por par

tes de P a Q}

PROPOSICAO 18

A distancia intrinseca satisfaz os axiomas de uma metri

ca.

DEMONSTRACAO : Sejam P,Q,R pontos quaisquer de uma superficie M,
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(1) d(p,Q)=4d(Q,P).
Como o comprimento de uma curva parametrizada diferen-
cidvel por partes €& independente da orientacao da curva, temos
d(P,Q):inf{(P,Q)f:f &€ curva parametrizada diferencia -
vel por partes de P a Q} =
=inf{(Q,P)g:g € curva parametrizada diferencia -
vel por partes de Q a P} =d(Q,P).
(ii) d(P,R)<d(P,Q)+a(Q,R).
Seja d(P,Q):inf{(P,Q)f:f é curva parametrizada diferen
ciavel por partes de P a Q}.
Dado €2, existe uma curva parametrizada diferenciavel por partes,

fm:[0’1] -~ M com f1(0)=P e f1(1)=Q, tal que (P,Q)flg d(pP,Q) + ¢.

Da mesma forma, existe uma curva parametrizada diferenciavel por

partes, f2:[1,2] + M com f2(1)=Q e f2(2)=R, tal que

(Q,R)f éa(Q,R) + €.
2

Como fjé uma curva parametrizada diferenciavel por par

tes, existe uma subdivisao do intervalo [0,1] de modo que f res
1 =

trita a cada subintervalo e diferenciavel e tem comprimento bem

definido. Do mesmo modo para f2 no intervalo [1,2]. Como
f:fluf2:[0,2] + M & uma curva continua e tem-se uma subdivisao &

[0,2] onde f restrita a cada subintervalo & diferenciavel, £ e
uma curva parametrizada diferenciavel por partes de P a Q e seu

comprimento € igual a soma dos comprimentos de f1 e fé. Assimn,

a(P,R)<(P,R) = (P,Q) ¢ +(Q,R); 5d(P,0)+d(Q,R)+2e.
1 2

Mas € e arbitrario. Logo; d(P,R)gd(P;Q)4d(Q,R).
(iii) d4(p,Q)20.

Como (P,Q)sz, qualquer que seja a curva parametrizada
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difefenciével por partes unindo P a Q, temos d(pP,Q)>0.

(iv) d(P,Q)=0 se e somente se P=Q.

Suponhamos que P=Q. Tomemos a curva f:[a,bl] - M dada
por f(t)=P, para todo tegla,bl]. Temos (P,Q)f=0. Logo, d(p,Q)=0.

Suponhamos que d(P,Q)=0. Dado €20, existe entre P e Q
uma curva parametrizada diferenciavel por partes, f, tal que

(P,0) ¢ 4(P,Q) + c. Mas |P-0|<(P,Q) csc, onde |P-0| denota a dis-
tancia euclidiana. Segue que IP—Q|gg. Como € & arbitrario, temos

]P-Q|=O. Logo, P=Q. c.q.d.

OBSERVACOES

(i) A metrica d definida acima é chamada a métrica in
trinseca em M gerada pela metrica em R®. Salvo mencgao contréria,
d denotara esta métrica no restante deste trabalho.

(iif Sejam P e Q dois pontos quaisquer de uma superfi-
cie M. Se existir uma curva parametrizada diferenciavel por par-

tes unindo P a Q cujo comprimento (P,Q)_. seja igual a distancia
£

intrinseca de P a Q, entao f € dita uma curva de comprimento mi-

nimo entre P e Q.

EXEMPLO 1

Seja d(P,Q) a distancia euclidiana no plano. Existe seu
pre um arco de comprimento minimo entre P e Q que &€ o segmento

de reta que une P a Q.

PROPOSICAO 19

Seja F uma isometria local de uma superficie M em uma
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superficie M*. Para qualquer par de pontos P e Q de M suficiente

mente proximos temos d(P,Q):d(F(P),F(Q)).

DEMONSTRACEO : Dado €30, existe uma curva parametrizada diferen-

ciavel por partes, f, unindo P a Q tal que

(P,Q)féd(P,Q)+e . Suponhamqs gue Fof=g. Como F é uma isometria lo

cal, (F(P),F(Q))g = (P,Q)f . Assim,

d(F(P),F(Q))é(F(P),F(Q))g = (P,Q) ¢ £ d(P,Q) +e.

Como € foi tomado arbitrariamente, temos
d(F(P),F(Q))sd(P,Q).
Mas d(P,Q)=d(F *(F(P)),F ' (F(Q)))<d(F(P),F(Q)), pois

(F—l(F(P)),F—I(F(Q)))f=(F(P),F(Q))gf Portanto,

a(rF(p),F(Q))s d(P,Q) <d(F(P),F(Q)).
Logo,

d(p,Q)=4(F(P),F(Q)). c.q.d.

EXEMPLO 2

Sejam M o plano XOY excluida a origem (0,0), os pontos
P=(0,1) e Q=(0,~1). O Gnico arco em M com comprimento igual a 2
seria um segmento de reta unindo P a Q o qual conteria a origem.
Deste modo, nao. existe em M arco de comprimento 2. Tomemos um
arco de circunferencia entre P e Q de centro (R,0) e raio R 20
(figura 3). Quando R & suficientemente grande, os arcos unindo P
a Q tem comprimento maior do que 2, mas muito proximos a 2. Por;

tanto, em M ndo existem. arcos de comprimento minimo

N
P

’ Pd
(®,0) (FIGURA 3) . (®,0)

Y A :
\: ]

Q
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EXEMPLO 3

Sejam M uma superficie esférica de centro na origem de
R*, P e Q os polos norte e sul, respectivamente de M (figura 4).
Provaremos mais adiante que qualquer circulo maximo, denominado
meridiano, unindo P a Q é ﬁm arco de comprimento minimo. Existem
infinitos arcos, portanto, de comprimento minimo em M unindo P a

Q. N
3N
1A -
]
!
/.
Q
(FIGURA 4)

2.2. CURVATURA GEODESICA

Sejam M uma superficie, P um ponto de M, N um vetor uni

tario normal a M em P, Tp(M) o plano tangente a M em P. Seja f um

curva parametrizada regular em M, com vetor normal n, vetor tangen

)
te T-= §'§:;| e curvatura k no ponto P. Como & sempre possivel re-

parametrizar uma curva regular pelo comprimento de arco, suponha-
mos que O parametro t seja o proprio comprimento de arco s; isto

€, £ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Vamos in

troduzir um vetor unitario W perpendicular aT , contido em Tp(M),
de modo que o sentido T » W coincida com o sentido Xu—+XV. Assim,

{T,W,N} & uma base do R®, dependente da curva f, que tem o mesmo

sentido de {Xu,XV,N} (figura 5).

(FIGURA 5)

Consideremos o vetor aceleracao f''(s) de f em P. Como f' é unité

rio, f'' esta contido no plano determinado por W e N. Seja 0 o
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angulo que o vetor f'' forma com o sentido positivo de N, Projetemos

o vetor f'' ortogonalmente aos vetores N e W.

[

O valor algébrico da projecao de f'' no sentido de N
chamado curvatura normal da curva f e é deﬁotado por kn.

O valor algébrico da projecdo de £''no sentido de W &
chamado curvatura geodésica da curva f e & denotado por kg°

Temos as relagées:

(2.1) kn=<f"(s),N>=|f"(s)I|N|cose =kcoss.

(2.2) kg=<f"(s),W>=|f"(s)IIW[sene =kseng.

Elevando ao quadrado (2.1) e (2.2) e somando membro a membro, ob

temos
(2.3) k; + k; = k?cos?g + k?sen?s = k?2.

Uma vez escolhido o sentido de N, o sinal de kn indica
se f'' tem o mesmo sentido de N ou sentido oposto. Da mesma for-

ma, o sinal de kg indica se f'' tem o0 mesmo sentido de W ou sen-

tido oposto. Assim sendo, tanto kn quanto kg sao dependentes do

sistema de coordenadas considerado. No entanto, esta dependéncia

€ no maximo em sinal.

No §1.6 vimos que a curvatura normal da superficie M no

II(w)

—mr . Para a

ponto P segundo a diregao do vetor weTp(M) e kp (W)=

curva f, acima, parametrizada pelo comprimento de arco, temos I(w)=1,

onde w € o vetor tangente a f em P. Assim, kn(w)zII(w). Mas

II(w)=t<f'Y(s) ,N>, de modo que

(2.4) kn(w):i<f"(s),N>.

Comparando-se (2.1) e (2.4) temos que

kn=¢ kn(w);

isto €, a curvatura normal da curva f de M em P coincide em valor
absoluto com a curvatura normal da superficie M no ponto P sequn

do a diregao do vetor tangente a f em P.
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Procuramos uma expressao para kg em termos de um siste-

ma de coordenadas X(u,v) de uma vizinhanca coordenada v€& M, con -

tendo opmnto P. De (2.2) temos
kg=<f" JW>=<f'" ,N x T> =[f"',N,T].

Como assuminos inicialmente que f esta parametrizada pelo compri
mento de arco, temos T=f' (s). Usando a propriedade ciclica do
produto misto, temos

(2.5) kg=[f JE'T,NT .

Usando as consideragées acima mostraremos gque a curva-
tura geodésica pode ser expressa unicamente em termos dos coefi-
cientes locais da primeira forma fundamental e suas derivadas,
relativahente ao sistema de cbordenédas X(u,v) da wvizinhanca

coordenada V de M contendo P.

TEOREMA 20

A curvatura geodésica ao longo de uma curva f de uma su

perficie M & uma propriedade intrinseca da superficie.

DEMONSTRACAO:Seja V uma vizinhanca coordenada de P em M dada pelo
sistema de coordenadas X(u,v) e f(s)=X{u(s),v(s)) u-

ma curva parametrizada pelo comprimento de arco em M.Considere a base

do R’ caracterizada acima, {7T,W,N}. Temos

T(s)=f'(s)= u'(s)X + v'(s)X,, e

g;SI‘(S):(H'(s))zxuu;'z(u'(S))(V|(S))XuVJr(v'(s))"'va+

fll(s)=

%u"(s)Xu%v"(s)XV.
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Vamos omitir a variavel s por comodidade e calcular kg por (2.5).

- 2 . . 2 . .
k =[u'X +v'X_,u’" X_+2u'v'X _+v' X +u''X +v''X ,N]
g u v uu uv vv u v

Disto segue que

2
1

X __,N]+

) 12 [} 1 ] 1
kg-[u Xu,u X u,N]+[u Xu,2u v XuV,N]+[u Xu,v -

u

'2

‘ . .
+[u'Xu,u"Xu,N]+[u xu,v"xV,N]+[v'xv,u X g N1+

1 t__ ¥ \ 1 12 X ] Y )
+(v XV,2u A4 XUV'N]+[V XV,V XVV,N]+[V Xv,u Xu,N]+

+[V'Xv,v"Xv,N].
Como [Xu’Xu’N]=[xv’Xv’N]=O' temos

3

2

l2 [] ’ [} ‘
kg:u [Xu,qu,N]+2u v [Xu’Xuv’N]+u v [Xu,XVV,N]+
' I'[X 12 ] ) ] 2
+u Vv u,XV,N]+u v [XV,qu,N]+2u v [XV,XuV,N]+
v3 Cp Tag 11
+V [XV,XVV,N]+V u [xv’Xu’N]'
Reagrupando os termos desta ultima igualdade encontramos
2 '3 12 1]
(2.6) kg;u [Xu,qu,N] +u Vv {2[Xu,XuV,N] + [XV,qu,N]}+
+ u'v'z{[x X N} + 2[X_,X Nl } +
u’“vv’ v’/ Tuv’
'3 V'U." U.'V"
+Vv [XVIXVVIN] - ‘ + °

VEG-F? VEG-F?2
Das equacdes (1.13) obtemos

[Xu,qu,N]=Tf1/EGmF’.

[X X ,N] II‘ 122 EG—F .

u’“uv

[xv,xuu,N]=-rf1/EG-F?.

[X, X yrNl= T ,% VEG=FZ.
14

[XV,XuV,N]=~FfQ/EG—F2.

[X, /X ,N]=-T,%% /EG-F7,

vv
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’Substituindo estas equacgoOes em (2.6) encontramos

2

3 ‘
VEG-F7{r{4u’ + (2ry% - riyu’ v o+

2.7
(2.7) kg

. 2 3 .
2 1 1 .
+ (I'2%2 - 2T12)u’'v’ = Toov' +u'v'’ —u'’v’},

Portanto, kg é uma funcao apenas de E,F,G e suas derivadas, sendo

assim uma propriedade intrinseca da superficie M.

c.q.d.

COROLARIO 21

o

A curvatura geodésica de uma curva plana € a propria

curvatura de uma curva plana (§1.3).

DEMONSTRACAO :Basta substituir em (2.7) u=x, v=y, E=G=1, F=0. Tem

se

PROPOSICAO 22

Qualquer curva sobre uma esfera com curvatura geodésica

constante &€ uma circunferéncia ( ou um arco de circunferéncia ).

DEMONSTRAGCAO: Seja f uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco sobre a esfera S? e
X(u,v)=(cos u cos v, cos u sen v, sen u) um sistema de coordenadas

de uma vizinhanca coordenada V€S?. Neste sistema temos
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H
-
.

E=<X,X>
u’ v

F = <Xu’xv> =0 .

G = <Xv’xv> = cos?u,
e = <qu,N> = -1

f = <Xuv’N> = 0 .

g = <X, /N> = -cos?u.

Seja w um vetor tangente a S?. Entao

II(w) _ =a? - b?cos?u

T (w) = -1 = constante

k (w)= .
n a? + b?cos?u

Por hipotese f tem kg constante. Como kn(w)vé constante,

vem que kn €& constante . De (2.3) conclui-se que f tem curvatura k

constante. Sendo f uma curva em S? com curvatura constante, segue
que £ € uma curva plana. Sem perda de generalidade, suponhamos que
f esteja contida num plano paralelo a XOY. Pelo teorema' fundamen-

tal de curvas planas vem que

e(s)=fkdr=kfdr=ks,
B}

Entao,
/ s :
x(s) = jf cos(kr)dr = % sen(ks),
0
(y(S) = Jféen(kr)dr =»% cos (ks),
0

z(s) = ¢ ,

>y

sdao as equacoes paramétricas de uma circunferéncia de centro no

ponto (0,0,c), do plano que contem f, de raio %

c.q.d.

vamos fazer uma interpretacao geométrica da curvatura
geodésica em termos da proje¢ao sobre o plano tangente. Seja £
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco de uma superfi-

cie M, P um ponto de £ e f* a projecao de f sobre Tp(M). A curva
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\\J/ /

(FIGURA 6)

tura geodésica de f nada mais e do que a curvatura de f*(figura 6).

Enquanto que a curvatura normal da em valor absoluto o
minimo de curvatura que uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco tem de ter para estar na superficie, a curvatura geodesi
ca diz o quanto esta curva se curva na superficie. A curvatura
geodésica_desempenha para as curvas na superficie o mesmo que a
curvatura k desempenha para as curvas no plano ou no espago. Ex-
tendendo esta analogia, poderiamos pensar em curvas sobre super-
ficies que tem curvatura zero e ver até que ponto esta analogia
pode ser feita com retas em R’. Atraves desta analogia chegamos

a nocao de geodesicas.

2.3. GEODESICAS

A histdoria das geodésicas se inicia com a solucéo dada
por Juan Bernoulli ao problema de minimizar distancias entre dois
pontos de uma superficie convexa. Bernoulli demonstrou que o pla-
no osculador de uma geodésica deve ser ortogonal ao plano tangen-
te em todo ponto (1697-1698).

O nome geodesica com seu significado atual se deve a

J. Liouville.

A equacao das geodésicas foi obtida pela primeira vez

por Euler.
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vamos, agora, dar a definicéo de geodésica. Uma geodesi
ca de uma superficie M & uma curva g:I€ R » M com a propriedade
que para todo teI, g'' €& ortogonal a M. Segue imediatamente de
(2.2) que a curvatura geodéesica de g e nula em todos os pontos.

Notamﬁs gue o vetor g'', chamado vetor aceleracéo ou ve
tor curvatura, serve apenas para manter a geodésica g em M. Nao e
xXiste, pois, componente tangencial de g''.

Uma vez que, para todo seI, g'' & normal a M, temos em

particular que g''lg' para todo seI. Disto se pode concluir que

(2.8) - <g''(s),g'(s)> = 0, ¥Ysel.
Logo,

g~|g"(S)] = 0, Vsel.

ds
Portanto,

lg'(s)| & constante.

Isto significa que as geodésicas sao curvas de velocidade constan

te.
Sejam P;,P,eM e g uma geodésica de M contendo P; e P>

tal que d(pP,,P;) = (Pl,Pz)g. A curva g € chamada uma geodésica mi

nimal. Esta definicao € analoga aquela apresentada na observacao

(ii) do §2.1.

PROPOSICAO 23

Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco g:I —+M
de uma superficie M & uma geodésica de M se e somente se

[g’',g'",N] = 0.
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DEMONSTRAGAO : Sendo g uma geodesica de M vem gque a curvatura geo

désica de g €& nula; isto é; kg =0 . De (2.5) vem
que
(2.9) [g' g'! N] = 0.
c.q.d.
TEOREMA 24
Sejam M uma superficie em @®R?®, I um intervalo aberto de
R e g:I - M uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A

curva g € uma geodesica de M se e somente se, para todo sel e pa-
ra todo sistema de coordenadas X(u,v) de uma vizinhanc¢a coordena-

da V de g{(s), vale (2.10), onde g{(s)=X(u(s),vis)).

P2

1
o

L ] 12 . ] ] .
_ Iu +rhu o+ 2Tihu v +T v
(2.10)

Lvl 2 12 AP i 12
v +[1%1u + 2I'12u v 4T 5%V

1
(e

DEMONSTRACAO : Seja {T,W,N} a base ortonormal caracterizada no

§2.2, relativamente ao sistema de coordenadas lo-
cais X ao redor de g(s).
Como g & uma geodésica de M, temos

k_ = <g'',w> =0.
g g

Por hipdtese, g esta parametrizada pelo comprimento de arco, de

modo que g''lT. Mas TeTp(M). Assim,
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Segue dque

= X + 2u'v'x + v + a0 X o+ v .
g v uu Vo fav Xov u Xy
Logo,
(O = XK s o= ul < X% o+ 2u'v'< X ,X.> +
=<9 a8y = < fauttu S fuvtu
+ V'2 X X> +u''c X ,X> + v''<x ,%X >
< Ayvitu” u’u A T M
¢ | \ |
[ B | ] 1 1
= X = u X > + 2u v < X X >
0 <9 Ay €< uu'Xv uv’ v’ o+

L it : [ ]
+ Vv X X > +1u <« X ,X> +v <X ,X>
\ < vty u’ v v’y

. . V1 [ ]
Vamos resolver O sistema acima para u e v . Para

tal, multipliquemos a primeira equacgao por < XV,XV> , & segun-

da por - <Xv,Xu>e somemos . Obtemos
'2
u < qu’xu><Xv’Xv> - < qu,Xv><Xv,Xu> ] o+
. ‘ ' . — < {
+ 2u v < XuV,Xu><XV,XV> < Xuv,xv>\XV,Xu> 1 +
4 )
L]
+ v [« va’xu><xv’xv> - < va'Xv><Xv’Xu> ]+
"t
+u [« xu,xu><xv’xv> - < xu,xv><xv,xy> 1,
| I | .
+ v < Xv,Xu><Xv,Xv> - < XV,XV><XV,Xu> ] =0 .
Utilizemos as identidades,
<axb,cxd>-=«<a,c><b,d> - < a,d><b,c> ,

< Xu,X > = E,

u" v
(XV,XV\?G,
2
X x X = EG - F?,
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para transformar a equacao acima em

2 . 2

. ¥ [4
Xu X XV u + u <qu x XV’Xu X XV> +
) : ,2
+ 2u'v <XuV X Xv’Xu X XV> + Vv <Avv X Xv’Xu X Xv> = 0,
2
Dividindo por Xu X Xv temos
2 Xu x XV Xu X Xv
u'’ e ut <X ox X o, >+ 2u‘v'<XuV x X >+
|x x x| X x X_|
u u v
2 o ¥ Xy
+v'! <va X ng s= 0.
|x_ = x|
u

Usando o vetor normal N e o produto misto, encontramos

. u' 2u'v!
u + [qu,XV,N] + T—————— [XuV,Xv,N] +
K, x x| k> X |
u v u” v
02
+"y_—‘__ [X IX IN] = 0.
" v’ v
[k, x % |
u v
Das equacgoes (1.13) vem que
2 2
u'' o+ rhuto+ 2T, uw'v't o+ rhbvt =0,

que &€ a primeira das equgoOes (2.10).
Por um raciocinio analogo chegariamos a segunda das

equagoes (2.10). ,
‘ c.q.d.

Seja f(t)=(u(t),v(t)) uma curva parametrizada pelo com
primento de arco. Suponhamos que f seja um mergulho diferencia-
vel. Seja M uma superficie de revolucao gerada por f. Nestas con

dicdes temos a proposicao a seguir.

PROPOSICAO 25

(i) Todo meridiano de M & uma geodésica.
(ii) Um circulo de latitude ( ou paralelo ) é uma geo

désica de M se e somente se a tangente X, aos meridianos & para

t
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lela ao eixo de revolucdo em todos os pontos do circulo de latitu

de.

DEMONSTRACAO : Suponhamos que a curva f£(t) = (u(t),v(t)) esteja

contida no plano X0%Z, u=u(t)>0 e gire ao redor do
eixo 0Z. Suponhamos ainda que t mede a posigéo da curva e 6 mede

o gquanto a curva gira . Definamos a aplicacao

F:I xR > M
(t,0) » F(t,8) = (u(t)cosp,u(t)sens,vit)).
Naturalmente que F nao € uma aplicacdo injetiva. Para cada ponto

P=F (t; ,0,) consideremos o numero real §¢(0,II). Ent3o a aplicacao
FIT x (8,-6,8+6)
e uma aplicacao injetiva. Suponhamos que U = I x (8 —-8,0, +6) e

Vp € uma vizinhanga do ponto P. Como f & um mergulho diferencia-
vel temos X(U):fo\M,
‘Mostremos que X € um sistema de coordenadas locais de M

. » - oo N . ~ -
em uma vizinhanga de P. X e C pois as fung¢oes coordenadas tem de

rivadas parciais de todas as ordens continuas. Além disso,

u (t)coso —u(t)cose’

[]
DXP = u (t)senp u(t)cosg
v (t) 0

tem posto 2 uma vez que os tfes determinantes menores de ordem 2
nio se anulam simultaneamente.

A seguir vamos obter o sistema de equacGes diferenciais
que as geodésicas de M devem satisfazer considerando um gistema

de coordenadas locais X(t,6) como acima.
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2 . 2 _
E = <Xt,xt> = (u'(t)) + (v'(t)) =1, pois f esta
parametrizada pelo comprimento de arco.

F = <Xt’xe>

I
O
*

1]
[
ﬁ-
VN
I
o
~

G = <X8,Xe>

Assim,
EG-F? = u?.

GE, - 2FF, + FE
Flll - t t + e: 0.
bl Z(EG - Fz)
GE - FG ,
rds -8 "t _ g .
2(EG - F?)
2GF - GG, - FG
Too . 8 t 0. -uu’.
2(EG - F?)
2EF, - Eg FE
Flzl — t EU * t = 0
2(EG - F 2)
e EG, - FEe= 0"
2 (EG - F?)
EG_ -2FF FG
Ik _ 8 6 " Tt _

2(EG - F?)
Pelo teorema 24, a curva f(s)=X(t(s),p(s)) parametri-
zada pelo comprimento de arco de M e uma geodésica de M se e so

mente se satisfaz (2.10); isto €&,

2 2

- P V2F112t‘e' + Tty 0

1
o

2

2
¢ + At o+ 2%t + 1% 6

i
o
.

Substituindo os valores encontrados, temos

2

(2.11) £ —uu'p' = 0.

1)
GH+ ———-————23 t'@‘ = 0.

Feitas estas consideracgOes vamos completar a demonstracao.
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(i) Os meridianos de M séo as curvas de M onde g =g(s)
€& constante. Assim sendo, temos ' = g'' = 0. Ao longo de um meri
diano temos t = t(s) = s, logo, t'= 1 e t''= 0. As equagées
(2.11) ficam, pois, satisfeitas para qualquer meridiano, o qual e
uma geodésica de M.

(ii) Os circulos de latitude de M séo as curvas de M on
de t = t(s) & constante. Assim sendo, temos
(2.12) t'= t''= 0.

Como a curva f(s) = X(t(s),p(s)) esta parametrizada pe-

lo comprimento de arco, temos

2 . 2
_ y _ 1 ' _ ' ' ' ) T
1= (£ s)| = |e'x, + 8 xel = <t'X, o+ 0'X,t'X s 0K >,
ou seja,
1 = t'2<X X,> + 2t'9'<X,,X > + 6'2<X X >
- £t t'%o 6’6"
Substituindo t' = 0 na equacao acima encontramos
2
1 = 9o' G.
, ,
Como G = u?, obtemos 1 = (p'u) . Mas u>0, logo 0 # g' = ¢ % .
Sendo t = t(s) constante, entao u = u(t) também & cons-

tante. Desta forma
(2.13) p''= 0 eu'= 0.

Observamos que § € fungao de s , logo a derivada é em
relacao a s, enquanto que u é funcéo de t logo, a derivada é em
relacao a t, muito embora tenhamos utilizado o simbolo ' nas duas
situacoes.

De (2.12) e (2.13) concluimos que um circulo de latitu-—

de satisfaz a segunda das equacoes (2.11). Uma vez que g '= 0 e
u>0, um circulo de latitude satisfara a primeira das equacdes
(2.11) se e somente se u'= 0. Mas u'= 0 implica em

Xy = <u'cose,u'senp,v's = (0,0,v'(t)) ,

gque e um vetor paralelo ao eixo de rotacao de M.
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PROPOSICAO 26

Suponhamos que I, ,I, €R sejam intervalos abertos tais

que IlflI2 # ¢ e M seja uma superficie regular. Se 91:11 + M e

: a esi e g- = 3
g,:I, > M sao geodesicas glIIlr312 glelnIZ , entao
g = g1 Ugy :I;U I, » M é uma geodésica.
DEMONSTRAGAO : Sendo g, uma geodésica em M temos que k_ = 0
g

Q
4

em Ij.

Sendo g, uma geodésica em M temos kg = 0 em I,.
2

Como g = g,u 9, € uma curva parametrizada diferenciavel
e kg = 0em I, U I, , temos que g &€ uma geodésica.
c.q.d.
EXEMPLO 4

Toda geodésica de uma esfera € parte de uma circunferen
cia maxima.

Seja f uma geodésica da esfera unitaria S?. Um sistema
de coordenadas locais de S? e dado por

X{u,v)=(cos u cos v; cOosS u sen v, sen u).

Neste sistema temos

E = 1.

F = 0.

G = cos?u.

X = (=-CcOS u cos v, —-C0OS U sen Vv, -sen u).

uu
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X = (sen u sen v, -sen u cos v, 0).
uv
X = (-cos u cos v, =-cos u sen v, 0).
vV
Xu < Xy ‘
N = ~————— = * X(u,v). Suponhamos N =-X(u,v). Assim,
IX x X
u v
temos
e = 1, f =0 e g =+cos?u.
Seja w = aXu + bXV um vetor tangente a S? no ponto f(s).
Entao, o ,
Kk (w) = II(w) ea®? + 2fab + gb?_  +a’ + b?cos?u _ 1
n I(w) Ea? + 2Fab + Gb? a® + b?cos?u

& constante . Como f & uma geodésica temos kg = 0 (constante). Pe
la proposigao 22, £ & um arco de circunferéncia. O vetor £'' & pa
ralelo ao vetor normal N de S?, pois f é geodésica. Logo, f esta

contida num plano que intersepta S? passando pelo seu centro. Por

tanto, £ & um arco de uma circunferéncia maxima em S?.

OBSERVACAQ

Uma consequéncia imediata do exemplo 4 e da proposicao

26 € que toda circunferéncia maxima de S? é uma geodésica.

EXEMPLO 5

Toda reta (ou segmento de reta) de uma superficie & uma

geodésica.

Seja g uma reta ( ou segmento de reta ) de uma superfi

cie M. Em todo ponto de g temos k = 0 . Da equagado (2.3)

2 - 2 2

2
g ‘ 0 = k k . , ko= - k_. = = 0.
vem gue n g Logo n kg Portanto, kn kg 0. As

sim, g € uma geodésica de M.
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TEOREMA 27
Numa vizinhanca de um ponto P de uma superficie M exis-
te uma e somente uma geodésica parametrizada pelo comprimento de

arco que passa por P e temumadirecao dada.

DEMONSTRACAO : Seja wan(M) um vetor unitario, £ uma geodésica em

M passando por P, s;ec R @l qe £(sp)=P e £'(sy)=w.Es
tamos interessados em provar que f, atendendo a estas condicgoes, é
unica. Seja X(u,v) um sistema de coordenadas de uma vizinhanca cox

denada Vp que contenha o ponto P. Suponhamos que P=X(0,0) e que
w=aXu+bXV.
Se existir uma geodésica f(s) = X(u(s),v(s)) satisfa -

zendo as condigdes acima, entdo f deve satisfazer (2,10),'obede—

cendo as condic¢oes iniciais u(sy)=0, v(s,)=0, u'(so)za e v'(s,)=b.

Inversamente, gqualquer solugao para este problema de valor ini -
cial & uma geodésica com as propriedades exigidas. O teorema de
Picard assegura a existéncia de uma unica solugdo para esse pro-

blema de valor inicial, numa vizinhanca de s . Deste modo, preci
0 x
samos apenas mostrar que a solugao
f(s) = X(u(s),v(s))

do problema de valor inicial

/
2 2
u'' = - rhu' - 2l w'v' -, v,
by 2 12 2 Ll ! 1 42
: v .= - TI'ihu - 2l uv = Ty, v '
(2.14) <
u(sg) = visge) =0
u'(se) = a, v'(sy) = b,
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€ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Seja g(s) = |£'(s)]| = <E'(s),£'(s)> =

1]

<cu'X + v'X._, u'X + v'X >=
u v u v

2 . 2
u'E + 2u'v'F + v' G.

Derivando-se g em relagcao a s obtemos

3 _ 2 9 . 2 )
g'(s) = u' % | 2u''E +u'vZE L2ty EE
u ov ou
2 \ ? 3 23
s 2u v E L outy'r s 2uv R e v 28 L vy
av ov
2 DG
+ U v —'-é"ﬁ.
Como f(s) S uma solugao de (2.14) temos g '(s) =0.
Portanto, g(s) & constante. Mas g(so) = Ifi(so)| = 1. Logo, g de

ve ser identicamente igual a 1. Assim, f & um vetor unitario e
f estd parametrizada pelo comprimento de arco .e como f & solugao
de (2.14) € uma geodésica.
Repetidas aplicagées disto forneceréo f(s) definida pa
ra se(a,b) para algum par de nimeros a,beR, mesmo que a imagem
de f nao esteja contida em um  mesmo sistema de coordenadas de M.
A demonstragéo mostra-nos que f € Unica nos pontos em

que esta definida.
c.q.d.

'‘COROLARIO 28

Se a direcao dada nao for unitaria, entdo a geodésica

nao necessita estar parametrizada pelo comprimento de arco.

A demonstracaoc deste corolario é analoga a do teorema 27.
Basta nao considerar o vetor w unitario, para obter a geodésica f

nao parametrizada pelo comprimento de arco.
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2.4. COORDENADAS GEODESICAS

Um sistema de coordenadas de uma vizinhanga VP de um pon

to P de uma superficie M & chamado um sistema de coordenadas geo-
désicas retangulares quando as linhas coordenddas forem ortogonais
e uma das familias & constituida de geodésicas parametrizadas pelo

comprimento de arco {(figura 7).

,\>K/;<(:; g%A/_NA geodésicas

( FIGURA 7 )

LEMA 29

Sejam M uma superficie, P&M e X(u,v) um sistema de
coordenadas ao redor de P tal que E = 1 e F = 0. Entdo as linhas
coordenadds de M com v constante (v' = 0 ) s3o geodésicas.

DEMONSTRACAO : Para cadav, fixo seja f(u)=X(u,v,) uma airva parame

metrizada pelo comprimento de arco de M. f sera u-
ma geodésica de M se e somente se satisfizer as equacgbes (2.10) .

Como v, € fixo, temos vy=0. As equagdes (2.10) passam a ser

2

Ua. + Flllu' =0 ’
V 2
.F121U.° = 0.
E = j, F = 0, de modo que Eu = EV = Fu = Fv =0 , Entao;
3 GE,-2FF + FE,,
F111 = 2 =0
2(EG - F )

2 2EF. - EE_ - FE
' u v u o 0

2
§ 2(EG - F )
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Substituindo estes elementos no sistema acima, obtemos

de modo que u' é& constante.

Como f'(u) = u'Xu(u,VO), segue gue

£'' () = u''X (u,v,.) + 0 x (u,vn)

a0 au: 07"

Logo, ' ,2

f (u) = u qu(u,vo).

- Portanto, 4
(] ) u'!

<f " (u) N> —lxlx §,1<qu(u'WJ)'Xu X Xv> = 0,
Como f esta parametrizada pelo comprimento de arco, IXul =1, lo
go, X, é ortogonal a X, em (u,v,). Desta forma,

<f'"(u),N>= 0,

consequentemente, f & geodesica de M.
. c.q.d.

Deste lema vem imediatamente que a primeira forma fun-

damental num sistema de coordenadas geodésicas. é dado por

(2.15) I = ds?+G(s,0)de?.

TEOREMA 30

Seja M uma superficie e f:[a,b] + M um mergulho diferen
ciavel. Existe um sistema de coordenadas geodésicas X:U » V€M on

de V &€ uma vizinhanca do ponto f(u), ue[a;b] tal que X(u,0)=£f(u).

DEMONSTRACAO : Suponhamos que f esta definidaem [c,d], onde xasb<d.

| Escolhamos mn tais que c<m<asb<n<d. Para cada vseja
w(v)=-W(v) onde W & aquele definido no §2.2. Para cada ve[m,n] se
ja fv a Gnica geodésica satisfazendo fv(O)zf

v

dfv
Lij—'(0)=w(v).
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Seja X(u,v) = fv(u) . Como fv € uma geodésica, ela sa-
tisfaz as equagdes (2.10). Assim, X e de classe C?, pelo menos.
Como [m,n] € compacto, existe >0 tal que X é 1-1 em

["5!6] X [m,n].

dfv

Xu(O,V) = a—a—(O) = W(V).
dfv

X,V\O,V) =-d—v—‘—(0) = (v) .

Mas w e T sao unitarios e ortogonais de modo que (Xu x Xv)(O,v)fo,
Entao existe e£>0 com &8 tal que

X, X X, # 0 em [-e,e] x [m,n].

Portanto,
X:[-e,e] x [m,n] > VCM
€@ um sistema de coodenanadas locais em f(u), o qual contém f([a,b]).

Além disso, E = <KyrX> = < w(s) ,w(s) > = 1, de modo

que fv(u) € uma geodésica tendo u por comprimento de arco.

F D _ -
-gﬁ = m(Xu,XV> = < Xuv,XV> + < Xu,XuV>.
Mas
dX £ *f
u 3 v 3 v ~ .
qu =5 = ga o © ~yar © normal a M porque fV e u-
ma geodesica em M.
Logo, <X ,X. > =0
uu’ v
Como E=1 vem que 2<Xuv’xu> = 0. Portanto,
OF
F R
o que implica em dizer que F(u,v) e constante em relacao a u.
Disto segue que
F{u,v) = F(0,v) = <Xu(0,v),XV(O,V)>=<w(v),t(v)> = 0;

ou seja, F &€ também constante em relacao a v. Além disso, F = 0.
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Concluimos do lema 29 que ‘X € um sistema de coordenadas geodésicas

locais.
c.q.d.

2.5, 0O PARALELISMO DE LEVI-CEVITA

Um vetor em um ponto Pe R’ & um par v=(P,V) onde VeR".

Um campo vetorial w em um aberto UCR™ & uma aplicacao

w: U-> U x Rn

que atribue a cada ponto PeU um vetor v=(P,w(P)) no ponto P.

Um campo vetorial w em U & diferenciavel se a fungao as
ciada w:U -»R™ é diferenciavel.

Uma curva parametrizada f:I€ R - ®” & uma curva integratl
do campo vetorial w no aberto U de R se f(t)eU e
(£(t),£°(t)) = w(f(t)).

Um campo vetorial tangente ao longo de uma curva

f:{a,bl] - M & uma fungao wf:{a,b} > ta[g,b}{f(t)}fo(t)(M) que a-
tribui a cada tela,b] um vetor wf(t) = (£(t),v{t)) onde veTf(t)@D.
EXEMPLO 6

Seja f uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

em uma superficie M. Entao welt)=(£(t),£'(t)) & um campo vetorial

tangente ao longo de f.
EXEMPLO 7
Seja f uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

em uma vizinhanca coordenada de uma superficie M. Seja t o vetor

tangente a f no ponto f(s) e N o vetor normal a2 M em f(s). Entao
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W(s) = (£(s),N(s)xt{s)) e um campo vetorial tangente ao longo de
f. Como W e t sdo linearmente independentes, qualquer campo veto-
rial tangente ao longo de f e da forma

wels) = a(s)t(s)+b(s)W(s).

Um campo vetorial tangente w_ ao longo da curva f & di-

f

~ ferenciavel se como uma fungdo wg: [a,b] >~ R’xR’ ele é diferencia

vel. Denotaremos a derivada do campo vetorial tangente We

welt) = (£(t),v(t)) por we(t) = (£(t),v'(t)).
Um campo vetorial diferenciavel tangente We ao longo da

cyrva £ € dito paralelo ac longo de f ( no sentido de Levi-Cevita)
sé, para cada t, v'(t) €& perpendicular a M. SO usaremos oS campos
vetoriais que forem diferenciaveis. Por iéto, omitiremos a partir
de agora a palavra diferenciavel. Vamos também omitir da notagéo

wf(t) = (£(t),v(t)) a parte f£(t), a menos que haja possibilidade

de confusao. Escreveremos, entao, simplesmente wf(t)=v(t),

EXEMPLO 8

Seja f(t) = (a(t),b(t),0) uma curva no plano X0Y. Seja
wf(t) = (A(t),B(t),0) um campo vetorial tangente diferenciavel ao
longo de f. O normal do plano & N(t) = (0,0,1).

. dA dB

Wf(t) = | 3t IaEIO)-

O campo We €& paralelo ao longo de f se Wf é perpendicular ac pla-
no; isto é,

dr _dB _
dt ~ dt - 7°

Assim, Ve € paralelo ao longo de f se e somente se A e B sao cons

tes ao longo de f£.
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EXEMPLO 9

Seja M a esfera unitdria em R® de centro (0,0,0). Seja

f o equador de M e W um vetor unitario apontando para o norte em

cada ponto de f. w_ & paralelo ao longo de f pois wf(t) = (0,0,1)

f

e Wf(t) = (0,0,0). Logo, w_. € perpendicular a M (figura 8).

£

( FIGURA 8 )

E de se notar que o campo Wf = %% geralmente nao é tan-

gente a superficie M. No entanto, podemos obter um campo vetorial

tangente a M projetando Wf ortogonalmente sobre Tf(t)(M) para ca-

da tela,b] (figura 9). Este processo de diferenciar um campo veto

rial e projetar ortogonalmente a derivada sobre Tf(t)(M) recebe o

nome de diferenciacao covariante. Segue disto que a derivada cova
riante nada mais & do que a componente tangencial da derivada u-
sual. Vamos denotar o vetor projecao de Wf sobre Tf(t)(M) por w%.
A derivacao covariante tem as mesmas propriedades da derivacao u-

sual com excessao do fato que a derivada covariante de um campo ve

torial tangente a M & ainda um campo vetorial tangente a M.

Z
S EN

Te gy M)

( FIGURA 9 )
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Observamos qué, mudando o sistema de coordenadas da su-
perficie M, a derivada covariante nao se altera. Isto ocorre devi
do ao fato que, ao mudar o sistema de coordenadas, o maximo que
pode ocorrer é que o vetor normal a Superficie mude de sinal. A

projegao de w,. sobre T (M), no entanto, nao se altera por esta

£ f(t)
mudancga.
PROPOSICAO 31
Um campo vetorial tangente We a0 longo de uma curva f
de uma superficie M @ paralelo se e somente se wé(t) = 0,v t.

DEMONSTRACAO : Como We é paralelo ao longo de f:[a,b] +» M vem que

¥ tefla,bl, Wf(t) _l, Tf(t)(M) . Portanto, a projegao

ortogonal de We sobre Tf(t)(M) e nula.
c.q.d.

Seja M uma superficie regular e PeM. Um campo de vetores

tangentes em M € definido por

w: M > u{PIxT_ (M) = T(M)
M p
P> w(P) = (P,v),

onde veTp(M)n Por gquestao de simplicidade, vamos escrever apenas

w_.
P

Sejam vl,vzeTp(M) e w;,weT(M). Definimos a soma de cam
pos vetoriais tangentes em M no ponto P por

(wi+wy) {P) = (P,vy (P)4v, (P)).

Vamos, agora, a uma definicao precisa de derivada cova-

riante.
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Seja £:I » M umé'curva parametrizada de uma superficie
M e w um campo vetorial diferenciavel tangente a M em f(t). A de
rivada covariante de w é o campo vetorial w' tangente a M defini
do por
(2.16) w'(t) = w(t)—<w(t),N(f(t))>N(£(t))

onde N & o vetor normal a M em f(t). Vamos denota-la por

GE)(£(£)) = w' () ou por D w(f(t)).
dt
Vamos obter uma expresséo para a derivada covariante em
termos de um sistema de coordenadas locais X(u,v) de uma superfi-
cie M ao redor de um ponto PeM.‘
Seja f(ﬁ) = X(u(t),v(t)) uma curva f de M e

w(t) = a(t)Xu{tb(t)XV um campo vetorial tangente a M. Por comodida

de vamos omitir a variavel t. Entao,

.o ' 1y v 1Y a9 v
W = a(quu +Xuvv )+b(Xvuu +XVVV ) +a Xu+b XV

»sendo que o simbolo ' esta indicando a derivada em relagao a t .

Usando-se as equagoes (1.14) obtemos

°,

W = af Ff@xu+Ffixv+eN)u'+a( thxu%Ffzxv4fN)v'+a'Xu¥
+b ( Ff}Xu}ngxv+fN)u'¥b( Po2 X +T 52X +gN) V' +b "X _.

Reagrupando~se temos

W = (a'+aI‘111u'+aI“112V'+b1‘112u'+b1"212v')Xu +

(2.17) }(b‘+aFf1u'+aFfzv‘+bFf2u'+begv‘)XV +

%(aeu'+afv‘+bfu'%bgv')N.
Calculando-~se
(2.18) <w,N>N = (aeu'+afv'+bfu’+bgv')N.

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16) obtemos
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(2.19) == = w' = (a'+F1Hau'+F1Bav'%Flﬁbu'%szbv')Xu+
%(b'+F1ﬁauF+Ffzav'+Ffzbu'%Ffzbv')Xv.

OBSERVACOES

(i) A expressao (2.19) nos mostra que g% independe da

curva considerada.

(ii) Podemos redefinir um campo vetorial paralelo Wg a0

longo de uma curva parametrizada f com sendo aquele para o qual

se tenha para todo t,

..Dwf-— 0
dat ~ 7

PROPOSICAO 32

Sejam w; e w, campos vetoriais diferenciaveis tangen-
tes em uma superficie M ao longo da curva parametrizada £:I > M

e g uma func¢ao diferenciavel. Entdao,

(i) (Wi+wz) ' =wi+w}.
(ii) (gwi)' = g'wi+gwi.
(iii) a%<w1,w2>= <g%l,w2>+<w1,g¥2>.
(iv) <Wi,W2 >'= <W],Wp>+<Wy,wWi>
DEMONSTRACAQ : (i) (witwz)' = (Wi¥wz)-<wiiwz,N>N = Wi+W2—<w+Wl0N.
- Segue que
(Wi+Wy) ' = (Wy—<Wy ,N>N)+ (Wo=<Ws ,N>N) = wl+w}.
.(ii) (gwi) ' = (g.w-l)-<(g°wl),N>N = GW1+gWy ~<gW+giy, NON.

Segue que

(gwi) ' = (§“<ng>N)W149(W1‘<W1:N>N) = g'wi+gwi.
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(iii) Sabemos gue a derivada covariante & a componente

tangencial da derivada usual. Denotando-se esta componente por

{ )T’ obtemos
dw, Dw, dwp,  Dw,
(gEe=qe = YL - e (g = g = vi-
Da derivacao usual temos
——<Wq ,Wo> = dwl W, >+ <W W2,
dt 17 2 - dt 14 2 1ldt -
Entao,
d _ dw _ Dw,
Tewarwe> = <GP gawean, (G = grtverean grts’
. a d aw
(1v) Wy, Wwo' = (Gp<wi,Wa) = dtl’wé*\wl'dt2> =
dw

-<(EEL)T,W§*<WI,(dt )T\ <WI,Wp+<wq ,Wh>.

c.g.d.

PROPOSICAO 33

Sejam w, e w, campos vetoriais tangentes em M paralelos

ac longo da curva f:[a,b] - M. Entao,
(1) w, tem comprimento constante.
{ii) <w,;,w,> & constante.
(iii) o éngulo entre w, e w, & constante.

(ivV) VceR, w1+w2 e Cw,; sao paralelos.

DEMONSTRACAO : (i) Como w; € paralelo ao longo de f, temos w] = 0.

u

Mas azlwll S gz<w1,w1>= 2<wi,wi> = 0.

2
Portanto, lwll e constante. Logo, w; tem comprimento constante.

(ii)Como w,; e w, sdo paralelos ao longo de f, temos

wi = wj =0. Entao,
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d ’ ) 1
=E<W ,Wy> = <W,,W,> = <Wi,W,o>+<W,,Wy> = 0.

at
Portanto, <w,,w,> & constante.

(iii) Sabe-se que <w,;,w,>= |w;||w,lcos6, onde o é o an-
gulo entre w; e w, . Dos itens (i) e (ii) segue imediatamente que
cos® € constante. Portanto, 8 & constante.

(iv) Como w, e w, sao paralelos ao longo de f, temas que

wi =wj = 0. Pela proposigao 32 temos
(Wi+w,) ' = wli+wl.
Portanto, (wléwz)“ = 0. Logo, w1+w2 é paralelo ao longo de f.

Da mesma forma, Vc e®R temos

1

{cw)’ c'w,+CW] = Cw].

Portanto, (cwq)* 0. Logo, cw € paralelo ao longo de f.

c.q.d.

A proposigéo gque acabamos de provar nos diz que, quando
transladamos vetores paralelamente ac longo de uma curva, Os angu
los e os comprimentos dos vetores sao preservados, exatamente como
na Geometria Euclidiana.

Seja f:I » R*® uma curva parametrizada do plano R? ao
longo da gual o campo f' de seus vetores tangentes & paralelo. As
carvas £ com esta caracteristica sao exatamente as retas de R?.
Em uma superficie vamos encontrér curvas desempenhando o papel de
tais retas. Sao estas as geodésicas da superficie. Temos, assim ,
uma nova definicao de geodésicas, desta vez usando a de:ivada CcO~
variante.

Uma curva parametrizada f de uma superficie M, nao cons
tante, € uma geodesica se o campo de seus vetores tangentes f' &
paralelo éo longo de f; isto €&, para todo t,

DE' (t)
dt

= 0.

A seguir obteremos uma expressao para a curvatura K em
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termos da derivada covariante.

PROPOSICAO 34

Sejam X:U - VCM um sistema de coordenadas de uma vizi-
nhanca de um ponto P de uma superficie M e K a curvatura gaussia-

na de M. Entao,

D D D D
3V 300 3a 3viu & KXX XX,

DEMONSTRACAO : Como D _ Ji
. Eﬁxu = (auxu)T , vem de (2.19) que

D
Ty

Ainda de (2.19) temos

=T A X+ TA X, -

D D

mxur—‘ ( (Flll)v+F112F111+F 212.11 121)Xu4-

+( (Ffl)v+szFf1+szrfl)Xv-

Por outro lado,

D _ 0 _ 1 2
vau = (Bvxu)T = DX +T1%X .
Segue que
D D. ‘
CGu gutg = O (T02) T T T T )X+

+( (Flzz)u+l"1211‘112+1“ 122F122 )Xv.
Subtraindo-se as duas igualdades, temos

D D

Dy D D
Ju u u v u

D ) :

3V ( (Tlﬂ)v—(Ff?)u+T£éTfl—Ff2Ffz)Xu+
+ (Tlﬁ)v“(Tl%)u+rfzrfi+Tf2Tfl—rflrfé—rfzrfz )XV-

Das duas ultimas equacoes de (1.16) temos

—FKXu+EKXV = (Flﬂ)v—(Flﬁ)u+rzﬂrlﬂ“rlﬂfd% )Xu+

+ -(1"121)‘,’(Flzz)u-I'112T121+T111T122"r Pl 2+ AT A )Xv'
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~de modo que

e
n

K(~-FX +EX_) =
u v

Q)lc
<
QJIO
o
o
QJ[U
o
Q)lU
<
o}

K(<Xu,Xu>XV -<Xu,Xv>Xu) =

K(Xuxxv)xxu.

PROPOSICAO 35

Sejam f uma curva parametrizada de uma superficie M cu-

jo vetor normal & N(u,v), t, um ponto do dominio de f e VeT

£y (M-

Existe um unico campo vetorial w tangente a M ao longo de f que

é€ paralelo e satisfaz w(t,) = v.

DEMONSTRACAO :Necessitamos um campo vetorial w tangente a M ao lon

go de f que satisfaca a condigao w' = 0. Usando (2.16)

com a omissao da variavel temos

w' = w— <w,N>N.
Como <w)N> = <w,N>+<w,N> , temos
w' = W—(<W;N>-<w,N>)N = wW-<w,N>N+<w,N>N.

Como w € tangente a M ao longo de f vem que <w,N> = 0, de modo que

<w,N> = 0. Assim,
(2.20) w' = w+<w,N>N.

Temos que w' = 0 se e somente se w & solucgdo da equacio
(2.21) 0 = w+<w,N>N .

Consideremos w(t) = (£(t),wy(t),w,(t),ws(t)) que é uma

solucao do sistema de equacOes diferenciais

dwi(t) 3
+ (Ni(f(t)))(N.(f(t))'w.(t) = 0,
dt =1 J J
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onde Nj(f(t)) para j=1,2,3 séo as componentes do vetor normal
N(f(t)). Pelo teorema de existéncia e unicidade de equagéésdi
ferenciais existe uma unica solucéo w o= (w;,w;,w;) de (2.21)
gque € um campo vetorial tangente ao longo de f, satisfazendo

w(to) = v; isto &, wi(to) = V., i=1,2,3, onde v = (f(tg),vy, VoV .

Vamos mostrar que w € tangente a M. Por (2.20) temos

<wN> = <w,N>+<w,8> = 0 ,

ois w' =0, Portanto, <w,N> = -<w,HN>.

p

Mas, <W,N>' = <w' ,N>+<w,N'>. Como N' = 0, temos
<w,N>' = <w' /N> = 0.

Portanto, <w,N> € constante ao longo de f.

Como
<w(t0),N(t0)> = <V,N(t0)> - O,

entao para todo t,
<w(t),N(t)> = 0.
Logo, w €& tangente 5 M como esperavamos.
Por\ﬁltimo, w évparalelo ao longo de f pois w' = 0.

c.q.d.

O paralelismo de Levi—Cevita pode ser usado para trans-
portar vetores de um ponto dé uma superficie M para outro. Sejam
P e Q dois pontos dados na superficie M e f:[a,b] > M uma curva di
ferenciavel com f(a) = P e f£(b) = Q. Cada curva diferenciavel f
de P a Q determina uma transformagéo

pf 2 Tp(M) > Tq(M)
v > pf(v) = V(b)

onde V € o unico campo vetorial paralelo ao longo de f com V(a)=v

(figura 10). O campo vetorial pf(v) € chamado o trans -

porte paralelo de v ao longo de f.
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( FIGURA 10 )

O conceito acima pode ser generalizado para uma curva pa
rametrizada diferencidvel por partes. Suponhamos que f:[a,b] > M
seja uma curva parametrizada diferenciavel por partes. Existe um
numero finito de pontos em (a,b) onde f_héo é diferenciavel. Por
comodidade, suponhamos que £ néo seja diferenciavel apenas num
ponto c, a<c<b. Neste caso, considerariamos f = f£,uf,, onde

fi:[a,c] > M com f,(a) = P e £,(c) R.

f,:{c,b] - M com £, (c) R e £,(b) 0.
Entdo, £, e f, sado diferenciaveis e consequentemente as considera

coes acima valem para f, e para f,.

EXEMPLO 10

Para 8eR consideremos fe:[O,H] + S? a curva parametriza

da na esfera S? em R? que vai do polo norte P=(0,0,1) ao polo

sul Q=(0,0,-1) definida por fe(t) = (cosesent,senesent;cost). Pa-

ra cada 9, fB € uma semi-circunferéncia maxima de S?. Seja

v = (1,0,0)eTp(S2). Um campo vetorial tangente ao longo de fe, pe

la proposicdo 33, é paralelo se e somente se ele tiver comprimen-

to constante e formar angulo constante com fe. Un tal campo, com
valor inicial v, é

VG(E) = (cos@)fe(t)—(sene)N(fe(t))Xfe(t).

Assim, P (v) = VG(H) = cosb(Q,-cosf,-sen6b,0)-senb (Q,-send,cosH,0)
9
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Segue que pg (v) = - (Q,cos20,sen26,0).
0

Portanto, ¢ transporte paralelo de P a Q &€ dependente do caminho

fg

TEOREMA 36

Sejam P e Q pontos de uma superficie M e f uma curva
parametrizada diferenciavel por partes de P & Q. O transporte pa
ralelo

Pe:T (M) - Tq(M)

p
ao longo de f & um isomorfismo de espagos vetoriais e preserva

produto interno.

DEMONSTRACAO : (i) Pe € linear. De fato, sejam wi, e w; campos ve-
toriais tangentes paralelos ao longo de uma curva

parametrizada f:([a,b] - M, tais que f(a) = P e f(b) = Q e para
V1,V2€TP(M), wi(a) = vi e wz(a) = v2. Pela proposicao 33, temos
wléwQ e cwy1 , c R sendo também campos vetoriails tangentes parale
los ao longo de f. Seja

pe(vi) = wi(b) e po(vy) = wa(b).
Entao,

Pe(Vi)+pg (v2) = wi(b)+wz (b) = (wiswz) (B) = P (vi+vs).
Do mesmo modo,

Pf (CVl) .

cpelvi) = cwi(b) = wi(cb)

(ii) <pf(vl),pf(Vz)>

<V1,V2>,VV1,V2€TP(M). De
fato, sejam w; e w; 0s campos vetoriais tais comoem (i). Pela par
te (ii) da proposigao 33, <w;,w,> & constante. Entdo,

<vi1,v2> = <wjp(a),wz(a)> = <wl(b),Wz(b)>=<pf(vlnpf(Vz)>.
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(iii) Pe € injetiva. De fato, pela parte (i) da proposi
lééo 33, sendo w, o transporte paralelo ao longo de f do item (i)
tem-se

lpe (vl = 1w, ()| =0
implicando em

0.

lw, (@)l = |v,]|
Portanto, o nucleo de Ps é nulo e Pge € injetiva. Como Pg é uma a
plicacao entre espagos vetoriais de mesma dimensao, temos que Pe
é sobrejetiva, logo & bijetiva.

c.qg.d.

2.6. A APLICACAO EXPONENCIAL

Seja M uma superficie, PeM e veTp(M). Pelo corolario 28

existe uma Unica geodésica g, de M tal que gé(O) =ve g (0) =P.

.

Seja W = {veTp(M)o ledominio 9,1 A aplicacgao

exp. W - M
Pp
v > expp(v) = gv(1)

satisfazendo expp(O) = go(1) =P €& chamada aplicac¢ao exponencial
em P.

EXEMPLO 11

Seja M = R?, P = (1,0)eM e gv(t) = (coset;senet) um
circulo unitario em M com velocidade inicial v = (0,9). Temos

gV(O) = (1,0) = P.

g&(t) = (-0senbt,bcosdt), g&(O) = (0,8).

Portanto,

expp(O,e) = gv(1) = (cosb ,send).
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LEMA 37

Se uma geodésica g9, esta definida no intervalo (-¢,g) ,

entdao a geodésica Iy esta definida em ( - %, % ) e, para

€
tel - y,5 ), tem-se g, (t) = g (it).

>|m

DEMONSTRACAO : Para simplificar notag¢ao usaremos g em lugar de 9y

Definamos
£ €
h:{ - 7\.’—5\_ } >~ M por h(t) = g(lt).
Portanto,
(2.22) h(O) = g(0) e h'(0) = kg'(t);

Suponhamos que X é um sistema de coordenadas ao redor de

PeM e que g(t) X(u(t),v(t)). Entao, h(t) = g(it) = X(u{it),v(Ad).
Portanto,

h'(t)

%}u(ht),v(kt))xu'(At)#XV(u(At),V(At))xv'(xt).

Omitindo as variaveis do segundo membro temos para a ul
tima igualdade a expressao

9 — 1 . ]
h'(t) = Au Xu+Av XV,

Por (2.19) vem que

Dh'(t) _D_
Tdt C dt

(A1'X +AV'X )
u : v

[Ow') '+0 2 (Au') () 4T % (Au') (v) *+T 1% (Av*) (u) '+
%Ffz(kv')(v)']Xu+[(XV')'+Tfl(Xu°)(u)'+Ffz(ku')(v)'4F1%(AV')(u)' +
+T% (W) (v) ']X,,.

Disto segue que

Dh' (t) _ 2 vy azp Lot 2p L ovgrayzp l ittty 2p Lo
——EE_— = ( A%u +A I'ihu +A FHualv'+A I'Hhu'v +AT o5V )Xu+

. 2 2
+( >\2V' |+>\2 Iw121u| +>\2 [1122ulvl+)\2 Flzzulvl+>\2r'222\’l )xv.

Logo,
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2 2
(2.23) &é%ﬂ = )\2[(11”+P111U' +2F112U'V'+P212V' )Xu +
2 . . 2
+ (V' 4T AU 42l Hu'vi+rAv? )X, 1.
Ainda por (2.19) calculamos
L
Pa (8 _ Do fur ek (ult),vit)) +v' ()X (alt) ,v(t))].

dt dt

Omitindo as variaveis no segundo membro, temos
\] 2 2 .
(2.24) D ét) = (u''+Thu’ +2R v+ 5! )X, +

. 2 2
+ (V' '+F122U' +2F122U'V'+F222Vn )XV.

Substituindo (2.24) em (2.23) temos

Dh' (t) _ ,?Dg'(t)
dt dt
1)
Por hipdtese, g € uma geodésica de modo que EEE%EL = 0. Logo,
Dh'(t) _ ,
dt -

Portanto, h & também uma geodésica em M satisfazendo a
equagao (2.22). Pela unicidade de uma geodésica satisfazendo (2.22)

(tecrema 27), vem que g, (t)=g (At).

‘v
c.q.d.
TEOREMA 38
Seja P um ponto de uma superficie M. Existe 6>0
tal que 'expp e definida e diferenciavel no interior do ciE

culo Vdg:Tp(M).de-centro na origem de TP(M) e raio §.

DEMONSTRACAO : Seja veTp(M) um vetor qualquer e g, @ geodésica de

M satisfazendo gV(O) = P e g&(O) = V.

Observamos que se vedominio.expp e te[-1,1]1, entao tv

ainda pertence ao dominio expp. E sempre possivel tomar veTp(M)

de modo que ledominio Iy- Assim, expp(v) gV(1) esta definida

em cada direcao v.
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vVamos enunciar o teorema 27 na seguinte forma: Dado PeM,
existem numeros reais positivos §; e §, e uma aplicacao diferencia-
vel

gV:( ~82, 82) » M

tal que para cada v fixado em V(51 = {veTp(M)l Ivli<§i}, g9, € a uni

ca geodésica de M satisfazendo

gV(O) = P e g\',(O) = V .

Pelo lema 37, como 9y esta definida em ( ~6,,8, ), Is.v
2

2

esta definida em (-2,2) para cada veVe -

Consideremos o circulo Vaqup(M) de centro na origem

ﬁigé_ . Entao,

de TP(M) e raio &<
VVEVé, expp(v) = gv(1) e, portanto, expp esta definida.

Além disso, expp é diferenciavel em Vs porque g é diferenciavel

em VS‘

c.qg.d.

TEOREMA 39

A aplicacdo exponencial é um difeomorfismo local.

DEMONSTRACAO : Seja P um ponto dado de uma superficie M. Seja.ex%)
a aplicacao exponencial. Seja V(:TP(M) um circulo
aberto contendo P. Entéo, pelo teorema 38,
expp:V > M

esta definida e & diferenciavel.
Seja UCR? um aberto tal que X:U > M seja um sistema de
coordenadas geodésicas contendo P (figura 11).

A aplicacao X_loexppzv > U é& a aplicacgdo identidade
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.
—=>

N

( FIGURA 11 )

Como a aplicacao identidade € um difeomorfismo local e
X & um homeomorfismo segue que expp ¢ um defeomorfismo local.

c.q.d.

2.7. COORDENADAS GEODESICAS POLARES

Vamos, agora, empregar a aplicagao exponencial para in-
troduzir um sistema de coordenadas em M analogo ao sistema de
coordenadas polares no plano. Este sistema se chamara sistema de
coordenadas geodésicas polares.

Sejam M uma superficie, PeM, Tp(M) o espago tangente a

Mem P, (p,8) um sistema de coordenadas polares em Uz:Tp(M) com
origem na origem de Tp(M), raio polar p e angulo polar 8

(p>0,0<6<2M) (figura 12).

P
- 6
Pa Q
T (M)
p
( FIGURA 12 )
Para © = 0 temos a semi~reta o de origem em P e na dire

cao de Q a qual nao esta definida no sistema de coordenadas pola-

res. Definamos expp(a) = Y. Assim, temos a aplicacao

expp: U - {a} » v - {y}.
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Como U ~{a} continua sendo um aberto em Tp(M), segue
do teorema 39 quea aplicacgao exponencial € um difeomorfismo de
U~ {a} sobre V- {y}. Podemos obter um sistema de coordenadas de
V-{y} da forma (p,08), através da aplicacéo exponencial. Um tal sis

tema & chamado sistema de coordenadas geodésicas polares (figura

13).

Observamos que para um 6 fixo em Tp(M) temos um raio po-
lar; isto &, temos um vetor veTp(M). Entao, expp(v) = gv(1) &€ tal
que expp(O) = go(1) = P. Isto significa que os raios polares de

-TP(M) sao transformados por exponencial em geodésicas de M partin

do de P. Tais geodésicas séo denominadas raios geodésicos. Assim,
ao longo de um raio geodésico temos p medindo o comprimento de
arco do raio geodésico a partir de P. Disto vem que, num sistema
de coordenadas geodésicas polares temos os seguintes coeficientes

fundamentais:

(2.25) E=1, F=0 e G = G(p,8).
Os circulos correspondentes a cada p fixo no sistema de
coordenadas geodésicas polares séo chamados circulos geodésicos.
As vezes usaremos s em lugar de p , quando julgarmos a-

dequado.

/¥3 \ exp

( FIGURA 13 )
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2.8. COMPORTAMENTO GLOBAL DE GEODESICAS

Neste paragrafo, (M,d) denotara um espago métrico na metri
ca d definida no §2.1. Como vimos naquele paragrafo um arco em M
é a imagem de uma aplicacao diferenciavel de um intervalo [a,bleR.

Vamos verificar algumas propriedades globais das geodésicas trata-

das como arcos de comprimento minimo.
Um arco f:[a,b] - M € chamado um segmento se
d(f(tl),f(tz))+d(f(t2),f(t3)) = d(f(t,),£(ty)),
quaisquer que sejam os pontos t;,t,,t, entre a e b.
A restricéo de um arco a um subintervalo fechado do seu
dominio recebe o nome de subarco.
Um raio em (M,d) € uma funcao continua g:[a,b) * M tal que
{g(t):tela,b)}
€ um subconjunto fechado em (M,d), e cada subarco g € um segmento.
Sejam f, e £, arcos em (M,d) definidos por
£f,:[a;,b;] - M

e f,:la,,b,] - M

0}

tais que f,(b;) = £,{(a,). Definimos o arco £ = f,uf,como sendo

f:[a,,b,+(b,-a,)] » M

tal que
£(t) = o
f£,(t-b,+a,), telb,,b;+b,~a,],
TEOREMA 40

Seja PycM, XP um sistema de coordenadas geodésicas po-
0

lares de‘centro Py, com coordenadas (s,8) e Py = (s;,07,). O com -

primento de qualquer curva f de Py, a P; € maior ou igual a s, ea

igualdade € atingida somente nos raios geodésicos de P, a P; .
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DEMONSTRACAO : Qualquer curva f com origem em P, e passando por P,

deve cortar o circulo geodésico s = s, . Facamos f
encontrar s = s, pela primeira vez em P, . Suponhamos P, = (s,,¢,)
(figura 14). A parte de f de P a P, pode ser parametrizada por

s = s(t)
o = o(t),
onde s(t,) = s, e g(t,;) = 6,. A distancia de P, & P: ao longo de

f & dada por

to>0

t o0

t0+0

! 2 2 tl ' 2 tl
lim \/s‘ +G(s,0)6"' dtzlim j‘\/s' dt = lim §.|s'|dt=sl .
tO » t0‘ tO .

( FIGURA 14 )
Observamos que a igualdade acima vale somente gquando

8'= 0. Disto segue que 6 € constante. Portanto, f € geodésica.

c.q.d.

TEOREMA 41

Se f & um arco de comprimento minimo, entdo f é uma geo
désica. Em particular, f é diferenciavel em todo ponto. Além disso
se P1P,,P; sao pontos de f tais que P, esteja entre P; ¢ P;, entao
d(Pl,Pz)%d(Pz,Pg) = d(P,,P3). Inversamente, se f & qualquer arco
satisfazendo a condigéo acima para quaisquer tres de seus pontos,
entao f € uma geodésica e, se P, e P, séq pontos de f, temos

d(PllPZ) = (PIIPZ)fe

DEMONSTRACAO : Seja f um arco de comprimento minimo entre P; e B,

isto é, d(Pl,Pz) = (Pl,Pz)f. Como £ & um arco, £ é
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difeienciével por partes. Seja f' um subarco diferenciavel de f .
'Assumamos que f' ndo seja uma geodésica. Assim sendo, f£' nao satis
faz és equacoes (2.10). Existe, entdao um nonto P, de f' e uma vi
zinhanca V de P, em f' de modo que f' nao satisfaz o referido sis-
tema em qualquer ponto de V. A existéncia de V esta garantida pe-
lo fato que sendo f£f' um arco € uma fungao continua e se esta fun -
¢ao nao zerar em Py, nao ira zerar em uma vizinhanca de P,; isto &,
V. Deste modo, f tem um subarco diferenciavel f', que nao & uma geo
désica, ou melhor, nenhum de seus pontos satisfaz (2.10).

Seja P, um ponto do interior de f' e R,ef' tal que R; es
teja numa vizinhancga de coordenadas geodésicas polares centrada em
P,. Assumamos que R; esteja em f entre P, e P,. Usando o teorema
40, temos que o comprimento de uma geodésica de P, a R; denotada

por G, deve satisfazer

C(Pu,Ry) g < (Py,Radp= ( PoLRyg.

Entdo, existe um arco g = f,UGUf, de P, a P, satisfazendo

(Perz)g < (Plle)f 14

onde f, é um o subarco de frde P, a P, , G é o segmento geodésico
de Py, a R;, acima caracterizado e f, € o subarco de f de R, a P,.
A existéncia de g contradiz o fato que f € um arco de comprimento
minimo. Portanto, todo subarco de f & uma geodésica. Resta-nos pro
var que o arco todo, f, & também uma geodésica.

O teorema 40 nos permite concluir que, se dois pontos
sao unidos por um arco f que &€ composto por subarcos cada um
dos quais € uma geodésica e f nao, entd3o existe um arco entre estes
dois pontos cujo comprimento € menor do que o comprimento de f. Mas
sendo f um arco de comprimento minimo vem que f € uma geodésica.

Vamos agora a segunda parte da demonstracao. Uma geodési
ca € uma curva diferenciavel em todos os pontos. Assim, f é dire-

renciavel em todos os pontos.
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Sejam R; ,R;e R, com R, entre R; e R;, pontos de f. Entao,

(Pl IRl)f+(R1 IRZ)f+(R2 ,R3)f+ (R3 IPZ)f = d(Pl ,PZ) .

Mas,ckz d(Pl,R1)=inf{(P1,R1)f} vem que d(Pl,Rl)ﬁ(Pl,Rl)f e como f

é uma geodésica, temos

d(P1,R1) = (P1,Ri).
De modo analogo, obtemos:,
d(Ry,R;) = (R1,R2)f '
d(Rz,R3) = (Rlea)f e
d(R3,P,) = (R3IP2)f .

Assim, obtemos

d(R1,R2)+d(R2,R3) = (R1,R2)_+(R2,R3),. = (R;,R3). = d(R,R).

4 f il f 173
Portanto,

d(R1,R2)+d(R2,R3) = d(R1,R3).

Vamos por Ultimo a reciproca do teorema. Seja f um arco
satisfazendo
(2.26) d(R,,R,)+d(R,,R;) = d(R,,R,).

Seja R,ef e U uma vizinhanca de um sistema de coordena-
das geodésicas polares com éentro em R2. Suponhamos R, entre R,
e R, podendo ser um deles e Rl e R, em U. Os arcos de comprimen-
to minimo entre R, e R, ou R, e R, sao geodésicas de R, a R, ou
R, a R, denotados por g, e g, , respectivamente. Deste modo, £
deve conter g1 e g, como subarcos. Suponhamos que g1 € g2 nao se-
jam tangentes em R,. Existe uma curva diferenciavel g de R1 a R3
tal que o comprimento de R; a R; € menor do que a soma dos compri
mentos g, e g,. Mas isto contradiz (2.26), de modo que f é uma
geodésica.

Sejam P, e P, dois pontos quaisquer de f. Como f & uma

geodéesica, todo ponto de f tem uma vizinhanca na qual a distancia
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entre pontos de f & dada pelo comprimento dos arcos de f que os

unem. Sendo f compacta, existe um numero finito de pontos em f

R, = Pl,Rz,...,Rn = P,, tais que d(Ri’Ri+1) = (Ri’Ri+1)f, , para
i=1,2,...,n-1.

Assim, n—1 N1

AR, P,) = AR R = B ARy Ry )= B RR e = (PaiPadg

com o0 que completamos a demonstragao do teorema.

PROPOSICAO 42

Sejam Py,...,P pontos em (M,d) satisfazendo *

n

{(2.27) d(Pl,P2)+...+d(Pn_1,Pn) = d(Pl,Pn).
Entao, para qualquer conjunto de inteiros il,...ik com
i

1

A |

174N

1 kgn , temos

(2.28) d(Pil 'Piz)+ e + d(PikaIPik) = d(Pil’Pi ).

DEMONSTRACAO :Suponhamos que (2.28) seja falsa para um conjunto

de inteiros il,.,,.ik, com 1§i1§...§ik§n. Pela de

sigualdade triangular temos

a(p, ,P, )+ ...+d(P, ,P. )2d(P. ,P. ).
(Pll Plz)+ +d i 1k)g (Pll Plk)

Ainda pela desigualdade triangular,

'd(Pl’P2)+'"+d(Pn-1’Pn)>d(P1’Pil)+"'+d(Pi ,Pn)>d(P , P

k 1 n

Entao,

A(Py,Py)+nvd(Py /P> (PP )

Contradicao com (2.27). Portanto, (2.28) é& verdadeira.

c.qg.d.
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PROPOSICAO 43

Sejam Pkpk+1 , k =1,2,...,n-1 segmentos de Pk a Pk+1 em
(M,d). Se
(2.29) d(Pl'P2)+°"+d(Pn—1'Pn) = d(Pl,Pn),
entao ney

AR S

& um segmento.

DEMONSTRACAO : Facamos a demonstragao por inducao sobre o numero

de segmentos.

Se ha somente um segmento, entao nada temos a provar.

Suponhamos que a proposicao vale para n-1 segmentos. De
vemos provar que ela vale para n segmentos. Nossa demonstragao se
reduz a demonstrar que a uniao de dois segmentos ainda & um seg -
mento.

Sejam Pl,PZ,P3 pontos de M, PP e PZP3 segmentos, lo
go arcos. Entao, P,P,u P,P, € também um arco. Vamos provar que
este arco & também um segmento; isto &, para qguaisquer tres pon -
tos X,Y,ZeP,P,U P,P, devemos ter

a(x,Y)+d(y,z) = d(x,2),
onde Y esta entre X e Z. Temos a considerar duas hipoteses.

(i) Os tres pontos estao num mesmo segmento (P,P, ou
P,P3). Suponhamos que X,Y,ZeP,P,. Como P;P, €& um seamento. temos

d(x,Y)+d(y,2) = d(X,2).

(ii) Dois pontos estao em um dos segmentos e o terceiro
esta no outro. Suponhamos que X,YeP,P, € Z¢P,P;. Como P;P, € P,P;

sao segmentos temos
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(2.30) d(p, ,z)+d(z2,P,) = 4d(pP, ,P;),
| d(p, ,X)+d(X,Y)+d(Y,p,) = d(P, ,P,).
por hipdtese. d(P,,P,)+d(P,,P,) = d(P,,P,). Substituindo
nesta equacao as equagoes (2.30} encontramos
d(p, ,X)+d (X,Y)+a(y,P,)+d (P, ,2)+d(2,P;) = d(P,,P;).
Pela proposicao 42 vem que
d(X,Y)+d(y,2) = d(X,z).

Portanto, a unido de dois segmentos & um segmento, com O que coOm-

pletamos a demonstracgao.

PROPOSICAO 44

Seja g:[0,1) » Muma funcao coniniaemit,d)tal que todo subar
co de g € um segmento. Entao a imagem de g & fechada em (M,d) e g

€ um raio, ou lim g(t) = P,. Se a segunda condicao €& satisfeita
ts1 '

e definimos f:(0,1] -~ M por
g(t) ’ tE[OIT)
f(t) = ’
P, , t=1

entao f € um segmento.

DEMONSTRACAO : Suponhamos que a imagem de g néo é fechada. Deve-
mos provar que g tem um ponto de acumulacao e que

este ponto nao esta em Im(g); Adnmitamos que P seja um ponto de a

cumulagao de g e que P¢Im(g). Existe uma sequéncia de numeros

Ogti<1 , L =1,2,..., tal gque lim ti = 1 e lim g(ti) = P.

10 -0

Seja (t;") outra sequéncia de nimeros tais que 0st, '<1,

i=1,2,...elim ti'=1. Devemos provar gue lim g(ti") = P. Para tal
: i+ i->co ‘

vamos definir duas funcoes f e h, a valores inteiros com as seguin

tes propriedades:
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£.1) tf(i)<ti ,

f.2) nao existe indice j com a propriedade que

tf(i)<tj<ti' .

h, 1) ti!<th(i) ’

h.2) nao existe indice j com a propriedade que
ti'<tj<th(i) .

Observamos que

: ] - [] x
(i) Lo 1 e ts <th(i)€ [0,1). Logo, th(i) + 1 e dal segque que

g(th(i)) -+ P,
s -~ . : ] 1
(1i) nao existe j tal que tf(i)<tj<ti . Como ti -+ 1 segue que

tf(i) ~ 1. Logo, g(tf(i)) > P.
Portanto,

(2.31) lim g (t

1>

lim g(th(i)) = P.

>

£(i)) =

Como'g(t) € um segmento para tf(i)§t§th(i) , temos
Alglte gy glty (4)))+d (gt ") gty (;)))=d(glte ;) gltpe))

qualquer que seja i. De (2.31) segue que

d(g(tf(i)),g(th(i))) + 0 , quando i » « . Portanto,

)) - 0 e d(g(t

d(g(tf),g(t ),g(ti'))-+0_quando i > o,

h (i) £(i)

Da Gltima expressdao vem que

%im d(g(tf(i))lg(ti')) = 0

Lo

e desta segue que 1lim g(tf(i)) = lim g(ti'). Por (2.31) vem que

1> 1> :

lim g(ti') = P como desejavamos. Portanto, o limite
i->00
€ unico. Definamos lim g(t) = P,.

1->co
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Vamos a segunda parte da demonstracao da proposigado. Pa
'ra isto definamos o arco g u P,. Devemos verificar que este arco
€& também um segmento, ou seja, quaisquer que sejam os pontos
X,¥,%2 de g u Py, estando Y entre X e Z, vale a relacao:
a(x,y)+d(y,z) = d(x,2).

Por hipotese, cada subarco de g € um segmento, entao

(2.32) d(X,¥)+d(¥,g(t;)) = d(X,g(t,)).
Suponhamos que lim g(ti) = Py, entao levando ao limite
i-+c0

a igualdade {2.32) quando i -»«, obtemos

lim d(X,Y)+1lim d(¥,g(t;)) = lim d(X,g(t,)).

ioo i»eo oo
Devemos considerar as duas situagées seguintes
(i) Y¢PO¢Z.1Nada a demonstrar pois, por hipotese, cada subarco
de g & um segmento.
(ii) ¥Y#P,=Z. De (232) vem que d(X,Y)+d(Y,P,) = d(X,P,), ou
d(x,Y)+d(y,2) = d(X,z).

A curva f é as vezes denotada por £ = g u Py.



CAPITULO III

SUPERFICIES DE CURVATURA GAUSSIANA CONSTANTE

3.1. SUPERFICIES DE CURVATURA GAUSSIANA CONSTANTE

Estudaremos neste capitulo as superficies de curvatura
gaussiana constante e obteremos uma expressao para esta curvatu-
ra num sistema de coordenadas geodésicas. Caracterizaremos super
ficies que apresentem curvatura gausssiana constante negativa, nu
la e positiva. Nos preocuparemos sobretudo em estabelecer uma i-
sometria local entre cada uma destas superficies com outras que
possuam a mesma propriedade. Aproveitaremos também para caracte-
rizar Geometrias Néo Euclidianas em termos da curvatura gaussia-
na. Em todo o capitulo a palavra curvatura significard curvatura
gaussiana.

Da proposicao 5 temos que

_f2
(3.1) ke SIoh
para um sistema de coordenadas locais X(u,v) ao redor de um ponto
P, de uma superficie M com coeficientes fundamentais E,F,G,e,f,qg,
relativamente a este sistema.

Se K tiver o mesmo valor K, em todos os pontos de M, di
remos que M tem curvatura constante.

E de se notar que a curvatura K desempenha um importan
te papel em Geometria Diferencial. O sinal de K fixa de uma ma-
neira qualitativa a forma de uma superficie ao redor de um ponto
(§1.6). |

Vamos mostrar que a curvatura K pode ser definida usan
do a imagem esférica do vetor normal N a superficie. Os vetores

initarios N{u,v) de uma vizinhan¢a coordenada V de um ponto P de

88
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pma‘superficie M séo transladados para a origem da esfera unita-
ria S*C R®. A aplicagao N:M » 8? que faz isto chama-se aplicacdo
normal de Gauss. O lugar geométrico descrito pelas extremidades

do vetor N transladado € um conjunto 2 em S? chamado imagem esfé

rica de VvV (figura 15).

( FIGURA 15 )

Sendo Nu(u,v) . Nv(u,v) as derivadas em relagao a u e a
v, respectivamente, do vetor N{u,v), vem de (1.15) que

Ff-Ge,  Fe-Ef Fg~-Gf,, Ff-Eg

NN = ( EG—szu'EG—F2Xv)x(EG—F2 uTEGmF2Xv)
Portanto,
_ F2f?-EFfg-FGef+EGeg-F?eg+FGef+EFfg-EGE? ’
N xNv - (EG~F*)? (Xuxxv)j
ou seja,

2
N xN_ = =2-=,X xX_ .

Substituindo (3.1) vem que

(3.2) NuxNv = K(xuxxv)o

PROPOSICAO 45

Seja X{u,v) um sistema de coordenadas locais da superfi-
cie M com ccoeficientes fundamentais E=E({(u,v), F=0, G=G(u,v). Entao,

a curvatura K satisfaz a seguinte equagao diferencial:

' 1 ] 1 3/ G 3 1 9VE
{3.3) Ks - — 7—=( — )+ =—={ — 7)) ].
du B Ju ov Va ov
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DEMONSTRACRO : Vamos por comodismo omitir as variiveis. Lembremos

que no sistema de coordenadas locais X(u,v) da su-
perficie M temos
,X ] [X PX IX ]

[qu’xu’xv] [Xuv’xu v vv'Tu’ v
e = v f = r 9 = ¢

VEG-F? VEG-F?

< > = 2 = —_ e D, = =
_qu’xu ZEu ’ <qu’xv> Fu 2Ev ' <Xuv’\{u> ZEV !
<X X.> = lG <X X > = F - lG <X X >= lG

uv’ v 2 a7 vv’ v 2u ' vv'v 2°v e

) 1 1

<X X >=<X_ ,X > = = =E__+F - =G .

au’“vv uv'’uv 27vv "uv 2 uu

No sistema de coordenadas dado, temos F=z0; logo,

(3.4) F_=F._ = 0.

Disto segue que

_ 1 o o= oo o
Ko ¥e> ® 3By ro<Egurdyr = om gEy 0 KX F 5 By
(3.5) <X X>=—1~G <X X>=--:]-G X X =—1-G
- U.V’V 224 7 VV’u 2ur< rv> 2 Py
<X X >-‘<X X 5 = o lE - lG
uu’“vv uv’'uv 27vv 2 uu
Da equacao (3.7) vem que
2
(3.6) K - [qu’xu'xv][va'xu'xv]_[xuv’xu'xv]
’ N (EG-F?*)?
Observamos que sendo a = (a,,a,,ay), b = (b;,b,,b,) ,
c = (C;,Cy,Cy), d = (d,,d,,d,), e = (e,,e,,e,) e £ = (£,,£,,£,)
entao 4
d, 4, 4, a, b1 c,
la,b,cl[d,e, f] = detle, e, e,| detia, b, c;
\fl £, £, a; bs caf
.
ad bd cd
= detlae be ce .
af bf cf

N
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Usando esta identidade, a equacao (3.6) se transforma em

/ ~N
<X X > <X ,X > <X ,X >
uu’ “vv u’“vv A VA T4/

K(EG-F?)? = det|<X _,X_ > <X ,Xu > <xv,xu > ) -
X g X, > XX, <xv,xV >

o
=
o
[

o
o
<
c

< >
r;Xuv’Xuv> <X ,X <Xv,xu >

-~det]| <X _,X > <Xu,Xu > <Xv.Xu >

<X _,X % <Xu,Xv > <xv,xV >

Fazendo um abaixamento de ordem encontramos

EF <Xu’va> <Xv"’va>
k{(EG~F?)? = Xour¥ov” —<qu,Xu> +
F G <X ,X_ > <X _,X_ >
u’'“v v’ Ty
<Xu’va> <Xv’xvv> EF
- <
4<qu’xv g Xuv’xuv) *
<X X, > <KX > F G
OSSR P . X Xw” <KyrXuy
+<X ,X > -<X __,X_ >
uv <X X, > <X X > i <X _,X > <X_,X_ >

Substituindo F = 0 e os valores (3.5) temos

1
: : . [2% % T 2% 2%
2 . Mo L - o F — —
K(EG)* = EG{ 2°vv ZGuu) 2Eu ZEV *
0 G E 0
1 1 1 1
1 38y 3% 1. 3By 3G,
+ 5 B - =G .
2 v 271
0 G E 0
Segue que
K. g 2126 3 1 avE),
- VEE au Vi Su ov Ve v
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COROLARIO 46

Num sistema de coordenadas geodésicas com E=1, F=0, G=

G=G{u,v) tem-se

2
(3.7) K - - 122G .
VE_ du?
, . , dE 2JE
DEMONSTRAGAO : Basta substituir em (3.3) , E=1. Assim T 5;—:0,

3.2. SUPERFICIES ESPECIAIS DE CURVATURA CONSTANTE

PROPOSICAO 47

Seja k<0. Existe uma superficie de rotagido com curvatu-

ra constante K = k.

DEMONSTRACAO : Seja f uma curva do plano XOZ que comeca no ponto

x=r=\- %—>OL z=0 e tem a propriedade que O segmen

to da linha tangente compreendido entre o ponto de tangencia P e
0 eixo OZ tem comprimento constante r. Esta curva & chamada trac-
triz (figura 16).

Uma parametrizacgao de £ € dada por

[x re
u 2t

Iz 5‘ 1—er dt ,
0

Podemos obter uma superficie M fazendo a tractriz f gi-

Rlc

h (u)

O<x<r .

]
1

k (u)

rar ao redor do eixo 0Z (figura 17).



( FIGURA 16 )

( FIGURA 17 )
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Pela proposicao 25, uma parametrizacao em M & dada por
X(u,v) = (h(u)cos v,h(u)sen v,k(u)),
para 0<h(u)<r e -w<v<e . Esta superficie pode ser coberta global-
mente considerando-se duas restrigdes adequadas para a parametri-
zacao acima. Assim,

Xu(u,v)=(h'(u)cosv,h'(u)senv,k'(u))=

u u <u
=(ercosv,ersenv,. 1-e T ).
Xv(u,v)=(—h(u)senv,h(u)cosv,O) =

u

=

r r
=(-re senv,re cosv,0).

u u 2u
X uev)=( %ercosv, %ersenv,n e _).
Mhee®
u u

X ..
Xuv(u,v)=(—e senv,e cosv,0).

u u

r
va(u,v)=(—re cosv,-rersenv,O).

. u / 2u u / 2u 2u
= ' L4 Y
Xuxx = (-re 1-e rcosv,—rer 1-e rsenv,re r).

v
u
_ r
x5, | = re” .
2u ./ . u
N(u,v) = (—\\1—e rcosv,— 1-e rsenv,er).
a _
of u / 2u 2u
e = - , £=0, g=re"Vi-e ,eg-fiz=—e —,
2u
rVi —e T
2u 2u

E=1,F=0, G=r?e® , EGF? = r?e T,
Substituindo E,F,G,e,f,g em (3.1) obtemos

K= -1- =%k .

r2
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OBSERVACOES

(i) A superficie M obtida com curvatura K constante ne
gativa & chamada pseudo-esfera de pseudo-raio r.
{ii) De I = Edu?+2Fdudv+Gdv? vem que a metrica é

2u
(3.8) I = du? + r?e Fav?.
Uma segunda parametrizacao, mais conveniente para nos,

da pseudo-esfera, nos fornece I = du? + rzcoshz(%)dvz.

PROPOSICAO 48

A curvatura K de um plano € identicamente nula.

DEMONSTRACAOC : No §1.7 vimos que toda direc¢ao de um plano € uma

direcao assintotica deste plano. Assim, a curvatu-
ra normal segundo qualquer diregao deste plano € nula; isto &, as
curvaturas principais em cada ponto sao nulas. Portanto, o valor

de K é constantemente igual a zero no plano.

c.q.d.

PROPOSICAO 49

A curvatura K de um cilindro e identicamente nula.

DEMONSTRACAC : Como o cilindro € uma superficie de revolugdo gera
da por uma reta que se desloca paralelamente a si
mesma, vem que seus meridianos sao retas. Seja.f:I +~ M um tal me
ridiano. Ao longo de f, o vetor normal N do cilindro é constante.
Desta forma a derivada deste vetor, dN, & nula. Pela proposicao
12 vem que A(t)f'(t) = 0. Como f néo € constante em I, vem gque

A(t) = O0,vtel.
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Mas A (t) = kn(f'(t)) = 0 é uma curvatura principal do

cilindro em f(t). Portanto, K = 0 em £(t). Mas, por cada ponto do

cilindro passa um meridiano, logo K = 0 no cilindro todo.

c.q.d.

PROPOSICAO 50

A curvatura K da esfera & constante, positiva e igual

ao inverso do quadrado do seu raio.

DEMONSTRACAO: Seja X{u,v)=(rcos u cos v,rcos u sen v, rsen u) com
r>0 um sistema de coordenadas locais da esfera S? nao

incluindo os polos norte e sul. Neste sistema temos

Xu(u,v) =(-rsen u cos v, -rsen u sen Vv,rcos u).
Xv(u,v) =(~-rcos u sen v, rcos u cos v, 0).
qu(u,v)=(—rcos u cos v,-rcos u sen v,-rsen u).

Xuv(u,v)=(rsen u sen v,-rsen u cos v, 0).
va(u,v)z(—rcos u cos v,-rcos u sen v, 0).
XuXXV = —(r?cos?u cos v,r?cos?u sen v,r?sen u cos u).

lxuxxvl= r?cos u.

Nf{u,v)=(-cos u cos v,-cos u sen v,-sen u).
E=r? , F=0 , G=r?cos?u, EG-F?=r‘*cos?u.
e=x?* , £=0 , g=rcos?u, eg-f?=r’cos?u.

Substituindo E,F,G,e,f,g em (3.1) obtemos

1

K:r2

Com isto, a esfera S? tem curvatura K constante positiva em todos
os pontos com excessao dos polos norte e sul. Como a funcao curva

tura €& continua, conclui-se que K tem curvatura constante positi-

va em todos os pontos,
‘ c.q.d.
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OBSERVACAO

A métrica de S? no sistema de coordenadas acima é

(3.9) T = du?+cos? (%)dvz,

3.3. GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Neste paragrafo vamos estabelecer uma isometria local en
tre superficies sob a condicdo de terem curvatura K constante e ca
racterizar modelos de Geometria Plana, Eliptica e Hiperbdlica pela

curvatura K.

TEOREMA 51 (MINDING)

Uma superficie M é localmente isométrica a uma superfi-
cie M* de curvatura constante K; se e somente se M também tem cur

vatura constante K,;.

DEMONSTRACAQO : Sejam M e M* duas superficies , PeM, P*cM¥*, vp uma

vizinhanca de P em M e V; uma vizinhanca de P* em

M*, Sejam W:Vp -+ VE uma isometria, X um sistema de coordenadas
locais em Vp e V¥YX um sistema de coordenadas locais em V;' Sejam

E,F,G,e,f,g os coeficientes fundamentais da primeira e segunda for

mas fundamentais no sistema X e E* ,F*,G*,e*,f*,g* os coeficientes

t

fundamentais da primeira e segunda formas fundamentais no sistema

¥X., Assim, E = E*, F F*, G = G*, e =e* . £ = £*, g = g*. Logo,

I}

_ eg-f? e*g*-f*
= EG-F? = E*GF-p* - Kb

Ko

Suponhamos que a superficie M tenha curvatura constante

Ky. Para provar a reciproca do teorema vamos necessitar do seguin
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te resultado:

(i) Se Ko 0, entdo M é localmente isométrica a um pla
no,

(ii) Se Ky > 0, entao M &€ localmente isométrica a uma es
fera ; €

(iii)Se K, < 0, entdo M & localmente isométrica & uma
pseudo-esfera.

Consideremos uma geodésica g:I » M passando por P. Seja

X(u,v) um sistema de coordenadas geodésicas definido em uma vizi-

nhancga Vp de P em que a familia de geodésicas seja formada pelas
linhas com v constante (v'=0) e sejam ortogonais a g em Vp. Nes-

te sistema a linha u=0 nada mais & do que a curva g. De (2.15)

vem gque a métrica de M em Vp é

(3.10) I = du?+G(u,v)dv?.
As linhas u=constante neste sistema de coordenadas ser&
geodésicas se e somente se
1 (3.11) G = 0.
e

De fato, de u=constante vem que u' = u = 0 e sendo v = s 0 com

primento de arco vem que Vv'

1]

1. Como F = 0 num sistema de coorde

nadas geodeéesicas, temos F, = 0. A equacao (2.7) se transforma em

(k) = -rhvV G .

u=constante
De (1.13) temos
ZGFV—GGu—FGV

I, = :
2 (EG-F?)

N!O
o

Substituindo F =F_ = 0 e E = 1, temos Toh= —

Portanto,

Ves,

. 2 :

(k) =
d u=constante

~g

A linha u=constante € uma geodésica de M se e somente se kg =0
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isto &, se e somente se VG G, = 0. Como G=0 vem que a linha
u=constante & uma geodésica de M se e somente se G, = 0.

De v' = 1 vem que dv = ds ao longo de g. Para u = 0 te-
mos I{0,v) = G(O,v)dv? = G{0,s)ds? = I1(0,s) = 1. Deste modo,
(3.12) G(0O,v) = 1.

De (3.3) vem que

(3.13) KoV + g%z VG = 0,

que €& uma equa¢éo diferencial a coeficientes constantes. Dado K,,
a funcao VG = METGT;) deve ser uma solucao de (3.13) satisfazen-
(3.11) e (3.12). Pelo teorema de Piccard, esta solucao é unica.
Resta-nos discutir esta solugao em termos do valor dado a K- Te
mos tres casos a considerar. |

(1) Ko = 0.

2
A equacgao (3.13) se transforma em é%gém= 0, cuja solugao

geral & da forma
(3.14) VG = ualv)+g(v),
ond€ o,R sao fungées arbitrarias satisfazendo as condicoes iniciais;
para u = 0, V6737;7 = g(v) =1 por (3.12) e
G, (0,v) = 2vGo, (v) = 0 por (3.11).

Logo, o(v)=0. Substituindo al(v) e B(v) em (3.14), obtemos

G = 1.
Como a solucao de (3.13) & Unica atendendo as condicdes iniciais,
temos G = 1. Substituindo em (3.1710) temos

T = du? + dv? ,
que nada mais € do que a metrica de um plano. Portanto, M & local-

mente isométrica a um plano.
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(ii) K> 0.

A equagéo (3.13) tem solugao geral da forma
(3.15) /G = al(v)cos(/Rou)+B8 (v) sen (V/Kou) ,
onde «, R séo funcdes arbitrarias satisfazendo as condic8es inidais ,
para u = 0, 1:/6767;3 = a{v) por (3.12) e

G, (u,v) = 2/G [~ (v) sen (/Ryu) + £ (v) 208 (/Kyu) 1/K,

Logo,

Gu(O,v)=2/§6(v)/fB:O por (3.11). Segue que B(v) = 0.

Substituindo-se em (3.15) encontramos /G = cos(/Kyu). Logo,

G = cosz(/f]u),
Como a solucao de (3.13) & Unica satisfazendo as condicdes iniciais
temos de (3.10f

I = du2+cosz(/§}u)dv2.

Na_proposigéo 50 vimos que existe um.sistéma de coorde-
nadas locais Y da esfera $? = M* com métrica

. u*
I = du*2+cosz(E yav*?,
Assim, temos E,F,G, no sistema de coordenadas X definido em VﬁCM,

iguais, respectivamente, a E*,F*,G* no sistema de coordenadas 1lo

i

cais Y definido em Vgﬁ:M* S?. Segue que

Y - XoY l: vE >V

& uma isometria local entre a superficie M de curvatura constante

positiva e a esfera.

{iid) K<O0.

‘A equagao (3.13) tem solugao geral da forma

£Ko

(3.16) G = a(v)e /~Kou

Yig(v)e” ,

onde o e B sao funcdes arbitrarios satisfazendo as condigdes i-
niciais; para u=0, 1=/G(O,v):a{v)%6{v) por (3.12) e

6 () =278 (v) /7K &0 () /R o™/ Koy
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‘Logo, OzGu(O,v)=2/é/:ﬁG (a(v)-B(v)) por (3.11). Segue que

1

a(v)=p(v)= . Substituindo em (3.16) encontramos

o

1 V=Rou - 1 _-/=K,u
e + =€

e -5 = cosh(/ﬁ}u).

&l

Como a solucao de (3.13) & Gnica atendendo as condicdes iniciais,
temos de (3.10)

T=du? + cosh? (V=Kgyu)dv?.

Na proposigao 47 vimos que existe um sistema de coordena
das locais Y da pseudo-esfera M* com métrica

*
I= du*? + rzcosh’(% ydv*?

Pelas mesmas razoes expostas no item anterior concluimos que exis-
te uma isometria local entre a pseudo-esfera M* e uma superficie
M com curvatura constante negativa.

c.q.d.

OBSERVACOES

1. O carater local é de importancia fundamental para a
existéncia de uma isometria entre as superficies M e M* do teore
ma 51. Ha casos de superficies com a mesma curvatura K constante
e que nao sao isométricas. O exemplo mais trivial é o plano e o
cilindro. Nas proposigoes 48 e 49 vimos que ambos tem curvatura
K constante e igual a zero. Estas superficies nao sao isométricas
pdis nem sequer sao homeomorfas. ( O plano € simplesmente conexo

enquanto que o cilindro nao. )

2. Lembremos que a diregao que se escolhe para que se

tenha u=0 num sistema de coordenadas geodésicas & totalmente ar-
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bitrario. Pelo teorema 51 que acabamos de demonstrar, as Vizinhag
éas de dois pontos distintos de uma superficie com curvatura cons
tante K podem aplicar-se uma sobre a outra isometricamente de mo-
do que uma diregao'qualquer dada em uma delas faz corresponder
outra direcao qualquer na outra; isto significa que qualquer fi-
gura geométrica localizada em uma superficie de curvatura K cas
tante pode ser transladada ou rotacionada sem que seus comprimen-
tos se alterem. Isto sugere modélos de Geometria, conforme a su-
perficie tenha curvatura K nula, negativa ou positiva. No primei
ro caso temos a tradicional Geometria Euclidiana e nos outros dois
Geometrias Nao Euclidianas. Nestes modélos as geodésicas desempe-
nham o papel que a reta desempenha no plano. A diferenca basica
entre elas esta no conhecido V postulado de Euclides que afirma »
na Geometria Euclidiana, existir uma Gnica reta paralela a uma
reta dada passando por um ponto fora dela. Os modélos, conforme K
seja negatlva,ou positiv,a sao chamados Geometria Hlperbollca e
Geometria Ellptlca. Chama-se Geometria Riemanniana a uma Geometria
que seja Euclidiana ou Eliptica. |

Do teorema 51 segue que a Geometria Eliptica (K>0) &
desenvolvida sobre a esfera §u sobre uma superficie localmente i-
sométrica a ela. No §2.3 mostramos que toda geodésica da esfera é
uma circunferéncia maxima (exemplo 4). Assim, duas geodésicas sem
pre terdo pelo menos um ponto comum. Neste modélo, dada uma geodé
sica e um ponto fora dela, nao existem geodésicas passando por es
te ponto que nao encontrem a geodésica dada.

Ainda pelo mesmo teorema, a Geometria Hiperbdolica (K<0)
é desenvolvida sobre a pseudo-esfera ou sobre uma superficie lo-
calmente isométria a ela. No apéndice'daremos um modelo de Geome
tria Hiperbolica, mostrando que, neste modélo, dada uma gebdésica
e um ponto fora dela, passa por este ponto uma infinidade de geo

désicas que nado a encontram.
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3.4. SUPERFICIES COMPACTAS

Como uma superficie em R*® €& um subconjunto néo vazio
de ®R?, em particular, diremos gque uma superficie M em R®> & com
pacta se ela for fechada e limitada como um subconjunto de R?.

A esfera € um exemplo de uma superficie compacta em R>.
o) plaho e a pseudo-~esfera nao séo superficies compactas em R’

0 plano ndo € limitado em R® e a pseudo-esfera ndao & nem fechada

e nem limitada em R?.
LEMA 52

As unicas superficies compactas em ®R® para as quais

todo ponto & umbilico sao as esferas.

DEMONSTRACAO : Vamos inicialmente fazer a demonstracao local e,

posteriormente, a demonstracao global.

Lembremos'que um ponto P de uma superficie M é umbilia
co quando as éurvaturas principais de M em P sao iguais (§1.6)
Deste modo, toda curva regular de M & uma linha de curvatura de
M.

Seja X:U«R? ~ V&M um sistema de coordenadas locais
de uma vizinhanga V2P de uma superficie compacta MC R?® cujos
pontos sao todos umbilicos.

Seja f£:I » M uma curva de M passando por P em V. En
tao f£(t) = X(u({t),v(t)), telﬁ

Para todo teI, temos da proposicao 12

d(Nof)

{(3.17) Jt (t) + kn(u(t),v(t))f'(t) = 0.

Definamos as aplicacgoes
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k -
(t,s) B k,(t,;8) = (k_oX)(t,s), v (¢, s)eU.

t B og(t) = (u(t),v(t)), Vtel.

A equagao (3.17) pode ser reescrita do seguinte modo:

d(N(X(u(t),v(t))))

(3.18) 3

bk (a(e),v(E)) g (t) = 0.

- Denotando~-se a derivada de N em relagao a primeira va-

riavel por N; e a derivada em relacdo & segunda variavel por N,

temos
(3.19) Nl(u(t),V(t))u'(t)%Nz(u(t),v(t))v'(t);%4u&”v(t)ﬂu'&gﬁﬂﬂ)il
Fazendo-se u{t) = t e v(t) = s, obtemos u'(t) = 1 e
vi(t) = 0. A equacao (3.19) se transforma em
(3.20) N, (t£,s) + k,(t,s)X, (t,s) = 0.
Fazendo-se u(t) = s e v(t) = t, obtemos u'(t) = 0 e
v'(t) = 1. A equagao (3.19) se transforma em
(3.21) Nz(t,s) + kn(t,s)xv(t,s) = 0.
Derivando~se (3.20) em relagao a segunda variavel e

(3.21) em relacao a primeira variavel obtemos

N, (t,s) + knv(t,s)xu(t,s) + k (t,8)X, (t,s) = 0.
Nzlgt,s) + knu(t,s)XV(t,s) + kn(t,s)Xvu(t,s) = 0.
Como N;, = Ny e XuV = XVu vem gue

k. (t,s)X _(t,s) = k_ (t,s)X_(t,s).
n, u n, v

Tendo em vista que os vetores Xu e Xv sao linearmente independen

tes segue que

-~ ~

kn (t,s) = kn (t,s) = 0 .
v u

Portanto, kn & constante. Logo, kn € constante. Consideremos as
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seguintes possibilidades para kn:

(1) kn¢0. Integrando-se (3.17) obtemos

di(g%EL(t)dt +\§£n(u(t),v(t))fu(t)dt -0,

ou seja,
(Nof) (t) + k_(u(t),v(t))£(t) +C, = 0.
Logo,

1
K, (a(€),v(E))

£(t) = - (Nof) () + C

f ?

onde Cf € uma constante dependente da curva f considerada.

Sejam f e g duas curvas em M, passando por P. Sejam tg,

t, tais que (uf(to),vf(to)) = P = (ug(tl),vg(tl)). Entéo

1

£(t) = - kn(uf(to),vf(to))

N(uf(to),vf(to)) + Cf =

1 .
B kn(ug(t1),vg(tI))N‘“g‘tl?rVg‘tl)) £ Cy = gle).

Portanto, C. = C .
Suponhamos agora que f e g sao duas curvas em M, sem

pontos em comum em V. Consideremos uma curva h em M tal que

Enh = {P} e ‘gnh = {Q} . Para cada par de curvas procede-se co

mo anteriormente. Portanto, a constante Cf = Cg = Ch = C, indepen

de da curva.

Podemos concluir de f(t) = - El—(Nof)(t) + C que f e
n

uma curva sobre uma esfera; isto &, V esta contida na esfera de

R*?® de centro C e raio % .

d(Nof)

(11i) kn = 0. A equagao (3.17) passa a ser 3t

(t)=0.

Integrando~se obtemos que (Nof) (t) & constante. Portanto, V esta
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contida num plano de R?, o qual pode ser considerado como uma
esfera de raio infinito.
Vamos passar agora a demonstragao da parte global. Pam

cada PeM, seja Vp uma vizinhanca de P em M com a propriedade aci

ma provada; isto e, Vp esta contida numa esféra do R’ ou num pla
no. A uniao de todas as Vp cobrem M. Sendo M compacta, esta cober
tura se reduz a uma subcobertura finita, digamos Vi ,7i=1,2,...x.

Consideremos duas vizinhangas distintas cuja intersec -~

¢ao seja nao vazia, v, e Vj; Por (3.17), kn €& constante tanto em
Vi quanto em Vj’ Tomemos © valor de kn nos pontos de Vifivj. Se~
gue que k_ € constante em toda M.

Se kn = 0 em M, a linha de curvatura de M é uma reta, o

que contradiz a compacidade de M.

Se kn # 0 em M, tomemos Vi = X(Ui) contida na esfera
de centro C_ e raio % e Vj = X(Uj) contida na esfera de centmw

C. e raio ] =
y T Como Vfﬂ Vj £ ¢ , vem que ViF\Vj e homeomorfa a um

aberto do R?. Logo, C, = Cy . As duas esferas sao coincidentes.

Portanto, M é uma esfera em R?’.

LEMA 53 (HILBERT)

Em uma regiao fechada de uma superficie M de curvatura
K constante positiva, sem pontos umbilicos, as curvaturas princi

pais tomam seus valores extremos na fronteira.

Uma forma alternativa do lema de Hilbert é dada a se-

guir.
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Se num ponto P, de uma superficie M de curvatura K cons-
tante, as curvaturas principais k; e k, sao tais que, ou
(i) k,.>k, , k; tem um maximo em P, e k, tem um minimo em P,, ou

(1i) kq<k. k, tem um minimo em P, e k, tem um maximo em P,,
1<Ky, Ky v 2 0

entac a curvatura K nao pode ser positiva em P,.
Demonstraremos a forma alternativa do lema, utilizando

o método de reducao ao absurdo.

DEMONSTRACAQ : Suponhamos que o lema & falso; isto &, K > 0 e

existe um ponto P, no qual as curvaturas principais
tomam seus valores extremos distintos, sendo um maximo e outro mi
nimo.
Seja V uma vizinhanc¢ga de Py em M e X(u,v) um sistema de
coordenadas locais em V. Suponhamos que as linhas coordenadas de
X sejam linhas de curvatura de V. Da proposigao 11 vem que F=f=0.

Assim, a equacao (1.7) se reduz a

. 2
Como u'= 0, dividindo numerador e denominador por u' , obtemos

. V' 2
e+g (F)
(3.22) kn = —,
B v'
E+G (GT)
3
Denotando=-se %T = 2, a equagao acima se transforma em
kn(E+Gzz) = e#gz*.
Segue que
2 -— = -
z (Gkn g) = e Ekn .

Vamos procurar a direg¢ao z na qual ocorre extremo local

para a funcao k, - Para isto derivamos em relacao a z a Ultima e-

quagao, encontrando
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2z (Gk_-g) = 0.

Disto se conclue gque um extremo ocorrera quando z = 0. Substituin

do em (3.22) obtemos

De modo analogo, obtemos k, = % , fazendo z = %T em (3.22).

Como as linhas coordenadas sao linhas de curvatura te-

mos &as equagoes (1.17)

1 .
e =§Ev(k1.+ kz)a

v

(3.23)
1 .

gu = _Z‘Gu(kl + kz) .

De k; = % , tiramos que
(3.24) e =—%p kB .

V. 3V v

De k, = % , tiramos que

' . 3ky

(3.25) 9y = I G + szu .

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.23) obtemos

Kyp KiE

1 .
v 2By (Kawka) -

ok,
ou G

1]

+ szu Gu(k1+ kz)..

1
2
Segue que

| [@51 - (ky=Ky) -«

[T
@ E‘jl<t11

av
(3.26)
1%5;__ 1l u
au =~ 2

)

(k1-k,) .

Como as curvaturas principais assumem seus valores extremos em
P,, temos neste ponto

3k,

ok
= =22
BV(P") = v )y

de modo que
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@

E
g ka=ki) = go(ki-ka) = 0.

Como E,G>0 e kyzk, , vem que EV = Gu = 0 em P,.

Derivando-se a primeira das equacoes (3.26) em relacgao

a v e a segunda em relacao a u, encontramos

3%k,
oV

G
2%k 1
|3 - 3 S,

Consideremos duas hipOteses.

Evv ’
_E—(kz“‘kl) .

1
N =

(i) ki tem um maximo em P;. Neste caso, k, tem um mini

mo em Py ; isto significa que k;-k;,<0. Deste modo,

B
2
(%;;l(Po) = % —%X(kz—kl)éo, o que produz EVVZO.
<

i 2 (Py) = 1 —Eg(k ~k,)z0 o que produz G 20
\auz 0 2 G 1 21 =YV, q P . uu= °

{(ii) k; tem um minimo em P,. Neste caso, k, tem um ma-

ximo em P, ; isto significa que k,-k;>0. Deste modo,

e

92 1
avzl(Po) =5 —%X(kz—kl)zo, 0 que produz EVVzO.
9%k 1 Tuu
\auZZ(PO) = 'i T(kl—kz)éo. O Jue produz GuuZO,
’ 1 '
Como K = kik; = - §E§(Evv+Guu) vequue K<0 o que representa uma

contradicao.

c.q.d.
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OBSERVACAO

Uma superficie compacta deve possuir um ponto mais al-
to (maximo) e neste caso a curvatura & necessariamente nao nega-
tiva. Assim, uma superficie compacta nao pode ter curvatura cons
tante negativa. Além disso, uma superficie compacta nao pode ter
curvatura constante nula, pois neste caso ela conteria uma reta
e isto contradiz a compacidade da superficie. Portanto, so faz
sentido falar de superficies compactas de curvatura K constante

positiva. Isto é formalmente enunciado no teorema 54.

TEOREMA 54

As unicas superficies compactas com curvatura K constan

te positiva sdo as esferas.

DEMONSTRACAO : Seja M uma superficie compacta com curvatura K

constante positiva. Como M & compacta, existe um
ponto Py no qual o valor maximo de uma curvatura principal é a-
tingido. Como K & constante, segue que as duas curvaturas princi
pais de M em Py, atingem em P; seus valores extremos. Pelo lema
53 vem que as curvaturas principais séo iguais; isto quer dizer
que M é constituida de pontos umbilicos. Do lema 52 vem que M
é uma esfera.

c.qg.d.



capiTULO IV

SUPERFICIES COMPLETAS COM CURVATURA K CONSTANTE

No capitulo II estudamos arcos de comprimento minimo. Vi-
mos que nem sempre existe um arco de comprimento minimo unindo dois
pontos quaisquer de uma superficie M. Neste capitulo estaremos .in-
teressados em superficies que possuam a propriedade de existir sem-
pre um arco de comprimento minimo entre dois quaisquer de seus pon-
tos. Tais superficies serao chamadas superficies completas. Em paﬁ-
ticular estaremos preocupados com superfiqies completas que apresen
tem curvatura gaussiana constante. Durante todo o capitulo a expres
sao curvatura k denotara a curvatufa gaussiana constante K, salvo

mencao contraria, bem como d denotara a métrica intrinseca em M.

4.1. SUPERFICIES COMPLETAS

Uma sequeéncia de pontos {Xn} em uma superficie M é dita

formar uma sequéncia de Cauchy quando, dado um numero real positiwo
§ , existir um numero inteiro n, tal que

d(xplxq) <6 r P,G>Ng .

Uma superficie M & dita completa se toda sequéncia de Cau-

chy {Xn} de pontos X, de M converge na métrica d para um ponto de M.

Doravante, M denotara uma superficie completa em R?, salvo especifi

cacao contraria.

PROPOSICAO 55

Para todo ponto PeM, existe um numero p(P)>0 com as se-
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guintes propriedades:
(i) Se QeM é tal que d(p,Q)<u(P), entao existe um seg-
mento entre P e Q que sera denotado por PQ.

(ii) Se QeM é tal que d4(P,Q)>u(P), entao existe um

ponto ReM com d(P,R) p(P), de modo que d(P,R)%d(R,Q) = d(p,Q).

DEMONSTRACAO : Seja (s,8) , O<s<up;(P), 0<6< 2II, um sistema de coor

denadas geodésicas polares centrado em PeM. Seja
u(P) tal que u;(P)>u(P)>0. Entao, p(P) satisfaz (i). Seja QeM

tal que d(P,Q) >u(P)>0 e fi uma sequéncia de arcos diferenciaveis
por partes unindo P a Q, cujos comprimentos, l(fi) na métrica u-

sual de R?® tendem a d(P,Q). Sejam R, i=1,2,... pontos de fi

com d(P,Ri) u(P). Os pontos R, estao no mesmo circulo geodésico

de centro P e raio u(P). Como o sistema €& geodésico, este circulo

€ compacto,e, assim, a sequéncia {Ri} possui uma subsequéncia

convergente para um ponto R do circulo geodésico. Por abuso de

linguagem vamos denotar a subsequéncia também por {Ri} . Temos

A

a(Ry,Q) + u(P) 5 1(£;),

de modo que
d(p,Q) = d(P,Ri) + d(Ri,Q) s l(fi),

Logo,
lim [d(P,R;) + d(R,,Q)] = d(P,Q).

1w

Portanto,

da(p,R) + d(R,Q) = da(P,Q).



Sejam f:(a,b) = M uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco de uma superficie regular M;
-a=inf{5€ R: f pode ser extendida a uma curva g:(a,b) » M parame-
trizada pelo comprimento de arco de M} e
R=sup{be R: f pode ser extendida a uma curva g:(a,b) - M parame-
trizada pelo comprimento de arco de M} . Pelo lema de Zom,

f tem extensdo maxima F e seu dominio & o intervalo (o,RB).

COROLARIO 56

Sejam P, e P, dois pontos quaisquer de uma superficie
M. Entao ou existe um segmento unindo P; a P, ou um raio comegan
do em P; cujos pontos X satisfazem a relagao

a(p, ,X)¥d(X,P2) = d(P,,P;).

DEMONSTRACAO : Pela proposicadao 55 existe um nimero real u(P1) tal

que se d(P;,P;)su(P:1), entao existe um segmento u-
nindo P; a P, (figura 18).
Seja f£:[0,1] » M-uma curva parametrizada pelo cdmprimeg

to de arco de M tal que £(0)=P; e £(1)=R. £ tem extensao maxima

F:[0,b) = M satisfazendo F(0)=Py, F(1)=R e lim F(t)¢M . Assim,
- t+b~
FI[O 11 = f € um segmento e, portanto, F & um raio em M comecan
, n

( FIGURA 18 )
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TEOREMA 57

As seguintes condigées em M sao equivalentes:
(i) A métrica intrinseca em M é completa.
(ii) Nao existe raio de comprimento finito em M.
(iii) Todo conjunto infinito e limitado na metrica usual do R?
tem um ponto de acumulagao em M.

t

DEMONSTRACAO : (1)=» (2). Seja £{0,1) > M um raio de comprimento

finito L. Desejamos demonstrar que M nao & comple-
ta. Para isto, devemos obter uma sequéncia de Cauchy que ndo con-

virja para um ponto de M. Consideremos a sequéncia {tk} dada por

t, =1~ L (k=0,1,2,...) e a sequéncia de pontos no arco A =f(t,).
k 2k k k

Pela definigéd de raio vem que
(i) £([0,1)) €& fechado em M, e

(ii)f:[a,b] - M & um segmento para Osac<b<1.

Suponhamos que lim f(tk)=A. Por (i) vem que Aef({0,1)).
K-ro0 . :

Logo, existe tnE[O,1) tal que A:f(tn). Consideremos tn+1 ,tme[0,1)

tal que tn<tn41<tm , B=f(tn+1) e C:f(tm) suficientemente proximo
de A(figura 19). Por (ii) vem que
d(a,B)+d(B,C)=d(A,C).

Vamos assumir que A#B e d(A,B)=¢. Para m suficientemen-

te grande seja d(A,C) <% . Como todos os termos da igualdade aci

ma sao positivos temos uma contradicdo. Assim, nao existe A.

[
aE 5
ot
ol
\/

t
n n+l m

( FIGURA 19 )



‘Como o arco tem comprimento finito L temos que

¥ d(Ak,A ) =

k=0 k+1

m-1
Logo, ve>0,8 NeN tal que para m>n>N tem-se d(Ak’Ak%1}§€ ’
n

ou seja, d(An,Am)ge. Portanto, {Ak} € uma sequéncia de Cauchy, a

qual néo tem ponto limite em M. Logo, M nao & completa.

(2)=>(3). Partindo do fato que nao existe raio de comprimento fi-

nito em M, devemos demonstrar que todo conjunto infinito tem pon-

to de acumulacao em M. Sejam P, e P, dois pontogquaisquer de M,

Por hlpotese, nao existe raio de comprlmento finito em M comec¢an-

do em P;. Pelo corolario 56 existe um segmento unindo P, a P, em

M. Pelo teorema 41, um segmento em M é uma geodésica minimal.
Sejé C um conjunto infinito limitado em M. Existe PeM e

k>0 tal que

(4.1) C & um subconjunto da bola de centro P e raio k.

Precisamos retirar de C uma sequéncia de Cauchy, {Xi}, i=1,2,,..

na métrica intrinseca. Pelo exposto acima, os pontos XeC podem
ser unidos por uma geodésica minimal PX ( que é um segmento ) tal
que o comprimento de PX seja 2(PX)=d(P,X). Como C & infinito, to-

mamos uma sequéncia {Xi} e definamos a sequéncia {Si} do seguinte
modo, xi=d(P,Xi). Como {Si} é limitada, ela tem uma subsequéncia

convergente para um valor A c¢®R. Por comodidade vamos tomar a sub-
sequéncia como sendo a propria sequéncia.

Para cada geodésica PX, consideremos o vetor unitario
t(Xi)ng(M). {t(Xi)} € uma sequéncia contida na circunferéncia
unitaria de Tp(M), que é compacta,.logo podemos extrair de {t(x)}
uma subsequéncia convergente para um ponto t(X)ng(M). Novamente,

vamos considerar a subsequéncia como a propria sequéncia. Portanto,



[t -tx | ~ o,

onde | | denota a métrica usual do R°.
Como a solucao de uma equacao diferencial depende conti

nuamente de suas condig¢Oes iniciais, os pontos Xi , i=1,2,... for
mam uma sequencia de Cauchy. Assim, C contém uma sequéncia de
Cauchy cbdnvergente em M, como desejavamos.

(3)=>(1). Seja‘{Ah}‘, n=1,2,... uma sequéncia de Cauchy em M. En-

tdo, ou ‘{An} € finita ou {An}‘é infinita.

(D

Sew{An}'é finita, entao ela e constante. Logo, ela

convergente.

Se {An} e infinita, entao pela parte (3) ela tem um pon

to de acumulégéo em M que € seu ponto ponto limite L na métrica

usual do MR?®. Pelo teorema 62, {An}->L na métrica intrinseca.
c.q.d.

Uma forma alternativa do teorema 57 é dada a seguir.
(1') Toda sequéencia de Cauchy de pontos de M é convergente em M.

(2') Toda geodésica pode ser prolongada indefinidamente em ambas

as direcgoOes.

(3') Todo conjunto limitado de pontos de M & relativamente com-

pacto.
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COROLARIO 58

Se M é uma superficie completa e PeM, entido expp é defi

nida em todo Tp(M):

DEMONSTRACAO : Como M é completa , o valor § do teorema 38 pode

ser tomado como infinito. Assim, exp, esta defini-
da no circulo de centro P e raio infinito; isto &, Tp(M). Isto e

quivale a dizer gue numa superficie completa a aplicacdao exponen-

cial & sobrejetiva.

c.q.d.

COROLARIO 59

Toda superficie compacta € completa.

DEMONSTRACAO : Seja M uma superficie compacta. Entdo M possui a

propriedade (3) do teorema 57. Consequentemente ,

pelo mesmo teorema, M € completa.

c.q.d.

OBSERVACOES

(i) A reciproca do corolario 59 ndo é verdadeira. De
fato, seja M um plano. Entdo M é completa. Um plano ndo é limita

do, logo M nao € compacta em ®R?.

(ii) Tendo em vista a forma alternativa do teorema 57 ,
podemos redefinir uma superficie completa.
Uma superficie M é dita completa se, para todo PeM, qual

quer geodésica g:[0,8) - M , partindo de P = g(0) pode ser exten-

dida a uma geodeésica g*: R » M,
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EXEMPLO 12

O cone menos o vértice nao € uma superficie completa.
Tomando-se uma geratriz, que € uma geodésica, ela nao pode ser

prolongada indefinidamente.

EXEMPLO 13

A superficie M-~{P} = M* obtida retirando-se um ponto P
de uma superficie completa M deixa de ser completa. Como por P
passa uma geodésica de’' M, tomando-se sobre esta geodésica um pam
to Q proximo a P, existe uma geodésica de M* que nio podé‘ser pro

longada atraves de P.

EXEMPLO 14

Cilindros e esferas séo superficies completas. As geo-
désicas do cilindro sao as geratrizes, os circulos e as hélices,
as quais podeﬁ ser prolongadas indefinidamente. As geodésicas da
esfera sao os circulos maximos, os quais podem também ser prolon

gados indefinidamente.

Estamos em condigdes de enunciar e demonstrar o princi
pal teorema deste paragrafo e uma das principais propriedades de
superficies completas, também conhecido como teorema de

Hopf-Rinow.

TEOREMA 60

Quaisquer dois pontos de uma superficie completa podem

ser unidos por uma geodésica minimal.
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DEMONSTRACEO : Sejam P,,P, dois pontos quaisquer de uma superficie

M. Pelo éorolério 56 ou existe um segmento unindo
P, a P, ou um raio come¢ando em P, cujos pontos X satisfazem a
relacdo d(Py,X) + d(X,P;) = d(Py,P,).

Pelo teorema 57, nao existe raio de comprimento finito

em M. Portanto, existe um segmento em M unindo P, a P,, que é

uma geodésica minimal.

O teorema 60 possue o importante corolario .

COROLARIO 61

Se M e completa e limitada na métrica usual do R?, en

tao M é compacta.

DEMONSTRACAO : Seja M uma superficie completa e limitada e P um
ponto fixado em M . Como M é limitada, existe uma

bola B(:TP(M) de raio r, centrada na origem de Tp(M) de modo que
ex B) = ex T (M)).
pp( ) pp( p( ))
Pelo corolario 58, exp, é sobrejetiva . Logo,
M = ex T (M = e' B).
Pp( p{ M) #Pp( )

Mas B & compacta e exp,, é continua., Portanto, M é compacta.

c.q.d.
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TEQREMA 62

Sejam M uma superficie completa, d, a métrica intrin-

I

seca em M, d, a métrica euclidiana em ®R*®. Entao, as topologias

induzidas por dI e por dE coincidem.

DEMONSTRACAQ : Sejam M uma superficie completa em ®R?®, PeM,

u(P)>0 e veTp(M) tal que |v|§u(P). Pela definicao
de expp vem que
dI(expp(v),P)=|vl.
Seja {Xn} uma sequéncia de pontos de M convergente

para P na métrica euclidiana dg-

Definamos uma sequeéncia {Yn} de pontos de Tp(M) con-
vergente para a origem O de Tp(M) na métrica euclidiana, de modo
que expp(Yn)zxn . Entao,

dI(Xn,P)zdI(expp(Yn),P):IYnI >0 .
dE

Portanto;{xn}+ P na métrica intrinseca.

> .
Como dy2d, e kn}—+P em d, vem que &n}+ P em d,. Assim,

E

as topologias induzidas por dI e por dE coincidem.

c.q.d.

4.2. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA CONSTANTE K=0

Seja M uma superficie completa em ®&? com curvatura K
.constante e igual a zero. Entao M é constituida de pontos plana-
res e pontos parabélicos. Seja A o conjunto dos pontos planares
de M e U;= M-A o conjunto dos pontos parabdlicos de M. No que se

gue faremos uso destas consideracoes.
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TEOREMA 63

Seja PeU e £:I » M uma linha assintotica parametrizada
pelo comprimento de arco de U tal que £(0) = P. A curvatura mé-
dia H satisfaz a equacgao diferencial

(4.2) g—gy(%) - 0.

DEMONSTRACAO : Seja V€U uma vizinhanca de P. Pela proposigao 11,

podemos encontrar um sistema de coordenadas em V
de modo que as linhas coordenadas neste sistema sejam linhas de
curvatura e as curvas com Vv constante sejam linhas assintoticas
de V. Sejam E,F,G,e,f,g os coeficientes locais da primeira e se-
gunda formas fundamentais neste sistema.

Como as linhas coordenadas sao linhas de curvatura, pe
la proposicao 11 vem que F = £ = 0.
Como a curva (u((s),c), ce¢R & uma linha assintotica vem

que

pela proposicac 8. Como u'.# 0 vem que e = 0.

Da proposigao 5 temos H(P) = %(k1+k2) = %(Egﬁégggﬁg)_
Logo,
(4.3) H(P) = + &

2 G

para as linhas de curvatura com v - constante.

Como e = 0, temos que e, = 0. Substituindo (4.3) e ev=0

em (3.23) temos

| 1 9.
0 = = =B .
(4.4) I 2 Gv

Como g,G # 0, vem da primeira das equag¢des (4.4) que
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EV = 0. Logo, E = E(u). Da segunda das equagoes (4.4) vem que
9y _ Gy N Sy B (/a)u
— = — = —,= —
g 26 2/G /G

Segue que
(4.5) g = Cl (V)/@ ’

onde C; (v) & uma fungao apenas de V.

u* =.fVE(u)du

Facamos a mudancga de parametros . In-

v¥ = v
dicando-se 0s novos parametros novamente por u e v temos, agora,
u medindo o comprimento de arco ao longo da linha assintotica com
v constante, de modo que E = 1. Daqui resulta que nosso sistema
de coordenadas € um sistema de coordenadas geodesicas e, portan-

to, de (3.7) vem que

2
0 = K = — 2 /G(u,v),
du?

A
/G
implica em

0.

52 .
Taz- vG(u,v)

Uma solucao desta equacao €
(4.6) /G = C2(v)u + C3(v)
onde C:(v) e Cs3(v) sadao fungoes apenas de v.

Substituindo (4.5) e (4.6) em (4.3) temos

HedtCM/G _1Cv) _ Cl(v)
2 G 2 G 2[{C2(v)u+Cs (v)]
Portanto,
1 _ 2[Ca(v)u+Cs(v)]
H Cy (V) :

Derivando-se esta ultima igualdade duas vezes em relacao a u e
lembrando que u = s ao longo da linha assintotica v = constante,
chega-se a equacao (4.2).

c.qg.d.
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LEMA 64

0 conjunto A dos pontos planares da superficie M e fe-

chado.

DEMONSTRACAO : Os pontos de A sao os pontos de M que tem curvatu

ra média nula. Um ponto de acumulacao de A tera ,
pela continuidade da funcao curvatura média H, também curvatura me
dia nula. Portanto, este ponto também pertence a A. Como todo pon

to de acumulacao de A pertence a A vem que A & fechado em M.

c.qg.d.

PROPOSICAO 65

As linhas assintoticas de U sao maximais.

DEMONSTRACAO : Dizer gque as linhas assintOticas de U sdo maximais

significa que elas ndao encontram o conijunto A.

Suponhamos que a linha assintética encontre o conjunto A.
Pelo teorema 63 temos que a curvatura média em qualquer

ponto de uma linha assintotica de U é

1 o

His) = as+b
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onde s mede o comprimento de arco ao longo da linha assintotica e
a,beR. |

Seja f:(a,b) - M uma linha assintética de U com £(0)=P,
onde PeU, a qual pode ser extendida a

F:(a,b) + M .

Suponhamos que F(0)=£(0)=P e que s, &€ o primeiro ponto

tal que F(s,)€A. Portanto, H(F(s,)) = 0. Mas
lim H(F(s)) = lim —1— = 0.
S+>S, " S+S,~ as+b

Como H é continua, temos uma contradicao.

LEMA 66

A Unica linha assintotica que passa por PeU é um segmen

to (aberto) de reta de M.

DEMONSTRACAO : Seja PeU; isto &, uma das curvaturas principais em

P é nula e a outra nao. Disto segue que P néo € um
bilico e que uma direc¢ao principal em P & uma direcao assintdtica
em P.- |

Podemos obter um sistema de coordenadas X(u,v) de uma
vizinhanca VLU do ponto P de tal moao que as linhas coordenadas
sejam linhas de curvatura, pela proposicéo 11. Suponhamos que as
linhas f:I - M com v= constante sejam linhas assintéticas.
Como para cada linha assintotica a curvatura normal kn(f'(t))=0,
temos da proposicao 12 que, para todo ponto de V,

g—EN(u(t),v(t)) -0 .

Logo,
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Mas

Portanto,
(4.7) <X,N> = f£(v),
onde f(v) é& uma funcgao diferenciavel de v. -
Derivando-se (4.7) em relacao a v, encontramos

(4.8) £'(v) = <X,N>V = <X N> + <X,N > = <X,N_> .
Como N & unitario, N, € ortogonal a N. Como os pontos de V sao pa
rabdlicos, N ndo & constante; de modo que N, nio é nulo em V. As-

sim sendo, {N,NV} € um conjunto linearmente independente.

Ao longo da curva v = v, constante temos N(u) = Ny e
N.. (u) = N._. constantes. De (4.7) vem que
Vo Vo _
(4.9) f(u,v) & uma curva pertehcente a um plano cujo normal &
0

N,. De (4.8) vem que

(4.10) f(u,vy) & uma curva pertencente a um plano cuja normal

De (4.9) e {(4.10) vem que f(u,v,) € uma curva contida
na intersegao de dois planos nao coincidentes e nao paralelos pois
N e N, sao linearmente independentes, de modo que f(u,vy) € um
segmento de reta. c.q.d.

Vamos denotar por fr(U) a fronteira do conjunto U dos
pontos parabéiicos da superficie M de curvatura K = 0. Pelo lema
64, segue que U é aberto em M, logo fr(U)g A. Como a fronteira\de
‘_conjqntos complementares é a mesma, vem que fr(U) = fr(a).

Estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o . seguin

te lema:
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LEMA 67
Se Pefr(U), entao por P passa um unico segmento (aberto)
de reta contido em M. Alem disso, fr(U) & constituida por segmen-

tos de retas.

DEMONSTRACKO : Seja Pefr(U). Entao P & ponto aderente de U. Como

U é& aberto, segue que P & ponto de acumulacao de

U. E possivel obter uma sequéncia‘{Pn} de pontos de U de  modo

que {P_} »P. Para cada P seja £(P ) a Ginica linha assintoética
“n r

maximal que passa por‘Pna Pelo lema 66, f(Pn) & um segmento (a-

berto) de reta em M.

Seja S €R’ uma esfera de centro P e raio suficientemen-

te pequeno. Como S & compacta, os pontos QneS(%f (Pn) formam uma
sequéncia {Qn} que tem, pelo menos, um ponto de acumulacgao QcS, o

qual ocorre simultaneamente com seu antipoda. Se ocorrer outro
ponto R além de Q e seu antipoda, entao por pontos arbitrariamen-

te proximos P e P passarao linhas assintdticas £(p) e £(p_)
formando angulo maior do que

Tang (PO, PR) ,

o que contradiz a continuidade das linhas assintdéticas. Decorre
disto que as linhas f(%ﬁ tem uma direcao limite f(P). Vamos mos
trar que esta direcao nao depende da particular escolha feita pa

ra {Pn} .
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Seja {Qn}'outra sequéncia de pontos Q€U convergente

para P. Se fizermos a mesma argumentacao feita para a sequéncia

{Pn} verificaremos que as linhas assintoOticas f(Qn) tem a mes-

ma direcao limite f£(P). Entao f(P) & um segmento em M.

Suponhamos que f(P) se reduza a um ponto. Como f(Pn) e
maximal, esse ponto seria um ponto de acumulacgao dos extremos de

f(Pn) 0S quais nao estao em f(Pn) pois f(Pn) € um segmento de

reta. Portanto, £(P ) nao se reduz a um ponto.

Além disso, f(P) n3ao contém seus extremos, sendo entao

um segmento aberto em M.

Seja Qefr(U). Existe uma sequéncia {Qn} de pontos
Qnef(Pn) em U convergente para Q. Portanto,
QeU v fr(u).

Suéonhamos Q¢fr(ﬁ) . Entao, QeU. Pela continuidade
das linhas aﬁsintéticas, f(P) €& a TUnica 1linha assintoética
passando po; Q. Assim, PeU. Mas isto contradiz o fato que U
- & aberto. Logé,

Qefr(U) e f(P)e€ fr(U).
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Enunciaremos a seguir um lema que sera util para a de-
monstracao do lema 69 e teorema 71. Sua demonstragao esta basea-
da em formas diferenciais. Como nesta dissertagao procuramos néb
empregar tais formas néo faremos a demoﬁstragéo do mesmo. Se fos-
semos realiza-lo, o trabalho se extenderia ainda mais, o que nao
€ nossa pretensao. Uma demonstracao do mesmo pode ser encontrada
em I.M.Singer and John A. Thorpe - Lectures Notes on Elementary

Topology and Geometry - paginas 185 e 186.

LEMA 68

Seja M uma superficie completa em R?® com curvatura
K = 0. A aplicacao exponencial & uma isometria local relativa-
mente a métrica intrinseca.

LEMA 69

Seja M uma superficie completa em R?® com curvatura

K=0. A aplicacao exponencial & uma aplicacdo de recobrimento.

( FIGURA 20)
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DEMONSTRACAO : Pelo teorema 39, exponencial € um difeomorfismo 1o

cal, logo € uma aplicac¢ao continua numa vizinhanca
coordenada V de PeM contida em M.
1Y ' .
Como K = 0, pelo teorema 51, M & localmente isométrica

a um plano. Em particular, consideremos este plano como TP(M).

Seja Vp uma vizinhanga do ponto P contida em M .Como

expp € continua, temos que

-1
) V =
(expp) ( p) Up

é um aberto de Tp(M).

Para um sistema de coordenadas X:Up + M, temos(figura 2Q)

Xibexpp = identidade.

Segue que expp = Xoidentidade. Como X € um homeomorfismo em Up

bem como a aplicacao identidade, vem que exppl
' ' U
p

&€ um homeomorfismo .
Pelo corolario 58, expp € sobrejetiva.

Portanto, expy € uma aplicacdo de recobrimento.

c.qg.d.

LEMA 70

Seja P um ponto de uma superficie M e V uma vizinhanca
de P constituida exclusivamente de pontos planares. Ent3o, toda

componente conexa de V esta contida em um plano.



130

| DEMONSTRACAO : Suponhamos que a cdmponente conexa de V seja a pro

pria vizinhanca V. Seja X(u,v) um sistema de coor-
denadas em VCM. Como todo ponto de V & planar, as curvaturas prin
cipais em todo ponto de V sao nulas. Além disso, toda linha de V
€ uma linha de curvatura.

Para todo vetor w = aXu +bXV , consideremos a curva

£:I > M dada por £(t) = X(u(t),v(t)) = X(at+v,,bt+v,). Entdo,
' . _
£'(t) = aXu + bXV .
Pela proposicao 12 existe uma funcao real diferenciavel

> em V a qual depende do ponto P tal que

d . '
geN(u(t),v(t)) = A(e) £’ (£) .
Disto segue que

Nu(at+vo,bt+vo)u' + Nv(at;vo,bt+vo)v'=x(t)(axu +bX_) (£).

omitindo as variiveis temos para a igualdade acima

aNu + va = arxX, +b)\XV .
Como w foi tomado arbitrariamente, consideremos em primeiro lugar
a =1eb=0. Em sequndo lugar consideremos a = 0 e b = 1. Disto

vem que

N_ = >\Xu .
(4.11).

N
v

AX
Derivando-se a primeira das equacdes (4.11) em relacao

a v e a segunda em relacdo a u e usando o fato que a ordem da de

rivacdo parcial e irrelevante, obtemos

Avxu + Axuv = Auxv + Axvu
Como X = X , temos que
uv vu
A Xu = xuxv .

Maslxu e X, sao linearmente independentes de modo que, para todo
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ponto de V, tem-se _ = A - 0. Como V é conexa vem que )\ & cons

u .

tante em V.

Suponhamos ) # 0 em V. De (4.11) temos

(X(u,v)- % N(u,V))u = (X(u,v)- % N(u,V))V = 0,

de modo que
]
X(u,v)- o\ N(u,v) = C

€ um ponto fixo em V. Disto segue que

2

|x(u,vi-c|” = (1),

1
A
o que significa que todos os pontos de V estao na esfera de centro

1

C‘e raio I 3 l. Mas isto cqntradiz o fatd‘que em P as curvaturas
principais sao nulas. Portanto, devemos ter ) = 0 em V.
De (4.11) vem que N, =N, = 0; isto &, N é constante em
V. Logo,
<X N> = = <X ,N> + <X,N > = 0,
= <X_,N> + <X,N_> = 0.

<X ,N>
v

Portanto, <X,N> & constante em V. Isto nos leva a concluir que
V esta contida em um plano.

c.q.d.

Diremos que um cilindro & uma superficie regular M

tal que por todo ponto P:M passa uma unica reta g € M e se
P

Q0#P, entao as retas g e g sao paralelas ou coincidentes. Es
P

tas retas serao chamadas geratrizes. Observamos que com esta
definicao um plano pode ser considerado como uma superficie
cilindrica. Na proposicao 49 demonéframos gue a curvatura K
do cilindro é constante e igual a zero. Vamos, agora, demons
trar que as unicas superficies completas do ®’ que tem cur-
vatura K=0 constante sao as superficies cilindricas(incluin-

do os planos).
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TEOREMA 71

Se M & uma superficie completa em R®? com curvatura K=0,

entdo M é um cilindro.

DEMONSTRACAO : Como antes vamos representar por U o conjunto dos
pontos parabdlicos ae M e por A o conjunto dos pon
tos planares de M.
(i) Se U =¢ , entao A = M; isto é, M é formada
por pontos planares. Qualquer que seja PcA, pelo lema 70, toda com
ponente conexa de uma vizinhanga V de P esta contida num plano.

Como A = M & conexo, vem que M € um plano.

(ii) Se A = ¢ , entao U = M; isto &€, M & formada exclu-
sivamente de pontos parabolicos. Suponhamos um ponto QeU. Por Q
passa uma unica linha assintotica ( a qual &€ também uma linha de
curvatura). Pelo lema 66, esta linha assintotica &€ um segmento de
reta em M.Rla proposicao 65 esta linha assintdotica € maximal; isto
€, &€ uma reta em lugar de um segmento de reta. Vamos denotar esta
linha assintotica por 9q -

Suponhamos que PeU e PégQ . Seja gp a unica reta que
passa por P. Admitamos que gQrwgP = {R} . Neste caso, passam por
R duas linhas assintoticas gQ e gP‘o gue contradiz o fato de ser
R um ponto parabbélico. Pcrtanto, 9oNIp = @ ou g = gP_,'

Devemos demonstrar que se ocorrer a primeira alterna-

tiva, entao 9o © Ip sao paralelas ou coincidentes(elas serao as

geratrizes do cilindro). Em cada ponto da geratriz tomaremos u-
ma curva ortogonal, a qual sera a segunda linha de curvatura.
Esta curva sera uma geodésica e como a superficie e completa es

ta geodésica corta cada Ip- Com isto teremos demonstrado que a

superficie € um cilindro.



133

Como U=M é conexa, existe um arco f:[a,b] - M tal que
f(a)=P e f(b)=Q. Pelo lema 69, a aplicagao exponencial e uma
aplicacdo de recobrimento e pelo lema 68 ela é uma isometria lo

cal. Existe um levantamento
f:{a,bl ~» Tp(M)

de £ com f(a)=P.

Para cada tela,b] com expp(f(t)):f(t)eU consideremos

o levantamento r,_ de Ig(¢) cSom rt(a)=f(t). Sendo expp uma iso-

t

retria local vem que r

" e uma reta gm Tp(M).

Para t;,t,e[a,b] com f(t,)#f(t,) temos r er para-

£, t,
" lelos ou coincidentes. De fato, suponhamos Rsrtr\rt Entao,
1 2
: s L.
epr(R)ng(tr) gf(tz) 0 que representa uma contradigao.

(iii) Suponhamos que M seja constituida de pontos pa-
rabolicos e de pontos planares. Pelo lema 64, A & fechado em M.
Itdo, o interior de A, ! é aberto em M.

Seja QeM. Se QeR,'entéo recaimos no caso (i). Se QeU,
entéo recaimos no caso (ii). Resta-nos considerar o caso em que
Qefr(U)=£fr(a).

Pelo lema 67, passa por Q um unico segmento (aberto)
de reta e este segmento esta contido em fr(U). Pelos mesmos ar-
gumentos usados em (ii) podemos prolongar este segmento aberto

de reta em uma reta gQ(:fr(U). Além disso, se pefr(U) e PégQ ,
entao gQﬂ gP=¢ ou gQ=gP.

Necessitamos demonstrar que se P,Qefr(U), entdo as li-

nhas 9p © gQ tais que gPr\gQ =¢ sao paralelas ou coincidentes.

Isto é feito de modo semelhante ao que foi feito em (ii).

c.q.d.
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4.3. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA K CONSTANTE POSITIVA

Neste paragrafo estamos interessados em superficies M
completas de curvatura K-> 0 constante. Vamos desenvolver o con-
ceito de variagao de uma funcao diferenciavel e determinar a pri
meira e segunda variacdo do comprimento de arco. Utilizaremos
o conceito de derivagao covariante apresentado no capitulo II.De
monstraremos que superficies completas de K > 0 constante sao com
pactas e fazendo uso dos teoremas 54 e62 demonstraremos trivialmente
gque as unicas superficies completas de K > 0 constante em R?® s
as esferas, como resultado principal do paragrafo.

. Seja g:[a,b]CR + M uma curva parametrizada pelo compt}
mento de;arcovde uma superficie M. Uma variacdo de 9 & uma apli-
cacao diferenciavel

y:[a,blx(-§,8)C R* -~ M

tal que v (s,0) = g(s),v secla,b]l (figura 21).

\
T \\\ﬁ\\
\\\\\\\\\\\\\‘\\é\“\\\s‘s@\ i
L\

1)
. [ v
& b >

( FIGURA 21 )

Para cada t,e(-§,8) , a curva Wt :[a,b] » M dada por
0

v (s) = y(s,t,) & denominada uma curva de variagdo de g.
. v

Uma variac¢ao de g & chamada propria se

ve (@) = vla,t) =gla) e v (b) = y(b,t,) = g(b)

t

para toe(-8,8). Isto significa que todas as curvas da variacao

IR RN L I L o R T T R U T '! NN i
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tem mesmos extremos.

Vamos denotar o vetor tangente a curva Y (s) = v(s,t,)
em y(s,,t;) por dP y(1,0) =D(1 O)W(Po), onde P, = (so,to).
0 14
O vetor tangente a curva Wt(so) = ¥Y{(so,t) em ¥Y(so,to)
sera denotado por dpow(0,1) = D(OI1)W(PO).

Dada uma variacao Y de g, fica determinado um campo di

ferenciavel de vetores tangentes T(s) ao longo de g dado por
T(s) = %%(S,O) , sela,b] , o qual chamaremos campo variacional de ¥ .

Quando y & propria, temos

(4.12) T(a) = au/(a 0) = ——g(a) = ———g(b) - ig—‘;(b,oy = T(b).

O comprimento de cada curva de variagao de g, Yy é da
do por

b .

Lly,) = ly, (s)l]ds = I t(s,ty) |ds , tel-5,6).

A dérivada desta funcao é

g—z{w ) = VQBW(S t, ), (s t,)> ds , ou

das t a -

o BW

(4.13) a b <BS (s t ), (s ty)>

———-/Q/(ly ) = dS .

ds t a

|82 (s,t0) |

Mas | %%(s,o) | = [ g(s)l = 1 pois g estad parametrizada pelo com

primento de arco. Em t, temos

4 4 2. |
ds (\Pt)|S=O = .Sz <asT(5)’E§g(s)>ds .

Logo,

b
(4.14) d ¢ j . .
—=Y(Y,) <T(s),g(s)>ds.
ds t |s=0 a
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1

Como §(s) esta no plano tangente vem que §' g , onde a ' denota

a derivacao covariante. Mas,
T(s) = 42(s,0) = §(s) ,
logo, T'(s) = T(s). Portanto, no ponto s = 0, temos

<T'(s),g(8)> + <T(S),g'(S)> = <T(s),g" (She

<T(s),g(s)>

Segue que .
‘ <T(s),g(s)> = <T(s),g'(s)>

<'i‘(S):<.J(S)>

Substituindo em (4.14) , abreviando a notacao, obtemos

21 (0)

b . .
j [<T,g>' - <T,g'>]ds.
a

Logo,

(4.15) ' (0)

<T,g>(b) - <T,g>(a) - jb_<T,g->ds.
a

A expressao (4.15) e denominada a primeira formula de
variacao do comprimento de g.

Se considerarmos Yy uma variacao propria, entao de

(4.12) vem que

b ..
(4.16) 21 (0) = - 5 <T,g > ds.
) a

vamos denotar por A(s) a seguinte expressio :

9
38

H
1

Q1U
()

g (s) = gls) = 2-g(s) ¢(s,0).
Assim, (4.16) pode ser escrita da seguinte maneira:
b
(4.17) 2 (0) = - S <A(s),T(s)>ds.
a
O.vetor A é chamado vetor aceleracdo da curva g e seu
valor absoluto nada mais €& do que o valor absoluto da curvatura
geodésica de g.
Diz-se que uma variacao y:la,blx (-§,8) - M é& uma

variacao ortogonal se para todo s¢[a,bl o campo variacional T de

y & ortogonal a g.
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TEOREMA 72

Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
g:[a,b] - M & uma geodésica de M se e somente se, para toda varia

cao prépria ¥:[a,b]x(~6,8) - M de g, ocorrer '(0) = 0.

DEMONSTRACAO : Para demonstrar a condicéo necessaria consideremos
uma geodésica g:[a,b] > M. Assim, temos que a cur-

vatura de g € identicamente nuly, Do exposto acima, vem que para
todo sela,b]l, A(s) = 0. Portanto, <A(s),T(s)> = 0 , vsel[a,b]. De
(4.17) seguel imediatamente que £'(0) = 0.

Para demonstrar a reciproca, suponhamos que, para toda
variagéb pfépria de g se tenha £'(0) = 0.

Consideremos o campo vetorial T(s) = f(s)A(s) onde
f:[a,b] » R &€ uma funcao reai diferenciavel tal que f(s)20, A éo
vetor aceleracao de g e f(a) = £(b) = 0.

Para uma Variagéo correspondente a T(s) obtemos

b b

2'(0) - g <A(s),T(s)>ds = - 5 f(s)<A(s) ,A(s)>ds.
a a

Logo,
b

(4.18) %' (0) -5 £(s)|a(s)| as.
a

Como f(s)z0 e IA(s)|2gO vem que
(4.19)  £(s)|a(s)| z0.
Como 2'(0) = 0 vem , de (4.18) e (4.19), que
(4.20) 0 = £(s)|a(s)] .
Suponhamos que para algum sog(a,b) se tenha [A(sJ|¢O.

Como A é& continua, existe §>0 tal que para todo SgIs =(so—6,so+&
: 4]

se tenha lA(s)|¢0. Escolhamos f(s;)>0 de modo que f(so)JA(% )]¢0.

Contradicao com (4.20). Logo,'lA(so)§= 0 Vsee(a,b). -

Pela continuidade de A segue que A(a)=A(b)=0. Portanto,
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|A(s)| =0, Vvsegla,b].
Mas A é o vetor aceleracao de g o qual € identicamente nulo em
[a,b]. Logo, g & uma geodésica.

c.q.d.

Seja ¥Y:[a,b]x(~§,8) » M uma aplicagéo diferenciavel. (ha
ma-se campo diferenciavel de vetores tangentes ao lohgo de uma
curva h:[a,b] - M a uma aplicagéo diferenciavel

T:fa,b]x(—é,é) + R® ,

a qual associa a cada ponto (s,t)cela,b]lx(-§,9) e

um vetor T(s,t)eTw(s,tﬂM-

LEMA 73

Seja y:[a,b] X~ ,6) ~ M uma aplicacdo diferenciavel
Entao, para secl[a,b] e te(-§,98), tem-se

D_ v _D av
S t(s,t) = 5T 3 s,t) .

=

(o5
@
@
92}

DEMONSTRACAO : Seja X:U~+ V&M um sistema de coordenadas de uma
vizinhanca do ponto Y¥(s,t) de M dada por

X(u,v) = X(¥i1(s,t),¥2(s,t)).

Quando (s,t)e¥ ((X(U)), a curva Y(s,t,) para um dado %g(ﬁs,S) po

de ser dada na forma V¥(s,t;) = (¥Yi(s,ty),¥Y2(s,t3)) = (u,v). Como
%%(so,to) e tangehte a curva V¥(s,t;) no ponto s = sy , temos

0¥ (s t,) = 2¥1 (s, 800X + X2 (50 ,t0)X

(a 0r%“0 as 0 7“0 u as =0 ¢ -0 V.

Mas (s,,t,) foi tomado arbitrariamente, de modo que

QY
28

oY A SR '
as(slt) = S (S,t)Xu +

2
3 (s,t)XV .



A curva VY(s,,t) para um dado s, €[a,b] pode ser dada por

¥(sy,,t) = (Yilse,t),¥2(se,t)) = (u,v).

Como %%(so,to) é tangente a curva V¥ (s,t,) no ponto s = s, , temos
P (sg.ty) = Thise,t)x, + T2 (s0,t0)X,

Mas (s,,t,) foi tomado arbitrariamente, de modo que

Q

3y _ 3y Y,
Se(s,t) = (s, 00X v g

(s, t)X .

Usando (2.19) obtemos

ot ot u as v
- G erali B radh S el Sy radl R
o etz Al Bl L radh B rafh S L rall Sl
%5 9t = 3s ey ¢ HERY) -
Gert v TATRE e TRAg B e ra g B rall Max

Assim, os coeficientes de Xu e de XV sao exatamente os mesmos nas

duas expressoes.

c.q.d.
LEMA 74

Sendo Y e T como acima e K a curvatura gaussiana de M
Y

temos
QY oY

T = Kv(é‘gxa—E)XT,

Q-IIU
(—f-
Q-IIU
0]

D_
dt

QalU
0



140

DEMONSTRACAO Seja X(u,v) um sistema'de coordenadas de M contendo

o ponto VY(s,t) e T um campo diferenciavel de veto-

res tangences. Neste sistema de coordenadas temos
(4.21) T(s,t):a(s,t)xu(s,t) + b(s,t)XV(s,t),
para algum par de funcdes diferenciaveis a e b.
Derivando-se esta expressao em relacao a s (derivada co

variante), encontramos

T = 2 (ax_ +bX ) = a2 + p2x 4 33y , 2b
98 u v

D Zx =
as u ds’v s’ u as’v

ds

Derivando-se, agora, em relacao a t, temos

(4.22) D D, _ D D, .,D D, .3aD. ,3bD
5E 3st © 3¢ 3s%u T P3e 35%v * 5s acfu Tt 3t 35wt
+§£ ..I?___x + _a_ _é_..ax + _a_ —Q—bx .

D D, D D LD D da D ~3b D
4.23) 38 3ET a5s 3t%u T P38 3k 3t 58°u * 5t §sv
da D, . 3b D 3 3 0
* 3s 3tu s 3E%v T 3s 3e%%¥u * 3s 3e%y -

Subtraindo-se (4.23) de (4.22), encontramos

(4.24) D D

D D . DD
e P Endy Teeky)

D Dqo_
ot 9s 9s ot ot 9s”u ds ot u

No. sistema X(u,v) temos W(s,t)'= (u=¥, (s,t) ,v=¥, (s,t))

de modo que

Xu(u,v) xu(Wlfs,t),Wz(s,t)).

Xv(u,V) XV(Wl(s,t).Wz(s,t)).

Tendo em vista que a derivada covariante nada mais é do
que a projecao sobre o plano tangente da derivag¢ao usual e deno -

tando esta projecao por T, obtemos

D d . ¥4 oY oY oY
Zx = {=. = °fr1 2 - 211 Sr2
9s’u {3qu}T {qu as+xuv as}T T2 s{xuu}T T 3s {Xuv}T ’
ou seja
D 3¥,D 3Y,

aqu - 3s Buxu + 9

D . ~ -
g;xu » que derivado em relacdo a

n

t resulta em
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. Segue gue

(4.25)
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<.
QJIU
<
QJ{U
<

c

Intertrocando-se a ordem da derivacao em (4.25) obtemos

(4.26) D__ 9_ _ 32¥, D © 3%V, Q__ :
as atxu" asot - auxu * 3sot BVXV *
) 3\{]1 8‘?1 _.D__D__ : 3‘1’2 P___D_
* Bt( as-au‘auxu‘+ 9s 3V auxu) +
o at( ds -ou 9 Xu'+ 9s oV avxu) ’

Subtraindo.se (4.26) de (4.25) encontramos
D D, _D D, _3¥ 3%Db D, D D d¥y 0¥, D D D D
5 3s5%u 35 9E%u = 38 3E 3u 3viu "~ 3v 3wt 35 3t Gvaatu s avid)
Logo,

D D, _D D _,3¥5 3¥, 23Y¥, awl D D D
(4.27) 3t 35%u ~ 38 3tfu “ s TE T 3s ) 57 35%s - 35 !

Fazendo-se a troca de X, por X e vice-versa em (4.27),
encontramos.

_[2_2__ _ _12_ D oY, 0¥, R 3‘}’1 D D
‘4'28) 5t 353V 35 3EX v =g~ 3¢ - 9s )(av au v~ Ju 5VXV)'
Subtraindo-se (4.27) e (4.28) de (4.24) , obtemos

D D, D D, __,3¥; 3¥ _ 3V¥, awl D D D D

5E 3st ~ 3s atr 255 3E T 3s 3‘ v jutu T 39 aviat

3W1 oY, oY, 8W1 D D
b( 3t ~ s )( v 303y T Fu dvivy) -
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Usando proposigao 34, temos

D D, D D . _ 3%, a¥, _ 3¥, ¥, [
55T 35 3ET ° (as 3 = §t )[aK (X xX ) xX ~ +bK(X xX )xX 1,
ou seja,

b D,_D D oY, 3¥p, _ 9V¥p 9¥y
(4.29) 5T asT s atT = K(as X T5- 3t )(XuxXV)x(aXu +va).
Como

Y _ aY, oY, Y 2Y, oY,

3s 3 Xu * 3s Xv r € ot 3t Xu * 3t Xv !
vem que

¥ 3Y _ (3Yy 3¥, _ d¥p 3Y¥y

355t - (35 st a5t Xuw¥y

que substituido em (4.29) juntamente com (4.21) produz o resultgv

do esperado. . ‘
' c.q.d.

LEMA 75

Se Y:[a,b]x(-§,8) » M & uma variaca® ortogonal propria
de uma geodésica g:[a,b] - M parametrizada pelo comprimento de

arco, sa[a,b]) te(~8,8) e T(s) = %%(S,O) € o campo variacional de

¥ , entao
2" (0) = ‘Sb (l T(s)l “k(s)|T(s)| )ds,
a

onde K(s) = K(S,O) é a curvatura gaussiana de-M em g(s) = Y¥(s,0).

DEMONSTRACAO : Como g é uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco temos

a¥

TE(S'O)I = |g'(s) |
Entao, existe p>0,u<s tal que te[—p,u], I8 (s, t)I é dlferenc1a
vel . O comprimento de cada curva ¥, da variacdo de g é

¢ (t) = jﬁ) gEWS,t)lds '
a

tel-p,ul . Omitindo a variavel, por comodidade, temos
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. ,
d oV d ‘/ aY oY
1 — e | e —_ )
vy = Sb atlssids = § at’ “9s'3s 98 °
a a
o T T
= ,f S ds. Pela proposigao 32, temos
a 2|§X‘ .
98
b <FE Fris’
LY (t) = 5 23 S ds. Pelo lema 73, temos
a 55l
> 5 2130
LY (t) = j 7 S ds
a gl
Derivando~se novamente em relacdo a t, encontramos
D 3Y av. d
dm“msﬁﬁ£@4

D avav pvja D 3v v,
" d 9s Jt’9ds B
L") = 3E v ds = ay
a l EI a

| £

Segue que

| b
o ] S ot

D 2¥ 8, 1 D ¥y,
- IaW 9s ot’os I 9s ot’os

No entanto, temos

law(s 0] = |g° (s)] = . Substituindo em (4.30) temos
os
(4.31) Pa »p 2
g "(0) =S <dt Y tW(S,O),§§W(S,O)>dS -

D
-S: <Bs W(s 0)’8 Y (s, 0)> ds.

ds
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Mas d oY oY DY
as s (s t)’at( B)> = 33 aS(S t)lat(s £)> +
. oY D a¥
+ <”“(S t)rb—g EE(_S't)>
- Em particular, para a geodésica g temos A(s)-= %g g%W(S,O) =0,

de modo que

d
ds as

oY : D oV
! (s, 0) ,5g(s,0)> = <55 ¢ (s, 0)’3 (s,0)>.
Como a variacgdo & propria, vem que o produto interno do primei-
ro membro da igualdade acima € nulo. Disto segue que o segundo

membro também & nulo. Substituindo-o na equacao (4.31) vem que

b
" - a4 Db 23 2
(4.32) 2" (0) = - r ¥ (s,0) ,55Y(s,0)>ds.

A equacgao (4.32) é& chamada segunda formula de variacao

do comprimento de g. Novamente pela proposicao 32 temos em (s,t)

(4.33) 4 D 2, 2, _ D D B3, 3 D 2,D 3, _
at5s 3 9sY” T S3E 38 5EV¢st” t<3s BEBE s <
(DD 9,3, DD ¥ 3
= <3¢ 3s 3¢ '3s!” 35 IE e s ¥
D D 3% 8, D 3y D 3
* <35 3% 3E'3s!” Y38 3t ' FE s
a.p av 2y, _ D p ¥ ¥ D 3¥D ¥
Mas  F353¢ 3% '3s° = <38 5€ 3t ‘5s.  * 3t 3E'7s 5s °
gomo A(s) = 0 em (s,0) , temos
d D oYy 3y D D 3y 3y
I 5T 338 0 <38 3t 5t/5s0 Substituindo em (4.33) vem
a D 3¥ ¥ _ D D_ ¥ ov D D ¥ a¥,
JETs 3E s T DT 3s 3t’5s. T “5s 3T Sens” ¢t
da D oY av D 3Yv,2 .
+ ——§<5—E 8_’—§> + |—a—s' '—t-l . Substituindo em (4.32)

obtemos
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" D D 2 g dD v 52
2" (0) = S (<2 D_2¥ o¥ D D 2¢o¥, 4 .DB¥a¥, Do
a

Usando a distributividade do produto interno em relacao a adicao,
temos

" - D D 9¥ D D 3¥ ¥ ~d D 3¥ a¥ (D 2aY¥,?
(o) = Sa (<at 3s 3t ~ 3sS 3t 3t ’‘5s T ASTE 3t’ys tins §~| )ds.

Usando o lema 74 e o fato que a variacido é propria temos

D 3y 3y

<A(s),T(s)> =<8t T3S

I 24, 2¢) 2 ¥, . d DY 2y, .

2" (0) ._j (<K (GoIE) Gt 55> + Ge<dE tr9e” *+ lpst(e) | )as
- oy o, 0¥ s¥ . d D 3¥ v, D
= § (~ K<(8t at) 35 '5S + I553T ST 5>+ asT(s)] )ds
_ ov 3y, d D ¥ 3¥ . D 2
- S (-K<|T (s )185 e+ Io<ar veevs *+ 12sT(s)] )as

b
d D 3v¥ 3y s 2ay a3y, D 2
§a 35<3E 3 ,as>ds + j:( K<|T(S)| ds'3s” * asT(s)l )ds.

Como a variacdo é prépria T(a) = T(b) e a primeira integral &

igual a zero. Assim,

" (0). gb(l——T(s)l -K(s)|T(s)|<8W aw>) ds. Mas,

2
Ig'(s)l = 1. Logo,

2" (0)

5 (l ==T(s) | "_Kk(s)|T(s) ])ds.

c.q.d.

55 *laswl Ms-

“»x
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PROPOSICAO 76

Se a superficie M tem curvatura nao negativa K 2p , on-
de p > 0, entao M & limitada. Se P e Q sao dois pontos quaisquer

de M e 9 = d(P,Q), entao 9 = 7 -

DEMONSTRACAO : Seja M uma superficie completa em R?®. Sejam P e

Q dois pontos quaisquer de M. Pelo teorema 60 exis

te uma geodésica minimal g: [a,b] » M tal que g(a) = P e glb) =Q.

Seja ¢ = d{(P,Q). Suponhamos que ¢ > , por absurdo.

AL
Vo
Consideremos uma variagdo da geodésica g tal que para

um vetor unitario woeTp(M) se tenha <w,,g'(a)> = 0;isto & w, e

um vetor tangente & M mas ortogonal a curva g. Seja

: > T (M
W Tp(M) q( )

o0 transporte paralelo de w, ao longo de g. Portanto, para todo
se[a,b] tem-se |w(s)| =1 e <w(s),g'(s)> = 0. |

Definamos o campo variacional

T(s)

1]

w(s)sen[gﬁ%dlk/SE[a,b].

Segue que T (a) w(a)sen[g(a—a)]=0,

T (b) w(b)sen[g(b—a)]=0,

<T(s),g'(s)> = <w(s)senl!(s-a)],g'(s)> = O.

X

Portanto, T determina uma variagao ortogonal prdpria ao longo de

" g. Pelo lema 75 vem que
b D 2 2
(4.34) 2" (0) = g (ISET(S)| ~K(s)|T(s)| )ds.
_ a

Como w € paralelo ao longo de g podemos escrever
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D

Por(s) = g.cos‘ (-]g—s) w(s) .

Substituindo em (4.34) vem que
b o1 Il I I

2" (0) =‘§ («gcos( s)w(s),pcos(ys)w(s)> —K(S)<W(S)Sen(%s),w(s)sen(%sb )3
a s s )

Disto segue que

b
W"(0) = j [(E)zcosz(Es)—K(s)senz(Es)]ds.
2 a £ 2 L

Como Kz2p vem que
. b )
L" (0) & § [(%) cosz(%s)— psenz(%s)]ds .
a g 2

2
Assumimos anteriormente que £ > ;%_. Disto vem que p > Ey e a equa
) =

cdo acima assume a forma

b

" (0) < g [( ) COS & s)— 72sen (= s)]ds
a
Logo,
[}] X el 2 i - 2 il
e"(0) < (2) fa [cos (gs) sen (lsﬂds.

Utilizando a transformacdo trigonométrica cos?x - sen?x = cos2x

obtemos

b
" (0) < (%)2 facos(%%s)ds = )2( ) f' cos(——s)(ZE)d

Logo,
b
] = %L[sen( ~=b) - sen(%ﬂa)] = 0.

“ T rgen (20
g "(0) < 2Q[sen(zs) . )

Segue que " (0) < 0.

Deste modo, obtemos uma variacgao de g para a qual 2" (0)<0.
No entanto, g é uma geodésica minimal por hipotese e, assim, seu
comprimento & menor ou igual ao comprimento de qualquer outra curva
‘unindo P & Q. Portanto, para g deveriamos ter 5 '(0) = 0 e »"(0)20.

Jj!
<
Portanto, & = 7=5- .
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Como P e Q foram tomados arbitrariamente, vem que M &

limitada.

c.qg.d.

COROLARIO 77

Uma superficie completa M comkp>0constante & compacta.

DEMONSTRACAO : Consideremos a superficie M€ R®> tendo curvatura

constante K>0. Pela proposigcao 76 vem que M & li-

tada na métrica d;. Sendo que d;zd. , M € limitada na métrica dp-

Pelo teorema 62 as metricas usual do ®R?> e intrinseca
definem a mesma topologia. Assim, M & fechado e limitado em

R’ e, portanto, compacta.

TEOREMA 78

As unicas superficies completas em ®R?® que tem curvatu

ra constante K>0 sio as esferas.

DEMONSTRAGAO : Consideremos a superficie completa MC R® tendo cur

vatura constante K>0. Pelocorolario 77, M & compacta,

Pelo teorema 54, M & uma esfera em R?.
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4.4. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA K CONSTANTE NEGATIV

Para completar o capitulo vamos mostrar que em R® nao
existe superficie completa com curvatura K < 0 constante, Este fa
to & conhecido como o teorema de Hilbert e sera o nosso principal
objeto a ser demonstrado. Péra chegar até sua demonstracao fare-
mos uso das redes de Tchebychef.

Um espaco de Hausdorff M e dito uma superficie abstrata
se para cada PegM, existe umé terna'(U,V,X) satisfazendo as seguin
tes condigoes:

(1) v e uma vizinhanca de (0,0) em R? e V élﬁma vizi
nhanca de P em M.

| (ii) X & um mergulho de U sobre V tal que X(0,0) = P.

(iii) Se U, e U, sao abertos de R? tais que

X, (U;,)NX,(U,) = @, entao x;bxl e uma funcao C (figura 22) de .

X7Y (X1 (U)X, (Uz))  para X72' (X1 (Up) N X, (Uz)).

X1? (xl(Ul>nx2(UZ)>)(2OX1 X7 ' (X1 (U1) X2 (U2))
( FIGURA 22 )
A aplicacao X e chamada um sistema de coordenadas locais
em V e V & dita uma vizinhanca coordenada de P. A terna (U,V,X) é

chamada uma carta local de M.
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EXEMPLO 15

Uma superficie em R’ apresentada como no §1.4 é uma

superficie abstrata.

Uma fungéo f:M - R &€ diferenciavel em PcM se a funcao
foX:U » R & diferencidvel para toda carta (U,V,X) de M.

Uma curva em M € uma aplicagéo diferenciavel g:I - M
onde I € um éberto de ®R. Quando M é uma superficie em R?®, en-
tao esta'definigéo coincide com aquela apresentada no §1.3.

Seja F o conjunto de todas as aplicacdes diferenciaveis
definida em uma vizinhangca V de PcM, com valores em R. Se 0cI e
g(0) = P, entao o vetor tangente a curva g no ponto P é a funcao

g'(0):F - R

d(foqg)
at le=0 -

dada por g' (0) (£f) =
Um:Qetor tangente em um ponto PcM & um vetor tangente
a alguma curva g:I - M com g(0) = P para algum aberto ICR.
| O conjunto de vetores tangentes em PeM, juntamente com
“as operacdes usuais de funcgdes é um espago vetorial de dimensao
dois e chama-se espag¢o tangente a M em P ou plano tangente &3 M em

P e denota-se por Tp(M) (figura 23).

O fibrado tangente de M é definido por T(M) =PgMTp(M)'

A aplicagao II:T(M) +~ M que atribui a cada VgT(M) um uni

co PeM tal que Tp(M) é o plano tangente a M em P é chamada aplicacao
projegao.
"Um campo vetorial tangente a M em P &€ a aplicacao

T : M > T(M)

tal que T1oT = Ip. O campo T & dito diferenciavel se para cada

f: M > R diferenciavel se tenha Tf : M » R também diferencia-

vel, onde (Tf) (P) = T(P)f. Usaremos apenas a denomi-
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nacao campo diferenciavel para campos vetoriais tangentes difereg

ciaveis.
3§M) Tp(M)
1 2
> Pl 1P2
M
( FIGURA 23 )

Estabeleceremos, agora, uma semelhanca entre esta defi-
nigao de espago‘tangente e aquela apresentada no §1.4.

Seja X:U » V uma carta local de M contendo P, T(M) o fi
brado tangente de M, (x;,x,)eU, T,,T, campos diferenciaveis e
de R, Definimos

(T, + T,) (P) = T; (P) + T, (P) , e

(XT,) (P) = X (T, (P)).

Com estas operagoes o conjunto T(M) €& um espaco vetorial sobre R.

PROPOSICAO 79

‘Seja f:U » R uma funcao diferenciavel onde U€ R? tem

coordenadas X; e X, e X:U » V uma carta local de M. Entdo

0 - . -
Tx. © um campo diferenciavel.
i

DEMONSTRACAO : Como f & diferenciavel e X uma carta local vem que

foX 1:X(U) » R & uma funcio diferenciavel. Conside

remos r, as funcOes coordenadas de foX !. Para cada ponto PecU tams

2 = (fox™ (= (fox™?
Gy ()1 () = [ (£X TN 1 (R)) = (2= (£oX M NoxX )(P) .

Mas isto significa que

3 ] -1
—=(f) = [=—(foX ")]o0X
Bxi Bri
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- ~ , . = 9 - . -
e uma funcao diferenciavel. Portanto, 3pF- € um campo diferencia-

vel. c.q.d.

Observamos que escolhendo-se uma base em U,

{(1,0),(0,1)} temos que

9
{ (z==) (P)}
9%y i=1,2
&€ uma base para T(M). Mas (—é—)(x.) = §,. » x.€ a j~ésima funcgao
- BXi J Ry J
coordenada de X" *'.

Desta forma existem funcdes diferenciaveis a; :U > R, i=1,2 tais

que

€ uma aplicacao diferenciavel de U em T (U). Portanto,

2 2 5
a. = L a.8§,. =7 a, (—) (x.) = T(x.).
J j=1 * 13 ij=1 1t axi ] J
Fazendo-se a; = a, a, = b, X3 =u, X, = v, P = X(u,v),
J = (9 _
(‘a—x‘l") (P) - (Bu)X(u'v) - Xu r €

5 5 _
(EEZ)(P) (SV)X(u’V) = X ’

de modo que a base

) d Co s
{axl(P)’BxZ(P)} de T(M) coincide com a base {Xu ,XV}
de T (M).
P _
Em cada Tp(M) escolhemos um produto interno <,> e

exigimos que este produto interno seja diferenciavel no seguinte
sentido, Se T, e T, sao campos diferenciaveis de vetores tangen-

tes a M emuma vizinhanca de P, entao <T3,T,>:U » ® dada vor

<T1,T2> )=<T1(x),T2(x)> é uma funcao diferenciavel.
Uma superficie abstrata M na qual se tenha feito uma
up - que

escolha como acima recebe o nome de superficie geométrica, ou su

perficie Riemanriana abstrata ou simplesmente superficie. Daqui
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para a frente diremos apenas superficies M para expressar tal if
déia.
Como temos um produto interno numa suéerficie abstrata
M, podemos definir em M uma primeira forma fundamental. A geome-
tria de M sera, assim, a geometria da primeira forma fundamental.
Consideremos a carta local (U,V,X) de M. Definimos nes-
ta carta os coeficientes fundamentais locais de M por

(E(u,v)

<xu(u,v),xu(u,v)>,

{(4.35) < Flu,v)

<Xu (ulv) va(ulv)> P

\G(u,v) <Xv(u,v),xv(u,v)>.

O comprimento de arco de uma curva f:ICR > M é defini-

do por
Y
b N b
s(t) = <f'(r),f'(r)> dr = Vé (f'(r)) dr =
f(r)
a a
2 ! . 2
s(t) = jb V/Eu' + 2Fu'v' + Gv' dr,
, a :
onde E,F,G sao como em (4.35) e I = [a,b].

Seja f:V » R?® uma aplicacao diferenciavel e X:U > V u-
ma carta local em M. Consideremos uma aplicagao V¥:U » R® tal que

y(0,0) = P. Definimos a aplicacao f, :Tp(M) ~ R® por

P
! a
£, (aXu +bXV) = E{J (0 OJ [bJ .
p 14

A aplicacao f é dita uma imersao se para cada PgcM e to-

da carta local (U,v,X), £, & injetiva.
' P

Se ocorrer que para todo par TerzETp(M) se tenha

<T,,T,> = <f, (T,),£, (T,)> ,
p p

entao f é dita uma imersao isométrica.

Dado um sistema de coordenadas de uma superficie M, diz
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se que as linhas coordenadas formam uma rede de Tchebychef se os
lados opostos de qualquer quadrilatero por elas formados

sao paralelos. (figura 24).

{ FIGURA 24 )

Consideremos uma carta local (U,V,X) de uma superficie
M de modo que as linhas coordenadas formem uma rede de Tchebychef,
Ao longo da linha v=constante teremos

(4.36) E(u,v) = <Xu(u,v),Xu(u,v)>

independente de v, bem como ao longo da linha u=constante teremos

(4.37) G(u,v) = <Xv(u,v),Xv(u,V)>

independente de u.
Derivando-se (4.36) em relacao a v e (4.37) em relacao
a u obtemos

(4.38) E, = Gu = 0,

que expressa uma condicdo necessaria e suficiente para que as li
nhas coordenadas formem uma rede de Tchebychef.
Como E e G sao fungdes de uma uUnica variavel, respecti

vamente, u e v, podemos efetuar a substituigao

u* = \VEdu

v* = V GAv
A Y
na carta (U,V,X) . Agora, u* e v* medem os comprimentos de arcos

ao longo das linhas coordenadas. Omitindo o simbolo * por comodi

dade, temos nesta nova cartaE = G = 1. Se § denotar o angulo en-



155

o angulo entre as linhas coordenadas, tere-

[0l

tre X e X.; isto
u v

mos

CF = <X_4X > | X, 11X, lcosb = cosb.

E, pois, possivel encontrar uma carta local (U,V,X) de
uma superficie M de modo que as linhas coordenadas formem uma re-
de de Tchebychef e satisfazendo
(4.39) E=G=1ePF = cosb.

Vamos encontrar os simbole de Christoffel e a equacao
da curvatura K para um sistema de coordenadas da superficie M da

da pelos coeficientes (4.39). Como E = G = 1 e F = cosf vem que

Eu = EV = Gu - GV =0
(4.40) (F_ = -8 send

F_ = -0_seno.

\V v

Desta forma, encontramos

(4.41)  Tih = =0, Ths= 5 coto, T4 =-8,csco, Tl = -6_csco,

| T2 = o,coth .
Seja a equacgao de compatibilidade (1.16)

FK = (Fllz)u - (Tlll)v + Tl - TATS.

Substituindo-se (4.41) vem

KcosH = - (eucote)v - (—eucsce)(-evcsce).
Assim,

Kcosf = ~6 __cotf +6 _6_csc?6 - 0.6 _csc?9,

uv u'v u v

ou seja,

K = -0 cotf

B uv cosf '
Finalmenﬁe,
3]

(4.42) K = — uv

senf
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PROPOSICAO 80

Se .as linhas coordenadas de um sistema de coordenadas

de uma superficie M formam uma rede de Tchebychef, entdo

ji“KdA = 201 -
R i

onde R €& o quadrilatero formado pelas linhas coordenadas, A &

Ads

4
- i

1 .

sua area e 0<ai<H sao os angulos internos do quadrilitero.

DEMONSTRACAO : Seja R um quadrilatero de vértices (0,0), (u,0) ,

(u,v), (0,v), ai(i=1,2,3,4) seus angulos internos

e 6 o angulo formado pelas linhas coordenadas(figura 25) que for-

mam R.

{ FIGURA 25 )
Observamos que fRf 6,,dudv = ©(0,0)+6 (u,v) -6 (u,0)=6(0,v) .
Usando (4.42) vem que

IRIG dudv = f[-—Ksenedudv = - ngsenedudv
uv R R

=6(0,0) + 6(u,v) - 6(u,0) - 6(0,v).

Mas 6(0,0) = a;, 6(u,v) = a3, 6(u,0) = lI-a, e 6(0,v) = M-a,. De-

notando-se por dA = senedudv, a igualdade acima se transforma em -

ngdA = Il -—a; + ll-ay - a1 - as,
R o
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~ou seja,

(4.43) ngdA = 211 —(ay +a, +a; +a,).
R
c.qg.d.
COROLARIO 81
Se as linhas coordenadas de um sistema de coordenadas
locais de uma supérficie M com curvatura K = -1 constante formam

uma rede de Tchebychef, entdo a area de qualquer quadrilatero da

rede € menor do que 2I.

DEMONSTRACAO : Facamos K = -1 em (4.43). Entao,

j.dA = ax %az #ag %au -21.

Mas 0<ai<H , logo, O <-§ ai<4H . Assim,
i=1

A = jj-dA = a1 +az +a; +a, - 2M<4l =21 ,

de modo que

A < 21
c.qg.d.
PelO teorema 39 a aplicagao exponencial &€ um difeo-
morfismo local. Deste modo, sua inversa esta definida em uma vi

zinhanga de um ponto PeM . Atraves desta inversa podemos trans-
portar para Tp(M) a métrica existente em M. Vamos denotar por M'

a superficie geométrica Tp(M) munida desta meéetrica.

Suponhamos que M € um plano com coordenadas (u,v) e de

finamos em cada ponto QeM um produto interno de modo que se tenha

u2

E=——'-'a'r—j', F=0eG=-————1P—2.
(1~z— (1~ Z—)

A superficie M com este produto interno & uma superficie geométri
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ca denominada plano hiperbolico. No apéndice demonstraremos que
a curvatura K de M é constante e tem valor -1. Denotaremos 0
plano hiperbolico por H.

Seja Pe H. Vamos transportar para Tp(H) a métrica de H

por meio da aplicacao inversa da aplicacao exponencial em P e de

notar a superficie geométrica Tp(H) com a métrica herdada de H
por esta aplicacdo por H'. Seja PteH' e a isometria linear

f:Tp(H) - Tp,('H ).

Definamos ainda h:H - H' por h = expppfo(exp )". H é uma superfi-

cie completa de modo que qualquer ponto de H pode ser unido a P
por uma geodésica minimal pelo teorema 60. Assim, h é bem defini-

da(figura 26).

G )—— (=

=1
(exP ) expp
-——-9-—-—
, (H7)
( FIGURA 26 )

Sejam (s,0) e (s',8') sistemas de coordenadas geodési-
cas polares de centro P e P', respectivamente, de modo que h trams
forme o eixo 0 = 0 no eixo 6' = 0 . Assim, h preservara a pri-
meira forma fundamental. Logo, h &€ uma isometria local entre H e
H'. De um modO‘gerai, as superficies M com K<0 séo localmente i-
sométricas de modo que se M pode ser isometricamente imersa em R?
também o pode M'. Desta forma vamos considerar M' no lugar de M.

Observamos que uma superficie geométrica esta definida
num espac¢o de Hausdorff onde néo sabemos como definir elementos

que definimos numa superficie em R?, como por exemplo, o vetor
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normal N. No entanto, consideramos M como um plano, logo MCR?,

‘Definimos a superficie H' de modo que Tp(H) e Tp(PP) séo localmen
te isométricas. Desta forma, Tp(H) = Tp,(}f)c:R3. Portanto ’

H'€C R®, embora em {' néo tenhamos a mesma primeira forma fundamen
tal de R®.

PROPOSICAO 82

A area de H' é infinita.

DEMONSTRACAO : Como H' herda a métrica de através de (expp)'~1 ,

temos para H' os coeficientes fundamentais

1 | 2
Ez___ﬁ!'—'z v F =0 ’ G=—_—iu_2""‘2 '
(1- Z—) : (71— z-d

na carta local (U,V,X) de H.

Consideremos A a area de H', Como H' = (expp)_l(H) vem

do §1.5 pagina 12 que

A = ff\/ EG—F2 dudv = f g‘—l—l'—uf—dUdV-
Hl 00..00(1— T
Segue que
A = o, c.qg.d.

A seguir assumiremos a existéncia de uma imersio isomé-
trica Y:M' > R® de uma superficie completa M', homeomorfa a um

plano e com curvaturaK = -1,



160

PROPOSICAO 83

Seja (U',Vv',X) uma carta local de M' contendo P. Entao,

as linhas assintéoticas formam uma rede de Tchebychef em V'.

DEMONSTRACXO : Como a curvatura K de M' & constante e tem valor -1

‘em qualquer ponto P vem que P &€ um ponto hiperbdli
co de M' em V', Consideremos V¥ (P)E R’ e VCR?® uma vizinhanca de
y(P). Como ¥ & um imersdo isométrica vem que K é também negativa
e constante em V. Desta forma Vv (P) & também um ponto hiperbdlico
em V. Temos, assim, um sistema de coordenadas locais X{(u,v) de V
onde as linhéé coordenadas séo linhas assintoticas. Pela proposi-
cao 9 temos que e = g = 0.

Em V vale a equagao (3.2), a saber, N xN_ = K(X xX.). Te

mos também a relacao

(N xNv)u - (NxNu)V NuxNV + NxNvu -NVxNu - NxNu =

v
= 2N xN .
u v
Portanto,
. (XuxXV)
2N _xN_ = 2K Ix xx | = 2K|x.xx_|N ,.
u v IX %X , u v u v
u v
Assim,’ ,
(4.44) (NXN_) - (NxN_) = 2K|X xXx_|N.
X xX
(4.45) NxN_ = —2Y yN = L (<X ,N_>X_ - <X_,N.>X ).
: v m <X v IX “X 1 u’" v v v’ v Mu
u v IR b M

Das equacOes de Weingarten (1.15) vem que

‘ Fg-Gf ., - FPf-Eq_.
Xy N> = E%:_T<Xu’xu> * EE:F%<Xu’Xv> .

Fg-Gf . Ff-E
<XV’NV> E%_ﬁ(Xu,Xv> +<E—G$§<XV,XV> .
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Mas como F = e =g = 0 vem que

<X ’N > = ‘-'f.
u v

I
o

<XV,NV>
Substituindo em (4.45) obtemos

1
(4.46) NxN =-——————-(—va).

Vo x xX_|
u v
Da mesma forma, obtemos

1

(4.47) NxN = ~— (£fX ).
u IX %X l u
u v
Como K = -1 = %%:%T . em particular, ao longo de uma 1li
nha assint6tica temos =(EG-F?) = - f2. Assim,

VEG-F?. = |x %X, | = f.

Substituindo-se esta em (4.46) e em (4.47) obtemos

NxN_ = va , € NxN_ =+X

u u '’
0os quais substituidos em (4.44) produzem (IXV)u - (#xu)v = =2 (f)N.
Logo,. .
X = :fN.

uv

Portanto, X & paralelo & N. Disto se pode concluir que

<xu,xuv> = <xu,xu>v = <Xv’xuv> = <XV,XV>u = 0. Finalmente,

as quais nos permitem concluir que as linhas coordenadas
formam uma rede de Tchebychef .
c.qg.d.
Até agora tratamos com um sistema de coordenadas locais
de M'. Vamos, .agora, partir de um sistema de coordenadas locais
X:U€CR? » M' de uma vizinhanga da origem do ®R?, na qual as linhas

assintdéticas formem uma rede de Tchebychef ( proposicao 83) e

extendé-lo a um sistema de coordenadas globais de M'. Este sis-

A 5 A ) e S b AN B ot B AR AT S W S SRR Trer s =
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tema!deAcoordenadas globais X cobrira toda M' por redes de

j&chebychef tendo cada retangulo area finita (proposigéo 80).

- Dai obteremos uma contradicéo com a proposigéo 82 que afirma ser
infinita a area de M'. Desta forma estaremos demonstrando que M"
nao pode ser imersa isometricamente em R?® que € o0 teorema de
Hilbert.

'befinamos um sistema X numa vizinhanca pequena V' de M'.
Fixemos um ponto OeV' ; escolhamos uma das linhas assintéticas
que passam porlO e a denotemos por a; ; escolhamos uma das dire-
¢oes de a, para ser a direcéo positiva. Tomemos a outra linha as-
sintotica, a, , e arbitremos uma direcéo positiva para ela, e um
vetor v, nesta diregéo. Suponhamos que o ponto (u,v)gv'..Medimos
sobre alvum comprimento u , a partir de O, na direcao positiva. De
notemos por P' o ponto de a, , distante uy de O na direcao positi-
va de a,. PorfP' passam duas linhas assintoticas sendo uma delas
a . Chamémos.a outra de a;. Marquemos sobre a, um comprimento v,
a partir de P;, na diregao correspondente ao vetor v,. Desta for-

ma, fica definido, univocamente, o ponto P = X(u,v) (figura 27).

asz

( FIGURA 27 )
Devemos extender X para todo ponto (u,v)eR?. Isto se-

ra feito atravésdas quatro proposicdes 84, 85, 87 e 91.

PROPOSICAO 84

X(u,v) esta definida para todo ponto (u,v) eR?.
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DEMONSTRACAO : Suponhamos que X(u,,0) nao esteja definido para al

gum u, e R?. Neste caso, existe u; eR tal que
(4.48) X(u,0) esta definido para todo u<u; , e

X(u,0) nao esta definido para uzu; ,

ou seja, ai = a;(u) esta defida para u<u; e nao estd definida pa-
ra u2u; . Tomemos Q = lim aj;(u) . Como M' é completa temos que
u-+-uy

QeM'. Por Q passam duas linhas assintoticas. Pelo teorema de e-
xistencia e unicidade de solugdes de uma equacao diferencial e
tendo em §ista que o vetor tangente é unitdrio, vem que uma des-
tas linhas assintdoticas € a;. Isto implica em podermos definir

a; = aj;(u) para todo u<u, + S 0 que contradiz (4.48). Desta forma,
X(u,v) esta definido para todo ueR.

Suponhamos existir um par (u,,vy)e R? para o qual
X(uo,vo).néo esteja definido. Como X(uo,‘b) esta definido para to
do u,eR, entaé X(0,vy) néo dever eétar definido para algum vye R.
Usando a mesﬁé argumentacéo da primeira parte demonstra-se ser ab

surda a exié£éncia de um tal v, e R. Deste modo, X(u,v) esta defi
nido para toad ponto (u,v) e R?.

c.q.d.

PROPOSICAO 85

As curvas {X(u,v):-w<u<e tendo v fixo } ' sao
as linhas assintOticas parametrizadas pelo comprimento de arco am

M'.

DEMONSTRACAO : Dado um ponto P, = (u,,vy)eM', existe uma vizinhan

ca Vg, = {(u,v):ua<u<ub ' va<v<vb} tal que as 1li-

nhas assintoticas de M' em V' formam uma rede de Tchebychef

(proposicao 83).
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Seja v. = v¥*, ua<u<ub , a linha assintotica que se obtem
marcando sobre cada linha assintética u = u¥, ua<u*<ub um compri-

mento v = v* a partir de X(u*,0) (figura 28). Isto &€ o mesmo que
marcar um comprimento v = v* a partir de x(u;vo). Mas X(u,v ),
0 0

'ua<u<ub €, por hipotese, uma linha assintética parametrizada pe-

lo comprimento de arco. Como localmente as linhas assintoticas

formam uma rede de Tchebychef (proposicao 83) temos que a 1linha

v = v* (va<v*<vb) € uma linha assintotica parametrizada pelo com

primento de arco.

Dado um ponto qualgquer X(u,,v;) , € possivel atingi-lo
a partir de X(u;,0) passando por um nﬁmefo finito de‘vizinhangas
onde as linhas aésintéticas formam uma rede de Tchebychef em vir-
tude da compacidade do segménto'QJQ_ui ; 0Svsv; . A linha X(u,0)
é assintotica, logo a linha v = vy, ﬁl‘—£<u<u1 { £, onde £ e o
menor dos comprimentos dos lados horiiontais dos quadrilateros
obtidos»ﬁa cobertura finita, € uma linha assintdtica. Como o pon
to X(u,,vy) féi tomado arbitrariamente temos a proposicao demons-

trada .

/ : v=v*

X(uo 'V )

X(u,vo)

X(u*,0)

( FIGURA 28 )
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X : R? + M' €& um difeomorfismo local.

DEMONSTRACAO : Pela proposigao 85 temos que X(uo,v) e X(u,vy) sao

linhas assintoticas parametrizadas pelo comprimen-
to de arco; Existe um sistema de coordenadas locais de M' de modo
que as linhas coordenadas sejam as linhas assintoticas de M' e
E = G = 1. Localmente, temos X coincidindo com as linhas coordena-

das deste sistema de coordenadas.
c.q.d.

PROPOSICXO 87

X: R? > M' é sobrejetiva.

DEMONSTRACAO : Se Q = X(u,,vy)eX(R?*), entdo as duas linhas as-

sintoticas que passam por Q, u'=u, ev = Vo

estéo inteiramente contidas em X (R?) (proposicao 85). Como X & um
difeomorfismo local (corolario 86) , X(R®*) &€ um aberto em M'.

Su?onhamos que X(R?*)=M'. Sendo M' conexa segue que
fr(X(R?*))=@ . Tomemos Pefr(X(R?)) e V' uma vizinhanca de P em que
as linhas assintéticas formem uma rede de Tchebychef. Seja R um
quadrilatero em V', contendo o ponto P, cujos lados séo linhas as
sintéticas e QeX(®?)N R. Uma das linhas aséintéticas por Q encon
tra uma das linhas assintoticas por P. Assim, PeX(R?*) o que re-
presenta umajcbntradigéo com O fato-que Pefr(X(R?)) e X(R?) & a-
berto em M'. Portanto, X(R?) = M'; isto &, X é sobrejetiva.

c.q.d.
LEMA 88

Duas curvas em M' do tipo u = upy , u = u; com ug=u;

Snay e ¢ mmmememeen o ey —— e ' -
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(ouv=vy, ,Vv=yv, , comvyzv,) nao podem se cortar transversal-

mente.

DEMONSTRACAO : Pela proposicao 85 as curvas u = uy, , U = u sao

linhas assintoOticas de M'. Pela proposicao 83 as
linhas assintoticas formam uma rede de Tchebychef. Pelo corolario
86 temos difeomorfismos locais. Se as duas curvas coincidirem em
algum ponto, entéo elas devem ser tangentes neste ponto. Pelo teo
rema de éxisténcia e unicidade de solugées de uma equacao diferen
cial temos que as curvas coincidem ( as curvas séo as linhas assin
toticas que sao solugées de um problema de valor inicial em equé—
coes diferenciais)

c.q.d.
LEMA 89

Em X(@®?)C M' existem dois campos diferenciaveis de ve-

tores unitarios e linearmente independentes, T;(P) e T, (P).

DEMONSTRACAO : Seja P = X(u,,v,) um ponto de M'. Por P paSsam

duas linhas coordenadas X(u,,v) e X(u,v,) pafame—‘
trizadas pelo comprimento de arco. Se a linha v = v, coincide cam
a linha v = 91 , entdo suas orienta¢des também coincidem pois am
bas tem o mesmé parametro u que mede o comprimento de arco. Des-
ta forma, os vetores tangentes as linhas X(u,,v), X(u,v,) sdo

T (P):Xu(P) e T (P):YV(P), 0s quais sao linearmente independen-
1 2

tes,bem determinados, unitarios e diferenciaveis.

c.q.d.
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LEMA 90

As linhas do tipo u = uy ( ou v. = vy ) nao sao fechadas
em M'.
DEMONSTRACAO : Supomos gque M' é homeomorfa a um plano . Pelo
teorema do indice de Poincaré, um campo diferen
ciavel de vetores do plano, sem singularidades ( campo n3ao nu-

lo em todos os pontos do plano) nao possui trajetofias fechadas.
 Assim, os campos tangentes ds linhas u = uo( ou Vv = vo) em M' ndo
possuem trajetérias fechadas. Portanto, as linhas u = u, (ou vs=vo)

nao sao fechadas.

c.q.d.
PRQ?OSICAO 91
X:l&:i2 + M' é injetiva.
DEMONSTRACAOLi Suponhamos x(uo,vo).; X(uo,V1) para vi>vo . Pelo

corolario 86 X é um difeomorfismo local, de modo
que existe ¢>0 tal que X(u,vy) = X(u,vy) , Up—8<u<uy+s.

v

Isto contradiz o lema 88.

Suponhamos X(uo,vo)=X(ui1,v,) para u:>u,. Pelo corolirio
86, X & um difeomorfismo local, de modo que existe € >0 tal que

X(ug,v)=X(u;,v), vo—e<v<vo+e. Isto contradiz o lema 88.

Suponhamos finalmente que X(Wo,vo) = X(ui,vi) para
u;>u, e vi>vy . Pelo lema 88 o'tragq da linha u = u, coincide
com o0 traco da linha u = u; , bem como o traco da linha v = vy
coincide com o traco da linha Vv =vVvy . A linha X(u,vg), upgsusu;
é fechada, pela primeira parte da demonstragao. Seja v* o primei-
ro ponto do intervalo [v,,vi] para o qual X(u;,v*) = X(uo,vo) .
Entao, o tra§o de v = v* coinéide com o trago dé vV =vjy. Sejam

I = {X(u,voe): ussusus} e J = {X(ui,v) : vesSvsv*} . A unido
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;I u J & uma curva fechada que divide M' em duas regiaes conexas
(teorema 16 de Jordan), uma das quais é limitada, a qual denota-
remos por R (figura 29). Seja ujzsu*su, e conéideremos a linha as -
sintotica u = u* que entra em R. Como.ela néo pode cortar J, te
ra de cortar 1 para sair de R. Desta forma; 0s vetores tangentes

a u = u* nos pontos de entrada e saida de R apontam para regides

distintas. Por continuidade, existe uma linha u = constante tan=

gente a J, que representa uma contradicdo. Portanto, X é injetiva.

J

( FIGURA 29 )
c.q.d.

Acabamos de demonstrar que X & um sistema de coordenadas
globais de M'. Estamos, agora, em condi¢des de demonstrar o teore-

ma de Hilbert.

TEOREMA 92

Uma superficie geométrica completa M, com curvatura K=-1

nao pode ser imersa isometricamente em R?.

DEMONSTRACAO : Suponhamos existir uma imersdo isométrica f:M -+ R®

de uma superficie geométrica completa M com curva-
tura K = -1. Sejam P um ponto de M e M' o plano tangente TP(M)
com a métrica induzida de M pela inversa da aplicagdo exponencial

em P . Entao foexpp : M' > R? é também uma imersdo isométrica.

Rsted i s § il b Uabed s R e S S S
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Pelas proposigées 84,85;87,91 exis£e um sistema de co-
ordenadas globais X(u,v) de M' na qual as linhas coordenadas séo
linhas assintdticas de M', ou seja, formam uma rede de Tchebychef.
Podemos , entéo, cobrir M' por uma unido de quadrilateros desta

rede, Q - todos centrados num mesmo ponto P e de forma que
Q. € Q.4 (proposigao 83). Como a area de cada Q. € menor do que

21l (corolario 81), temos que a area de M' é menor do que 2I, o)
que representa uma contradicao com a proposicao 82.
Desta forma, nao existe imersao isométrica

foexpp : M' > R’ e , portanto, nao existe imersao isométrica

f: M » R® como desejavamos demonstrar.



APENDICE

vamos apresentar um modélo de Geometria Hiperbdélica. An-
tes, porém, vamos demonstrar uma proposig¢ao que €& necessaria para

0S nossos propositos.

PROPOSICAO

Seja X(r,6) um Sistema dé coordenadas tal que neste sis-
tema tenhamos E=E(r), F=0, G=G(r). Entdo sio validas as afirmagées
abaixo. - |

(i) As curvas com ¢ constante sao geodésicas.

(ii) As curvas f(r)=X(r,6(r)) sao geodésicas se e somen-

te se
__C_\/E~ dr’

onde ¢ & constante.

S

(iii) aSs curvas com r constante sao geodésicas se e sO-

mente se Gr = 0.

DEMONSTRACAO : (i) Por (2.7) vem que (k) = VEG-Fir4r'°.
g=constante

2EFr - EEe - FEr
Mas F = 0 e '3 = = 0 para ¢ .cors

2 (EG-F?)

tante. Logo,

(k ) = 0.~
p=constante

Portanto, as curvas @ = constante sao geodésicas.

(ii) Das equacoOes (1.13) temos que
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A segunda

Segue  que

Substituindo o'

Logo,

Assim,

Portanto,

2EF._ -EE, -FE
r r

2 6
Fl?‘ 2 (EG-F?) =0
EG_ -FE G
2 = r 6 _ _r
S12 T T2(EG-F?)” 2G
. EG, -2FF, +FG_ Y
22 = TU(EG-F?) B ’

das equacgoes (2.10) se transforma em

_ 2Gr
it 1 ) —
" + 56 T ' = 0.
G6" + G_r's' = 0.
r
Como (Go')' = Go" + Grr'e' vem que (Gg°*)'
cbnstante. Como s & o comprimento de arco,
Lo dxyrlog, T L N
REET I A D SR X, =xr"E+o0'G.
= % nesta Gltima équacéo obtemos
C2 N , 2v
1~ c- = E.

<
@ia
Q
=)

—_—T = i .
r' - \G=c? Q?QE—C
."Z\/’-r
5 = + _Cv%; dr.
(iii) Novamente por (2.7) temos que
- 3
(k_) = VEG-F? [-T 56" ]

r=constante

= 0.

tenos

171

Logo,
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: . 2GFe -GG, -FGy G.
Mas o= 3 (EG=F7) = - 55 Assim,
l3.
(k) - VEG[§%9' ] = Ev%ar— = 0 se e somente se
r=constante
G_ = 0.
r

c.qg.d.

Consideremos o interior do circulo de raio 2, centro na
origem , contido no planb X0Y, plano este considerado como uma su-
perficie M em R?®. Seja (r,8) um sistema de coordenadas
polares em M, com origem na origem de XOY. Definamos neste sistema
uma superficie abstrata H, é gual chamaremos plano hiperbolico,
tendo coeficientes fundamentais

E=—1 , F=0 , G=—X _

(- 27 (1- £2)2
Isto & possivel em virtude do teorema 14.

Vamos mostrar em primeiro lugar que a superficie H tem
curvatura K constante e negativa. Assim, H &€ localmente isométri-
ca a pseudo-esfera. A Geometria desenvolvida sobre H € um modélo
de Geometria Hiperbdlica ou de Lobaschevsky. Veremos também como
€ o correspondente ao V postulado de Euclides nesta geometria.

Substituindo E,F,G em (3.3) e levando em conta gque 6§ &

constante vem que

K = -7 (- 22 X))
=TTy e U= 79y T x
(1-3-
2 2 . 2
(- ) (=) = O+ 32 (= 3)
= - T rz 2 ‘
r (1- 7-)

vVamos, agora, determinar as geodesicas de H.
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~G.1) As curvas com 6= constante, pela parte i da proposicao que
acabamos de demonstrar, sao os raios do circulo que partem
da origem.

G.2) Pela parte ii da proposigéo; temos as curvas

r2
- c(1- —)
6 = dr:f 4 dr.
c? r? ?
) c? ] rz\/1— F(1_T
Fazendo-se a substituicao auxiliar us= 2(1 + Ei) com a=7é§m§m
‘ r 4 - Y1+cC
vem que
du C ___(1- Eyar 2 (1- Zyar
= . e - 3 = - -z - = .
r2/1+c? 4 r 4
Portanto,

e_+fdu
- 7
/1-u?

a qual & uma integral imediata. Considerando-se apenas a parte

negativa temos

-6, = arc cos u,
.ou seja,
cos (8-6¢) =u= 2(1+5).
Logo,
gcos(e-eo)=14§;
Daqui,
ar? - 4rcos(6-0,) = -4a.
éenotando—se‘2=aro e -4 =p2—r% vem que r? - 2rrocos(6—60)+r%=p2

'@ a equacao de uma circunferéncia de raio p e centro (rg,0,).

Como r} = p?+4 > 4 segue que |r0l > 2 e, assim, o

centro desta circunferéncia esta fora de H (figura 1).
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( FIGURA 1 )
Portanto, as geodésicas 9 = 9 (r) séo os arcos da circun
feréncia de centro (ro;eo) e raio p quejestao em H e gue cortam
a fronteira de H ortogonal mente( F = 0 ).

L

"Pela parte iii da proposigao vem que

G = & (= r? _ x4 + ) 0

) -
r 3T r?? r? 3
(1- z“) 2(1- Z*)

se e somente se r = 0 our? + 4 = 0, mas nenhum dos dois tem sen
tido. Assim, nao ha geodésicas com r constante.

Vamos considerar uma geodésica g de H (figura 2) e um
ponto PcH com‘Pig . Por comodismo seja P = (0,0).

Definamos duas geodésicas paralelas em H gquando elas
nao se interseptarem.

Como os raios geodésicos séo geodésicas vem que f e h
séo geodésicas paralelas a g e passam por P. Observamos que por
P passa uma infinidade de raios geodésicos que néo cortam g. Com
isto tragamos um paralelo entre o V postulado da Geometria Eucli-
diana que afirma existir uma unica reta paralela a uma reta dada
passando por um ponto fora da reta dada e a Geometria Hiperbdlica.
Um tal enunciado nesta geometria & dado assim: " Por um ponto da-
do fora de uma geodésica de uma superficie com curvatura gaussia—

na constante negativa passa uma infinidade de geodésicas que nao
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) _ ”
interseptam a geodésica dada.

( FIGURA 2 )
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