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RESUMO

A parte essencial do nosso trabalho trata da distribuicao de peso dos
codigos. Para isto,definimos o enumerador de peso dos cddigos, a fim de esta -
belecer uma relacao importante entre a distribuicdo de pesos de um oddigo e
a distribuicao de pesos do seu oddigo dual.

O nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, vemos
alguns conceitos basicos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.
Damos uma nocao sobre algebra de grupo, residuos quadraticos, caracteres, ma
trizes do tipo Hadamard e Conferéncia e polindmios de Krawtchouk.

No ‘sequndo capitulo definimos codigos lineares, suas propriedades, ma-
triz geratriz, matriz de verificagao de paridade e dual dos codigos lineares.
Além disso, definimos o5digos ndo lineares e vimos algumas construcdes para
esses codigos.

No capitulo trés estudamos os enumeradores de pesos dos cddigos. Nesse
capitulo estabelecemos alguns resultados sobre a distribuicdo de pesos. Vi-
mos as equacoes de MacWilliams que dao uma relagao surpreendente e importan-—
te entre a distribuicao de pesos de um codigo C e a distribuicdo de pesos do
seu codigo dual (c* ). Estudamos também, as equacgbes de momentos determina-
das por Pless, que sao uma familia infinita de equagbes equivalentes as equa
coes de MacWilliams.

No capitulo quatro aplicamos os enumeradores de peso para a determina
¢ao da probabilidade de erro nao detectado na transmissdo de dados.



CONCEITOS PRELIMINARES:

1.1 - Introducdo - O problema da transmiss3o confiavel de informacao tem

representado um desafio constante para engenheiros e pesquisadores em comuni-
cagoes. A oconfiabilidade a que nos referimos diz respeito a acao do ruido e
Frequentemente, no contexto das comunicagoes digitais ocorrem erros. Os
codigos corretores de erro foram inventados para detectar e/ou corrigir possi
veis erros que tenham ocorrido durante uma transmissdo. Muitos-tipos de codi

de outras interferéncias. - ’ _

gos ja foram desenvolvidos junto cam processos de decodificacdao que torna pos
sivel a implementagao dos mesmos.
Os objetivos da teoria de codificagdo, s3o basicamente:
(1) - encontrar éé,digos longos e eficientes,
(ii) - encontrar métodos praticos de codificacdo e decodificacao eficientes.
Os desenvolvimentos recentes na tecnologia de "hardware" digital torna-
ram possivel o uso de esquemas de codificac3do bastante complexos.
Neste capitulo veremos alguns conceitos basicos que serdo necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho.

1.2 Algebra de Grupo.[02]

Uma n~upla binaria sobre o corpo binario GF(2), € um conjunto ordenado
de n elementos do corpo e sera denotado por (a1, Ay sees an), onde a1=0 ou1,

i=1,2, ..., n. Podemos representar as n-uplas binarias por polindmios em

Zys 29 -++y 2 - ADn-upla 100 . ..0 sera representada por Zq;

610.. .0, por 2,5 10100...0por 223 € assim sucessivamente .Em
- a a a_.

geral a = (a1,  YARERY, an) sera representado por z11, z22, ceep z A

E possivel ver, com facilidade, que dado z2 podemos determinar a.

Usaremos a convengao que zi =1, Vi. Usando esta estrutura, o conjunto
de todos os z' torna-se um grupo multiplicativo e serd denotado por G.

Seja ]5‘r21 o grupo de todas as n-uplas bindrias. Entdo, podemos ver que
Frz1 e G sao grupos isomorficos. Cam adigao em Fg

VW= (Vg Vo, ey vn) + (w1, Wor eeey wn) = (v1+w1, v2+w2,...,vn+wn)
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correspordente a multiplicacao em G, .
v

v W _ v A4 v w W. \ VoW Vo +W +W,
2 .2 = (z1 1.22 2...zn n).(z1 1.22 2...zn n) Z, 1 1.22 2 2...znn n

V + W
Y4

Definicdo 1.2.1 - A algebra de grupoc QG, de G sobre os nimeros racionais

(Q), consiste de todas as somas:

v
az v
v R aVeQ, z €G

_ z
vcf‘g

oo ' o (1.2.1)
A adicao e multiplicacao em QG sao definidas por:

v v : v
r asz + z b z = z (aV + b))z,
v v v
veg" veF, Ve,
A v
5 o z Fn%z = z ravz ’ r €Q
veF, veF,
e v " VW
I az. ! bz = z (a._.b )z .
vef‘lzlv weﬁ‘gw v,w;:]?lz1 VoW

OBSERVACAO.- A algebra de grupo QG fornece uma notacdo algébrica para cd
digos, que veremos no capitulo III.

1.3 — Residuos Quadratioos. [02]

Para a construcao de codigos nado-lineares (serd definidos no capitulo II)
precisamos alguns conceitos sobre residuos quadraticos.

Definicdo 1.3.1 - Seja p um primo Impar. Os quadrados n3o nulos m&d p
' sao chamados residuos quadraticos mad p.

Exemplo 1.3.1 . '
Seja p = 11. Os residuos quadraticos mod 11 s3o dados por:
1221,2%°-4,3%-9,42_-16=5,52-2523, i.6., 1, 3, 4, 5, 9

sao residuos quadraticos mod 11.
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OBSERVAGAO 1.
Para achar os residuos quadraticos ou simplesmente os residuos mod p &
suficiente considerar os quadrados dos nimeros de 1 até p-1.

OBSERVAGAO 2.
Ha (1/2) (p-1) residuos mdd p. Os (1/2) (p~1) nameros restantes sao chama-
dos nao residuos.

OBSERVACED 3.
Zero nao é nem residuo, nem ndo residuo.

OBSERVACAD 4.

O produto de dois residuos quadraticos cu de dois ndo residuos é uma re-

siduo quadratico, enquanto que o produto de um residuo quadratico por um nio
residuo quadratico € um n3o residuo.

Definicdo 1.3.2. - Seja p um primo impar. Entao a fungdo ¢>p chamada sim-
bolo de :Legendre, é definida sobre os inteiros, por:

.0, se i é miltiplo de p
¢p(i) = 1, se o resto &€ um residuo méd p, quando i é dividido por p
-1, se o resto nao & residuo.

Exemplo 1.3.2.
Seja p = 11. Entao,
$(6) = -1

$(12) =1

$(3) =

$(22) =0

Teorema 1.3.1. - Para todo ¢ # 0 m p,

p-1
b§0 o) ¢(b+c) = -1

Demonstracao. - Sabemos que,

olxy) = ¢(x) ¢ly), O0Ssx<p—1 e 0sysp-l
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Quando b = 0 a sama nao se altera. Consideremos entdo, b # 0.

Sejam = (—b—{;—i’—) méd p. Para cada b existe um Gnico inteirom, 0 € m € p-1.

Como b varia de 1 a p-1, m toma os valores 0, 2, 3, ..., p~1, mas, nio 1. En-

-~

tao p-1 p-1
b§1 ¢ (b) ¢ (b+c) b§1¢(b) ¢ (k)
p-1

2
= LIy [ 6®1° o)

p-1
= mEo ¢

m#1

Usando a observacao 2, temos que

p-1
nko $@ = 0.

Portanto,

p-1
m.g-O ¢(m) =0 - ¢(1) = -1.

m#1

logo,p_1
Lo ¢(b) ¢(b+c) = -1.

1.4 - Caracteres. [02]

Definicao 1.4.1 - Seja a transformac3o Yy de G para para Os numeros ra-
cionais Q, dada por '

-1V, para todo u cl?n,

v
v,(z7)
onde, u.v € o produto escalar dos vetores u'e v sobre Q. by é chamado "carac-

ter" de G.
Usando a linearidade, wu pode ser estendida sobre QG, i.s.,

bt T a2z = T oawE)=  I_an"Y (1.4.1)
ver ver ver

OBSERVACEO.
v 1, se u e v sao ortogonais

v,z =

-1, caso contrario.

i ————— e e | e i b (L] i .
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No proximo teorema veremos algumas propriedades de \bu.

Tecrema 1.4.1.

(1) (2) = p (2

(11) ¥ (2") ¥y () = ¥, (2"
(111) v (2") v (29 = v, (2.
Denoxv);tragéo.

(1) v, 2% = NV = =0V =y @)

(__nu.v. (__1)u.w - (_1)u. (v+w) _

- wu (ZV+W)

(11) v, @) ¥, 2" =

(__ﬂu.w. (__1)v.w - (__1)u.v+v.w =(=1) (u+v) W_

(iii) wu(z‘”) ] wv(zw)

1.5 - Matrizes do Tipo Hadamard e Conferéncia. [02]

Definicao 1.5.1. - Uma matriz de Hadamard H, de ordem n, é uma matriz
n x n formada pro 1's e -1's, tais que:
HH® = nI, (1.5.1)

onde I € a matriz identidade de ordem n.

A equacao(1.5.1) implica que o produto interno de quaisquer duas linhas
distintas de H € zero, i.é., as linhas distintas s3o ortogonais. Além disso, ©
produto interno de qualquer linha por ela mesma é n.

OBSERVACAO 1.

Camo H™! = (1/n)HE temos também que B = nI, i. €., as colunas de H tém

as mesmas propriedades.

OBSERVACED 2.
Multimplicando-se qualquer linha ou coluna de H por -1 obtam-se uma outra
matriz de Hadamard. Desta maneira podemos tornar a primeira linha e a primeira

coluna de H em +1°'s.
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Definicao 1.5.2. - A matriz H de Hadamard em que a primeira linha e a
primeira coluna sao formadas por +1's € chamada matriz de Hadamard normaliza-
da.

Exemplo 1.5.2.

As matrizes normalizadas de ordem 1, 2 , 4 e 8 sao:

: 1 1
Paran=1,H1=[1].Paran=2, H2= . Para n = 4,
1 -1
1T 1 1 1 11T 1T 1 1 1 11
Hy = 1—1—.Paran=8, T-1T -1 -1 -
1 1 = - 1T 1 = = 1 1 = -
I - =1 Hy = 1 = = 1 1 = =1
1T 11T 1 = = = =
1 = 1 -« - 1 - 1
1T 1 = = -« - 1 1
1T =« =1 = 1 1 =
OBSERVACAD 1.
O traco significa -1, ou seja "-" = -1,
OBSERVACAOD 2.

Estas matrizes sao chamdas matrizes de Hadamard do tipo Sylvester.
Se a matriz de Hadamard existe, qual seria o valor de n? Veremos isto no
teorema seguinte.

Teorema 1.5.1 - Se a matriz de Hadamard de ordem n existe, entdon é 1, 2
ou um maltiplo de 4.

Demonstracao.

Sem perda de generalidade supomos que H € normalizada. Suponha que n 3.
Sejam as trés primeiras linhas como seque:

T1T1 .. 01 T11 .. .1 111 .. .01 Tt11 .00 01
111 .. .01 111 ...1 —-—==...=- =—==...-=
11T1...1T —==-...- 1T1T1T...1 ===-...--
\ o~ s 2 v s v /A v /

] - 1 1
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Como as linhas sao ortogonais, temos que:

i+j-k-1=0
i-j+h-1=0
i-jJ-k+1=0
o que implica que i = j =k =1, e, portanto, n = 4i. Logo n € um miltiplo de
4,

Varias construcoes de matrizes de Hadamard sao conhecidas. Veremos duas
delas, as quais sao importantes para a construgao de codigos:

CDNSTRU(;EOL’—SeHnéLm\amatrizdeHadamarddeordemn, entao: T
5 Hy

€ a matriz de Hadamard de ordem 2n.

Usardo esta construgao podemos determinar todas as matrizes de Hadamard
cuja ordem € uma poténcia de 2. Comegando cam H, = [ 1], obtemos H,, H,, Hg
e assim por diante. Na literatura estas matrizes sao chamadas matrizes de
Siyvester.

CONSTRUCAO II. - (Construcdo de.Paley). — Esta construcdo se baseia no
conceito de residuo quadratico mod p e, di a matriz de Hadamard de ordem
n = p+1, o qual & um miltiplo de 4 (ou n= p° + 1 se utilizarmos residuos qua-
draticos de um corpo de Galois de ordem p~, i.6., GF(PW).

Primeiro definimos a matriz de Jacobsthal.

Definicao 1.5.3 - (Matriz de Jaccbsthal). - A matriz Q = (qij)_, de Ja-
cobsthal, é uma matriz p x p cujas linhas e colunas s3o enumeradas de 0 a

p-Teq = o(-1.

Exemplo 1.5.2

Sejap =7

O =
O = =N

O
1
oUW N s O
-—
|
|
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OBSERVACAO.

q; = - 95 i.é., Q € anti-simétrica, pois p € da forma 4k-1.

Lema 1.5.2 - Q" = pI ~J e QJ =JQ = 0, onde J é a matriz cujos ele -

mentos sao todos iguais a 1.

Demonstracao.
Seja P = [pij] = QQt. Entao, se i = j, temos que:

-1 5
Pis =xZo dix = P1-
para i # j, temos que
p-1 p~1 : 1
P.. = &0 9.9 = X . . p=
ij T k=0 “ik#jk k=0 ¢k - i) ¢tk - 3) = k§0 $(d) ¢(b+c) = -1,

onde, b = k~-i e ¢ = i-j.

Logo; QQF = pI - J. |

Tendo em.vista que cada linha e cada coluna de Q contém um numero de +1's
igual a (1/2) (p-1) e um ndmero igual de -1's, temos que

Q3 = JQ = 0 -

Teorema 1.5.3 - (Construcao de Paley). - Seja,
U

H =
1% o-1f”

ozmdeHémranatrizdeHadarnard.O_‘l_témnvetoroolunaoomcadaconponente
igual a 1.

Demonstracao.

£ - 1 a p+1 0

1% o1 | | 1% ot 0 J+(o-1) (@51

Mas pelo lema (1.5.2), J+(Q-I) (Qt-I) =J + pI—J-Q-Qt%I = (p+1)I. Portanto,

HHt = (p + 1)Ip+1. Iogo, H € una matriz de Hadamard, de ordem p41.

OBSERVACAO.

Esta matriz € dita do tipo Paley.
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Exemplo 1.5.3

Sejap =7 ep = 11. Entdao, as matrizes de Hadamard de ordem 8 e 12,sdo,
respectivamente, dadas por:

111 1 1 11
1T - 11 - 1 - o
1 - - 1 1 - 1 -
1 - - - 11 =7
Hg= 17 1 - - - 1 1 -
1 - 1 - - - 17
11 - 1 = - =
11 1 - 1 - - -
111111111111
1 -1 =111 -1 =
1 = =1 =111 -1
11 - =1 -111- - -
1T -1 - -1 =111+ -
1 - -1 - -1-111 =
B2 = |1 - 2o o1 - -1 -1 19
11 - = =1 - =1 -11
111 = = =1 = =1 =1
1111 = = =1 = = 1 =
1T -1 11 - =1 - =1
11 =111 = -1 - =

As matrizes de conferéncia sdo semelhantes as matrizes de Hadamard, mas
tem uma pequena diferenca na definigao.

Definicao 1.5.4 - ( Matriz de Conferéncia). — Uma matriz de conferéncia

C, de ordem n € uma matriz com os elementos da diagonal principal todos nulos
e os outros sio +1 ou -1, satisfazendo:
c.ct = m-n1 - (1.5.2)

Como as matrizes de Hadamrd, podemos normalizar C de modo que tenha a

forma:

c = (1.5.3)
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onde S & uma matriz quadrada de ordem n-1 satisfazendo,

sst = m-NM1-J, SI=J5=0 (1.5.4)

Exemplo 1.5.4.

As matrizes normalizadas de conferencia de ordem 2 e 4 , sao

_ a0

QO =

QO A -
|

Varias construgbes sao conhecidas. A mais Gtil para o desenvolvimento
dos codigos € a seguinte:

CONSTRUCEO (Paley)

. Definicdo 1.5.5 - Seja n=p  + 1 = 2&6d4,or1depémnprimﬁn—-

par. Definimos a matriz pm X pm de Jaconsthal como sendo a matriz
Q= (qij), onde qij = ¢(3 -i). Camo p° = 1 mad 4 implica que Q é simé-
trica. Entao,
o 1

C =
1t 0

€ a matriz de conferéncia simétrica de ordem n.

Exemplo 1.5.5

Sejan=6,entao p =5
0 1 2 3 4
0 1 1 1 1 1
o |1 0o 1 - - 1
o _ 1|1 1o - -
& " 2 1 - 1 0 -
3 1 - - 0
4 1 1 - - 1 0

Exemplo 1.5.6.

Seja n = 14, entao pm = 13.



012 3 456 7 8 9101112

0 1 1 1 1 11 1 1

0 {101 11211 =1

11110 - 11 = = = = 11 -

2 |1 - 101 211 - < <2 211

3 /11 101 211 - 2 <2 23

4 111 -=101-11 - - =

5 {1 <11 -101-11 -« =

4 % 6 |1 - =11 101 -11 - =

7 {1 - = =11-101-11 -

8 [1 - = = =11 2101 -1 1

9 {11 =~ = = =11 =101 =1

0 [1 11«0« -11-101 -

1M {1 =11 - = - 211 =10 1

12 {11 =11« ==11-10
OBSERVACAO.

Esta construcao ,dia matrizes de conferéncia de ordem 6, 10, 14, 18, 26,
30, 38, 42, 50, ...

1.6 — Polindmios de Krawtchouk. [02]

Definicao 1.6.1 -~ Para qualquer poténcia de um primo g e inteiro positi-
vo n, definimos o polindmio de Krawtchouk, como sendo:
k
Pk(x; n) = Pk(x) = j§0 (

onde , k=0,1, 2, ..., n; Y = g-1

133 k=3 X, n=x
-y (j)(k—j) (1.6.1)

Exemplo 1.6.1

Seja n= 3 e q = 2. Entdo,

PO x) = 1
P1 (x) .= 3 =2x
: 2
P2 (x) = 3 -6x + 2x
P3(x) = 1 =~ %—x+6x2--g—x3
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OBSERVACAO.
Estes polindmios tém a funcao geratriz:
n-x X _ @ k
1+ y2)" " (1-2)" = | L.P (X)2 (1.6.2)

Se x € un inteiro ( 0 £ X € n), entao , no lado direito de (1.6.2) o limite
superior pode ser substituido por n.

- No sequinte teorema daremos duas expressdes alternativas para polinomios
de Krawtchouk. |

Teorema 1.6.1 - (Expressoes Alternativas).
k . . .
. B j k-3 n-3, X

k

. _ j k~j n-k+j, D-x

Demonstracao.

n z X
1+ yz) (1 -'Tq:—Y—z')

n e X (- z)j_
2™ 50 G) 3y

(1) = (1 +y2)" 0 - 2%

R j n-j x
jgo(-qZ) (1+y2) (j)

. k . .
A L I N X S
550 727 ) 20 T (v2)

® k j_ 3%, n=J, k-J_k-j
= 5% 3% (@27 G v "z

k . . .
® J k=j n=j, X _k

k=33

O coeficiente de zk é:
k

j _k-j n-j, X
jéo(—,q‘) Y (k—j)(j)'

k .
_ j k-3 n-3, x
Pox) = Iy Y (G
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(ii) = 1+ y2) "X (1-2)%

(1 =270 + LT

n-x, gz k-j

noo
= 0-2" F e E

_ n-x, k-j _k-j n-k+j
= j::()(k—j)q z (1 - 2)
. SO K3 § nekedy 3,3
© 320°k-3'3 j=0" 3 z
: k - .
0 n~x, n-k+j, k-j j k
O coeficiente de & e,
_1yJ.k=J n-x, n-k+j a
j__>2~ (-1)-g (k_j)( 3 ) = Pk(x).
Teorema 1.6.2 - Os polindmios de Krawtchok satisfazem a formula de re
corréncia:
(ke 1Py (x) = [(nk)y +k = gx]P, (x) - y(n-k41)pk_1(x) (1.6.5)
comk =1, 2, ..., € can as condicoes iniciais Po(x) =1, Pl(x) = yn-gx
Demonstracgao.
n-x X . ® k '
(1 + Yz) (1 - 2) = kE(.,Pk(x)z (1.6.2)
Derivando em relacao a z, temos:
(=) (1 + 2" - 2% - (142X x0T - E ok

- Multimplicando por (1 + Yz) (122}, temos:

x+1 nex =Xt )X = Fp k(1 +ov2) (1-2)

(n-x) Y (1=2) K21 Px

(1 + Y2) - x(1 + Y2)

Donde, .
)

(1 + 72" (12) [0 Y (1-2) —x(1 + ¥2)]= | B, o)k

1-2z4+7yz 7Y 2%

(1 + YZ)n—XH—Z)X[ Yn- YNz - YX + YXZ - X - XYZ] = ¥p (x)kzk_1 [1+2 (Y-‘l)—yzz] .

k=1"k

[e0]

' §o Pk(X)Zk (yn-ynz x(1+v)] = L, Pk(x)kzk"1{1;z(Y-1)— vz°].

[Yn-ynz-x(1+Y) ] [P0 (x) +P1 (x)z+P2 (x) zz+. ..] = [P1 (x)zo+2P2 (x)z+3P3 (x)22+. ..1.1

(142 (y-1) - Yzzl .
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PO(x)yn-x(1+y)PO(x)—P0(x)ynz—P1(x)x(1+y)z+ynP1(x)z—YnP1(x)22+ ynP2(x)z2 -

X(1+Y)P2 (X)ZZ-— P, (x) 23+ ... = P, (x) +P, (x) (Y—-1)z—yP1 (x) 22+2P2 (x)z+
+2P2 (x) (\(--‘I)zZ—ZP2 (x)yz3+ 3P3 (x) 22+ .o

P, (x)-x(1+y) Py (x)+ [YDP§ (x) -xP, (x) (1+Y)—P0 (x)ynlz + [Yan (x)-YnP1 (x) -
x“fY)‘PZ(}f)]zzw_-mz(x)z baen

P, () + [(y=1)P, (x) +2P, (x) 1z + [YP, (x)+2(y=1)P, (x) +3P, x)1z% + ...

Camparando os termos de igual grau, temos:

YnPo(X)-X(1+Y)PO (x) = P1 (x) —» P1 (x) =vyn - gx
\(nIP1 (x)—xP1 (x) (1+y)-—P0 xX)yn = (\(—‘I)P1 (x) +2P2 (x).
2P2 (x) = [yn-qgx- (\(—UIP1 (x)--YnP0 (x) = [y (n—1)+1—qX1P1—YnPO (x).

YDPZ (x) —\mP1 (x) -—x(1+\()P2 (x) = -\(P1 (x) +2 (y=1 )P2 (x) +3P3 (x).

3P3 (x) = [yn-gx-2 y+2]P2 (X)-(Yn—Y)P,l (x).

3P3 (x) = [(n—2)y—qx+2]P2 (x)- \((n—1)P1 (x) , e assim sucessivamente.
Logo, .

(k+1)Pk+‘l (x) = [(n-k)y +k—qx] P, (x)=y (n—k+1)Pk__1 (x).

No proximo capitulo estudaremos codigos lineares e n3o lineares. Primei-
ro introduziremos os codigos lineares e seus duais através da matriz geratriz
de verificacao de paridade. Depois os codigos nao lineares serao discutidos.
Além disso, algums construgdes para estes cddigos serdo dadas.



CODIGOS LINEARES E NAD LINEARES.

2.1 - Introducac. ~ O conceito de linearidade tem sido muito util e ilu-
minante na teoria da codificacdo, bem camo em outras areas da matematica apli

cada. A linearidade, nao samente simplifica a construcdo de codigos, mas tam
bém a implementacao deles sem restringir seriamente a capacidade de corrigir
erros dos codigos.

2.2 - Codigos Lineares. [01], [02], [03].

Seja E‘g o espaco vetorial de todas as n-uplas binirias sobre GF(2) e F*
o espaco vetorial de todas as n-uplas sobre GF(qg).

OBSERVACOES :

1) - GF(2) € o corpo binario de Galois.
2) - GF(q) € o corpo finito de Galois, de q elementos, onde q € primo
ou uma poténcia de primo.

Definigao 2.2.1 - Um conjunto de vetores de F' serd chamado ¢ go 1i-
near, C, se, e sO se, ele for um subespaco vetorial de F.

OBSERVACHO.

Os elementos de C sao chamados vetores codigo ou palavras cddigo.

Definigao 2.2.2 - O peso de Hamming, wt(u), de um vetor u, de camprimen-
to n é definido como sendo o numero de camponentes nio nulas de u.
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Exemplo 2.2.1

Sejau=1001101, entio wt(u) = 4
Sejau=120 3, entao wt(u) = 3.

Definicdo 2.2.3 - A distancia de Hamming entre dois vetores u e v, de

comprimento n, € o numero de posicOes em que eles diferem.

Exemplo 2.2.2
Sejam u=10111 e v=00101, entao dist(u,v) = 2.

Se v, e v, sao duas palavras codigo, entdo vy, também €. Entretanto, a
distancia entre quaisquer duas palavras codigo € igual ao peso de uma outra
palaﬁa codigo, ou seja, dj.st(u1 ,u2) = wt(u1-u2) . Portanto, a distancia mi
nima de um codigo linear € igual ao peso minimo de todos os vetores cadigos
nao nulos. Esta afirmagao € muito importante para analisar a capacidade de

corrigir erros de um c3digo linear.
Exemplo 2.2.3
Seja g=2, n=5. O conjunto de vetores:

cooo0o0o0, 1720011, 01010, 00101, 120110, 11001,
01111 . e 11110, forma un espago vetorial, V1,eéumc6digo linear.
O peso minimo & 2.

. 2.3 - Descrigao dos Codigos Lineares pelas Matrizes. [01], [02], [03]

Camo um c5digo linear é definido como um subespago vetorial, ent3o pode
ser dado por uma base. Sabemos que um espaco vetorial pode ter mais de uma
base. Entdao, qualquer conjunto dos vetores da base de um c&digo linear pode
ser considerado como linha de uma matriz G.

A matriz G, definida acima € chamada a matriz geratriz porque podemos
gerar todas as palavras codigo pela combinacac linear das linhas de G.

Definicao 2.3.1 - O espago linha de G, € o c&digo linear C, ou seja, uma

n-upla € uma palavra codigo de C, se , e samente se, & uma combinacdo linear
das linhas de G.
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Seja k a dimensao do cddigo linear C, i.é., a dimensdo do espago veto-
rial. O namero de linhas de G sera exatamente k e as linhas de G s3o linear
mente independentes. Como cada cambinagao linear da um vetor cddigo distinto,
entao ha qk vetores codigo em um codigo linear. Além disso, se d € a distan
minima deste oodigo entdo este codigo sera denotado por [n,k,d], onde:
o camprimento do codigo linear,

a dimensdo do codigo linear,
a distancia minima do cddigo.

ci
n
k

Dy Oy Dy E

OBSERVACAO.

Se g e k tém valores grandes esta descrigao dos ci&digos lineares € muito
compacta porque temos que armazenar sanente k linhas da matriz geratriz.

Exenmplo 2.3.1

O cddigo do exemplo 2.2.3 é um codigo linear [5, 3, 2] e tem a matriz
geratriz,

1.0 0 11
G = 01 0 1 0
0 0 1 0 1

pois, as 23 -8 palavras codigo sdo as possiveis combinacbes lineares de G.

Hi uma maneira alternativa para descrever codigos lineares através de
matrizes. Sabemos que se C € um subespaco de dimens3o k, o espaco nulo € um
espago vetorial, om , de dimensao n-k. Uma matriz H de posto n-k, cujo espa-
co linha é Cl, pode ser construida tomando camo linha os vetores de uma ba-
se de CL. Entao, C é o espacgo nulo de C‘L

Definigao 2.3.2 ~ Uma n-upla a sera vetor c&digo de C, se, e samente se,

for ortogonal a cada linha de H, i.é., se, e samente se,
t

Ha =0 (2.3.1)

Se a = ( Qs Any eeey an) e hi' €& o elemento de H na i-€sima linha e
j=ésima coluna, entio, pela equacao (2.3.1),

n

.L~ h..a. =0, i=1,2, ..., nk (2.3.2)

3=0 "ij 3
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A equacao (2.3.2) implica que as campOnentes de a satisfazem um conjun-
to de n-k equacdes. Estas equagldes sdc chamadas equaches generalizadas de ve-
rificacdo de paridade. A matriz H € chamada matriz de verificacdo de paridade.

Camo a equacao € verdadeira para toda a palavra c&digo de C, entdo, em
particular, vale para os k vetores da base da matriz G. Ent3o, temos que;

@t = 0 (2.3.3)

onde, 0 denota a matriz nula de ordem k x n-k.

Exemplo 2.3.2

0 codigo C = [5, 3, 2] do exemplo 2.3.1 tem matriz de verificacdo de pa-
ridade:

g 1 1010
101 0
11
e,
0 0 1 0 0
. 10
at=10 1 o ol .|, 4 | o o I
00 1o 10 0 0
0 1
OBSERVACOES :

1) Ce C‘L sao subespaco de F! e ambos sdo codigos lineares.

2) Ce CJ" sao dencminados codigos duais ( ou o@omis) .

3) Se C &€ um c&digo [n,k] entdo C'L é um c&digo [n, n-K].

4) Se um cAdigo € 0 espa¢o linha da matriz G, o dual dele é o espaco
nulo_, e vice versa.

No seguinte teorema provaremos uma propriedade importante dos cédigos 1i
neares.

Teorema 2.3.1 - Seja C um codigo linear que € o espago nulo de uma ma -
riz H. Entdo, para toda a palavra codigo de peso w, ha uma relacdo de depen -
déncia entre w colunas de H, e, reciprocamente, para cada relacao de de-

pendencia linear entre w colunas de H, ha uma palavra codigo de peso w.

s s a0t
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Demonstracaoc.

Um vetor a = (a1, Boy weey an) € uma palavra codigo se, e samente se,

ant = 0,

ou se hi é a i-ésima coluna de H, entao
n

i§-1 h.a. =0 (2..3.3)

Mas, a equacao (2.3.3) € exatamente uma relacao de dependenc1a llnea.r
entre colunas de H. O namero de colunas de H que aparecem com coeficientes
n3o nulos € o niamero de camponentes de a; nao nulos de a, que & exatamente
O peso de a.

Reciprocamente, os coeficientes de qualquer relacdo de dependéncia en-
tre w colunas de H sao componentes de um vetor que deve estar no espago nulo

de H. Isto, prova o teorema.

Corolarlo. - Um codigo linear que € o espaco nulo da matriz H tém peso
. mmm (dJ.stan01a minima) W, Se, e samente se, toda a carbinacao de. w-1 colu-
" nas de Hé llneaxmente independente e algumas w colunas sao linearmente de -

pendentes.

OBSERVACZO.

Usando este corolario podemos construir codigos através da matriz H.

2.4 Algumas Construcoces de Codigos Lineares. [02]

Vamos ver aqui duas construcoes de codigos lineares, a partir de cédigos
conhecidos. Existem outras oonstrucées,‘mas, estas duas interessam ao nosso
trabalho.

(i) CAdigo Estendido. (Acréscimo de uma verificacdo de paridade global).

Seja C um cAdigo binario [n, k, d] que tem algumas palavras de peso Im-
par. Acrescentando um zero no final de cada palavra codigo de peso par e im 1
(um) no final de cada palavra codigo de peso Impar formamos um novo cddigo
C com a propriedade de que toda palavra codigo de C tem peso par. C € um cO-
digo [n+1, k, d+1].

Se C tem matriz de verificacao de paridade H, C tem matriz de verifica-
cao de paridade,



i
3%
~1

§

H

Exemplo 2.4.1

Acrescentando uma verificagao de paridade no codigo de Hamming (7,4,3] 7
obtemos o cédigo de Hamming estendido [8,4,4], cam a matriz de verificacdo de
paridade

fa ]

(]
—_ O O
O = O =
—_ e O
O O —a =
—_ O o
QO ~ =
P T N |y
O O O =

(ii) CAdigo Furado.( Eliminacdo de uma Coordenada). -

E o processo inverso do cddigo esj:endido. Eliminando uma coordenada de -
m c3digo C = [n, k, 4] formamos um novo cddigo (n-1, k, d' 2 d-1]

Exemplo 2.4.2

Eliminando a Gltima coordenada no codigo [3, 2, 2] cujas palavras codi-
go sao

- = O O
- O = O
- = O

1
temos o codigo furado [2, 2, 1] com as palavras codigo

—_ O a2 O
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2.5 Cédigos_Néo Lineares. [02], (03]

Um dos objetivos principais dos codigos € corrigir (détectar) erros ocor
ridos durante a transmissao através de canais de comunicagdo com ruido. Para
este objetivo os codigos lineares tém muitas vantagens praticas. Mas, se qui-
zermos determinar o maior namero possivel de palavras cddigo com uma determi-
nada diéténcia minima, entdo, as vezes sdo usados codigos nio lineares, que

Definicao 2.5.1 - Um codigo linear (n, M, d) & um conjunto de M vetores

~ de comprimento n ( com camponentes em GF(q)), tais que, quaisquer dois veto-
res diferem em pelo menos d posigoes e d € o maior nimero com esta proprieda-
de.

OBSERVACAD.

Trataremos samente de codigos nao lineares binarios.

Exemplo 2.5.1

Sejan=4,d =2, M=_8. Entdo o codigo C(4, 8, 2) tem as palavras co-
digo: |
ocooo0, 00114, 0110, 1100, 1001, 1010, 0101, 1111.

Usualmente assumiremos que nao ha nenhuma posicdo na qual toda a pala -
vra codigo € zero ( sendo seria um cddigo (n-1, M, d), porque podemos elimi -
nar esta coordenada sem afetar a distaficia minima e o nimero de palavras coO-
digo). Também, visto que as distancias entre as palavras codigo ni3o se alte-
ram se adicionarmos um vetor constante a todas as palavras codigo, podemos,
se quizermos, assumir que o cddigo contém o vetor nulo.

Teorema 2.5.1 - Se A(n, d) denota o numero de palavras codigo em qual-

quer codigo (n, M, d), entao,
A(n, 2r-1) = A(n+1,2r) (2.5.1)

Demonstracao.

Seja C um c&digo (n, M, 2r-1). Acrescentando uma verificacdo de parida-
global, temos um codigo (n+1, M, 2r), assim,

A(n, 2r-1) £ A(nﬂ, 2r).
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Reciprocamente, dado um cddigo (n+1, M, 2r), eliminando uma coordenada temos
um cddigo (n, M, d 22r - 1), assim,
A(n, 2r=-1} z A(n+1, 2r).

1ogo,
A(n, 2r-1) = A(n+1, 2r).

OBSERVACZO.

~— Esteteorema diz que basta achar A{n, d) para valores pares de d.

Teorema 2.5.2 - ( O limite de Plotkin).

Se d € par e 2d z n, entdo

A, @) £ 20 53— | | (2.5.2)

e .
" A(2d, @) s 44 (2.5.3)

Sed é impar e 2d + 1 > n, entdo

A(n, d) s 2[23%—;—1—-] (2.5.4)

e,
A(2d+1, 4d) s 44 + 4 (2.5.5)

onde [x] significa o maior inteiro menor ou igual a x.

Demonstracao.

Seja C um codigo (n, M, d). Calculamos a soma

ueE;C vze Cchst(u, v), de duas maneiras.

Primeiro, visto que dist(u, v) zd, seu # vasamaé zM(M-1)d. Por outro
lado, seja A a matriz M x n cujas linhas sao as palavras cddigo C. Suponha
que a i-ésima coluna de A contenha Xy O's e m=X 1's. Entao, esta coluna

contribui 2xi(M-xi) para a soma, de modo que a soma € igual a:
n
P 2xi (M—xi) .

Se M é par esta expressao € maximizada quando X, =%—-M,easanaé

7 2 1
— nM~, Assim, temcs:
2
. M 2d
M(I"}—‘])d = p) ’ ou M s '?d-_—n-—.
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Mas M é par, assim:

a
2d-n

Mg 2] ]
Por outro lado, se M é impar, a soma €&

2
< Ei%—:ll , e, portanto,

2
M(M=1) sﬁ—(—’%——'—ﬂ , ou M <

Assim,
M < 2d

1A

21 73%K“]' (Usando, [2x] £ 2[x] + 1).

Portanto,

M S 20 gzl

Logoa,

A(n, d) < 2[ =2

2d-n

]

.Vamos 'dividir as palavras codigo de C em duas classes, uma co-
mecando com o zero e outra comecando com 1. Uma classe deve conter
pelo menos a metade das palavras codigo, assim,

Amq,d)g%Am,d)

pPortanto,
A(n, 4d) £ 2A(n-1, 4d) (2.5.6)
Das equagoes (2.5.6) e (2.5.2), temos:

A(4r, 2r) < 2A(4r-1, 2r) £ 8r

Logo,
A(2d, d4d) = 44 (2.5.3)

Se d &€ impar, entao, pelo teorema 2.5.1 e por (2.5.2), temos:
d+1 ] '
2d+1-n

A(n, Q) A((n+1, d+1)) £ 2[

o0 gue demonstra (2.5.4). E,

A(2d+1, d) =  A(2d+2, d+1) < 2a(2d+1, d+1).
Mas, ' ) d+1 _ _ '

A(2d+1, d+1) g 2{ 2d+2-(2d+1)] =  2d+2
Portanto;

2A(2d+1, d+1) < 4d+4.

Logo, .
A(2d+1, d) = 44+4 (2.5.5)
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2.6 - Codigos de Hadamard. [02]

Seja Hn uma matriz de Hadamard normalizada de ordem n. Se
+1's forem trocados por O0's e -1's por 1's, Hn torna-se uma matriz
de Hadamard binaria A . Visto que as linhas de Hn sao ortogonais,
qualquer duas linhas de AL concorrem a (1/2%) posigoes e diferem
em (1/2n) posicbOes, e assim, tém distancia igual a (1/2n).

A matriz A da origem a trés cédigos de Hadamard:

(i) - Um cdédigo (n-1, n, (1/2%)), Bn’ consistindo das linhas de

An, eliminando a primeira coluna.

Exemplo 2.5.1

Seja n=12, M = 12, d = 6. Entdao, o cédigo (11, 12, 6) de

Hadamard e:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
1t 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1
11 0 1 0 0 0 1 1 1 O
6o 1.1+ 0 1 0 0 O 1T 1 1
1 6 1t 1 0 1 0 O O 1 1
1T 1 0 1 1+ 0 1 0 O O 1
B,, = < e
12 11 1 0 1t 1 0 1 0 0 O
c 111 0 1t 1 0 1 0 O
o o 1 1 1 0 1T 1 0 1 0
o o o 11 1t 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1T 1 1 0 1 1 0
0o 10 0 0 1 1 1 0 1 1
(ii) - Um cdédigo (n-1, 2n, (1/2n)), Cn' consistindo de Bn mais

os complementos de todas as suas palavras cdédigo.

Exemplo 2.6.2

Sejan =12, M =24, 4d =5
Entdo, o c6digo de Hadamard (11, 24, 5), é:
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constituido de todas as

um cédigo (n, 2n, (1/2™), D_,

linhas de A

(iii)

e seus complementos.

n

Exemplo 2.6.3

6), é:

24,

-

O codigo de Hadamard (12,
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2.7 - Codigos Nao Lineares Usando Matrizes de Conferéncia. [02]

2mod4) .

Seja C uma matriz de conferéncia de ordem n (asim, n

Seja Seja C normalizada na forma

satisfazendo

-

Onde a matriz S e quadrada de ordem n-1,

SJ

(n-1)1 - J,

sst
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Entao, as linhas de %(S + I +J), % (=S + I + J} mais o vetor nu-

lo e o vetor com todas as componentes iguais a 1 formam um codigo

nao linear (n-1, 2n, %(n-zj).

Exemplo 2.7.1

0 0 O 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1 0 0
1. 0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1.0 0 1 1 1
1.0 0 1 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1 1 0
00 1 1 0 1 0o 1 1
1 0 1 1.0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

No proximo capitulo estudaremos o problema da distribuigédo

de pesos para codigos lineares e nao lineares.



capfiToLo 11X

ENUMERADORES DE PESO.

3.1 - Introdugao. - Em muitos sistemas de comunicacgao uti=

lizando os codigos para a correcao e deteccido de erros, a distan-
cia minima entre duas palavras cddigo € um importante parametro.

Muita atencao tem sido dada para construir cédigos que tenham uma
distdncia minima dada. O peso de uma palavra cdédigo &€ a distdncia
dela a origem (vetor nulo). A distancia entre duas palavras codi-

go é o peso de outra palavra codigo, se o c6digo for linear. Assim,

o conjunto de inteiros especificando o peso de toda a palavra co6-
digo €, entao, exatamente a mesma colecdo de numeros inteiros es-
pecificando'a distancia entre cada par de palavras cddigo. Assim,
€ costume determinér as propriedades do peso em vez das proprie-
dades da distancia de codigos lineares. Em muitos casos, pratica-
mente o que € conhecido explicitamente sobre a distribuicdo de pe
sos num codigo &€ que o peso tem certo valor minimo. Mas, os estu-
dos ja revelaram que seria interessante saber mais informagoes so
bre o cédigo, tal como a distribuicdo de pesos das palavras codi-
go. Embora, sendo esta tarefa dificil, tem sido grande o esforco
para determinar a distribuigao de pesos de determinados cédigos.
Os codigos maiores requerem um conhecimento extra para obter a
sua distribuicao de pesos.

Neste capitulo veremos alguns resultados sobre a distribuicao
de pesos.
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3.2 - Codigos Homogéneos e Distribuicao de Pesos. [01]

Definig¢do 3.2.1 - Seja C um cdodigo (n, M, 4) e A, © numero

de palavras codigo de peso i. 0Os numeros Ay, A . ees An sao de-

-‘I
nominados distribuicao de pesos de C.

OBSERVACZXO.
E obvio que Aj+ Ay + ...+ A = M.
Definicao 3.2.2 - Seja C um cddigo de comprimento n e seja Mi

a matriz cujas linhas sao os vetores de C de peso i, se existir
algum. Entdo, C é homogéneo se para cada peso i, cada coluna de Mi
em O mesmo peso. —

No proximo teorema determinaremos uma vrelacdo entre o nume-
ro de vetores de peso i em C e o numero de vetores de peso i em
C' (Coédigo furado de C).

Teorema 3.2.1 - Seja C um codigo homogéneo de comprimento

n+1 e Ai o numero de vetores de peso i em C. Seja C' um cdédigo fu

rado de C e a, o numero de vetores de peso i de C'. Entdo teremos:

1l .
(1) a, = -(3:7};—1-)—51 . ;L;T;:_lmm (3.2.1)

Se B é um subcddigo de C obtido pela exigéncia de que alguma
coordenada seja zero e se bi denota o numero de vetores de peso i
em B, entao temos:

(ii) b, = n+1-1)a,

i~ n+1 (3.2.2)

Se acrescentarmos ainda a hipotese de que C & um cdédigo bi-

nario com somente vetores de peso par, entdo temos:

(iii) A2j = a2j + a2j-1 (3.2.3)
(iv) a = —23_ Ay (3.2.4)
2j-1 7 n+1 T
_ (n+1-23)
(v) a2j = 7 'A2j | (3.2.5)
(vi) 2]a2j = (n+1—23)a2j_1 | (3.2.6)
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Demonstracao.

Seja M; a matriz cujas linhas sao vetores de peso i em C. O
numero de elementos nao nulos na matriz Mi é iAi, pois, Mi tem
Ai linhas de peso i, e, cada coluna de Mi tem o mesmo peso, r.
Portanto, (n¥1)r = iAa..

i
Assim,
r = L A,
n+ 11i :
- . i =
Podemos ver entao, que cada coluna de Mi tem Ai - HITAi

+1=1)A. : .
(E—%TT) i zeros. Um vetor de peso i1 em C' resulta, ou-'de um vetor

de peso i em C com zero na coordenada furada, ou de um vetor de
peso i+1 em C com 1 na coordenada furada. Logo,

a. = (n+1—i)Ai . (i+1)Ai+

i n+1 n+1 1 (3.2.1)

Visto qgue um vetor de peso i em B € um vetor de peso i em C
com zero numa coordenada fixa, (3.2.2) vale.

Consideremos o caso especial onde C é um codigo binario, so-
mente com vetores de peso para e C' & um cddigo furado. Entdo, o
codigo furado pode ter vetores de peso 2j e 21-1 e estes resultam
cancelando uma coordenada de um vetor de peso par. Logo,

A2j = a2j + a2j—1 , (3.2.3)
Se fizermos i = 2j-1 em (3.2.1) temos A2j—1 =0 e,
2i
azj_1 = -I'_I—IT_AZJ (3.2.4)
Se fizermos i = 2j em (3.2.1), entao A2j¥1 =0 e,
_ (n+1-2j)A,.
a2j = v 23 (3.2.5)
Finalmente, de (3.2.5) temos,
a .(n%1) A, (n+1)
S i . 23=1
A2j nyi=23 e de ( 3.4.2), temos A2j = 73 .
Portanto,
agj_1(n+1) ) azj(n+1)
23 T n+1-=-23 °
Logo,
23a2j = (n+1-2j)a2j_1 (3.2.6)



3.3 - Distribuic@o de Peso do Dual de um Cédigo Binario.{01],

(023, [06].

Sabemos que se C &€ um codigo [n, k], C‘L € um cdoigo [n, n-k].

Definicdo 3.3.1 - O polindmio,
n n-i_i
Wc(x, y) = ;Lo A;X y (3.3.1)

é chamado "enumerador de peso" de C, onde AiAé o numero de pala-
vras c6digo de peso i em C.

OBSERVACOES.

1) Weolx, y) também pode ser escrito como

Wolx, y) = g AxnwE() gwelu) (3.3.2)
2) Podemos ter somente uma variavel fazendo x = 1, e ainda,
ter um bom enumerador de peso:
n .
Wolx, y) = Woly) = I Aiyl (3.3.3)

Definicao 3.3.2 - Se B denota o numero de palavras codigo

de peso i de Cl(dual de C), o enumerador de peso de CL
n N
_ n-i i _ n-wt (u) _wt(u)
WC(X, y) = 1Lg Byx Yy = Wic ¥ y (3.3.4)

Exemplo 3.3.1

Seja C um cdédigo [6, 3, 3] cujas palavras <coédigo sao:

000000, 001110, 611011, 100011, 01010 1

101101, 110110e111000.0dual de C & C", que &:

U

"0ooo0o0o00, 210001, 101010,
611011, 101101, 110110,

[e) -3
P Y
- O
- O
-
.

Pela definigdo (3.3.1), o enumerador de peso de C é:

Wc(x, y) = x6 + 4x3y3 + 3x2y4
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E o.enumerador de peso de seu dual é:

wcl(x, y) = x6 + 4x3y3 + 3x2y4.

As equagoes de MacWilliams ddo um resultado surpreendente
e importante, entre a distribuicao de peso de um cédigo C e a .
distribuicao de peso de CL.

Estas equagbes valem para c6digos sobre corpos finitos, mas
mostraremos inicialmente para cddigos binarios porque nos dara
uma nocao muito boa sobre a sua utilidade.

Para determinar isso, precisaremos da definicdo e lema se-

guinte:
‘ Definicdo 3.3.5 - Se Fg € o conjunto de todos os vetores de
comprimento n, seja f uma transformacdao definida sobre Fg. A
transdormada de Hadamard f de £ é definida por
u.v , n
f(U) = VEZF%(-1) f(v) ’ U e F2 (3.3.5)

onde u.v € o produto interno de u por v.

Lema 3.3.1 --Se C = [n, k] &€ um cbédigo linear binario, entao,
5 _ 1 ) :

cg&fm) = TT ugcfm) (3.3.6)
onde |c| = 2K & o nimero de palavras cdédigo em C.

Demonstracao.

z _ Z z u.v 3 z z u.v

uce cEtu) = uecC V'ng (=1) £lv) = veanf(V) UE:C(-1)
Mas, se v eCi} entao u.v = 0 e, uch(-ﬂu'v = 2k. Se v:k:C%
entao u.v = 0 e u.v = 1 em igual namero, e, uZE:/C(—HU'V = 0. Por
tanto,

_ k
u e f(u) = VZSC.Lf(v)2 . Logo,
Ifw) = Loz E(u) (3.3.6)

u e 2 uecC

SN0 GUUSIUHVOSUVI S U



Teorema 3.3.1 - (Teorema de MacWilliams para Cédigos Linea- .

res Binarios). - Se C € um cdédigo linear bindrio [n, k] com dual
CL, entao,
. 1 :
WA(x, v) = — W, (x+y, x-Yy) (3.3.7)
ct oKk Ve x+y, |
Equivalentemente,
n
n-k k _ 1 n _ . .
kko Bx* Y = T} g, A, (x+y) "7 (xey) (3.3.8)
ou. 5 gh-wt(u) wt(u) _ 1 5 (x+y) P wt(u)(X )wt(u)
u.s:C‘L Y - 2k ue'C Y
(3.3.9)
Demonstracao.
Seja f(u) = xwt (u) th(u). Entdo, temos:
Fu) = VZEFE (-1) -V yoowelu) pwt (u) (3.3.10)
Tomando u = (u1. Usye - un) e v = (VA. V2"'Vn)’ temos:
B(u) = % pn(=DPVare e tUnVn 1Yy Yy
1 2 9 1 n_ 1=
= v§f0 vy=0 °°° vngoizl(-1)uivl x17V3 yUi
n
= ] ! u,w _1-w _w
i=1 wio (-1 .
Assim,
Plu) = (x + y)P7WE) (o yywE(v) (3.3.11)
Pelo lema (3.3.1), temos:
z n-wt (u) _wt(u) _ 1 z oy h=wt (u) wt (u)
uect ¥ 4 T Lk u e cx*y) (x=y) -

OBSERVACAQ.

As equagées (3.3.7), (3.3.8) e (3.3.9) sao conhecidas como
identidade de MacWilliams.

Exemplo 3.2.2

Seja C = [7, 4, 3] dado pela matriz geratriz:
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1.0 0 0 0 1 11
0O 1 0 0 1 0 1
=10 0 1 0 1 1 0
00 0 1 1 1 1
Entao,
c="0000000, 0001111, 0010110,
0100101, 1000011, 0011001, 0101010,
1001100, 0110011, 1010101, 1100110,
0111100, 1011010, 1101001, 1110000,
1111111},
BN

c ={00000O0OO0O, 1101001, 1011010,
1100, 0110011, 1010101, 1100110,
0001111},

Portanto,
wc(x, y) = x7 + 7x4y3 + 7x3y4 + Y7,
S W (x, y) = x7 + 7x3y4.
Logoa, ‘
%EWC(X + Y, X=y) = %g[(x4y)7 + Txen) -y 3 4 7(x¥y)3(x-y)4
+ (XJ»y)'7 = x4 7x3y4 = Woilx, y),

e,

3 Ixey) | 4 T(xey) (e 4

1
B Wcl(x+y, X-y)

x7 + 7x4y3 + 7x3y4 + y7 = Wc(x, y).

No teorema seguinte obteremos uma relacao entre as distri-
buig¢oes de peso{Bi} é{Ai} Obtidas em (3.3.8).

Teocrema 3.3.2 =

_ . . n
se (x+y)™ Tx-y)t = 1. b (1)x™7K ¥K, (3.3.12)
i=0 "k
onde Pk(i) € um polindmio de Krawtchouk, entao,
1 n
Bk = —— i§0 AiPk(l) . (3.3.13)
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Demonstracao. - Pelo teorema 3.3.1, temos
n n . .
n-k k 1 - n-i i

k§0 ka Y = —I"C—i‘ 1§0 Ai (X+Y) (X—Y) .

Portanto,
n

n n
n-k k 1 .y h=k_ k
kfo B Yo = Ty sEoPuxlofi (MY
Donde,n n -
n-k_k 1 .,.n=k k
klo BxX Y = g il iZoPiPy (BIx Ty,
Logo,
1 n
B T o tho AR
3.4 - Momentos da Distribuicao de Pesos. [01], [02]

Até agora obtemos as equacdes de MacWilliams para cddigos
lineares binarios. Mas existem as equa¢des de momentos, determi-
nadas por Pless, que sdo uma familia infinita de equacoes rela-
cioando a distribuicao de pesos'de C' a distribuicdao de pesos de
c". Esta familia de eguacoes € equivalente as equacdes de MacWil-
liams e tém a vantagem de que a solugao Unica para estas equacdes
em geral, € evidente.

Nesta segao obteremos as poténcias de momentos de Pless.

Fazendo x = 1 na equacao (3.3.8), temos:
I n .
i 1 - n-i i
iZo B3V - X 1Lo By (1+y) (1-y) (3.4.1)

Tomando, y= 1, temos:

n Ai
— = 1. A (3.4.2)

)
i=0 )

Esta @ a primeira equagado, no caso bindrio, da poténcia de momen

tos.
Derivandc (3.4.1) em relacao a y, temos:
N 1 n-1 . n-2 - n-1
i§1lAiY = _—H:E[Bon(1+y) .+ B1((n—1)(y+1) (1-y)-(1+y) ) +

2

—— o b e [

B, ((n-2) (1+y) ™2 (1) 22 (1-y) (149) *72) 4B, ((n-3) (1ayp) A (1y) 3-
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Fazendo y =1, temos:

n .
. _ 1 n-1 n-1}.

i__2_11Ai = 2n_k[BonZ - B12
Mas, BO = 1. Portanto,

n

. _ 1 n ,-1

151 lAi = Zn-kz 2 (n—B1),
ou, n 1 1
St M U= AL e D
Portantg, iAi 1

121 & = 3(n - B (3.4.3)

- 2

que € a segunda equacao da poténcia de momentos (ou, o primeiro
momento) .
Derivando a 28 vez, temos:

1
zn-k

n . . . . .
(I iti-na, (i - [n(n=1) (1+y)®7% + B, (n-13((n=-2) (1+y) "3
S(1=y) = (1+9)P72) = B (n=1) (149) %72 4 B, (n-2) (n-3) (147) " ~* (1)

- 2(1-y) (1+9) ™73 4 2B2((1+y)n_2—(1—y)(n—2)(1+y)n—3)+333(2(1_y).

L) P (n-3) () T (=) 2+ LT

Fazendo y = 1, temos:
n
o 1 n-2 n-2 n-2- n-2
B2t (=13y =~ (n(n=1) 277748, (n=1) 27778, (n-1) 2777428,2777)
_ 1 n-2
= 2n_k[2 (n(n-1)-2B, (n-1) +2B,) ]
= —— 1 (nm-1) - 2B, (n-1) + 2B.)
2-—k71—— 1 2/
Portanto,
n
i)i-Nna, _ 1 :
iZo kb= 7 (=) - 2B,(n=1) 4+ 2By)
ou, n . A, 2 . .
i i 1 i n-i
if2 Q) o = 7 BN TGI) By (3.4.4)

que € a terceira equagdo da poténcia de momento ( ou segundo mo-
mento) .
Continuando dets maneira obtemos a equagao da poténcia dos

momentos de distribuig¢ao de pesos:



n
Lo T8 0 v 1, 1@ B, (3.4.5)

OndeV=0, 1, 2, esey NN

OBSERVACOES :

1) - O lado esquerdo de (3.4.5) &€ chamado momento binomial
dos Ai's.

2) - Se a distancia minima do cddigo dual & d', entao

B1, B2, ceoy Bd'~1 =0, e, se v <c<d',

n

! (3.4.6)

n i A, 1
()= =
isv'v 2k oV

Da equagao (3.4.6), podemos ver qué o v-ésimo momento, para
v=0, 1, 2, ..., d'-1, & independente do cdédigo e é igual a do

cédigo [n, n, 1], Fg.

3.5 - Generalizacao do Teorema de MacWilliams para Cédigos

Lineares. [02]

Vamos descrever alguns enumeradores de peso de codigos le-
neares sobre um corpo F = GF(q) = GF(pm), onde p € um primo.

Denotaremos os elementos de GF(q) por Wor W ey wg_1, em algu

1’
ma ordem fixa.

Definicao 3.5.1 - Seja u = (u1, Usr wvey un)'e:Fn. A compo-

sicao de u, denotada por comp(u), é (so, Sqr ey ), onde,

s
g-1
S; = s, (u) e o numero de componentes uj iguais a L E o6bvio que

g e

0 S. = n.

i i

Definigao 3.5.2 - Seja C um cddigo linear [n, k] sobre GF(q),

e, A(t) o namero de palavras cddigo u G xom comp(u) = t =
(to, t1, .oy tq_1). Entao, o enumerador de peso completo de C,
é:

to., tq tg-1
wc(zo, z1,...,zn) I A(t)z, z, ...zq_? ,

SO S1 S -1
_ z zy "2y ...zq_1 g

Qe C (3.5.1)
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Exemplo 3.5.1

Se C € um cédigo ternario [4, 2, 3] dado por:

c=40000, 0121, 0212, 1022, 1110,2011,
2102, 2220}, entao
W.(2.,2,,2.) = z4 + 2 zzz + 2.2 22 + 2,2 z2 + Z z3 + 2 222 +
c'7o’r"1'"2 0 07172 0”172 0%°1°2 0°1 071°2

+2 zzz + Z,2 22 + 2z z3
07172 07172 0”2

OBSERVACAO.

Sabemos que todo lemento § de GF(g) pode ser escrito na for
ma:

m-1

) 2 .
B = By+ Bjo + By te. o +B 0 , Ou equivalentemente,

B = (Bg 81,..., B
GF(g) e 0 s B, £ p-1.

- 1), onde o € um elemento primitivo de

i

Seja

2mi
= € P < cos( g% ) + isen( Zg), que é a raiz p-ésima

da unidade. Para cada B = (BO, 81, ey Bm_] € GF(g), definimos
a funcao de valores complexos, definida em GF(q) por:

6(y) = € PoYo* -+ Bp_1Vm-q (3.5.2)
para,

Y = (Ygr Yqr s q) € GF(q).
Definicao 3.5.3 - ¢B € chamado caracter de GF(q).

Exemplo 3.5.2

Sejaq =p =3, GF(3) = {0, 1,2} e € = w = e 3 .

Os trés caracteres, séo: ¢O(O) 1, ¢50(1) = 1, ¢0(2) = 1
1, 9,01 =w, ¢,(2) =w
4

1, ¢, (1)

64 (0)
6, (0)

'
£
()
e
()
Y
!
£
I
£
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Lema 3.5.1 - Para todo ReGF(g), com B #£ 0,

z i =
YsGF(q)‘bB'(Y) = 0.
Demonstragao. ‘ 7
) EBOY0+. e T+ Bm_“Ym_"
":Z = L
wer (@Y = dier(g)
m—1
= I | , Bsvs , S
=0 Yj§o €3]

'Visto que B # 0, algum Bj € nao nula, digamos Br # 0. Entao,

o r-ésimo fator do produto acima €:

p=1" p-1
, Rr¥r -_ LK 1 = _ . _
yrﬁo & = xfo' 8 = 7 _,g = 0, pois, & = 1. Logo,
“Fer(qts (Y =0
Definigcao 3.5.4. - Para u,Vv ¢ F? seja ¢ _(v) = 4)1 (u.v). A

transformada f da aplicacao f definida sobre F~ é dada por

£ (u) (v) £(v).

-
v s:Fn‘t’u

Lema 3.5.2 - Se C € um cédigo linear [n, k] sobre GF(q),

entao

I 1f(u) = ——Tk—- £ (u) (3.5.3)

L
uecC uecC
q

Demonstracao.

uiec F(u) = quC vE pn b (VIE(V) = v pnf (V) uZ€C¢1(u.v)

Se v: eCl, entao u.v=0, e, ¢1(u.v) = 1, e, portanto, a soma in-
terior € igual a qk. Mas, se vk C‘L, entao pelo lema 3.5.1 esta

soma €& igual a zero. Portanto,

X _ k 1
uecf(u) = 4 veC‘Lf(v)'
Logo, :
DL f(u) = —— I  F(u)
uecC k ueC ° *

q
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O proximo teorema nos da uma relacdo entre o enumerador de
peso completo de um codigo e o enumerador de peso completo do seu
dual. E o teorema de MacWilliams para enumeradores de peso com -

pleto.

Teorema 3.5.1. - Se C € um cédigo linear [n, k] sobre GF(q)

com enumerador de peso completo W entao o enumerador de peso

CI
- completo do codigo dual ct e
. 1 g-1 g-1 —
w (z ’ooo'z ,...,Z_) - —
c- %o r q-1 qk Wol (Logdq(wow )z ,en., Loéq(wow,)zg,
q-1

ey s§0¢1(wq_1ws)zs).

Demonstracao.

Vamos aplicar o lema 3.5.2 com

_ sn (1) s4 (u) sqg-1 (1)
f(u) = z, 0 z, .o zq_1 q .
Portanto,
_ sg (V) _ sq(v) Sq-1 (V)
E(u) = ,“an (v)z,~0 z, 1 e eZgq q
ks
) r:g(sgo ¢1(wrws)zs)sr(U)
Aplicando o lema 3.5.2, temos:
uecC 0 q-1 qk uecC Il (sZg ¢1(wrws)zs) r
Logo,
. -1
Wi (znyeoes2 400,22 0) _ 1 q
g-1 g-1
séo ¢1(wrws)zs""’ s§0¢1(wq—1ws)zs)

Exemplo 3.5.3

Para um cédigo sobre GF(3), temos:

Wot(zg,2,,25) = EE- Wo(2g+2 1425 ,204Wg +W 2,1 Z*W z1+w22)
2mi
onde, w = e 3
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3.6 -~ Teorema de MacWilliams para Codigos Nao Lineares.[2],[1]

Até agora vimos as equacdOes de MacWilliams para cédigos li-
neares. Nesta secao veremos a identidade de MacWilliams para cO-
digos nao lineares. Para isto faremos uso da algebra de grupo.

Ve;Fn CvzV um elemento arbitra-

rio da algebra de grupo QG, com a propriedade de que M EngFnCv#o
A (n+1)-ipla: A

Definigcao 3.6.1 - Seja C

0’ A1, ey An , onde,

- A, = C

i w(t)éi e a chamada distribuicao de peso.

vl

OBSERVACAO.

Isto € uma generalizag¢ao natural da distribuicdo de peso de
um codigo. E claro que IA, = M.

‘Definicao 3.6.2. - O enumerador de peso de C € o polindmio:
| n n-i_i
WC(XI Y) = igo AiX y
ou seja,
_ n-wt(v) _wt(v)
Wc(x, y) = v pn CyX vy

Definicao 3.6.3 - O elemento C' de QG dado por

1
' = ———— :
¢ - M ue;Fn¢u

(c)z" _ (3.6.1)

é a transformada de C.

u
[ - ]
Suponha que C = ue?Fn C'u? -
Assim,
C'u = %_¢u(C) = % V'an(-1)u.VCv’ ur e F (3.6.2)

Definicao 3.6.4 - A distribuicdo de peso de C' é

AI

OI'A%I ceoy Aé, onde

T
Ai =

wt (u) £1%u (C) (3.6.3)
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Definicdo 3.6.5 - O enumerador de peso de C' &,

A xn—lyl

n
_ v
Wee (X, y) = 4Eg Ay

O teorema seguinte nos diz que WC' €& dado por uma transfor-

macao linear de W_.

C
Teorema 3.6.1 - (Teorema de MacWilliams para Coédigos Nao Li-
neares) . - S ——
1 : .
Woe (X, ¥) = g Wolx+y, x-y) (3.6.4)

ou equivalentemente,

- v J-wt(v) wt(v) _ 1 n-wt (u) wt (u)
v &rnCyX y - M u:&pnCu (X+Y) (x-y) :
Demonstracao.

De (3.6.2), temos que,

v =Wt (V) wt (v) 1 u.v_n-wt(v) wt(v)
Mas, .
vs?Fn(-1)u.vxn-Wt(V)YWt(v) = (x+Y)n-Wt(u)(x—Y)Wt(u)'

por (3.3.10) e (3.3.11). Logo,

n-wt(v)ywt(v) 1 n-wt(u)(x_y)wt(u).

' 1 .
Zon Cux = ¥ uz?Fn Cu(x+y)

veF
No préximo capitulo veremos uma aplicacdo .da distribuicdo
de pesos de um codigo para a determinacdo da probabilidade de er

ro nao detectado.



CAPITULO IV

PROBABILIDADE DE ERRO NAO DETECTADO.

4.1 - Introducdo. - Vimos no capituloc III que as identidades des

de MacWilliams relacionam a distribuigao de pesos de um cédigo
com a distribuicao de pesos do codigo dual. Apresentamos neste
capitulo uma derivacado muito simples destas identidades, reque-
rendo somente um conhecimento elementar da teoria da probabilida
de. Para isso, utilizaremos o conceito de probabilidade de erro

nao detectado.

4.2 - Probabilidade de Erro Ndo Detectado para Coédigos Li-

neares Binarios. [06], [07]

Suponhamos que sejam empregados cédigos detectores de erro
para o controle de erros na transmissdo de dados. Seja x um ve
tor codigo transmitido e erros ocorrem de tal forma que nao sao
detectaveis pelo processo de controle de erros. Nesta secdo ve-
remos como computar tal evento, isto &, a probabilidade de um
erro ndo detectado. Para computar esta probabilidade é necessa-
rio definir primeiro o modelo probabilistico que descreve o pro
cesso de transmissao. Suponhamos que o canal bindrio simétrico
€ empregado para a transmissdo de dados. Este canal tem a pro -
babilidade €(0 £ € £ 1) de receber o digito transmitido trocado
e a probabilidade 1 - e de receber o digito corretamente. Além
disso, suponhamos que em digitos sucessivos os erros ocorram in
dependentemente.

Para definir a probabilidade de erro nao detectado defini-

remos O seguinte:
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Definicao 4.2v1.- Seja x um vetor binario de comprimento n,

e peso w = wt(x). A probabilidade deste vetor, P{(x), &€ definida

por,

yB-w (4.2.1)

WA
M

A
EEY

P(x) = e (1 -¢ , 0

Definicdo 4.2.2 - Se A, é o numero de palavras cédigo de

peso i, i=0, 1, 2, ..., n, entdo a procbabilidade de erro nao de-

tectado é definida por

n . .
i n-i
Pg = 3E134€01 - ¢ (4.2.2)
n i
Seja A(y) = ;Lo Ay~ © enumerador de peso do codigo.
Usando esta equacao, (4.2.2) torna-se,
= - A(—F y _ - g
Pg-= (1 € A(1 — e) (1 €)

Definigcao 4.2.3 - Seja H a matriz de verificacdao de parida-
de do cédigo-linear binario [n, k]. A sindrome de um vetor x, de
comprimento -n, &€ definida como sendo

s = Hx® | | (4.2.3)

1

OBSERVACOES :

1) S & um vetor de comprimento n-k.
2) S &€ um vetor nulo se, e somente se, x € uma palavra cédigo.
3) Se S é o vetor nulo n3o implica necessariamente, que nao

ocorreu erro.

Definicao 4.2.4 - Uma matriz de verificacdo de paridade ex-

pandida de um cédigo linear [n,k] é uma matriz H* cujas linhas
sao todos os vetores do espac¢o linha de H.

OBSERVACOES :

n-k

1) Assim, H* contém 2 linhas, incluindo o vetor nulo.

2) Estas linhas sao as palavras cédigo do cédigo dual.

*

Definicdo 4.2.5 - Para gqualquer vetor bindrio x, de compri-

mento n, a sindrome de x, €

S* = H*xt | | (4.2.4)
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Exemplo 4.2.1

A matriz de verificacao de paridade, H, do cdédigo [7, 4]

de Hamming é dada por

11 1 0 1 ©
H = 1 1.0 1 0 1 0
1 0 1 0 ©
Entao, ' , - _ o
0 0 0 0 0 0 O
1 1 1 0 1 0 0
11 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1
H =19 0 1 1 1 1 o0
0 1 0 1 1 0 1
o 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1

Sejax=(11111111), entao S(x) =0 e S*(x) = 0, e

0
1 1
x = (1 00000 0); entao S(x)=]| 1 1
‘e S*(x) = 1
0
0
0
1
Lema 4.2.1 - S*(x) = 0, se, e somente se, S(x) = 0.

Se S*(X) # 0, entao S*(x) contém metade zeros e metade 1°‘s.

Demonstracao. - Seja [n, k] um cédigo linear binario, com

a matriz de verificagado de paridade H, e seja x um vetor binario
de comprimento n.

Sabemos que S*(x) = H*xt, onde H* &€ uma matriz cujas linhas
sao todos os vetores do espago linha de H. Portanto, as linhas
de H* sao todas as possiveis combinagdes lineares das linhas de
H. ComoAS(x) = th, ent3ao os elementos de S* sdo obtidos tomando
todas as combinacoes lineares dos elementos de S. Logo, o lema €

verdadeiro.



Para provar O proximo teorema necessitamos do seguinte lema:

Lema 4.2.2

n . .
T (n 1 E)n-l

i) €1 - (1 -2¢" (4.2.5)

™| —

= 1
-2
i, impar

Demonstracao.

Sabemos que pela teoria da probabilidade,

n, i, n-i 1 n n
igo(i)a b = 7[(b + a) - (b - a)’]
i, impar
Fazendo a = e€e b = 1 - € temos que
n n .
n, i n-i 1 n n-i i
n . .
1 n i n-i
1 1 ) n
= .5 = 5(1 - X))

Seja B; o namero de linhas de H* de peso i, i = 0, 1, ..., n,
ou seja, B, € o numero de palavras cédigo de peso i, do cédigo
dual, e seja Ej o evento que a j-ésima componente de de S*(x)=1.

Teorema 4.2.1 -

- (n-k) n i n
Pg = 2 iZo Bj(1 - 287 - (1 +¢) (4.2.6)
Demonstracao.
— - -— - n
Pg = ' -P(E; UE, U ... UEy.k) (1 ) '
Pelo lema (4.2.1), se S*(x) # 0, entdo exatamente 2-K=1 40s
eventos Ej ocorrem, enquanto que se S*(x) = 0 nenhum deles.ocor-
re. Assim, a soma
2D~k - . n-k-1 o
j§1 P(Ej) e igual a 2 vezes a probabilidade de uma
sindrome nao nula. Entao,
n-k .
1 2 B o :
Pg-= 1 - HTRCT 5 P(Ej) - (1 -9 (4.2.7)

2 jE1
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Tomemos a j-€sima linha de H* tendo peso wj. Entao, P(Ej)
€ justamente a probabilidade que se tenha um nimero impar de 1's
nas wj posicgOes correspondentes as componentes ndo nulas da j-é=
sima linha de H*. Assim,

w-
J k ws-k
k, Impar

Mas, pelo lema (4.2.2), temos que

1 1 w.
P(Ej) =35 7(1 - 2¢ 3J

Portanto, n-k
‘ 1 2 1 1 Yy
P(E1 U ... UEypkx) = '-Eﬁ-_—f_—.]' 32—-:1 (7 - 51 - 2g J)
_ -(n-k) % i
=1 -2 iéoBi(T - 297
_ 5={n-k) i n
P g = 2 io Bj(1 =297 - (1 -1 9

Veremos agora uma deriva¢ao simples da identidade de Mac-
Williams, utilizando o conceito de probabilidade de erro nao de-

tectado.
De (4.2.2) e (4.2.6), temos que
: n .
- . an 1 i o an
Pra = (P -r@7 jLphil g - (1 -9
_ - (n-k) n i S .
= 2 ijLg Bj1 - 297 - (1 -1 8.
Portanto,
,n 2 e -(n-k) 2 i
Fazendo y = 1 - 2¢ oOu seja,' €= l%X e 1 -'€= l%X, temos
que, n i n i
e,
n . ' n n .
n I € i _ (1+y) 1 - vy,i
(1= 8" Iy 24— = n ifo A1 G

n
(1+Y) A(1—Y )’
o0 T+y
onde B(y) & o enumerador de pesos do cddigo dual e A(y) é o

enumerador de pesos do cddigo. Portanto,

2kB(y) = (14—y)nA(-3,-:-;¥)

a qual, € a identidade de MacWilliams.
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Exemplo 4.2.2

Consideremos o cédigo [7,4] de Hamming, cuja matriz de.veri-

ficacao de paridade é

1 1 1 0 0
H= | 1 0 1 0
1 0 1 1 0
Portanto, T
c= 90000000, 1000111, 0100110,
0010101, 0001011, 1010010, 1001100,
0110011, 1100001, 0101101, 0011110,
1110100, 17011001, 1101010, 0111000,
1111111},
eI
ct-"0000000, 1110100, 1101010,

10117001, 0011110, 0t01101, 0110011,
1000111},
Portanto,

Ay =1, A =0,A, =0,A, =7, R =7,A =0, =0eh, =1,
e,
Bg =1, By =0,B,=0,B;=0,B,=7,B; =0, Bj =0,e By = 0.

De (4.2.2), temos

Prg = (1- 9711404047 (75247 (50 %0404 (£ T1- (12 @
7.0 o e 3 e 4 e 7 7
Pg= (-9 11s7 5375 2 - (14 9 (4.2.8)
e de (4.2.6), temos que
Py = 273 [140+0+7(1-2 9 4404040]= (1= 9 ’
- 20+701-29 Y - (1497 (4.2.9)

Igualando (4.2.8) e (4.2.2), temos que

7 "€ 3 5, €4, €.7 N A L4 7
(=8 [+7 ) "+7 () "+ (39 '1-(1=d " = g(1+7(1-29 ") =(1-9)
Fazendo y = 1 - 2 , temos que

14y, 7 1=yy3 5,12y, 4 1=y, 7 1(9.9,4

(D N7 GED TGO GEDTT = gy,
ou,

27t 10—y 2 e fer e ey e e 71 = Loy,

que € a identidade de MacWilliams para este cdédigo.
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4.3 - Probabilidade de Erro N3o Detectado para Co6digos Li-

neares Bindrios. [06], [07]

Seja [n,k] um codigo linear sobre GF(g). Suponhamos que o
canal g-ario (fig. 4.3.1) seja empregado para a transmissao de
dados. Esta canal tem a probabilidade (1-¢) de receber o digito
corretamente, e probabilidade( € (g-1)) de receber o digito tro-

cado.

Entrada ‘ Saida

Figura 4.3.1 - Canal g-irio simétrico.

Definigéo 4.3.1 - Seja [n, k] um cdédigo linear sobre GF(q).

Seja x um vetor de comprimento n sobre GF(q), tendo peso de Ham-
ming w = wt(x). A probabilidade deste vetor é definida por

(4.3.1)

A
™

N
-

€ \W,. ,N-w
Plx) = (EpY01-0 0

-

Definicdo 4.3.2 - Se A, éo numero de palavras coédigo de

peso i, i = 0, 1, ..., n, entao, a probabilidade de erro nido de-

tectado &€ dada por

Pnd = i

i 3

LA a':%-)iu-e)n‘i (4.3.2)



ou seja,

) - 1] (4.3.3)

- . .n €
Pnd = (1 -E) [A(sq—1)(1°‘€)

Se Ej € o evento que a j-ésima componente de S*(x) €& nio

nula, j =1, 2, ..., qn-k, entdo

P = 1 - P(E1 U E

n
nd o U ... U Eqn_k)—(1 -6 (4.3.4)

Se wj € o peso da j-€sima linha da matriz de verificacao de—
paridade expandida, H*, entao

W.oo o N _
P(E,) = k§1(k3)(1-e»w3(§§% K@= E=(g-n ¥ (g-n*2, ...

+ =0T g-n, (4.3.5)
Mas, w. .
[4 . f k - - K
k23 G3) (1= 9" E FHa-n @0 e Lo R -
W
3 Y3, .. Wi k 1 1., k-1 1
= k§1 (k )(1'-d J[E (1— a:—,]— +(q_1? + e + (—1) (;—:—5—'}'—(—:1)].
Ws  wa ) _ u i k-1
= k;? (kj)(ﬂa-qw3s§(1-_ql1 . " ] gHe-ot ——i:ll———;
(g-1) (q—1)» (q-1) k-1
W W
4 I w5 )k 1 1 (1!
= .z, (M) sT-akr&a- . .+ —) ]
k£1 'k”’ k20 | -1 ¥ "qo1) 2 (qo1) &1
i W, V3 k g~ k 11 (kT
= Iy (L) (1+ Lz (=9 I ) £ (1= + T e b
k€1 'k | k&1 s CE A (qe1) &1
W W
-1 T IO - S ol N PRS- 8- s
T g Rk d -
Portanto,
p(E.) = =1 (q- 4&,%] ‘3.
() T "= g1 ] (4.3.6)
Portanto,
1 qn-k .
P(E, U ...UE __y) = P(E.) (4.3.7)
1 T (geng™* g

'Seja By © numero de linhas de H* de peso i, i = 0, 1, ..., n.
Entao

P

_ = (n=k)
“nd k!

n £ 1 , n
i§0B1(1 - g:T) - (1 =¢) (4.3.8).
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ou,

- {n-k) € n
Pg=4d B(1-35) - (1 - o (4.3.9)
Igualando (4.3.3) e'(4.3.9), temos
n € _ -{(n-k) _9e
Fa;endo,

= —
y = (G- (1=9 ’ obtemos

Fay) = (@D "B sy, (4.3:10)

que é a identidade de MacWilliams para c3digos lineares nio bi-

narios.

‘Exemplo 4.3.1

Seja C o cdodigo ternario [5, 3, 2] dado pela matriz geratriz.

Entao,

cC="9000000, 10012, 11020, 1010 2,
171110, 172001, 10222, 12211, 11200,
12121, 20021, 21002, 20111, 21122,
02201, 21212, 22100, 22220, 22010,
20201, 01011, 01101, 02022, 02112,
00210, 00120, 01221} .
e

ct = 00000, 22110, 12001, 01111,
12220, 21002, 10112, 20221, 0222 2}.

Portanto,

BAp =1, A =0, Ay =2, A, =14, Ay =6en, =14
e, .

B0 =1, B1 = 0, B2 = 0, B3 = 2, B4 = 6 e B5= 0.
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De (4.3.2), temos
n

n P E
Portanto,
_ 5
(1—6)
ou seja, e e
5 : S 2
(4.3.11)
E de (4.3.8), temos:
P, - 2 (1+0+0+2 (1- ER +_6(1— 3—;—)4+0)-(1ﬁ€)5
1
33 - 3:e ,4 )
- g2<1+2(1- 597+ 6(1- =-)7) - (1 e (4.3.12)

Igualando (4.3.11) e (4.3.12), temos que

(1= 8% 142 (g 2+ 14 gy ) 246 (oo ) #4 (e ) )

- Lt s 20-2500% 1 601- 251
3

Fazendo y = fof?T , temos

2(1+2y2+14y3+6y4+4y5) = (1{2y) (1+2(——X—)3¥6(%E§§)4).

1+2y

que € a igualdade de MacWilliams para este cddigo.



CONCLUSAO

O problema da decodificacdo correta é um assunto que"hé mui
to vem preocupando os estudiosos do referido. Neste trabalhb, fi
zemos um estudo sobre a distribuigdao de pesos dos cbdigos. E im-
portante saber a probabilidade de decodificagao correta, quando
uma informacao € transmitida utilizando-se um cdédigo. Para calcu
" lar isto na pratica €& necessario saber a distribuicdo de pesos
dos codigos. '

Um dos mais importantes resultados € que o enumerador de pe
sos do codigo dual, CL, de um cédigo bindrio, € unicamente deter
minado pelo enumerador de peso de C.

Este € um trabalho - tedrico e podera ser Gtil aos estudantes

interessados na teoria de decodificacao.
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