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RESUMO 

Neste trabalho nos propomos a elaborar um método que mi- 
nimize uma funçao linear sobre um conjunto compacto convexo 
V = íx e Rn/G(x) é O}flfil que todas as coordenadas do ponto de 

ótimo sejam inteiras. A idéia básica é: l) definir uma envoltó- 
ria linear convexa para V, pois assim teremos todas as restri- 
ções lineares e poderemos fazer uso do método simplex para en- 

contrar um ponto viável, isto é, um ponto pertencente a V; 2) 

determinar uma solução ótima em V, que tenha todas as coordena- 
das inteiras. Convém notar que em ambas asetmxw acima, traba- 
lhamos somente com problemas lineares e que podem, todos, serem 
resolvidos com o método simplex. 

Assim temos uma maneira de resolver uma classe de pro- 
blemas de programação inteira não linear usando adequadamente 
somente O método simplex.



ABSTRACT 

In this dissertation our proposal is to elaborate a 

method for minimizing a linear function on a convex compact set 
V = {x a Rn/G(x) á 0}, where all the coordinates of the optimal 
point are integers. The basic idea is as follows: l) To define 
a convex hull for V, because then all the restrictions are 
linear and we may use the simplex method for finding a feasible 
point, that is a point in V; 2) To determine an optimal solution 
in V where all the coordinates aro intcgcrs. Rcmcmbcr that in 

both cases we will be working only on linear programms and it 

will be possible to solve each one by the simplex method. 

Hence, we have a way of solving a large class of nonlinear 
integer programming problems adeguatly using only the simplex 
method.



-« 

' INTRODUÇÃO 

Neste trabalho aborda-se o problema: 

min f(x) 

S.a gi(x) 5 O, i = l, . ., m 

X E Zn, 

onde f e uma funçao linear e 

gi, i - l, ..., m sao funçoes convexas e difercnciavcis. 

Trata-se, portanto, de um Problema de Programação Intei- 

ra Não Linear - PPINL, cuja conceituação está no Capítulo I. 

Dadas as características do problema, sua solução pode ser ob- 

tida utilizando-se adequadamente o método simplex, o qual é a- 

presentado sucintamente no Capítulo II, juntamente com alguns 

conceitos básicos de análise matemática utilizados ao longo do 

trabalho. No Capítulo III é proposto um método que transforma 
o Problemas de Programação Inteira - PPI original numa seqüên- 

cia de Problemas de Programaçäo Linear - PPL's, o qual se cons- 

titui no núcleo central do trabalho. No Capítulo IV é apresen- 

tado o método dos planos cortantes de Gomory, utilizado para
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resolver Problemas de Programaçao Linear Inteira - PPLI s. No 

Capítulo V são apresentados alguns exemplos resolvidos pelo 
método proposto e, finalmente, no Capítulo VI, são apresentadas 
as conclusões finais a respeito do trabalho desenvolvido.
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CAPÍTULO I 

PROGRAMAÇÃO INTEIRA 

O termo "Programação Inteira", se refere ao estudo de 

problemas de programação linear para os quais os dominios de 

todas as variaveis estao restritas a serem números inteiros. 
Por exemplo, Suponha que estamos considerando um problema de 

transporte, onde as‹mEmtMk@es a serem embarcadas sao automo- 

veis, refrigeradores, soldados etc. ou um problema de produção 
onde as qumfljdadx;aserem produzidas são moradias, prõdios, a- 

viões, etc. Certamente a solução ótima para tal problema não 

pode conter valores fracionãrios. Há vários outros problemas 
de otimização que podem ser formulados com êxito como problemas 
de programação inteira. 

No caso de as restrições de integralidade recaírem so- 

mente sobre algumas das variaveis, fala-se de Programaçao Mis~ 
ta". 

A seguir, apresentamos um exemplo de um "Problema de 

Programação Inteira"(PPI):
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Exemplo l: 

MAX f(xl, X2) = 3x1 + l3x2 

S.a . 

2x1 + 9x2 40 

llxl ‹- 8x2 Zi 82 G 

xl, X2 e Z 

Aplicando o método simplex encontramos como ponto de ó- 
. 1 2 timo (9 š, 2 š) 

2x M . 

r 9X i 12 
. 2 ` 40 X/ 

\'\z 
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9' 
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f 1! 
X1 

Figura 1.1 

Graficamente: 

:I 

l + W 

Porém as coordenadas do ponto de ótimo não são inteiras 
e para o nosso problema xl, x2 c Z. 

Precisamos entao procurar um novo ponto de otimo cujas 
coordenadas sejam inteiras. 

A primeira idéia que nos surge seria arredondar a solu- 

çao ótima para (9,2) ou (lO,2) ou (lO,3) ou talvez (9,3), con- 

tudo nenhum desses pontos é viável: os três primeiros não sa- 

tisfazem a 2¢ desigualdade e os dois ultimos não satisfazem a 

lê desigualdade. Ver figura l.2.
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Graficamente:

x 2
I 
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X (ã 3) 611013) 
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| // 

.Z 7 
' O 

Figura 1.2 

Pensamos então em ser razoável tomarmos o ponto com co- 

ordenadas inteiras que esteja mais próximo do ponto de otimo e 

que seja viável, no nosso caso, o ponto (8,2). No entanto, logo 

verificamos que f(8,2) = 50 e que f(2,4) = 58 e portanto o pon- 
to (8,2) não é ponto de ótimo. Assim, observamos que o método 
SIMPLEX não nos fornece nenhuma informação proveitosa, logo 
precisamos de um método que solucione PPL1's.
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CAPÍTULO II 

2.1. §oções sobre Topologia no Espaço Euclidiano 

2.1.1. Espaço Vetorial. 

Seja n um numero natural; o Espaço Euclidiano n-dimen~ 

sional é o produto cartesiano de n fatores iguais a R: 

Rn=R›<Rx...xR. 
Os pontos do Rn são todas as n-uplas x = (xl, x2,...,xn) 

cujas coordenadas xl, x2, ..., xn são números reais. Rl = R é a 
. z _ z . 2 - reta, isto e, o conjunto dos numeros reais. R e o plano, ou 

seja, o conjunto dos pares ordenados (x, y) de números reais. 
3 _ . . . _ . . . . R e o espaço euclidiano tri-dimensional da geometria euclidia- 

na tradicional, cujos pontos sao os ternos ordenados (x, y, z). 
- z . . O . As vezes e conveniente considerar R = {O} o "espaço de dimen- 
são zero".

A 
. n . No espaço vetorial R , destaca-se a base canonica, ou 

base natural {el, ez, ..., en}, formada pelos valores el = (l, 

0, ..., o), ez = (O, l, ..., O), ..., en = (O, O, ..., l). Usa- 

remos indistintamente a notação x = (xl, ... xn) ou x = (xl,..¬ 

xn)t, que ê o vetor coluna associado a x. Assim, se A, B 1: Rn, 

AtB indica o produto matricial do transposto de A por B.
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A base canõnica do espaço euclidiano permite estabelecer 
uma bijeçao natural entre o conjunto C(Rm; Rn) das aplicaçoes 
(ou transformações) lineares A:Rm + Rn e o conjunto M(m x n)das 
matrizes reais (aij) com m linhas e n colunas. A matriz (aij) 

correspondente à transformaçao linear A é definida por:
D 

A.ej = išlaijei, (j = l, 2, ..., m) (2.l.l) 

portanto, a matriz (aij) da transformação linear A:Rm + Rn tem 

como colunas as m vetores A.ej = (alj, ..., anj)t e Rn, imagens 
(ou transformadas) por A dos vetores da base canõnica do Rm. 

Reciprocamente, dada uma matriz (aij) com m linhas e n 

colunas, as igualdades 2.1.1 definem os valores de uma aplica- 
. m n . cao linear A:R + R nos m vetores da base canonica, o que c 

suficiente para definir o valor de A em qualquer vetor x = (xl, 
L .- 

x2, ..., xn) , ja que 

Ax = xlAel + x2Ae2 + ... + xmAem. 

Cada matriz real m x n pode ser considerada como um pon- 
to do espaço euclidiano Rn'm. i 

. . . n _ _ Os funcionais lineares f:R + R representam um tipo sim- 
ples de aplicaçoes lineares. Dado o funcional linear f, sejam 

al = f(0l), ..., an = f(cn) os valores que ele assume nos vcto~ 
- , t res da base canonica, para x = (xl, X2, ..., xn) , com 

x = Éxiei, umws f(x) = Xxif(ei), ou f(x) = alxl+ ...+ anxn. No- 

tar que (a , a , ., a ) é a matriz l x n da a licaçao linear l 2 n p 
f.

_ 

Uma aplicação ¢ = Rm x Rn » Rp chama~se bilinear quando 
for linear separadamente em relaçao a cada uma das suas varia» 
veis. Portanto, temos:
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¢(x + x', y) = ¢(X, y) + ¢(x', y); 

¢(x, y+y') ==¢(x,y) +‹ó(x, y'); 

¢(ax, y) = u¢(X, y); 

¢‹×, ay) = ‹z¢‹›‹, y›,
` 

quaisquer que sejam x, x' e Rm; y, y' e Rn e a c R. Se ¢ for bi- 

linear, para x = (xl, x2, ..., xm)t e y = (yl, y2,..., yn)t, ar- 

bitrários, temos: 

¢(x, y) = ¢(2xiei, Íyjej) = 2xiyj¢(ei,ej), de modo que ¢ fica 

inteiramente determinada pelos m.n valores 

¢(ei, ej) e RP que assume nos pares ordenados de vetores 
basicos (ei, ej). Notar que ¢(x, O) = ¢(O, y) = O para quaisquer 

que sejam x e Rm, y e Rn. Vêr |09| 

2.1.2. Produto Interno¬e Norma 

Um produto interno num espaço vetorial real E é uma firção 
que faz corresponder a cada par de vetores x,y u E um número re- 

al, indicado por <x,y>, de tal modo que, para quaisquer x,x', 

y e E‹ea s R se tenham. 

a) <x, y> = <y, x> 

b) <x + x', y> = <x, y> + <x', y> 

c) <ax, y> = u<x, y> = <x, uy> 

(Í) X 9¿ Ô => <X, X> > O 

Isto quer dizer que um produto interno Õ uma função real 

simétrica, bilincar, positiva definida, E x E » R.
n n . . Dados x 6 R , definimos <x,X> z 2 Xi, escrevemos 1=l 

ÍXÍ = /¿X,X> 
, Logo,
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|x| = /xš + L.. + xi. Tem-se |x|2 = <x, x>, de modo que 

|x| = O ¢e› x = O e |x| > O <e> x # 0. O número Ixl chama-se a 

norma euclidiana do vetor x c Rn. Ver |O9|. Dados x, y E Rn, a 
4. norma de x-y, isto é lx-y| ê a distancia de x a y ou de y a x. 

2.1.3. BOlaS 

Def.: Uma bola aberta B de centro num ponto a e Rn e 

raio r > O é o conjunto dos pontos x a Rn cuja distancia aognn- 
to a é menor do que r. Ou seja: 

B(a; r) = {x e Rn; Ix - al < r }. 

Analogamente definiremos a bola fechada B[a; r] e a es- 
fera S[a; r], ambas com centro a e raio r, anotando 

B[a; r] = {x e Rn; |x - a| á r} e 

S[a, r] = {x t Rn; Íx - al = r}. Segue~se que 
B[a; r]q= B(a; r) U S[a; r]. Ver |O9| 

2.1.4. Conjunto ëimitado 

Def.: Um conjunto X C Rn diz»se limitado quando existe 
um numero real c > O tal que |x| í c para todo x c X. Isto e- 
quivale a dizer que X está contido na bola fechada de centro 
na origem e raio c.

, 

Se existir alguma bola B[a; r], de centro arbitráriofinn- 
tendo X então, para todo x s X, tem-se lx - al i r. Pondo 
Ç = r + Ia' temos então, x u X + Ixl = |x ~ a + a| ' |x ~
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- n + |a| 5 r + |a| = c, logo X e limitado. Assim um conjunto X C R 

é limitado se, e somente se, estiver contido em alguma bola 
(cujo centro não é necessariamente a origem). Ver |O9| 

-› 

Teorema 2.1.1 

Um conjunto X C Rn ê limitado se, e somente se, suasgmo- 
` " = = = ~ ` t jeçoes Xl nl(x), X2 n2(x), , Xn nn(x) sao conjun os 
limitados em R. 

2.1.5. Seqüências no Espaço Euclidiano 

Uma seqüência em Rn ê uma aplicação x:N ‹+ Rn, definida 
no conjunto N dos numeros naturais. O valor que essa aplicacao 
assume no número k ê indicado com xk e chama~se o k-ésimo termo 
da seqüencia. Usaremos as notaçoes (xk), (xk)k E N ou (xl, x2, 
..., xk, ...) para indicar a seqüência cujo k-êsimo termo ê

n XER.k 

Uma subseqüencia de (xk) e a rostriçao da seqüencia a 

um subconjunto infinito N' = {kl < k2< ...<ki <... } C N. A 
subseqüência ê indicada pelas notações (xk)k E N ou (xk )i E N.

i 

Diz-se que uma seqüência (xk) ê limitada quando o con- 
junto dos seus termos é limitado em Rn, ou seja, quando existe 
c > O, c e R/ Ixkl 5 c, VR E N. 

Uma seqüência (xk) om Rn equivale a n seqüências de .nú- 

meros reais. Com efeito, para cada k z N temos xk = (xk , xk , 

l 2 

. ., Xkn) onde xkl = wi (xk) = i-êsima coordenada de xk(i = l L 

..., n). As n seqüências (xk )k C N(i = l,..., n) são chamadas
i
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as seqüências das coordenadas de (xk). Assim, por exemplo, no 

plano R2, uma seqüência de pontos Zk = (xk, yk) é o mesmo que 

um par de se üências (x ), (y ) de números reais. q 1< k 
-â 

Seque-se imediatamente do Teorema 2.1.1 que uma seqüen- 

cia (xk) em R e limitada se, e somente se, cada uma de suas 

seqüências de coordenadas (xk )k E N(i = l, ..., n) ê limitada
i 

em R. 
. n z . . _ Diz-se que o ponto a e R e o limite de uma seqüencia de 

pontos xk e Rn quando, para todo 5 > O dado, e possível obter 

ko e N tal que k > ko + |xk - al < Ã. Neste caso, diz-se tam-
O 

bém que (xk) converge para a ou tende para a,se escreve. 

lim xk = a, ou lim xk = a, ou lim xk = a ou simplesmente 
k~+w k EN 
x + a.k 

Quando existe o limite a = lim xk, diz-se que a seqüên- 
k~+w 

cia (xk) é convergente. Caso contrário, diz-se que (xk) é di- 

vergente. 

Uma seqüência (xk) chama-se crescente quando xl < xz × 

< ... isto ê quando xk < xk+l para todo k a N. Se tivermos 

xk 5 xk+l para todo k, a seqüência é chamada não decrescente. 

Analoqamente, quando xk > xk+l para todo k c N, a se- 

qüência denomina-se decrescente e chama-se não-crescente quando 

xk E xk+l para todo k s N. 

As seqüencias crescentes, nao decrescentes, decrescentes 
e não-decrescentes são denominadas de seqüências monótonas. Ver 

I09I
A
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Teorema 2.1.2 

z . n Uma seqüencia (xk) em R converge para o ponto a = (al, 

_.. an) se, e somente se, para cada i = 1, ...,.n tem-se 
lim xk = ai, ou seja, cada coordenada de xk converge para a 
k-+w i 

coordenada correspondente de a. 

Corolário 2.1.1 

Sejam as seqüencias convergentes xk, yk c Rn e 

›~>0o ~+ -+00 
ak c R, sejam lim xk = a, lim yk = b e lim uk = u. 

k k W k 
Então: 

l) lim (Xk + yk) = a + b 
k'*W 

2) lim ak . Xk = a.a 
k-+00 

3) lim <xk, yk> = <a, b> 
k^+ w 

4›11m|I=|I k-+00 Xk a 

leorema 2.1.3 (Bolzano - Weierstrass) 

. . . Y) . . Toda seqüencia limitada em R possui uma subseqüencia 
convergente. 

Para demonstrar teorema 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 e corolário 
2.1.1 ver [O9].
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2.1.6. Ponto de Acumulaçao 

Seja X C Rn. Um ponto a e Rn chama~se ponto de acumula- 
ção do conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém 
algum ponto de X, diferente do ponto a, isto ë para todo Ç >O, 
deve existir x e X tal que O < lx ~ al < Ç. 

2.1.7. Ponto Interior 

Seja X um subconjunto do espaço euclidiano Rn. Um ponto 
a e X chama-se um ponto interior a X quando é centro de alguma 
bola aberta contida em X, ou seja, quando existe ö > O tal que 

lx ~ al < õ + x c X. O interior de X é o conjunto int X, forma~ 
do pelos pontos interiores de X. Quando x c int V, V C Rn, di- 

zemos que o conjunto V é uma vizinhança do ponto x. 

Dizer que um ponto a e X não é interior a X equivale a 

afirmar que toda bola aberta de centro a contém pontos do com- 
plementar de X, ou seja, que para todo ö > O existe yfi Rn ~ X 

com ly ~ al < 6. 

2-1~8- Ê2QÃE2Ê2_ÊÊÊ£Ê2 
. n Um conjunto X C R chama~sc aberto quando todos os seus 

pontos são interiores, isto é, quando para cada x c X existe 
6 > O tal que B(x; ö) C X. Assim, X é aberto ‹-> int X = X. 

Uma bola aberta B(a; r) C Rn é um exemplo de conjunto 
aberto.
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2.1.9. Ponto Aderente 

Um ponto a e Rn diz-se aderente a um conjunto X C Rnquan- 

do e limite de uma seqüencia de pontos desse conjunto. Por 

exemplo, todo a 6 X é aderente a X pois podemos escrever 

a = lim xk, com xk = a para todo k e N. Mas,a pode ser aderen- 
k + w 

te a X sem pertencer a X, neste caso a é necessariamente um 

ponto de acumulaçao do conjunto X. Por exemplo, se X = B(0, l)C 

C Rn é a bola aberta de centro na origem e raio l em Rn, o pon- 

to el = (1, O, O, ..., 0) não pertence a X. Mas, pondo 

xk = (l ~ l/k, 0, 0, ..., O), vemos que xk e X para todo k e N 

e lim xk = l, logo el é aderente a X. O conjunto de pontos 
k-+00 

aderentes a X chama-se fecho de X e é indicado com a notaçao X. 

2.1.10. Conjunto Fechado 

Um conjunto X C Rn chama-se fechado quando contém todos 
os seus pontos aderentes, isto é, quando X = X. 

Dizer que X C Rn é fechado significa, portanto, o se- 

uinte: se lim x = a e x e X ara todo k e N, então a e X. 9 k_+ w k k P 

Por exemplo, uma bola fechada B[a; r] é um subconjunto fechado 
do espaço Rn pois se |xk| ; r para todo k e lim xk = b então 

k-›oo 

|b| = lim |xk| Á r. Daí resulta que o fecho de todo conjunto 
k-+ w 

limitado x c R” é limitado.
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2.1.11. Conjunto Compacto 

Um conjunto K C Rncüz-&2caqmcu>qum¶b forlimitado e fe- 

chado. - 

Assim, por exemplo, sao compactos todas as esferas e bo- 
. . Il . . las fechadas do espaço euclidiano, mas o espaço R inteiro nao 

é compacto, salvo se n = 0. 

Em virtude do teorema de Bolzano-weierstrass, um conjun- 
to K C Rn é compacto, se e somente se, toda seqüência de pontos 

xk e K possui uma subseqüencia que converge para um ponto K. 

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da de- 
finiçao:

n 1) K1, K2,..., Kp compactos em R - K1 U K2 U ... U Kp 

é compacto. 

2) A intersecção de uma família de compactos KA C Rn é 

um conjunto compacto. 

3) Se K C Rm e L C Rn sao compactos entao o produto car- 
tesiano K x L C Rm+n é compacto. 

2.1.12. Fronteira 

Def. 

A fronteira de X em M compacto ë o conjunto ÕX, formado 
pelos pontos b E M tais que toda bela aberta de centro b con~ 
têm pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar M~X. 

2.1.13. Combinação Linear Conyeëa 

Def.: 
- n - Selam Pl, p2,..., pn vetores do R e ul, u2,_._, a nu_n 

meros reais.
Ê 

P = 
_2l ui pi e uma combinação linear convcxa se ui 5 O 1:

n Para i = 1, 2, . .,'n e se 2 q_ z 1, 
izi l
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2.1.14. Segmento de Reta 

Def. .

_ 

Dados A, B 
A 

Rn, o segmento de reta que une A e`B ë con- 

junto S_=' {A +.u(B-A); 0 5 u 5 1}. Notação IA, Bl- De 2.1.6 a- 
té 2.1.14 ver ]O9Í. 
Teorema 2.1.4 

Qualquer ponto situado no segmento de reta que liga dois 
. n ~ _ pontos contidos em R pode ser expresso como uma combinaçao 11- 

near convexa desses dois pontos! 

Dem.: 
Sejam Al e A2 dois pontos (vetores) pertencentes a Rn. 

Consideraése a figura abaixo onde A3 é um ponto qualquer entre
A 

I < f 
` ÍI 

1 

~~. z 
I 

\ f

¬ 

e A . V 1 2
_

\ \ \ \ \ \ \ 

`

\ \ \ >
›> i

I I I / I
> 

LU 

\ _\ \

\ \ \ \ \ \ \\ \ \

\ \ \
\ \ \ J I Í Í 

J/ W N) 

" Z `/̀
»É 

' Para algum O á a sl tem-se por construçao, 

‹×(Al - A2) = A3 - A2 

A3 = aAl + (1 - a)A2 _ 

Como cada coeficiente de A3 = qAl f (1 - a) A2 e maior-ou 
igual a zero, e a soma deles igual a l, entao A3 e uma combina- 
çao linear convexa de Al e A2. 

-I 

A recíproca desse teorema é verdadeira, isto é, qualquer
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ponto que for expresso como uma combinação linear convexa de Al 
e A2 fica contido no segmento de reta que os une. Ver |O2| 

v¬ 

2.1.15. Qonjunto Convexo 

Def.: 

Um conjunto de pontos M C Rm chama~se Convexo, se toda 
combinação linear convexa de qualquer par de pontos pl e M e 

p2 c M também pertencer a M isto é, para todo À a[O, l], e para 
todo pl, pz e M, 'Ãpl + (l ~ Ã) p2g e M. Ver |O8| 

Exemplos: 

V 
z .. P2 

P2 
p , 

\ 

pl 
P1 

Convexo Não convexo Convexo Não convexo 
Figura 2.2. Figura 2.3 Figura 2.4 Figura 2.5
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2.1.16. Funçao Contínua . 

Uma função f:XGIP%Rêšcontínua no ponto a c X quando, pa- 
ra todo E > O dado arbitrariamente, pudermos achar ö > O tal 
que x E X e lx - al < ô implique |f(x) ~ f(a)| < 5. 

Uma função f:X + R é contínua em X se for contínua em 
todos os pontos de X.

~ 2.1.17. Êunçao Convexa 

Def.: 

Uma função f:M + R é convexa sobre um conjunto convexo 
nao vazio M se para todo par do pontos pl, pz E M e todo 
À â[0, 11, f[Àp1 + (1 - À)p2] z; Àf(pl) + (1 - À)f(p2). 

Lema 2.1.1 

Se f(x) for uma funçao convexa sobre um conjunto T entao 
para todo k E R, Tk = {x:f(x) 5 k, x c T} será um conjunto con- 
vexo. 

Dem.: 
Se Tk for vazio ou unitário o lcma é trivial. Se pl e pz 

forem dois pontos diferentes em Tk e À E |O,1|, então Àpl +^ (l " À)p2 H Tk 

2 Àk + (1 - À)k = k 10gO [Ap] + (1 - À) pz] t Tk
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Lema 2.1.2 

Se fl,..., fn forem funções convexas sobre um conjunto
n 

convexo T, então f(x) = Í fi(x) será uma função convexa em T. 
i=l 

Dem.: 
Sejam pl e pz dois pontos em T, então, se À eIO,l[ 

I`l1 

fupl + (1 »- À›p21 z 
išl flnpl 

+ (1 _ mp2] 
m In 

ê É [Àfi(pl) + (1 - À) f(p2)] = À É fi(p1) + 
i=l i=l ` 

' 

fm 
+ (l - À) É fi(p2) = Àf(pl) + (l -- À) f(p2). 

i=l 

Teorema 2.1.5 

Sejam S um conjunto convexo fechado em Rn e y M S. Então 
existe um único ponto š E S que ' minimiza f. Outros- 
sim š é ponto de mínimo se e somente se (x - §)t (E ~ y) L O pa 
ra todo x e S. 

Ver demonstração em [O2] 

O teorema é ilustrado na figura abaixo. 

Note que o ângulo entre x - É e É - y para qualquer pon- 
to x e S é menor ou igual que 900 e então (x - §)t (Í - y) ë O.

z
zÍÍ Y f' 

, S
z

«

1 ía1rr 

Figura 2.6
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2.2. Hiperplano em Rn 

Def.: 

Um hiperplano H em Rn ë uma coleção de pontos da forma 
{x 5 Rnzptx = a}, onde p ê um vetor não nulo em Rn e d ë um es- 

calar. O vetor p ë chamado de vetor normal do hiperplano. Um hi- 

perplano H define dois semi-espaços fechados H+ = {xz:Rn:p%<z d}e 
e H- = {x 6 Rnzptx 3 d} e dois semi-espaços abertos xeRn:pLx>a} 
e {x e Rnzptx <‹xL Ver IOZI 

Observe que se x e Rm, então x e H+ ou x c H- ou xcH+nH_. 

Também um hiperplano H e o correspondente semi-espaço podem ser 
escritos em relação a um ponto É E H. Se É E H, então ptx = u, 

e então todo x 6 H deve satisfazer ptx - ptš = a - d = O, isto 

ë, pt(x - É) = O. Conseqüentemente H+ = {x e Rn:pt(x - Ê) ¿ O} e 
H- = {x 5 Rn:pt(x - Ê) 5 0}. A figura 2.7 a seguir mostra um hi- 

perplano H passando por x e tendo um vetor normal p. 

.§~. . 

Il 

l 

II 

X \; / \\ 

Figura 2.7
\ 0
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2.2.1. Hiperplano Separador 

Def.: 

Sejam Sl, S2 conjuntos não vazios em Rn,` Um hiperplano 
H = {x E Rn:ptx = a} ê dito separador de Sl e S2 se ptx z u pa- 

ra cada x e Sl e ptx í a para cada x E S2. Se Sl U S2 ¢ H,en- 

tão H ê dito uma separação prõpria de Sl e S2. Um hiperplano H 

ê dito estritamente separador de Sl e S2 se ptx > a para todo 
x 6 Sl'e ptx < d para todo x E S2. Um hiperplano H ë dito for- 
temente separador de Sl e S2 se ptx ¿ a + E para todo x e Sl e 

ptx 5 a para todo x E S2 onde 5 ë um escalar positivo. As fi- 

guras a seguir, mostram tipos de separações. Ver ÂOZI 

ll H
1 *Q 

3@P@fflÇ50 ImPr0PfÍa Separação Propria 

Figura 2.8 Figura 2,9 

Separação Estrita Separação Forte 

Figura 2.10 Figura 2.11
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Note que dados um conjunto fechado convexo S C Rn, nao 
vazio e um ponto y ¢ S, temos: 

a) Existe um hiperplano que separa estritamente S e y. 

b) Existe um hiperplano que separa fortemente S e y. 

c) Existe um vetor p tal que pty > Sup {ptx;X 5 5}_ 

d) Existe um vetor p tal que pty < inf {ptx:x e S). 

2.2.2. Hiperplano Suporte 

Def.: 

Seja S um conjunto nao vazio em Rn, e seja x e 85.. Um 

hiPerPlan0 H = {X E Rn=pt(X - Ê) = O} é chamado um hiperplano 
suporte de S em x se ptš = inf {ptx; x a S}; caso contrário 
ptx = Sup {ptx; x e S}. Ver |O2| 

As figuras 2.12, 2.13, 2.l4 e 2.15 a seguir mostram ti- 

pos de hiperplanos suporte. Elas ilustram os casos de um único 

hiperplano suporte em um ponto de fronteira, um número infinito 

de hiperplanos suporte em um ponto de fronteira, um hiperplano 

que suporta o conjunto em mais que um ponto e finalmente um hi- 

perplano suporte impróprio que contêm o conjunto todo.
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S 
› S

X 

Figura 2.12 Figura 2,13

S

i 

« Figura 2.15 
š¡ _ 

Figura 2 .14 X2 

Teorema 2.2.1 

. . . n Sejamfšum conjunto convexo fechado nao vazlo em R e 

y ¢ S. Então existem umvetor p não nulo e um escalar u tal que 
pty > u e pLx'; u para cada x u S. 

Dem.: 

O conjunto S é um conjunto convexo fechado nao vazio e 

y ¢ S. Então pelo teorema 2.1.5 existe um único ponto 
š E S tal que (x - §)t (y - Ê) Ã O para cada x u S.
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Note que 

|y-›“<|2=‹y-›2›t‹y-š›=yt‹y-›2›-?<*?‹y-§›. 
_ -§t(y - Ê) Á -xt(y - É) para qualquer x E S. Então 2.1 

implica que pt(y - X) 2 |_y - § |2 para cada x e S, onde 

p = y - Ê š O isto mostra que pty 5 ptx + 
I y - š |2 para cada 

x E S. q.e.d. 

2.3. Matriz 

2.3.l. matriz Base 

SeUmamatriZA(mX1'1)míl'1Í£m1'1colunas Ai (i = l, 2,...,n) 
e tem m colunas Ajl, Aj2,..., Ajm que sao linearmente indepen- 
dentes, então a matriz quadrada B = [Ajl, ..., Ajm], de ordem 
m, e uma base em A. 

Exemplo: 

4 O l 3 O 

A = 2 l O ~2 O 

6 O O 6 l 
T 4 4* 

Ajl Ajz Aj3 

O O l 

O l O 

então a matriz B = l O O é uma base em A. 

Se existir uma matriz base para a matriz A, cntão o sis- 
tema de equações lineares Ax = b tem uma solução x para qual~ 

- I" V |o8| quer b pertencente a R . ef
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2.3.2. Soluçao Básica 

Seja A(m X n) uma matriz com base [Ajl, Aj2, ..., Ajm]pa 
ra qualquer b 6 Rm, a soluçao básica de Ax ~ b,» correspondente 
ä base B, é achada resolvendo A. x. + A. A. + ... + A. x. zb 31 31 32 32 um Jm 
para xjl, xjz, ..., xjm e fazendo-se os restantes xj = 0. 

Se B = Ajl, Ajz, ..., Ajm é uma base de A e xji (i = L 
~ 4 ` . , 2, ..., m) sao as variaveis correspondentes as colunas Aji ki 

= 1,2, ..., m), então xji (i = l, 2, ..., m) são as variáveis 
básicas e todas as outras restantes variáveis xj são chamadas 
variáveis não básicas. Ver \08| 

2.3.3. Qonjunto das Soluções Viáveis 

A região hachuariada da Figura 2.l6 que ê determinadaçe- 
las restrições do modelo abaixo, ê denominada conjunto das so- 

luções viáveis Ver |O5| 

Exemplo: 

Zxl + 9x2 g 40 

llxl ~ 8x2 ; 82 

xl, X2 š O 

K2 
5 É A 
4 /QQ 

gt)
/ 

,\'\“f' '\

` 
. `
2 

“ X7 "` 9X B 2 40 

D s" S* se S ' *fat 'fg T - ~~ I› X, 
Figura 2.16 

_

7 9
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2.3.4. Conjunto das Soluçoes Básicas Viáveis 

São os vértices do conjunto de soluções viáveis. Na Fi- 

gura 2.16, portanto, os pontos A, B, C e D. _ 

2.3.5. Combinaqao Linear Convexa Legítima 
Def.: 

Sejam X , X , ..., X vetores do Rn e d ,..., d numeros kl 2 k l k 
reais. x = Z aixi e uma Combinaçao Linear Convexa Legítima 

i=l k 
se di > O para i = l,..., k e se Z ai = l. Ver |O5| 

i=l 

2.3.6. Vêrtice 
Def.: 

Um ponto x, de um conjunto convexo M, denomina-se vérti- 
ce (ou ponto extremo) de M, quando ele náo pode ser obtido como 
Combinaçao Linear Convexa Legitima de nenhum par de pontos dis 

tintos de M. Ver [O5[ 

2.3.7. Solução Qtima ou Ponto de Ótimo 

E a melhor das soluções viáveis, isto é, aquela que mi- 

nimiza (ou maximiza) a funçao objetivo, a qual ê definida a se- 
guir. Ver |O5| 

2.3.8. Fungáo Objetivo 

O objetivo da programação linear e não linear consiste 
na maximizaçao(ou minimizaçao)de uma funçao, e essa funçao ê 

denominada função objetivo.
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2.4. Programacao Linear 

2.4.1. Éorma Padrão de um PPL para UtiliÊarW9_Algoritmo 
Simglex 

Sejam I = {l, 2, 3, ..., m} 

J = {l, 2, 3, ..., n} 

min Z = É cÊj.xj 
jeJ ' 

S.a 
E ai..x. = bi, bi š O i e I 

jEJ 3 J 

xj š 0, j e J 

onde as m componentes de x correspondentes aos vetores base, 
denominam-se VARIÁVEIS BÁSICAS (VB). As demais (n-m) componen~ 
tes são VARIÁVEIS NÃO BÁSICAS (vma). Ver 108] 

2.4.2. Método Simolex 

É um procedimento algébrico e iterativo, que fornece a 

solução exata de um PPL em um número finito de iterações e ê 

capaz de indicar se o problema tem solução ilimitada, se não
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tem soluçao ou se possui infinitas soluçoes. 

Estas características do simplex permitem sua codifica~ 
ção em programas extremamente rápidos e eficientes. 

O método simplex para dar início precisa conhecer uma 
solução básica viável (vertice), verifica se essa solução ini- 
cial é ótima, se for, então 0 processo está encerrado e esse 
"vertice" ê solução ótima. 

Se a solução básica apresentada não for ótima então o 

método simplex faz com que a nossa nova solução básica viável 
seja o vértice adjacente que mais aumente o valor da função ob- 
jetivo, Note que no exemplo abaixo é o ponto (2,0). 

Agora tudo o que foi feito para o ponto inicial sera fei 
to para este novo ponto no caso (2,0) e assim sucessivamente. 

Exemplo: 

Max f(x) = Sxl + 3x2 

S.a 3xl + 5x2 É 15 

5x1 + 2x2 É 10 

xl , X2 â O
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Graficamente:

X 
Q`

2 
, A

X 

9§ 
2 6

5 
WI

a 

Solução básica 
viável inicial 
óbvia 

Zê solução básica_viável 

_ 

' 'Í i f 

/' 2 5 '° ”1 
3¬>‹ 
J f b 

×.)_,X. 

2 à 15 

Figura 2.18 
Observe que o sistema possui uma solução básica viável 

õbvia que ê o ponto cujas coordenadas são xl = O, xç = O VNB 
e x2 = 15, x4 = 10 VB (veja tableau 2.4.1) 

Tableau 2.4.1 

xi *32 X3 X4 

X3 3 5 l 

X4 5 2 O 

O 15 

1 lO 

-5 -3 O O 
Í

O 

Quando todas as restri ões forz d `
N 

ç em o tipo É e os bi nao 
negativos como ê o n ¬` ' osso caso, sempre se tera uma solucao basi- Í _ 

ca viavel obvia



Agora vamos ver um exemplo fazendo algebricamente todas 
as passagens que o simplex faz. Nao vamos nos preocupar com o 

embasamento teõrico pois existe uma vasta bibliografia a res- 
vs× peito. Ver [O5J, @6], ÍO7J, |Q8J. 

Exemplo: ` 

Max f(xl, X2) = 3Xl + l3x2 

S.a 

2x1 + 9x2 É 40 

11×l ~ 8x2 ; 82 

xl , X2 š O 

Graficamente: 

lo

x 
` 2 

Reduzindo ã forma padrão do simplex acrescentamos as va- 
riáveis de folga x3 e x4 e multiplicarmos a funçao objetivo por 
-l assim: 

1 l 

Min f(xl, x2) = 3x1 + l3x2



S.a 
2x1 + 9x2 + x3 = 40 

llxl - 8x2 + X4 = 82
N 

> O xl, x2,x3, X4 = 

Tableau Inicial 2.4.2
+ 

Xl X2 X3 X4 

+-X- 2 9 l O 40J 

X4 ll -8 O l 82 

-3 -13 o 0 0 
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Como Cl = -3 e C2 = -13 são números negativos, não pode- 
mos garantir que a soluçao cujas coordenadas sao xl 
VNB e x3 = 40, X4 = 82 VB, seja solução õtima. 

pois 
Então colocaremos X2 na base canônica já que 9 

O,x2 = O 

é o pivô 

Coluna Pivô + min {Ci} = min {-3, -l3} = -13 
i/Ci <O 

z ¬ 

Pivô a.. * min {~Êi} = min {-í9} = -ig 
ij + al] 9 9 iE k 

Observe tableau inicial 2.4.2. 

Já que x, precisa entrar na base canônica o método sim- 2 I 

plex fará isso trabalhando com operações elementares sobre li- 

nhas atê que todos os coeficientes da coluna Pivô sejam zeros, 
exceto o coeficiente Pivô que deverá ser a unidade. Assim tere- 
IUOSZ
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X1 X2 

Tableau 2.4.3 

Ê3 
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X2 2/9 l 

+-X4 ll5/9 
l/9 

O 8/9 

vâ 

40/9 

lO6l/9 

-l/9 O 13/9 520/9 

e assim encontramos a nova soluçao básica que ê o ponto xl = O, 

X3 = O VNB e x2 = 40/9, x4 = igái VB conforme tableau 2.4.3. 

Mas como Cl = -5» e um numero negativo, entao novamente -l _ _ ~ 

não podemos garantir que essa nova solução básica seja ótima. 

Entao colocaL$@~a xl na base ja que -š- e o pivo e e lo- 

gico sairã da base X4. E assim o simplex consegue uma nova so- 

~ - - 115 - - - - 

~ » . - 1 2 luçao basica que e o ponto xl = 9š, x2 = Zš VB e x3 = O, X4 = 

VNB, veja tableau 2.4.4. 

Como Cl = 0, C2 = O, C3 = 4- 
mero não negativos então podemos garantir que o ponto xl = 

Tableau 2.4.4 

X1 X2 X3 X4

O

l 

1 __l_ 
1035

8 O ll5 

~2 
ll5 

__2_ 
115

2 
25 

91
5

O O 167 
ll5 

167 

__l_ 
115 

582
5 

1 l ~ 
115 , C4 ~ ÍÍÊ sao todos nu- 

KD Lfi)-' 

xz = 2% VB e X3 = O, X4 = O VNB ë solução Õtima, e min f(xl 

_ _ 4 X2) "

O

~

I
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Graficamente:

X 2 
VwA 

5 soluçao Ótima› 

' 

N 2;» of' 5 / 
' g 

_ .__ __ P _x 
7 8 1 

Figura 2.20 

2.4.3. Algoritmo Dual do Simplex 

Associado a um PPL, existe um outro PPL o qual chamamos 
de Dual, de modo que ao par de problemas podem ser atribuídas 
várias características e propriedades notáveis; basta por exem- 
plo dizer, que atravês da solução ótima de um dos problemas,po~ 
demos encontrar a solução Õtima do outro, e que, no caso de 

~ , , ~
_ ambos possuírem soluçoes otimas, o valor otimo da funçao objc 

tivo para ambos ë o mesmo. 

A aplicação de dual do simplex ê particularmente impor- 
~ , tante nos problemas de_pÕs-otimizaçao, isto e, quando altera 

mos os parâmetros de um dado PPL. Também não vamos nos prolon- 
gar muito nesse assunto pois o mesmo já possui uma bibliografia 
bastante vasta. Ver por exemplo O5 , 07 , O8 .
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2.4.4. Teorema da Convergência Computacional 

Seja G(x) uma função contínua convexa, definida sobre o 
. .- . 

A 

. . n conjunto convexo poliedrico compacto n dimensional S = {x 2 R / 

Ax z b} onde A ê uma matriz m x n, x é um vetor coluna de va- 

riãvel n x l e b é um vetor coluna m x l. 

Suponha que em todo ponto t em S existe um hiperplano 
suporte, y = p(x, t), para O conjunto definido por G(x) É O com 
a propriedade que, para alguma constante k finita, |Vp(x, t)|;k 
para todo x E S. Suponha que o vetor gradiente ë um vetor fila. 

. t . - . Sejac x uma forma linear, onde c e um vetor linha n x l 

e 
I 

c 
I 

< w. 

Seja V - b<€Rp/Gbd ;()} nao Vazio e V C S. 

Podemos expor formalmente o problema de programacao con- 

vexa como segue: 

Calcule um vetor Ç tal que f = cg = min {c%q& E V). 

Desde que V ê compacto, o mínimo existe e ê finito. 

Agora deduzimos um algoritmo para resolver este proble- 
ma. 

Seja t um ponto arbitrãrio em S - V, um hiperplano supor- 
te para o gráfico de G(x). Neste ponto pode ser escrito na forma 
p(x, t) = G(t) + VG(t)(x -t) = y, onde G(x) ê diferencial 
e y = p(x, t) ê simplesmente o hiperplano tangente para o gráfi- 
co de G(x) em x = t. 

Note que desde que G(x) ê convexo, p(x, t) ; G(x) para 
todo x e S. Assim se x está em V, G(x) ; O de modo que p(x, t)íO. 

Por outro lado, desde que t não está em V, p(t, t) = G(t)> 
> O. Assim,o conjunto V e o ponto t estão em lados opostos do hi-
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perplano p(x, t) = O. 

Agora observe que se temos uma seqüência {Sk} de conjun- 
tos convexos com a propriedade que Sk C Sk_l e fk = min { ctx/ 
x E Sk} , entao fk è fk_l. _ 

Guardando este fato em mente, seja SO = S e seja to um 
ponto em S0 que minimiza ctx. 

Suponha que to está em S0 - V porque se não to é uma so- 
lução para o problema. 

Além disso seja Sl = S0 H {x/p(x, to) É O}. t0 não está 
em Sl mas V C Sl. Podemos entao achar um ponto tl diferente de 

. . . t 
to que minimize c xe fl š fo. 

De modo geral, seja Sk = Sk_l n {x/p(x, tk_l) É O} e se- 

ja tk o ponto que minimiza ogcem Sk. Neste caminho obtemos se- 

qüências {tk} e {fk} e desejamos conhecer se {tk} contém uma 
subseqüência que converge para um ponto Ç, em V. Se há tal sub- 
se üência conver indo, então se ue-se do método de com utacão g P , 

que a seqüência monõtona crescente {fk} Converge para f e ê a 

desejada solução õtima. Ver O4



-- 

CAPÍTULO III 

3.1. Método do Plano Cortante de Kelley 

A seguir propomos um método para resolver problemas con- 

vexos. O método é um aperfeiçoamento de um estudo do método de 

CHEBYSHEV O4, para aproximação de funções. Seguindo a mesma li- 
nha CHENEY O4 e GOLDSTEIN O4 chegaram independentemente ao mes- 

mo método, cuja idéia básica envolvida pode ser creditada a 

Remez O4. 

A forma do problema de programaçao convexa segundo a 

qual procederemos é para minimizar uma função linear sobre um 

conjunto compacto V. 

O algoritmo desenvolvido para resolver este problema en- 
volve uma seqüência de programas lineares. 

Se V for somente fechado, então podemos restringir a in- 

vestigação para um subconjunto convcxo compacto de V, o qual 
contém o ponto de mínimo. 

V é suposto como compacto com restriçoes reais, onde 

o problema tem um mínimo finito.
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A principal razão para sucesso nesta área é que com fun- 
ções convexas, todo mínimo local é mínimo global. 

Vamos apresentar o método do plano cortante primeiramen- 
.~ 

te por um exemplo. 

Exemplo l: 

min f(x) = xl - X2 

s.a G‹×> = sxä ~ zxl X2 + xâ - 1 ; o 

É fácil ver que o limite da região na qual queremos mi- 
nimizar f ê uma elipse cujo raio maior é 1,3 e o menor ê 0,54, 
pois fazemos uma rotação de eixos na equação 3x -2x x l l 2 2 

. _2 _2 
~ X1 X2 obtendo a equaçao zz~~ + ~ = l 1 Ver Ílo 

l/(2- /Í) l/(2+ /Í) 

2 2 
-6- X __1: 

Logo o nosso problema possui como restriçoes um conjun- 
to convexo. 

Nos termos da notaçao do teorema da convergencia compu- 
tacional escrevemos: » 

v = ‹í×/‹.:‹›‹› ; 0) 

SO = {(xl, x2)/ - 2 Ê xl, X2 É 2} 

p‹×, tk› = G‹tk) + vG‹tk› (xl - tJ(k),×2 - t2(k>› 

vG(tk› = ‹õtl(k) - 2t2(k),- 2tl(k) + 2t2(k)› 

--‹1<›__ ‹1‹› fk " 
L1. tz. 

Inicialmente resolvemos o PPL.



min f(x) = xl - X2 
S.a 

_2< xl É 2 

-2 É X2 É 2 
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A soluçao deste problema pode 
com fo = ~4. 

Portanto fixamos to = (-2, 2) 

G(tO) = 23 

VG(tO) = (-16, 8) 

p(x, to) = -l6xi + 8x2 ~ 25 

Logo a'nova restriçao a ser 
near inicial ê -lõxl + 8x2 ~ 25 5 

, . ,, _/ fz/,¿, /,/z / 
1-2 

ser encontrada em x = b2,2) 

e obtemos: 

5 O 

acrescentada ao problema li-

O .
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Agora vamos resolver o seguinte PPL 

torna-se SO n {x/p(x, to) Ê 

min f(x) = xl - X2 

S.a 

~ l6xl + 8x2 
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A solução para este PPL ê achada em x = (-0 56250 2)com 

1 
= -2.5625. 

Portanto fixarfimrä tl =(~O 5» O 2) e obtemos 

G(tl) = 6,l9922 

VG(tl) = (-7,37500; 5,125 ) 

p(X, tj): -7,37500xl + 5 l2500› - 8 1922 

Logo a nova restrição a ser acrescentada ao problema é 

-7,37500xl + 5,l25OOx2 - 8 l9°2 : 

S2 torna~se Sl Q {x/p(x, = 

Agora resolvemos o seguinte PPL 

min f(x) = xl ~ x2 

S.a 
...ZS 

-l6x + 8x

X l 

X¬ 
Z. 

l 2 

~7,37500xl + 5,l2500x 2 

S

S

/\ 

fi 

2

2 

25 

8,1922
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Figura 3.3 

Agora continuarse~ã como anteriormente, os resultados 

de alguns passos são dados a seguir. 

t2 = (O,27807; 2 

G‹t2) = 2,119õe 

AG(t2) (~2,33l58, 

p(x,t2) -2,33l57xl 

p(x,t3) -4,85328xl 

p(x,t4) -2L639l2xl 

p(X,t5) = -0,4lOOlXl 

p(x,t6) = -l,38932xl 

,0O)

3

+

+ 

+ 

+.

+ 

,44386) 

3,44386x2-4,ll968 
2,73462xí'3,43063 
2,42678x2 - 2,47795 

2,ll685X2 - 2,48442 

2,O72O4x2~2,l3l6O



Exemplo 2: 

min f(x) = xl ~
2

‹

X 

s.a G‹×› = 17×¿, -12x, X2 + axš - ao ; 0- 

De maneira análoga ao exemplo anterior obtemos a equação 

ii âš __ + __ = 1 
16 4 

V = X E R”/G(×) 

t __; k ‹tfk>, t;k)›

<

4 

P(×, tk) = G(tk) + 

_ (k) _ VG(tk) - (34tl 

M (k) _ fk " tu 2 
t<k› 

O

< = xl, X2 í 4 

(k) (k G(t ) (X ~ t , X - 
k l l 2 2 

(k) ¬ (k))
2 lztšk), - lztl + let 

Inicialmente resolvemos o PPL 

min f(x) = xl ~ x2 

S.a -4 

-4

<

í 

5 4 

(4 

A solução ê encontrada em x = (-4, 4) 

com fo = ~8 

Portanto úz 

to z (_ 4, 4) 

G(tO) = 5l2 

VG(tO) = (-184, ll2) 

p‹×, to) = -1õ4xl + 112×2 - 672
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I 

Logo a nova restrição é ~l84x, +ll2x2 ~ 672 í O 
Í

- 

, Então vamos resolver o seguinte PPL. 

min f(x) = xl - X2 “ 
é 

`_. 

S.a -4 á xl á 4

f
\ 

~. 
“4 É/ X2 4 

u

. 

-l84xl + ll2x2 É 672 I 

Agora continuar-se-ã de modo análogo, e para tal faremos 

um programa que solucione o nosso problema, assim, com o sim- 
`í 

plex, (subrotina RVSA) encontrar~se-ã o ponto de ótimo para o 

PPL inicial, agora o nosso programa principal encontrará a nova
M 

restrição, acrescentando-a ao PPL inicial, para então chamarsub-
z 

rotina RSVA tantas vezes quantas forem necessárias para encon~ 

trar um ponto pertencente a Vu Como precisamos acrescentar res- 

trições ao PPL original, dimensionar-se-ã a matriz A com 40 li» 

_ nhas e 2 colunas para o nosso exemplo. Como saida terflse-ão im- 

pressas os dados de entrada a nova restrição, no caso 
- l84xl + ll2x2 5 672, o ponto de õtimo para o PPL inicial(-4,4) 

e a G(x) para x = (-4, 4),-imprimirã novamente os dados iniciais 

com a nova restrição crescentada e posteriormente, só impri~ u. HH Q! 

mirã as restrições, os pontos de õtimos e a G(x).para x õtimo, a 

seguir dar~se-ä com mais detalhe entrada e saída.` 

No método do plano cortante de Keley o programa principal 

tem como parâmetros: 

a) ENTRADA 
A = matriz dos coeficientes das restrições dada no FORMAT 

.‹2F 10.5); ‹

i 

RS = vetor dos termos independentes das restriçoes, dado no

v 

'"““”*W~fiJ‹á-n›%flwé.1ä'=¿m&¡»ms~w¢«W*-~"*~-*»~~›~»-«~‹-~-».»›z»..wu«.«z»›z.‹,»»-‹-‹›~--. _. V..............,.......,..»......_ ...‹.. . .___ __ _____›, __* _ _
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FORMAT (4 F 11.6); 

ZF==vetor dos coeficientes da função objetivo, dado no FORMAT 

(2 F 8,4) 

M = número de variáveis do problema original; 
4 4 , ,

~ 
N _ numero maximo de restriçoes do problema original; 

Ml= número de variáveis quaisquer do problema original; 

Nl= número de restrições de desigualdade do problema original; 

4 ~ NLINH - numero de restriçoes que formam a envoltõria linear 

convexa da região viável do problema original, que não ê 

linear; 

Glll = função que representa o conjunto de restrições não li- 

near; 
AUXILl - funçao que representa a derivada de G(x) em relaçao xl; 

AUXIL2 = função que representa a derivada de G(x) em relação x2; 

AUXIL3 = função que representa p(x,t) que ë o hiperplano su- 

porte para o gráfico de G(x).' 

b) SAIDA 
Glll - valor da funçao Glll dada como ENTRADA; 

A(NLINH, l) = valor do 19 coeficiente da última restrição a- 

crescentada ao`problema inicial; . 

A(NLINH, 2) = valor do 29 coeficiente da última restrição a- 

crescentada ao problema inicial; 

RS(NLINH) = valor do termo independente da ultima restrição; 

X(l) = valor da lê variável, ao final do programa; 

X(2) = valor da 2? variável, ao final do programa; 

NLINH = número total de restrições do problema final. 

Além destes, ainda os parâmetros IREINV, IPRINT, IERR, 

INPUT, EPI, que sao de uso interno da subrotina RVSA, utilizada 

para o método simplex.
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E assim encontramos como ponto de õtimo xl = -0,49493 e 

x2 = 2,7299? o qual pertence a V. Como podemos observar, 
~ ~ 

aS 
suas coordenadas nao sao inteiras mas nós precisamos que o se-

~ jam, Entao necessitar~mrã de um método que encontre o ponto de 
õtimo cujas coordenadas sejam todas inteiras. Tal método apre- 
sentar-&?é.no Capítulo IV. 

-,,_ '.,.,,,,,..,_. -.- _ -- __..

I
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CAPITULO Iv 

MÉTODO DE GOMORY 

4.1. Algoritmo Fracionário de_Gomori 

Foi um primeiro método que surgiu para solucionar PPLI's, 
o qual foi publicado em 1958. 

A idéia do algoritmo fracionário de Gomory é procurar 
uma envoltõria convexa linear dos pontos inteiros viáveis do 
PPLI. Executam-se cortes no conjunto viável sem deixar de fora 
nenhum ponto inteiro que lhe pertença, até que ao resolvermos 
o PPL com o novo conjunto viável, tenhamos para soluçao um vêr- 
tice, cujas coordenadas sejam todas inteiras. 

Tal método consta do seguinte: 

Resolvemos o PPL original, ignorado as restriçoes de in- 

tegralidade. Se esta soluçao possuir todas as coordenadas in- 

teiras, ela será uma solução ótima para o PPLI. Caso contrá-
\ rio, geramos uma nova restriçao para ser acrescentada ao pro- 

blema. 

Esta restrição terá duas propriedades fundamentais:
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a) A solução õtima não inteira para o PPL não satisfarã 
esta restrição. 

b) Todas as soluções viáveis inteiras para o problema
¬ 

original satisfarao a nova restriçao. 

Teorema 4.1 "O corte de Gomory" 

A = [bi] ~ É [aij¶xj não elimina nenhuma solução intei-
J 

ra viável. 

É§orem§_4.2 "Cada restriçoes" (corte de Gomory) 

Adicionada ao quadro do simplex pode ser expressa sob 

forma de restrição linear com coeficientes inteiros em função 
f ‹-z , das variaveis nao basicas do tableau inicial do simplex. 

Dem.: 

Teoremas 4.1 e 4.2 ver O7 . 

Vamos apresentar o algoritmo fracionário de GOMORY, pri~ 

meiramente com um exemplo. 

Seja o PPLI 

min f(x], x2) = xl ~ 3x2 

S.a 

xl - x2 É 2 

2xl4~4x2 É 15 

xl, xz Ê O e xl, X2 6 Z 

Adicionando variáveis de folga x3 e x4 restritas a assu~ 

mirem só valores inteiros obtemos o PPL associado.



min f(xl, x2) = xl -
2 

S.a 

2x + 
1 2 4 

X-L"X2+X3= 
4x +‹x = 

X1' X2' X3' X4 

Inicialmente entao, resolvemos o problema acima ignoran- 
do as restrições de integralidade. 

2 ¬ 

15 

Tableau Inicial 4.l.l 

X1 X2 X3 X4 

> O; xl, X2, X3, x4 E Z 

X3 1 1 1 O 2 

-X4 2 4 O 1 15

1 4 O O O 

Usando o algoritmo simplex obtemos o 

Tableau Final 4.1.2 

X1 X2 X3 X4 

X3 

X2 

m 3/2 

1/2 

O 1 

1 O 

1/4 

l/4 

23/4 

15/4 

restrições a valores inteiros ê obtido em xl = O, xü = -¡~ , 

X = x~ : 
3 4 ' 4 

5/2 

O. 

O O 

Assim o valor mínimo da fun.ão ob etivo, i norando 
, 1 Q 

3/4 
I' 

45/4
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Graficamente: 
..._____ 

›~ 

X2
A 

1 15 
¡0` (o¡T)
/ 

.‹'
.

z 

ll/ 
' \^// 

f / , ,

z 

l/ // 

/,/ // 
_/ z' 

J. 

l 
' 

, 

///› / × / l./.'“‹ AÍ _ ›X /2 1 

Figura 4.l 

Já que este ponto possui coordenadas não inteiras, pre- 

cisamos gerar uma nova restrição que ampute do conjunto viável 
~ , ~ anterior a soluçao otima nao inteira, no caso (O, 15/4). 

Para isso o algaritmo fracionário de GOMORY, poderia11a- 
balhar com qualquer uma das restrições do tableau final do sim~ 

plex, que tenha um termo constante não inteiro. No entanto, na 

prática obtemos a solução mais rapidamente trabalhando com a~ 

quela restrição cujo bi possuir parte fracionãria maior. 

No nosso caso elas são iguais. 

Entao vamos escolher a primeira restriçao ou seja 

3x x .Ml ,_ X 4. ...Â z _?_.â 
2 3 4 4 

Separando todas as constantes em partes inteiras e fra~ 

cionärias temos:
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(1 + %¡)xl + 1x3 + %x4 = 5 + É 

Logo 
X X . 1 4 3 ~ _ _

~ 

É + Z ` E ' 5 X1 X3 

Já que queremos soluções inteiras, o membro direito des- 

sa equaçao deve ser inteiro, digamos x5. 

Assim 

X X 
ši + E5 ` Ê Z X5' X5 E Z 

Como xl, X4 š O e xl, X4, x5z:Z enúk›x5šO.Uxp axmsmúqãv 
gerwkiqwasexä mflnsaafixfia ao problema anterior do tableau 4.1.2.

é 

x x 
íl + ZÉ _ ã 

= X5, X5 š O e inteiro. 

Assim temos o PPLI 
U1 U) 

bb 
KI 

min f(xl, x4) = -E X] + zX4 ” *_- 

S.a
z 

3 1 w 23 
íxi + X3 + EX4 ” “E” 

1 1 _ 15 ãxl + X2 + ZX4 ~ »z~ 

l\( +l'.X -X 2'1 4 4 5 4
_ 

xl, x2, x3, X4, x5 š O, xl, xz, X3, X4, X5 E Z 

Agora procedemos como antes, resolvendo o corresoonden- 

te PPL. Para fazer isto já que simplesmente adicionamos uma 

restriçao a um problema resolvido, podemos usar o ALGORITMO



DUAL SIMPLEX, uma vez que se trata de um problema de pos-oti- 

mização. (Ver O5 , p.2l7~223) 

Depois de multiplicar a nova restriçao por (-1) obtemos 

o tableau inicial 4.1.3. 

Tableau Inicial 4.1.3

v X1 X2 X3 *4 X5 

X3 3/2 

x2~ 1/2 

x5. -1/2 

O 1 

1 O 

O O - 

l/4 

1/4 

1/4

O

O

1 

23/4 

15/4 

~3/4 

1 5/2 

Usando o algoritmo dual simplex obtemos o tableau final 
4.1.4. 

O O 3/4 

Tableau Final

O 

4.1.4 

xl X2 x3 X4 x5 

45/4 

X3: 1 O 1
1

I 

X2 O 1 O 

- X4 -2 O O 

O

O

1

1 

1

4

5

3

3 

O ponto solução aqui tem todas as coordenadas inteiras e 
A. 

1 O O O 3
.

9 

portanto temos a soluçao õtima para o PPLI original. 

Assim, o valor minimo da funçao objetivo é -9 que é b~ 

tido no ponto xl = O, xz = 3, X3 = 5, x4 = 3 e x5 = 0.
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Geometricamente, aconteceu o seguinte: 

Os pontos viáveis para o sistema de restrições original 

são os pontos do conjunto de soluções viáveis que possuem coor- 

denadas inteiras, conforme figura abaixo. 

A X2

K r 

~,// - 
z×“/ 

_/ /` 
_ 

Í / . 

0! -/ I / V

- Z /O 
Í

ó 
///<//Q/" 

J /<;// O 

\_\ 

\`\T\\\ 
\\\\

O 

\ 
\\d .Zu / 

.Z 
-~¬9 " ‹c - f -z -Eb 

ä 

2 Xl 
Figura 4.2

¬ Agora a nova restriçao pode ser expressa como 

X X l 4 3 T+? 1120 

Do tableau final do simplex no gual obtivemos a primeira 
soluçao otima nao inteira temos a restriçao 

šxl + x2 + %x4 = ~%â logo X4 = 15 - Zxl - 4x2. Usando 

x4 = 15 - Zxl - 4x? a desigualdade acima reduz-se a 

2x1 + (15 - 2x1 ~ 4x2) > 3 ou X2 < 3. 

Esta nova restrição ê equivalente a uma desigualdade que 
amputa do conjunto viável original a solução Õtima de coordena~ 

_ ~ 
. . 15 ~ 

. . _
~ das nao inteiras (O, E-), mas nao exclui de consideraçao nenhum 

ponto de coordenadas inteiras que seja viável, conforme podemos 

observar na Figura 4.3.



56

x 2
A 

Q, 

/~

ñ 

//i; ,T 

Figura 4.3 

Agora vamos descrever com detalhe como estas novas res- 

triçoes sao geradas. 

Suponhamos que depois de resolvido o PPL associado, a 

variável básica da i-ésima linha do final do tableau possua va- 
lor não inteiro. Então, precisamos acrescentar uma nova restri- 

çao. 

Suponha que essa i-êsima restrição seja 

š 
aij xj = bi 

Vamos denotar por m o maior inteiro contido em m ou se- 

ja, o maior inteiro menor ou igual a m. 

Exemplos: 

fz) [2%-] 2 

b) [`51=s 
c) [-4% É 

= -5 

Agora vamos definir a parte fracionäria de um numero m 
`| por m - [mJ.



Exemplos: 
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, _ , , 
l _ l _ l 

a) a parte fracionaria de 2% e 2% ” f2§ 1- 2§ ' 2 _ í 

b) a parte fracionäria de 5 é 5 - [5]= 5~- 5 = O 

. z . 1 - 
c) a parte fracionaria de -43 e 

Observe que a parte fracionâria de um número é sempre 

l-__l_=_l__ -il .--Ã -45 [ 43] 43 ‹ 5) _ 43 + 5 W
3 

nao negativa e menor que 1. 

Agora vamos denotar por fij a parte fracionäria de aij e 

por fi a parte fracionâria de bi, assim: 

f. 

a I fij 2 aij “Í ijl 

= b. ~[ b.j 
1. l 1. 

Já que a i~êsima restriçao 

escrevê-la como 2(f.. V
. 

Logo 
š 

fij xj ~ fi = Lbi] 

+ La .])x 
j 

1] 1] 1

é 
2 aij Xj 1
3 

fi + [bi]. 

= b. podemos re- 

š 
[aijj xj <4.1› 

Note que todos os termos constantes do lado direito de 

(4.l) sao inteiros. Logo, para qualquer soluçao inteira do sis~ 
tema de restriçoes original, o lado esquerdo de (4.l) deve ser 
inteiro. 

Além disso, desde que todas as coordenadas são não nega- 

tivas e fi ê menor que l, o lado esquerdo de (4.l) deve ser 

maior ou igual a zero. Assim, temos a nova restrição 

f.. x. -
É 

f. > E 1] 3 1 = O, e inteiro (4.2)
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Desenvolvemos (4.2) de modo que todas as soluções intei- 
ras viáveis para o problema original satisfarão esta nova res- 

trição e que pelo acréscimo desta restrição ainda temos um PPLI. 
-¬ 

-~- .- .- .. ~ Além disso, a soluçao otima basica viavel nao inteira de 
tableau final do PPL correspondente não satisfarä esta restri- 

ção. 

Escolhemos i tal que bi nao seja um inteiro, e assim 
(f. > O). A ora as únicas variáveis x. ue oodem a arecer em l 9 

3
1 

~ 4 ~ d (4.2) sao variaveis nao basicas do tableau final. Os coeficien-
~ tes das variáveis básicas sao O ou l, e assim temos a parte 

fracionãria zero. 
f . 

. 
. ~ No exemplo, as variaveis da restriçao acrescentada eram 

xl e X4 e as variáveis não básicas do tableau final eram solu- 

ção do problema original. 

Por isso a correspondente solução básica viável com 
xj = O para todas as variáveis nao básicas xj nao satisfaz (4.2) 

Portanto, temos que continuar o mesmo procedimento até que to- 

das as coordenadas da solução viável encontrada sejam inteiras.



CAPÍTULO V

O Neste Capítulo apresentar-se~ao os exemplos dados no 
Capítulo III resolvidos; com a condição de as coordenadas serem 
inteiras e para tal, acrescentamos ao programa do Capítulo III 
as subrotinas "RESTRI" e "INTE“ que fazem com que o ponto de 

Õtimo possua todas as suas coordenadas inteiras como vimos no 
Capítulo IV. Os dados de entrada serão os mesmos vistos no Ca" 
pítulo III, e como saída deixamos de imprimir a matriz A, por 
ocupar muito espaço, já que tivemos que dimensionä-la com 40 

linhas e 30 colunas. 

O programa principal para o método de Gomory tem como 
parâmetros de: 

â) ENTRADA: 
A = matriz dos coeficientes das restrições dada no FORMAT 

(2FlO.5); 
RS = vetor dos termos independentes das restriçoes, dado no 

FORMAT (4F11. 6); 

ZF = vetor dos coeficientes da funçao objetiva dado no 
FORMAT (2F8.4);



NLINH = 

M -_: 

N : 

Ml = 

Nl = 

Glll = 

AUXILl.= 

AUXIL2 = 

AUXIL3 = 

b) SAÍDA 
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número de restrições que formam a envoltõria linear 
convexa da regiao viável do problema original; 
número de variáveis do problema original; 

›~. 

número máximo de restriçoes do problema original; 
número variáveis quaisquer do problema original; 
número de restriçoes de desigualdade do problema ori- 
ginal; 
funçao que 
linear; 
função que 
função que 
funçao que 
porte para 

representa o conjunto de restriçoes nao 

representa a derivada de G(x) em relaçao xl; 
representa a derivada de G(x) em relaçao xz; 

p(x,t) que ê o hiperplano su-
Ó 

o gráfico de G(x), 
representa 

Exatamente os mesmos parâmetros que os da SAÍDA do metodo 
de Kelley. 

Este programa chama ainda as subrotinas INTE e RESTRI,des- 
critas a s 

INT 

eguir. 

E (RS, N, II, IB, NLINI-1, B3, B2) 

Objetivo: Selecionar a restrição que tem o termo independente com 
a maior parte fracionäria. 

Os parâmetros sao: 

a) ENTRADA 
RS = vetor dos termos independentes das restrições; 
N = número máximo de restrições do problema original; 
NLINH = número de restrições que formam a envoltõria linear 

convexa da regiao viável do problema original.
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b) SAÍDA: 

II = índice da restrição com o termo independente de maior 
parte fracionãria.

_ 

Os parâmetros IB, B2 e B3 são de uso interno da subroti- 
na e representam: “ 

IB = parte inteira do termo de maior parte fracionãria; 
B3 = parte fracionãria do termo de maior parte fracionâria; 
B2 = o mesmo que B3. 

RESTRI (II, M, A, N, B3, NLINH, RS, IA). 

Objetivo: Construir a nova restrição a ser acrescentada ao PPL.
O 

Os parâmetros são: 

a) ENTRADA: 

II = índice da restriçao com o termo independente de maior 
parte fracionãria; 

M = número de variáveis do PPL antes de ser acrescentada a 

nova restrição; 
A = matriz dos coeficientes antes de ser acrescentada as 

restriçoes; 
N = número mãximo de linhas da matriz A; 
B3 = parte fracionãria do termo de maior parte fracionãria; 
NLINH = número de restrições antes de ser acrescentada as 

restriçoes. 

b) SAÍDA: 
M = número de variáveis do PPL apõs ser acrescentada as 

restriçoes; 
A = matriz dos coeficientes após ser acrescentadas as res- 

trições;
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NLINH = número de restrições após ser acrescentada as 

restrições; 
RS = vetor dos termos independente das restrições após 

v. 

ser acrescentada as restriçoes; 
IA = vetor de uso interno da subrotina.
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CAPÍTULO VI

~ CONCLUSOES FINAIS 

E de fácil implementação o trabalho aparesentado já que
~ o mesmo utiliza basicamente o método simplex para resoluçao de 

seus problemas. O mesmo poderia ser estendido como assunto para 
estudos mais avançados, o estudo sobre conjuntos convexos, mas 

não compactos como por exemplo Parábolas, Hipërboles, etc. Ou- 

tro assunto que também poderia merecer atenção ê o caso de con- 
junto não convexo. Por exemplo, uma envoltõria linear convexa 
juntamente com o método de Branch and Bound seria um caminho 
bastante viável para solucionã-lo.
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