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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy em R"™ para trés
equagoes com dissipacao fracionaria, a saber: equacdo da onda, sistema
de ondas elésticas e equagao de placas. Provamos existéncia e unicidade
de solugoes através da teoria de semigrupos. Utilizando o método da
energia no espaco de Fourier com adequados multiplicadores, encontra-
mos taxas explicitas de decaimento para a energia e para a solucao de
cada um dos problemas. Para o estudo do comportamento assintotico

de solugoes utilizamos ideias de Tkehata-Natsume [I3].
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Abstract

In this work, we study the Cauchy problem in R™ for three equati-
ons with fractional damping, namely: the wave equation, the system of
elastic waves and plates equation. We prove the existence and unique-
ness of the solutions through the semigroups theory. Using the energy
method in the Fourier space with adequate multipliers, we found ex-
plicit decay rates for energy and for solving each of the problems. To
study the asymptotic behavior of solutions we use ideas from Ikehata-

Natsume [I3].
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é investigar propriedades as-
sintoticas de equagoes de evolugao em R™ com dissipacdo fracionaria
usando o método da energia no espago de Fourier. Esse método foi in-
troduzido por Umeda-Kawashima-Shizuta [30], Ide-Haramoto-Kawashi-
ma [I2] e Dharmawardane-Rivera-Kawashima [9]. Mais especificamente,
queremos obter taxas explicitas de decaimento para a energia total e a
norma L? da solucdo de trés modelos lineares: equacdo da onda, sis-
tema de ondas elasticas e equacdo de placas. A seguir daremos uma

breve descricao dos modelos que serao estudados neste trabalho.

1. Equagao da onda em R™:
uy(t, ) — Au(t, z) + A%uy(t,x) =0, (t,x) € (0,+00) x R

u(0,2) = uo(z), w(0,2) =u1(z), xe€R"

onde os dados iniciais satisfazem ug € H'(R"), u; € L?(R").



2. Sistema de ondas eldsticas em R":

up(t,2) — a?Au(t,z) — (b — a®)Vdivu(t,z) + A%u(t,z) = 0,

para (t,z) € (0,+00) x R, com dados iniciais

u(0,z) = uo(z), w(0,2) =ui(x), ze€R"

tais que ug € (HY(R™))", uy € (L?(R™))". Os coeficientes a > 0 e
b > 0 satisfazem b? > a? > 0 e estdo relacionados com os coeficientes
de Lamé )\ e p da teoria de elasticidade linear do seguinte modo:
b2=X+2u e a®> = p.

No problema acima u = (u!,u?,...,u™) é uma funcio vetorial
com n componentes e representa o deslocamento da onda no ponto
x e no instante de tempo t. Assim, Au significa (Aul,---, Au"),

uge = (ugy, - ,ull) e V e div sdo os operadores gradiente e divergente

usuais, respectivamente.

3. FEquagao de placas em R™:

uge (t, ) + A2u(t, ) + Aaut(t, x) =0,

para (t,z) € (0,+00) x R, com dados iniciais

u(0,2) = o), ui(0,2) = wi(z), xR



satisfazendo ug € H*(R"), u; € L*(R™).
O termo dissipativo A%u; que aparece nas trés equagoes acima sera
especificado a seguir. Denotando por F a transformada de Fourier

usual, definimos, para os Problemas 1 e 3, o operador

A% HP(R") ¢ L2(R") — L*(R™) (0<60<1)

A%v(z) = FHEP°F)(©)(z), ve H*RY), zeR"

O operador A? é um operador nao-negativo e auto-adjunto em L2.
E para o Problema 2, consideramos A? : (H*?(R™))" C (L?(R"))" —
(L>(R"))» (0 < 6 < 1) de forma que, em cada coordenada

ie{l,2,---,n}, temos para v = (vl,--. ) € Hze(Rn)

A%i(z) = FH(E[P F(0:) () ().

Notamos que quando # = 0 o termo dissipativo é u; que repre-
senta uma dissipagao friccional no sistema. Quando 6 = 1, o termo
dissipativo ¢ dado por —Awu; representando um forte amortecimento
no sistema.

O Problema 1 tem sido estudado por varios autores. Para o caso
6 = 0 podemos citar Chill-Haraux [7] ¢ Radu-Todorova-Yordanov [27].
Para o caso 6 € (0,1) ndo ha muitos resultados, principalmente quando

se trata de dominios nao-limitados. Ja para o caso § = 1, podemos



citar Tkehata [I4] e Shibata [28]. Em [I5], Karch estudou a autosimi-
laridade assintotica em tempo grande de solugoes para caso semilinear
do Problema 1 com 60 € (0,1/2).

Menzala-Ferreira [23] e Menzala-Luz [24] estudaram propriedades
assintoticas para o sistema de ondas elasticas acoplado com ondas ele-
tromagnéticas em dominio exterior com um potencial constante do tipo
dissipativo. Charao-Ikehata [6] estudaram o sistema de ondas elasticas
em um dominio exterior, com dissipagao localizada perto do infinito.
Mas, para provar o decaimento polinomial das solugoes, eles impuseram
uma hipotese extra sobre os coeficientes de Lamé do sistema: b? < 4a2.
Além disso, Kapitonov [I6] e Chardo [5] estudaram taxas de decai-
mento para a energia local relativa ao sistema linear de ondas elasticas
nao-dissipativo tridimensional.

Por outro lado, em relacao as equagoes de placas semilineares, Luz-
Charao [20] e Sugitani-Kawashima [29] encontraram varias estimativas
de decaimento de solugdes que incluem a energia total. Em [19], Liu-
Kawashima estudaram a seguinte equagao de placas semilinear com

termo de memoria:

ugr + A%u+u+ g* Au= f(u).

Eles provaram a existéncia global e estimativas de decaimento de solu-

¢oes usando o método da energia no espaco de Fourier e o teorema da



contragdo. Uma situagao mais geral foi considerada por Liu [I8], que
estudou a equagao de placas acima com efeitos de inércia rotacional e
um termo semilinear que inclui derivadas da fungao u.

Os resultados apresentados para o Problema 1 foram obtidos por
Tkehata-Natsume (2012) [13] usando o método da energia no espago
de Fourier. Neste trabalho descrevemos com detalhes os resultados
encontrados em [I3] e utilizamos o mesmo método para os dois outros
problemas: Sistema de ondas elasticas e equagao de placas.

As taxas que obtemos para o Problema 2 ainda n&o tinham sido
calculadas na bibliografia e portanto sdo resultados novos, embora se
trate de uma generalizagao do Problema 1. De fato, basta observar
que se considerarmos o problema em (H!(R™))" x (L*(R"™))" e os co-
eficientes a,b > 0 tais que a = b = 1, entao o Problema 2 se resume a
um problema do tipo 1 para uma equagao vetorial de ondas nao aco-
plada. Também as taxas que obtemos neste trabalho para o Problema 3
sdo resultados novos, que foram calculadas baseadas no mesmo método
utilizado para os primeiros dois problemas.

Para encontrar taxas de decaimento para os Problemas 1 e 2, foi
necessario realizar estimativas no espaco de Fourier separando em dois
casos: 6 € (0, %] el e [%, 1]. Para o Problema 3, a equagao de placas,
isso nao foi necessério devido a estrutura nao hiperbdlica dessa equagao.

As estimativas sdo obtidas para a regido de alta frequéncia (|{| > 1)

e baixa frequéncia (|| < 1) separadamente. Na regido de alta frequén-



cia provamos que a energia total e a norma L? da solucdo no espaco de
Fourier decaem exponencialmente, enquanto que na baixa frequéncia
elas decaem polinomialmente.

Dividimos este trabalho em quatro capitulos. No Capitulo 1 apre-
sentamos algumas defini¢oes e resultados basicos para este trabalho
sobre teoria de Distribuigoes, Espagos de Sobolev, Transformada de
Fourier, Semigrupos e alguns teoremas de Anélise que sdo tteis neste
trabalho. No Capitulo 2 estudamos o Problema 1 sobre a equacao
da onda em R™ com dissipagao fracionéria. Usamos a teoria de semi-
grupos para provar a existéncia e unicidade de solugoes para o caso
0<60<1/2. Ocaso1/2 < 6 <1 émais dificil e ndo sera tratado neste
trabalho, mas citamos como referéncia o trabalho de Carvalho-Cholewa
[3]. Utilizamos o método da energia no espago de Fourier para encon-
trarmos taxas de decaimento para a energia e a norma L? da solucio.
No Capitulo 3 fazemos o estudo do Problema 2 sobre o sistema de on-
das elasticas em R™ com dissipacao fracionaria. Como no Capitulo 2,
h& uma segdo para a prova da existéncia e unicidade de solugoes (caso
0 < 0 < 1/2) e uma se¢do onde apresentamos as taxas de decaimento
que foram obtidas junto com a demonstragao das mesmas. Finalmente,
estudamos o Problema 3 no Capitulo 4. Neste capitulo também prova-
mos a existéncia e unicidade de solugoes via teoria de semigrupos, nesse
caso, para todo 0 < 6 < 1, e também usamos o método da energia no

espago de Fourier para encontrar taxas de decaimento.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢cbes e resultados
que serao utilizados no decorrer deste trabalho. As demonstracoes sao
omitidas por se tratarem de resultados conhecidos, mas citamos refe-
réncias onde tais resultados, junto com suas demonstracoes, podem ser
encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo 2 representard um subconjunto

aberto do espago R™, que eventualmente podera ser todo R”.

1.1 Notagoes e Primeiros Conceitos

1. K indica o corpo R ou C.

2. la| = a1 + a2 + -+, para a = (a1, - ,a,) € N* neN.



dlely
3. Dou=——% o= (g, ,ay) € N".
Y Ozt ... 0z @ (o o)

4. Se

fiQCR" SR

é diferenciavel, entdo o gradiente de f, que serd denotado por Vf, é

definido como o vetor do R™ dado por

_(9f of
v (220

¢ um campo vetorial de classe C*, definimos o divergente de F(x),

denotado por div(F), como

Ry
le(F)—V-F—; o,

onde V é o operador definido como V = i7 i7 ey i .
Ox1 Oxa 0xy,

6. O laplaciano de uma func¢o f é definido como
div(Vf) *V~Vf*i 827f
N N P Ox?

e é denotado por Af.



Identidades uteis

Se f, g sao funcdes escalares de classe C'!, ¢ é uma constante real
e F e G sdo campos vetoriais também de classe C!, entdo as seguintes

relagbes podem ser facilmente comprovadas.
1. V(f+9)=Vf+Vyg
2. V(ef) =cVf
3. V(fg) = fVg+gVf
4. div(F 4+ Q) = div(F) + div(G)
5. div(fF) = fdiv(F)+ Vf - F
O ponto - indica o produto interno usual em R™.

Proposigao 1.1 Seja u = u(t,z) com t € RY e x € R™, uma fun-
¢do vetorial com n componentes. Se u € uma fungdo de classe C? as

sequintes identidades sao verdadeiras:

a) div(u: Vu) = (u- Au) + |[Vul?;

1d
b) div(us : Vu) = (ug - Au) + §%|VU|2;

c) div(u divu) = (divu)? + (u - Vdivu);

d) div(u; divu) = (divu)? + (ug - Vdivau),

4
dt

N

onde w: Vv => 1" (u'Vv'), para u e v quaisquer.

10



Demonstracao.
Sejam u,v : RT x R" — R” fungdes de classe C? tais que u(t,z) =

(ut(t,z),...,u"(t,x)) e v(t,z) = (v1(t,),...,v"(¢,x)). Entdo
div(v : Vu) = div Z (v'Vu')
i=1
= Z div(v'Vu')
i=1
= Z div(v'ul, - v'ul, )
i=1

& 0 i 9 i
—; (E)xl(v uxl)—l—----I-aixn(v u$))

n

(W (Ul + Ul ) VL Ul A0kl )
1

K2

(V' Au’ + (Vo' - Vu'))

I

=1

= (v-Au) + Z (Vo' - Vaub).

Considerando v = u na igualdade acima tem-se que

div(u : Vu) = (u - Au) + Z (V' - Vu') = (u- Au) + |Vul?.
i=1
Por outro lado, tomando v = u; tem-se
div(ug : Vu) = (ug - Au) + Z (Vi - V'),
i=1

ou ainda,

11



div(ug : Vu) = (ug - Au) —|—Z 2dt|v u'|?

A - 2
= (w- ) + 5 T IVul?

As duas tltimas igualdades provam os itens a) e b) do lema.

Para demonstrar os itens c) e d) vamos usar a identidade
div(Ff) = fdiv(F) + (F - Vf),

onde f é uma fungao escalar e F' é uma funcgao vetorial.

Considerando f = divu e F' = u temos

div(u divu) = (divu)? + (u - Vdivu)

e se considerarmos f = divu e F' = u; temos

div(us divu) = divudivu + (u - Vdivau)

1
5%(d1v u)? + (ug - Vdivu).

Assim, a proposicao esta demonstrada.

12



1.2 Distribuigoes

Neste trabalho as integrais realizadas sobre 2 s@o no sentido de
Lebesgue, assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Como referéncia para as se¢oes 1.2 e 1.3 citamos Evans [10] e Medeiros-
Rivera [21], [22].

Seja u : Q — K uma funcdo mensuravel e seja (K;);cr a familia de
todos os subconjuntos abertos K; de (2 tais que u = 0 quase sempre
em K;. Considera-se o subconjunto aberto K = U K;. Entao

el

u=0 quase sempre em K.

Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de
supp (u) = Q/K.
Definigao 1.1 Representamos por C§°(2) o conjunto das fungdes
u: Q—K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte
€ um congunto compacto de Q. Os elementos de C5°(2) sao chamados

de funcoes testes.

13



Naturalmente, C§°(€2) é um espago vetorial sobre K com as opera-
¢oOes usuais de soma de fungoes e de multiplicagao por escalar.
Nogao de convergéncia em C§°(12)

Definicao 1.2 Sejam {¢ }ren uma sequéncia em C§°(Q2) e € C§°(Q).

Dizemos que oy, — @ se:
i) 3 K C Q, K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;

ii) Para cada o € N", D%p(x) — D%p(x) uniformemente em x €

Q.

Definigao 1.3 O espago vetorial C§°(€2) com a nogao de convergéncia
definida acima é denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungoes

testes.

Definigao 1.4 Uma distribuicao sobre Q2 é um funcional linear defi-
nido em D(Q) e continuo em relagdo a nogao de convergéncia definida

em D(2). O conjunto de todas as distribui¢des sobre Q) é denotado por

D'(9).

Desse modo,

D(Q) = {T:D(Q) - K; T & linear e continuo}.

Observamos que D’ (©) é um espago vetorial sobre K.

14



Se T € D'(Q) e ¢ € D() denotaremos por (T, @) o valor de T

aplicado no elemento .

Nogao de convergéncia em D'(Q)

Defini¢do 1.5 Dizemos que Ty — T em D' () se

<Tka §0> - <T’ 90>7 VQD € D(Q)

1.3 Espacgos LP()

Definigao 1.6 Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Indi-
camos por LP(Q) o conjunto das fungdes mensurdveis f : Q — K tais

que || f|lr ) < 0o onde:

1/p
lfllmz):(/Q If(:c)l”dfv) . sel<p<oo

[fllz=@) = supess,eq |f(z)|
= inf{C € RT / med{z € Q / |f(z)| > C} =0}
= inf{C>0: |f(x)]<C quase sempre em Q}.
Observagao 1.1 As fungées || - |[Lr(q) : LP(Q) = RY, 1 < p < oo,

$ao0 normas.

15



Na verdade LP()) deve ser entendido como um conjunto de classes
de fungoes onde duas fungoes estao na mesma classe se elas sao iguais
quase sempre em ().

Os espagos LP(Q) , 1 < p < oo , sdo espagos de Banach, sendo
L?(Q2) um espago de Hilbert com o produto interno usual da integral.

Além disso, para 1 < p < oo, LP(Q) é reflexivo.
Teorema 1.1 C§°(Q) € denso em LP(2), 1 <p < +oo.

Teorema 1.2 (Interpolacdo dos espagos LP(Q))) Sejam 1 < p <
g < oo. Se feLP(Q)NLIQ) entido f € L™(Q) para todo r € [p,q].

Além disso,

£z @) < IFIE0 ) I1F 1 za ey

1 1 1
com « € [0,1] tal que — = a—+ (1 — a)—.
r p q

Espacos L] ()

Definigao 1.7 Sejam Q um aberto do espago R™ e 1 < p < co. Indi-

camos por LY () o conjunto das funcoes mensurdveis f : Q — R tais

loc

que fxx € LP(Q), para todo K compacto de 2, onde xx € a fungdo

caracteristica de K.

Observagao 1.2 L (Q) ¢ chamado o espago das fungdes localmente

integraveis.

Para u € L, () consideremos o funcional T' = T, : D(Q2) — K

16



definido por

<Tv 90> = <Tm <P> = /S2 U(JJ) (,0(33) dx.

E facil verificar que T define uma distribuicdo sobre €.

Lema 1.1 (Du Bois Reymond) Seja u € L}, (Q). Entdo T, =0 se

loc

e somente se u = 0 quase sempre em 2.

A aplicacao

¢ linear, continua e injetiva (devido ao Lema ). Em decorréncia
disso ¢ comum identificar a distribuigao T}, com a fungao u € L}, ().
Nesse sentido tem-se que L}, (Q) € D (). Como LP(Q) C L}, (Q)

temos que toda func¢ao de LP(Q)) define uma distribuigao sobre €2, isto

é, toda funcao de LP(Q2) pode ser vista como uma distribuicao.

Definigao 1.8 Sejam T € D/(Q) e a € N*. A derivada de ordem o

de T, denotada por DT, é definida por
(DT, ) = (=1)\*I(T, D), para toda o € D(RQ).

Com esta defini¢do tem-se que se u € C*(Q) entdo DT, = Tpay,
para todo |a| < k, onde Dy indica a derivada classica de u. E, se

T € D'(Q) entdo D*T € D' (Q) para todo a € N".
17



1.4 Espaco de Schwartz e Distribuicoes Tem-
peradas
Para esta secao citamos Medeiros-Rivera [21], [22]
Defini¢ao 1.9 Uma fun¢do p € C°(R™) é dita rapidamente decres-

cente no infinito quando para cada k € N tem-se

pr(p) = max sup (1+ [z]*)*|Dp(z)| < oo,
la|<k zeRrn

onde o € N", o que € equivalente a dizer

lim P(z)D%(x) =0,

|z]— o0
para todo polinémio P de n varidveis reais e o € N™,

Consideremos S(R™) o espago vetorial de todas as fungdes rapida-
mente decrescentes no infinito. Sobre esse espago, temos o seguinte

sistema de seminormas:

pr(p) = max sup (14 |z|*)¥|D%()|.
ask zeRn

Nogao de convergéncia em S(R")

Uma sequéncia {¢ptneny € S(R™) converge para ¢ em S(R™) se

pr(vn — @) converge para zero em K, para todo k € N.
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Proposicao 1.2 O espagco D(R™) € denso em S(R™).
Proposig¢ao 1.3 Tem-se que S(R™) C LP(R™), para todo 1 < p < 0.

Definicao 1.10 Considere S(R™) com a nogao de convergéncia defi-
nida acima. Se T : S(R™) — K ¢ linear e continua, diz-se que T é uma

distribuicao temperada.

O espago vetorial de todas as distribuigoes temperadas com a con-

vergéncia pontual sera representado por S’(R™).

1.5 Transformada de Fourier

Os conceitos e resultados desta se¢ao podem ser encontrados em

Adams [1I], Dautray-Lions [8] e Evans [10].

Definigao 1.11 Seja ¢ € L*(R™), definimos sua transformada de Fou-

rier como sendo a func¢ao Fy definida no R™ por

(Fo)e) = Gy | e S ele)ae

Observagao 1.3 Também denotaremos a transformada de Fourier de

uma fung¢do @ por @.

Proposigao 1.4 Para u € L*(R"), existe C > 0 tal que

lallZ < CllullZ:-
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Observagao 1.4 A aplicacio F dada por (Fg)(z) = (Fo)(—z),Va €
R™, € denominada transformada de Fourier inversa de @. Além disso,

Fop= ]?@ onde P denota o complexo conjugado de .

Como S(R™) C L'(R™), entdo Fi e Fy estdo bem definidas para
p € S(R™). Além disso, ambas s@o rapidamente decrescentes do infi-

nito.

Proposigao 1.5 As aplicagoes

F:SR") - S[R") e F:SR") — SR")

sdo isomorfismos continuos e F~1 = F.
Proposic¢ao 1.6 Para todo ¢, € S(R™), temos
a) F(D%p) = il*lz®Fp,  Va e N*;
b) D*(Fp) = F(—il*lz®p), Va e N".

Definigao 1.12 Seja T uma distribuicao temperada. Definimos sua

transformada de Fourier da sequinte forma

(FT,¢) = (T, Fyp), Ve eSR"),

(FT, ) = (T, Fp), YeeSRM.

Observagao 1.5 Da continuidade da transformada de Fourier em S(R™),

temos que FT e FT sio distribuicoes temperadas.
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Proposigao 1.7 As aplicagoes
F:S8'R") = SR e F:8R")—SRY

sdo isomorfismos continuos e F~! = F.

Para ¢ € L*(R") definimos ¢ = ¢xp,(0), k¥ € N, onde xp, (o) ¢
a funcdo caracteristica do conjunto {z € R™; |z| < k}. Assim, Fy, €

dada por

1 ,
(Fo@) = o [ @, Vo e R
(2m)"/2 Jigi< ’

E possivel provar que Fyy, € L?(R™) e que {Fy, hren € uma sequén-
cia de Cauchy em L?(R"). Como este espaco ¢ de Hilbert, esta sequén-
cia tem um limite, que denotamos por Fy. Ainda observa-se que F¢
e a transformada de Fourier de ¢ (vista como distribui¢do temperada)

coincidem. Assim fica definida a transformada de Fourier no espaco

L2(R™).

Teorema 1.3 (Teorema de Plancherel) As aplicagies
F:L*(R") = L*(R") e F:L*R") — L*R")
sa@o isomorfismos de espacos de Hilbert tais que

<‘/—:§0afw>[/2 = <%¢>L2 = <ﬁ¢7f¢>L2
21



para todo par ¢, € L*(R™).

Corolario 1.1 Se ¢ € L2(R"), entao ||¢|| = ||F||-

Exemplos

L. F(Ap)(x) = —|z[PF(o)(x):

Da Proposig&o F(D%p) = il*lz® Fip, logo para cada j = 1,2, ...

tem-se

F (?") (1) = 222 F(0)(2) = —22F () (x).

Assim, pela linearidade da transformada de Fourier temos que

F(Ap)(z) = ]-'(v Oy ) Z]—"(ax>

= > (@ —|al*F (o) ().

j=1
2. F(A%p)(x) = [z|*F(p)(2):

Usando o Exemplo 1, temos

F(A2%0)(x) = F(A(Ap))(@) = —[a]*F(Ap)(x)

—[a?|(= [P F () (x)) = |2[*F (o) (@).

3. F(Vp)(z) =izF(p)(x):
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Também usando que F(Dyp) = il*lx® Fp, temos

F (3@> (2) = iz; F()(z), Vi=1,2,....n.

3mj
Com isso,
5 F(55) @
FVe)a) = F (@) = '

o F(82) @

iz1 F(p)(2)

= = izF(p)(z)
iznF(p)(x)

1.6 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secao podem ser encontrados em

Adams [1]], Brezis [4], Kesavan [I7] e Medeiros-Rivera [21], [22].

Definigao 1.13 Sejam m € N e 1l < p < oo. Indicaremos por
W™P(Q) o conjunto de todas as fungoes u de LP(Q)) tais que para
todo |a] < m, D%u pertence a LP(QY), sendo D*u a derivada distribu-
cional de u. W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev de ordem m

relativo ao espago LP(S).

Resumidamente,
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WmP(Q) = {u € LP(Q) tal que D%u € LP(f2) para todo |a] < m}.

Norma em W™?()

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1/p
lalloy = | 3 1D%ul? 0
la<m
1/p
- [ X [1ow@ri)
laf<m 7€

com p € [1,00), e

lullmoe = D 1D ullLoe (),

lal<m

com p = 0o, define uma norma sobre W™P?(Q).

Observagoes:

1. (WmP(Q), || - |lm,p) € um espaco de Banach.

2. Quando p = 2, o espago de Sobolev W™2((Q) torna-se um espaco

de Hilbert com produto interno dado por

(U V)2 = Z (D%u, D*)12(q) u,v € W™2(Q).

la|<m
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3. Denota-se W™2(Q) por H™().
4. H™(Q) é reflexivo e separavel.

5. A norma usual em H?(R") é equivalente & norma dada por

[l 2 = [l + || Al |,

O Espago W;""(Q)
Definigao 1.14 Definimos o espaco WJ"F(Q) como sendo o fecho de

C§°(Q) em W™P(Q).

Observagoes:
1. Quando p = 2, escreve-se H"(2) em lugar de W;""(£2).

2. Se Wy"P(Q2) = W™P(Q), o complemento de 2 em R™ possui

medida de Lebesgue igual a zero.

3. Vale que Wj"P(R™) = W™P(R™).

O Espago W~™4(Q)

1 1
Definigao 1.15 Suponha 1 < p < 0o e ¢ > 1 tal que — + — = 1.
p q

Representa-se por W="4(Q) o dual topoldgico de Wy™"?(Q).

O dual topologico de H{*(2) representa-se por H "™ (Q).
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Imersoes de Sobolev

Teorema 1.4 (Teorema de Sobolev) Sejamm >1 el <p < 0.

1 1
i) Se = — >0 entdo WP(Q) C LI(Q), = =
p n q

D=
3|3

ii) Se Tom_ 0 entdo W™P(Q) C L), g € [p,00);
p n

i) Se = — ™ <0 entio WP(Q) C L%(Q)
p n

sendo as imersoes acima continuas.

1.7 Desigualdades importantes

Desigualdade de Young

1 1
Sea>0eb>0el<p,g<oocom-—+ — =1 entao
p q

aP bl
ab < — 4+ —.
p q

Desigualdade de Holder

1 1
Sejam f € LP(Q) ege LI(Q) coml <p<ooe—-—+—-=1o0u
p q

g=lep=occoug=o0ep=1. Entdo fge L'(Q)e

/Q |f(z)g(x)| dx < ||fHLp(Q)||9||Lq(Q).
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Desigualdade da Integral

Lema 1.2 Sejam £ € R", k > —n, 8 > 0 e a > 0. Entao existe

C =C(a) >0 tal que

/ el e ke < C(1 4+ )7 F Vi 0. (1.1)
el

Prova.

Notemos que

— —alg]?t| ¢k
1tt) - /we €l de

1
N / / e~ e|FdSedr
0 Jigl=r
1
- / / etk S, dr
0 Jigl=r
! 8
= /e_o‘r bk (/ ng) dr
0 |€l=r
! 8
= /e*‘” bk (wnr™™ 1) dr
0
! —arft k+n—1
/e ATt N
0

1 1
_ B r)8 _
/ e a(tBr) ,rk-‘rn ldT,
0

Wn
Wn

onde w, > 0 é uma constante que depende somente de n. Fazendo a

. 1
substituicao s = t7r, temos
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1
tB k+n—1
1
Ity = wn/ e’ (i) —ds
0 123 te

t
as? -1
= wn/ e~ os” ghtn—1y=g(kin) g
0

1
tB

_kin e _
= w,t P e~ ghtn—lgg
0
(e ]
_k+n P _
< wpt B / e shtn=lgs, (1.2)
0

Note que [;* e~as’ shtn—1ds < 400 se k-+n > 0. De fato, temos

o B e B
/ e—as Sk—i—n—lds _ / e—as Sk+n+15_2d8.
0 0

—Qas

. 8 .
Como lim,_,o € sktntl = 0, existe so > 0 tal que se s > s

_ s ) . ) N
entdo e~ gktntl < 1. Além disso, é claro que e~ < 1se s > 0.

Assim podemos escrever

o s
/ e as sk+n+1s—2d8
0

so s o s
_ / e as Sk+n—1d8 + / e as Sk+n+ls—2d8
0 S0

So o0
§/ sk+"*1ds+/ s 2ds.
0 S0

Mas
S0 k+n
S0

50 8k+n
Sk+n71ds —_
0 k +n

0 :k+n
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z—+400 s0 z—+00

> # 11 1
/ s72ds = lim s72ds = lim [— + ] -
S0

Logo

oS s So ') Sk-i-n 1
e~ ghtn—1g4s < sFtn=lgs + s72=20 + — < +o00.
0 0 so k+n = so

Considerando a conclusao acima em (|1.2), tem-se que

onde K é uma constante que depende de n, k, a e 5.

Agora chamemos v = ’”T" Resta mostrar que Kt=7 < C(1+¢)77,
para todo ¢t > 0.

Primeiramente consideremos t € (0,1]. Como I é uma fungdo con-
tinua em [0, 1], existe C; > 0 tal que I(t) < C1,V¢ € (0,1]. Tomemos

Cy > 0 tal que C127 < Cs, dai
Ci(1+1t)Y <C127 < Oy,

ou seja,

It) < Cy < Co(1+8)7", Vie(0,1].

Agora consideremos t > 1. Seja C3 > 0 uma constante tal que

K < (C3277. Assim
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I(t) < Kt™7 < 0327777 < Cy(144)77, Vi>1,

pois neste caso, 2t > 1 + .

Tomando C' = max{Cs, C3}, segue que

I(t) <O+~ 5", Yt>0.

1.8 Teorema da Divergéncia e Formulas de

Green

Valem as seguintes formulas para um aberto limitado €2 com fron-

teira de classe C?:

i. Para F' € (H'(Q))™
/Q(div F)(z)dx = /FF(x) -n(z) dr.
ii. Para v € H}(Q), ue H?(Q):

/Qv(x)Au(x) do::f/QVv(meu(x) dz.
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iii. Para u € H?(Q), v € HZ(Q):
/Q v(x)Au(z) dx = /ﬂ Av(z)u(x) dx.

A fungdo n(x) denota a normal exterior unitaria no ponto x € I e a

fungao F' integrada sobre 0f2 é no sentido da funcao trago.

1.9 Operadores elipticos

Definigao 1.16 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N, da
forma

Lu = Z Co(2)D**u, z€Q

la|<m

€ chamado de operador eliptico se existe uma constante C > 0 tal que

Y Cu(@e| > clem

o] <m

para todo € € R™ e para todo x € ().

Exemplos
Para @ € [0, 1] tem-se que
1. 2I — A+ (—A)? é um operador eliptico de segunda ordem.

2. —a?A—(b*—a?)Vdiv+2I+(—A)? , com 0 < a® < b?, é um operador
eliptico de segunda ordem.
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3. 21 + A? + (—A)? & um operador eliptico de quarta ordem.

Teorema 1.5 (Teorema de regularidade eliptica) Sejam L um
operador diferencial eliptico de ordem 2m, m € N, definido em R™ e
uwe?D (R™). Se u € solugio de Lu = f, no sentido das distribuigoes,

com f € L?(R™) entdo u € H*™(R").
A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em Agmon-

Douglis-Nirenberg [2].

1.10 Teorema de Lax-Milgram

Definicao 1.17 Seja H um espago de Hilbert real. Uma aplicacao
B:HxH-—R

é chamada de forma bilinear se B(-,y) € linear para cada y € H e
B(z,.) € linear para cada x € H.

B € chamada de limitada (continua) se existe uma constante C tal
que

|B(z,y)| < Cllzlle lyla,  VzyeH

B € chamada coerciva se existe uma constante § > 0 tal que
Bla,x) > dlle|}, Ve H
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Teorema 1.6 (Lax-Milgram) Seja B uma forma bilinear, limitada
e coerciva sobre um espaco de Hilbert H. Entao para cada funcional

linear continuo F' em H, existe um tinico u € H tal que
B(z,u) = F(z), Vazé€H.

As defini¢oes e a demonstracao do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [4].

1.11 Semigrupos de operadores lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como

referéncias Gomes [I1], Brezis [4] e Pazy [25].

Definicao 1.18 Seja X um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos

operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢do
S:RT = L(X)

€ um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:
I- S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X);
IT- S(t+s) = S(t)S(s), Vit,seRT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

III- lim |[(S(t) = Dzllx =0, VazeX.
t—0t
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Proposigao 1.8 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo

em RY, isto é, se t € RT entdo

lim S(s)x = S(t)z, VzelX.

s—t

Definicao 1.19 Se ||S(t)|lzx) <1, Vt >0, S € dito semigrupo de

contragoes de classe Cy.

Defini¢ao 1.20 O operador A : D(A) — X definido por

D(A)Z{ reX / hliﬁr&%x existe}

A(z) = lim % z, VYDA

h—0t

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposigao 1.9 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy
€ um operador linear e fechado e seu dominio é um subespago vetorial

denso em X.

Proposigao 1.10 Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador

infinitesimal de S. Se x € D(A), entao S(t)xr € D(A), Vt>0, e
d
T St)x=AS{t)x = S(t) Ax.

Definigao 1.21 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
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infinitesimal. Ponhamos A = I, A = A e, supondo que AF~1 esteja

definido, vamos definir A* pondo

D(A*) ={z | v € D(A*1) e A" 'z e D(A)}

Aky = A(AF1z),  V x e D(AF).
Proposigao 1.11 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal. Entao:
I- D(A*) é um subespago de X e A¥ é um operador linear de X;

II- Se 2 € D(A*) entdo S(t)x € D(A*), t>0, e

dk

ﬁS(t)x:AkS(t)x:S(t)Akx, VkeN,;

IT1- m D(AF) ¢ denso em X.
k

Lema 1.3 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada

x € D(AY),
k
el =Y I 47l|x (1.3)
j=0
o funcional | - | € uma norma em D(A*) munido da qual D(AF) é

um espaco de Banach.

Definigao 1.22 A norma € dita morma do grdfico. O espaco de
Banach que se obtém munindo D(A*) da norma serd representado
por [D(A")].
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Teorema Lumer-Phillips

Definigao 1.23 Seja X um espaco de Hilbert. Diz-se que o operador

linear A: D(A) C X — X € dissipativo se
R(Az,z) <0, Ve D(A).
Teorema 1.7 (Lumer-Phillips) Se A ¢ o gerador infinitesimal de
um semigrupo de contracoes de classe Cy entao:
i- A ¢ dissipativo;
ii- Im(A—A)=X, A>0 (Im(A—A)= imagem de \I — A).
Reciprocamente, se
i- D(A) ¢ denso em X;
ii- A ¢ dissipativo;
iii- Im(Ao — A) = X, para algum Xy > 0,

entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes de

classe Cy.

Proposigao 1.12 Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo
de contracoes de classe Cy e B é um operador linear e limitado entao

A+ B é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy.
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Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espaco de Hilbert e A um operador linear de X. Consi-

dere o problema de Cauchy abstrato

aU
= AU®)
U(0) = Uy (1.4)

onde Uy e X et > 0.

Definigao 1.24 Uma funcdo u : RT™ — X, continua para t > 0, conti-
nuamente diferencidvel para t > 0, tal que u(t) € D(A) para todo t > 0

e que satisfaz € dita solugao forte do problema .

Teorema 1.8 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo S de
classe Cy entao, para cada Uy € D(A), o problema tem uma dnica
solugao forte

U(t) = S(t)Uy € C(RT, D(A)).

Se Uy € X entao dizemos que

Ut)=St)Uy € CRT, X).

€ uma solugao fraca para o problema .
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Capitulo 2

Equacao da Onda com

Dissipacao Fracionaria

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes para
a equagao da onda com dissipacao fracionaria em R™. Também apresen-
taremos alguns resultados relacionados ao comportamento assintotico.
Estes foram obtidos por Ikehata-Natsume [13].

O problema de Cauchy que sera estudado neste capitulo é dado por
up(t, ) — Au(t, z) + A%uy(t,z) =0, (t,x) € (0,+00) x R* (2.1)

u(0,2) =uo(z), w(0,2) =ui(x), x€R"” (2.2)
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onde os dados iniciais satisfazem
up € H'(R™), wuy € L*(R™).
O operador
A% HP(R™) ¢ L2(R™) — L*(R™) (0 <6 <1)
é definido por
APv(z) = FHEPF(0)(€)(2), ve HP[R"), zeR",
onde F denota a transformada de Fourier em L?(R™).

2.1 Existéncia e unicidade de solucoes

Usando a teoria de semigrupos, mostraremos a existéncia e unici-

dade de solugdes para o problema 1'1 , no caso 6 € (0, %] Para

o caso § € [3,1], citamos Carvalho-Cholewa [3].
Tomando o produto interno em L2(R™) de (2.1) com u; obtemos

formalmente

/ ’U,tt’ll,tdflf — Auutd:r + / A‘gututdx = 0,
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ou ainda, usando o Teorema de Plancherel,

1d
53 [ lwlde+ [ VuVude+ / |AY 2,2 dx = 0,
R” R

n

0 que implica

1d ., 1d ) .

s de + = — d A2y, 2dx = 0.

53t o |ug|“dx + 3t Jon |Vul :z:+/w| ug|*de =0
Assim

d <]' 2 1 2 0/2 2
|2 4 2| Vul| >+/ | A2, |2da = 0.
dt \2"" 2 n ¢

Portanto a energia total E,,(t) associada a equagao (2.1]) é dada por
1
Eu(t) = 5(lu @ + [[Vu@)][?). (2.3)

Das identidades acima podemos observar que a energia F,(t) é uma
funcao decrescente no tempo t, o que caracteriza o sistema como dissi-
pativo. Além disso, para todo 6 € [0,1], A%u; ¢ um termo dissipativo
na equagao (2.1)).

No espaco de Hilbert

X = HY(R") x L*(R")
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consideremos o produto interno definido por

<U,V>X=/ Uy - vy de + Vul-VvldaH—/ Uy - Vo dT

n

Rn

para todo U = (u,u3) e V = (v1,v2) em X.
Fazendo a substitui¢do v = u; na equacao (2.1)) temos vy — Au +
A% = 0 e assim podemos escrever o sistema (2.1)-(2.2) na forma ma-

tricial como segue:

d
—U(t)=AU(t) + BU(t
@ U = AU() + BU() -
U(0) = Uy
u(t) ()
onde U(t) = e X, Uy = € X, o operador
v(t) U

A:D(A) C X — X, ¢ dado por

0 I
A= (2.5)
A—T —A°

com D(A) = H*(R") x H'(R") e o operador B: X — X é dado por

B= . (2.6)

Observe que o operador A definido acima estd bem definido para
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Nosso objetivo agora é mostrar que existe um tnico U (t) que satisfaz
o problema . Assim ficara provado que existe uma tnica fungao
u = u(t, x) que satisfaz o problema —. Para isso vamos mostrar
que A+ B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj.
Mas da teoria de semigrupos isso ocorre se B é linear e limitado e A
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Na sequéncia

mostraremos estes resultados.

Lema 2.1 O operador B : X — X definido em (@ é um operador

linear e limitado.

Demonstracao.
Dados U = (u1,u2) e V = (v1,v2) no espago energia X, tem-se

que

0 0 Uy + v
BU+V)=
I 0 Ug + Vo
0
U1 + V1
0 0
= +
Uy V1
= BU + BV,

0 que mostra que B é linear.
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Para mostrar que B é limitado vamos estimar a norma de BU em

X = HYR"™) x L*>(R"). Se U = (u1,ug) entdo

1BUI% = 1] (0, uy) [ = [Jual* < [|U[%-

Logo, |[B||zx) < 1. n

Para mostrar que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cp usaremos o Teorema de Lumer-Phillips, ou seja, vamos mos-
trar que A é m-dissipativo e densamente definido.

Como C§°(R™) ¢ denso em H!(R") e

CS°(R™) ¢ H*(R™) ¢ H'(R™)

temos que H2(R™) é denso em H!(R"). E ainda C§°(R") é denso em
L2(R") e

CS°(R™) ¢ HY(R™) C L*(R™).

Logo, H'(R™) é denso em L?(R™).

Portanto, o dominio de A é denso no espago energia X.
Lema 2.2 O operador A definido em € m-dissipativo.

Demonstracao.
Para que A seja um operador m-dissipativo é suficiente mostrar que
A é dissipativo e que Im(I — A) = X.
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Seja U = (u,v) € D(A) entao

u
(AU, U) x < , >
Au—u— A% v

/ vudxr + Vv -Vudz
RTL

+ Auvdaz—/ uvdm—/ APvvdx
R™ n R™

— _/ (A 292 dz < 0

o que mostra que A : D(A) — X é dissipativo.
Resta provar que

m(I —A) =

E facil ver que Im(I — A) C X. De fato, dado

U
€ Im(I — A) entao existe € D(A) tal que
g v
U U U f
(I—A) = —-A =
v v v g
U u f
Como eDACXeAd € X temos € X.
v v g
Portanto, Im(I — A) € X
A outra inclusao seré dividida em etapas. Dado € X que-
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remos encontrar € D(A) tal que

Vamos definir a fungao
a: HY(R™) x H'(R") = R
dada por

a(u,p) = 2/ up dr + ; VU-VQDdx—i—/ Ae/QuAe/Qgpdx.

n

Mostremos que a fungido « é bilinear, continua e coerciva.
e Bilinearidade de «:

Dados ¢, ¢ € HY(R™) e A € R temos

a(u, o+ Ap) = 2/ u(p +Ap)dr + [ Vu-V(p+ o) dx
R™ Rn

+/ APy AP (o + A@) da
R

0 que implica em
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a(u, o + Ap) = 2/ up dx + 2\ ug dx
n Rn

—|—/ Vu-Veodr+ A Vu-Veodx
n R’”

+/ A9/2uA0/2<pdx+/\/ A2 A2 da

n

= afu,9) +Aa(u, 9),

pois os operadores V e A%/2 séo lineares.
Analogamente, mostra-se que a(u + v, ) = a(u, ) + Aa(v, ¥),

para u, v € H'(R") e A € R. Assim, a funcio « é bilinear.
e Continuidade de a:

Dados u, ¢ € H'(R") temos

R™ Rn R
< 21jull ol + |[Vull IV + 1472 || 4%/20))

< Cllulla |l -

e Coercividade de a:

Seja u € H'(R™), entdo
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a(u,u) = 2/ wuds+ | Vu-Vuds+ [ Ay A udz
" R” R”

:2/ |u\2da:+/ |Vu|2dx—|—/ | A% 20)? da
R™ R" R®

2/ \u|2dx+/ |Vul|? de
R™ R™

= |lulfzp-
Considere o funcional L : H'(R") — R dado por

(L,p) = /n(f +9+A%feda.

Vamos mostrar que L é linear e continuo.
e Linearidade de L:

Dado ¢ e ¢ em H!(R") e A € R temos

(Lote420) = [ (7 g+ 4o+ A0 do

:/ (f+g+A9f)g0d:U+>\/ (f+g+A%f)pda

Rn

= (L, ) + ML, 9).
e Continuidade de L:
Como (f,g9) € X = H'(R") x L*(R") segue que f, g e A’f, com
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6 € (0, 3], pertencem a L*(R™). Assim, dado ¢ € H'(R") temos

(L, )| =

[ (g atppds
< [ +g+ A pplds

<|1f+g+ A% el

<|If +g+A°fIl lola-

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram existe u € H(R") tal que
a(u, ) = (L, ¢) para todo ¢ € H'(R™)

assim,

n n

2/ wp da+ Vu~V90dSU+/ Ae/zuAmsodﬂc:/ (f+9+A°f)p de,
n R'n,

para todo ¢ € H*(R™).

Em particular,

2/ wpda+ | VuVedr+ A"/QuAe/dex=/ (f+9+A° o dz,
n R’”

n

]R'n
para todo ¢ € D(R"™).

Disso temos que

f+g+A%f =2u— Au+ A%
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no sentido das distribuigdes, D' (R™).
Para f € HY(R") e g € L?>(R"), aplicando o Teorema da Regulari-

dade Eliptica para o operador eliptico de segunda ordem

2l — A+ A

concluimos que u € H2(R") e

f+g+A%f =2u—Au+ A%  em L2(R").

Seja v = u — f. Entao tem-se que v € H'(R") e

g = u+tv—Au+A%u—A%f

u+v—Au+ A%.

Dessa forma, fica provado que U = (u,v) € D(A) e

f
(I-AU =
g
Logo, Im(I — A) = X e o lema esta provado. ]

Usando os Lemas[2.1]e[2:2] segue da teoria de semigrupos que A + B
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Seja S : RT —

L(X) o semigrupo gerado por A+ B. Entdo U(t) = S(t)Up ¢ a tnica
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solugao do problema

d
= S()Us = (A+ B)S(H)Uo

S(O)Uo = U().

Logo, se Uy = (ug,u1) € X = HY(R"™) x L?(R"), temos
U(t) = (u(t), w(t)) € C(R", X)

e assim

uwe C(RT, HY(R™)) N CH (R, L2(R™))

é a unica solugao fraca da equagao da onda (2.1))-(2.2). Além disso, se

U = (uo,u1) € D(A) = H*(R") x H'(R"),
u € C(RT, H*(R™)) N C*(RT, H'(R™))

é unica solucao forte do mesmo sistema.

2.2 Taxas de Decaimento

Nosso objetivo nesta segao é encontrar taxas de decaimento para a
energia total e para a solugao do problema (2.1)-(2.2) quando 6 € (0, 1].
Ambas serdo encontradas através do método da energia no espaco de

Fourier. Separaremos em dois casos: 6 € (0,1] e 6 € [$,1]. Estudare-
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mos com detalhes o primeiro caso. O segundo é uma analogia do pri-
meiro. Primeiramente aplicaremos a transformada de Fourier na equa-
Gao e encontraremos a energia no espago de Fourier. Utilizando o
método dos multiplicadores, encontraremos taxas para a energia e para
a solugao no espago de Fourier. Através do Teorema de Plancherel e da
desigualdade da integral apresentada na Sec¢ao 1.7, encontraremos o re-
sultado para o problema — no espago da energia X. O resultado

para a energia total do problema (2.1)-(2.2) é dado abaixo.

Teorema 2.1 Sejan > 1. Se (ug,u1) € (H*(R™)NLY(R™))x (L2(R™)N

LY(R™)), entdo as sequintes estimativas sio vdlidas:

(i) Sebe (O7 %], entdo

_ n __nt2
Eu(t) < CO+6) 207 |ug][f: + C(L+ 1) 207 [Jug| |7

JrC’(f"t(HulH2 + ||Vu0|\2), vVt > 0.

(ii) Se 0 € [3,1], entdo

EJt) < CO+1t)%|u]]2 + C(1+t)~ 2 [Jug| |2

+Ce M (||ur|* + [[Vuol[*), V¢ =0,

onde C >0 en > 0 sao constantes, e E,(t) é a energia total definida

em. (73).
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Para demonstrar este teorema, podemos considerar (ug, u1) € C§°(R™)x
C§°(R™), ja que C§°(R™) é denso em H'(R") e em L?(R").

Queremos trabalhar com a equagao no espago de Fourier. Para
isso, apliquemos a transformada de Fourier em ambos os lados de ([2.1)).

Assim

Flugy — Au+ A%u,) = F(0) = 0.

Para v € H?? temos

F(A%)(€) = F(FHIEPF(0)(©))(@)(€) = [ F(v) (),

logo

F(A%u,) () = [€[**an(€).

Além disso, do Exemplo 1 da Segao 1.5, temos

F(=Au)(€) = [¢[*a(€).
Portanto, no espago de Fourier R™ o problema é escrito como:
U (,€) + |E1%a(t,€) + [€%(t,2) = 0, (t,€) € (0,+00) x R" (2.7)

u(0,8) =uo(§), u(0,8) =ur(§), §e€R™ (2.8)

Agora utilizaremos o método dos multiplicadores para encontrar as
estimativas. Multiplicando a equagao l) por U; e tomando a parte
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real, temos

2"

R(Uerte + |E[7Tae + €12 |0]%) =

Mas para v = v(t,§), temos

d o~ d P A~ ~= AT o~
£|v|2 = %(vv) =00+ 00 =00 +00; = 2R(V0;)
Dai
d o 21~2 201~ 12
2 (TP + €11 + €Il = 0
Consideremos

1, .. 1 =N
Eo(t,&) = §|ut|2 + §\§|2|u|2

a energia da equagao (2.1) no espago de Fourier.

Pelas identidades acima, podemos escrever

d ~
an(t) + |§|29|Ut|2 =0. (2~9)

Multiplicando ( . ) por p(€)u (a funcio real p serd escolhida poste-

riormente) e tomando a parte real, temos

R(p(€)aeet + p(©) I al® + p(&)I[* @) = 0,
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ou ainda

Ld

~12

R ((0T) = O + HOIEPITP + Ol

0 que implica em

d

i (MOR@) + Lo O™ ) + p(EEPIaR = sl (2:10)

Somando ([2.9) e (2.10), temos

SB(€) + F(t,€) = R(,), (.11)

em que

B(t,€) = Sluf? + SIEP1al + pOR@E) + 3p(©)le[al,

F(t,€) = e[| + p(&) ¢ [al?

R(t,€) = p(&) |

para todo £ €e R" et > 0.
Antes de provar o item (i) do Teorema vamos obter alguns

resultados para 6 € (0, %] Para isso, definimos a fungdo auxiliar p :
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R™ — R como sendo
e, ¢ <1
£, 1€l >1,

onde ¢ seré escolhido posteriormente.
Na sequéncia provaremos dois lemas que relacionarao os funcionais

R e F e os funcionais E e I, respectivamente.

Lema 2.3 Para qualquer € > 0, € vdlido que

R(t,&) < eF(t,6), (2.12)

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracao.

No caso 0 < [¢] < 1, temos

1
)
—~
o,
B
T

R(t,§)

< eleffa?
< e(€PP al® + p(&) €7 [al?)

= eF(t9),

pois [¢]*7*% < [¢[** para 6 € (0, 5.
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Para |¢| > 1, temos

el |

R(t,€)

IA

8|§|26|at|2

IA

e(1€1[ael* + p(&)l&[*[al?)

= eF(t,¢).

Segue do Lema e da equagdo (2.11) que

LB+ (1~ )F (1,6 <0, (2.13)

para todo £ € R" e t > 0.

Lema 2.4 Seja 0 <0 < % Eziste uma constante N > 0 tal que

p(E)E(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracgao.

Notemos que
1 N 1 - = 1 ~
PEE(L,E) = Sp(ONT+ (ORI +0(€)*R@E) + 5 (&)l TP

Para |£| > 1, temos
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. € . € . ~
o SPONT = Slaf < Sl = Nile il
1 N ~
. §p(§)ISIQIUI2 = Nop(&)[¢[*[al?;
2/ = P
o PO R@A) < ailfal < fal + Sl

< N3l€*[te]? + Nacl¢*[al?;

1 _ ? _ -~
SPEPIEPIa = S 1 @ < Nop(©)lg Pl

ja que 1< €2 e [¢]?7 < [¢]2, pois |¢] > 1 e 20 < 2.

Assim,

p(&)E(t,€) (N1 + N3)[€|*[ae|* + (N2 + Ny + Ns)p(€)|€[*al?

IA

< NF(t¢). (2.14)

E para |¢] < 1, temos
1 ~ €112-20~ ~

o So(©ll* = SIEP* af* < Mg |al?;
1 ~ ~

o SPOIEP (Al = Map()IEf[al*;

o p(EPR@E) < 217l al
< Liep2opgp + & jepo-ooyge
-2 2
< M3|€|20 | )? + Myp(€)[€14~40|al?

< M|&1%a)? + Mup(E)|€12al%;

1 21120152 e 4-40| 120|532
o SPE2IEP I = S el el[a)

= SP(O)IEPIEP A = Msp(&)leal?,
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pois €[>~ < [¢* e [¢]** < [¢]?, visto que 6 € (0, 5] e ¢] < 1.

Assim,

IN

p(&)E(t,€) (M + M3)[€)% ) + (M + My + Ms)p(€)|€]*al?

IN

ME(t,€). (2.15)

Portanto, de (2.14) e , existe N > 0 tal que

p(EE(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R" et > 0. n

Do Lema e de (2.13)), temos

SB(6) + (1 - N p(OB(t,)
< SB(6) + (1 F(1,6) <0, (2.16)

desde que 1—¢ > 0. Seja a := (1—¢)N 1. Multiplicando a desigualdade

acima por e (&)t temos
d <?ap(§)t E(t é‘)) <0
dt ’ ’

para todo £ € R et > 0.
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Integrando de 0 a t,
e OE(1,€) < B(0,€)

e portanto

E(t,€) < em POt E(0,¢), (2.17)

para todo £ e R" et > 0.

Na sequéncia vamos mostrar que os funcionais E e Ey sao equiva-
lentes, ou seja, vamos mostrar que existem constantes positivas C; e
Cy tais que C1Ep(t,€) < E(t,£) < CoEp(t,&) paratodo £ € R et > 0.

Para |£| # 0, temos

= 1€1°
+p(O)R(uw) < P(£)|€|9

1 . 1 ~
< §p(§)|€|20|u|2+Wﬁ(§)|ut|2- (2.18)

e [l

Da defini¢ao de E(t,£) e de (2.18) com sinal negativo, temos

1 1 - 1 ~
E(tvf) > §|ut|2 + §‘€|2|u‘2 - 2|§|29p(£)‘ut|2
1 N~ 2 L
= 3 <1 - Ezo) i + S 1l (2.19)

se || # 0. Notemos que, da defini¢do de p(§),

o<ll<1 = fE—dP<e
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pois2—40 >0e

£
=1 = |p£(|22 @ <e.
Portanto
A8 <e vig£o, (2:20)
Logo
1—@221—e>0, Vel # 0. (2.21)

Portanto, de (2.19) e de (2.21)), temos

(1—-¢)
2

1 1
(1-2) (5l + 5lePiar

= (1 - E)Eo(t,f),

N [P
B(tE) > A

v

ou seja,

E(t,§) = (1 -e)Eo(t, ), (2.22)

para todo £ € R™ e t > 0, pois E(t,0) = Ey(t,0).

Assim, de (2.22)) e de (2.17)), temos

Eo(t,§) < (1—e)'EtE) < (1—e)te@iB(0,8),  (2.23)

para todo £ e R" et > 0.

60



Por outro lado, de (2.18)) com sinal positivo temos, para |£| # O:

E <1/\2 1 2112 20~12 L ~ 12 2.94
(t,€) = Sfuel” + SlEFful™ + ()1~ [ul +2|§|299(§)|Ut| - (2.29)
Note que se 0 < 0 < %7 entao

€1<1 = pO)E1* = el 2)¢* = el¢f?

El>1 = pE)|€]* = el¢l* <el¢f.

Portanto

POIE < el¢f?, vEeR™ (2.25)

De (2.20), (2.25) e (2.24) temos, para |£] # O:

B, < 50+l + (5 +2) KPP < CEi(te) (220

com C' > 0 dependendo somente de €. Mas é claro que (2.26)) vale para

|€] = 0. Assim, das desigualdades (2.23) e (2.26]) com ¢ = 0, segue que

Eo(t,§) < (1—e) le *@E(0,¢)

IN

C(1—¢e) te @Ot Ey(0,€)

para todo £ € R et > 0.
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Portanto o seguinte lema esta provado.

Lema 2.5 Seja 0 € (0,1]. Entdo existem constantes C = C(e) > 0 e

a = ale) > 0 tais que
Eo(t, &) < Ce O Ey(0,€), VEER" et >0,

desde que € seja suficientemente pequeno.

Demonstragao do item (i) do Teorema

Vamos agora encontrar as estimativas para a energia total do pro-

blema — para o caso 0 € (O, %]

Do Teorema de Plancherel,

/n lu(z)|?dz = / [u()|?d¢, Yue L*(R™). (2.27)

Note que para cada j € {1,...,n}

f(aiju> = i&F(u).

Logo
F(Vu)? = [¢]*[al®.
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Dai, de (2.27)) e do Lema segue que

2B, (t) = /n(lutIQ + | Vul?)dz
= | PP
= 2/nE0(t,§)d§
< a2 / Oy (0,€)dg
e / e Oy 2 ¢ o] )

_ / e PO [y |2 + || |2)de
[€1<1

\C / e~ POt (|G |2 + |€]2]a ) de.
[€]>1

Chamando

I = / e~ PO (@ |? + |€]2 @ ) de
[€1<1

I — / e~ PO (|7 |2 + (€[2[0 |?)de,
[€£1>1

temos

2E,(t) = / (|ue* + |Vul|?)dz < C(I; + 1), Yt >0.
]Rn
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Para provar o item (i) do Teorema resta estimar as integrais I3

e I>. Notemos que

L = / e~ (02 + €[2[0 |?)de
€121

7aat

IU1|2 + (&[0 [*)dg

\\\

< e (@ + JeP ol de
= e |U1| +|Vuo|*)dz
_ i),
onde = ae. Ou seja,
I, <2 "E,(0), Vt>0. (2.29)

Por outro lado

—204 — —26 ~
h= /£<1 T e + /|e|<1 e 2 G 2 de. (2.30)

Mas

/£<1 e el P

IN

1] / emcle e
[€1<1

Cllunlft, [ e " agaa)
[€1<1

IA
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Analogamente

_ 2-26 R N _ 226
/ eOeIEl ¢ 215 g < [T |2 / emoelel T e 2 g
1€1<1 [€1<1

2—260
< Clluol 2 / ol g2 (2.32)
[€1<1

Logo, de (2.30), (2.31)) e (2.32), temos

I < C||U1||%1/ efaelglkzetdf
[g]<1

+Clluol[71 /£< emoclE e 2qe . V> 0. (2.33)
<1

Aplicando o Lema[[.2] para 3 =2 — 26, k =0 e k = 2, segue que

n

_ __n+t2
L SO+ 1) 207 Jug[[20 + C(L+1) 20 Jug 21, (2.34)

para todo t > 0.

Portanto, de (2.28)), (2.29) e (2.34]), temos

n+2

Eu(t) < CO+6)720 |lul[70 + C(L+ )= |fuo||7:

+Ce™ " (Jur|* + || Vuo[*),

para todo t > 0 e 6 € (0, %], 0 que prova o item (i) do Teorema
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Para provar (ii), basta fazer uma modificagdo na definigdo de p,

considerando
elel®, gl <1
P(f) = Pe (f) =
g, €] > 1.
No proximo teorema encontraremos taxas de decaimento para a

solugdo do problema (2.1)-(2.2)) para n > 3.

Teorema 2.2 Sejan > 3. Se (ug,ur) € (HY(R")NLY(R™))x (L*(R™)N

LY (R")), entdo as sequintes estimativas sio vdlidas:

(i) Se 6 € (0,1], entio

n—2 n
lu@®I* < COA+8)720 |lug|[72 + C(1+) " 209 | fug|[7
+Ce™ " ([Juol|* +[|w|[*), Vit >o0.
(ii) Sed € [%,1], entao

n—2

lu@®? < CA+t)~ "=

l[ua]|7: + C (L + )20 [Jug] |7

+Ce™ " ([Juol* + [lua][*), V>0,

onde C >0 en >0 sao constantes.

Demonstracao.
Da mesma forma como feito na demonstragao do Teorema pro-

varemos somente o item (7). A prova do item (i) é andloga.

66



Do Lema segue, para todo || # 0 et > 0, que

712 < C —ap(é)t |a1|2 ~ 2
|u| > e |§‘2 +"U/Q‘ :

~ 2
Integrando em |¢| > 1, temos 2L < |42 e assim

[€]2
/ aPde < Ceoet / @ |2 + / |ao|2d§)
[£]>1 [£1>1 [£1>1
< Ce (fla]? + |laol?)

= Ce ™ ([[ur]]* + [[uol[*) ,

para todo t > 0, com 1 = ae.

Agora, integrando em 6 < [£] < 1 com § pequeno, temos

~ |12
/ a2de < C/ e—nlfIZ’”thf
s<lel< - s<lel< €1
+C’/ e MEPT G [2de
s<lel<t
< Clal [ e g g
s<lel<1
+Cl@lf [ e g
s<lel<1
<

2-26
+C’1||u0||2L1 / 6_77‘5‘ tdg,

o<|¢<1

para todo t > 0.
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Do Lema[l.2] se B =2—20 e n+ k > 0, existe C > 0 tal que
/ e M ek de < C(1 4+ 1) T, Vi > 0. (2.38)
d<|€I<1

Agora, se n > 3, (2.38]) € valida em particular para k =0e k = —2.

E assim (2.37) e (2.38]) implicam em

n

/5<f<1 7d¢ < C(1+ )50 ||uy |24 + C(1 + £) ™20 [Jug |21,

para todo ¢t > 0.

Fazendo § — 0, temos

n

n—2
/|| [al*dg < C(1+1)" 709 [[us |72+ C(1+4) 20 ||ug [, (2.39)
gl<1

para todo t > 0.
Portanto, somando as equagoes (2.36) e (2.39) e usando o Teorema

de Plancherel segue que

lu@®I? = [l =/R [a(&)[*de
< O+ a4 + O+ 6)7 75 o 3,
+Ce™ ([Jual|* + |luol*) , ¥t >0,
0 que prova o item (i) do teorema. L]
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Capitulo 3

Sistema de Ondas
Elasticas com Dissipacao

Fracionaria

Neste capitulo, estudaremos o sistema linear de ondas elasticas em

R"”, a saber:
ug(t,2) — a®Au(t,z) — (b — a®)Vdivu(t,z) + A%u(t,z) =0, (3.1)
para (t,z) € (0,+00) x R, com dados iniciais

w(0,2) = up(x), u(0,2) =ui(x), zeR" (3.2)
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tais que

ug € (H*R™)", wuy € (L*(R™)™.

Os coeficientes a > 0 e b > 0 satisfazem 0 < a® < b2.
No problema acima u = (uy, us,...,u,) € uma fungio vetorial com
n componentes e representa o deslocamento da onda no ponto x e no

instante de tempo t.
O operador A% : (H?%(R™))" C (L*(R"))" — (L2(R™))" (0 < 0 <

1) é definido de forma que, em cada coordenada i € {1,2,...,n}, temos
Avi(z) = F € F(0:)(€))(2), = eR",

para todo v = (v, ...,v,) € (H?(R"))".

3.1 Existéncia e unicidade de solugoes

Usando a teoria de semigrupos, mostremos a existéncia e unicidade

de solugdes do sistema linear (3.1)-(3.2) quando 6 € (0, 1].
Observemos que tomando o produto interno em (L?(R™))" de (3.1

com u; obtemos formalmente que

n

/ Upt - updr — a? Au - updr — (b — a?) / (Vdivu) - ude
n R"L

+ A%y - updx = 0.
]Rn
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Usando as identidades da Proposigao 1.1

1
div(us divu) = Vdivu - up + iﬁ(div u)?,

. 1d
div(u - Vu) = uy - Au + §£|VU|27

e o Teorema de Plancherel, segue que

1d

. a’ d
2t Ji |ug|*dx — a® /Rn div(u - Vu)dz + St fan |Vu|*dx

2 2 : : b —a® d c )2
—(b* —a”) div(ug divu)de + ———— [ (divu)“dz
n 2 dt Jgn

+/ | A%/ 2, 2dz = 0.
Pelo Teorema da Divergéncia, concluimos que

d1
3 (ll + @[Vl + @2 = )| dival?) + [ 472 ufdo =
RTL

A energia total E,(t) associada a equacao (3.1) é, portanto, dada

por

b2 — g2

a2
Eu(t) = %Iluws(t)ll2 + S IVu@I + Idivu@®)®.  (3.3)

Das identidades acima podemos observar que a energia F,(t) é uma
func¢ao decrescente no tempo ¢. Assim o sistema (3.1)-(3.2) é dissipativo

e a dissipacdo é dada pelo termo A%u,.
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No espaco de Hilbert
X = (H'(R")" x (L*(R™)"
consideremos o produto interno definido por

U, Vyx = /ul'vlderaz/ ZVu’i.Vvidx
n R

" i=1

n

+ (b — a?) divu; divey dz + / Uy - Vo dT
Rn

para todo U = (uj,us) e V = (v1,v2) em X.

Fazendo a substituicdo v = u;, a equagao (3.1)) fica
vi(t, ) — a?Au(t, ) — (b* — a®)V divu(t, z) + A%(t,z) = 0.

Dai, escrevemos o sistema (3.1])-(3.2)) na forma matricial como segue:

d
—U(t)=AU(t) + BU(t
& U = AU() + BU) o
U(0) =Ug
u(t) ug
onde U(t) = e X, Uy = € X, o operador
v(t) U

A:D(A) C X — X, é dado por
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0 I
A= (3.5)
a’A+ (b2 —a?)Vdiv -1 —A?

com D(A) = (H?(R"™))" x (H*(R™))" e o operador B: X — X ¢ dado

por

Note que o operador A esta bem definido quando 6 € (0, %]

Queremos mostrar que existe um anico U (t) que satisfaz o problema
e que, consequentemente, existe uma tnica funcdo v = u(t, ) que
satisfaz o sistema —. Para isso vamos mostrar que A + B
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. No Lema
provaremos que B é um operador linear e limitado e no Lema [3:2]
vamos mostrar que A4 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy. Dessa forma segue pela teoria de semigrupos que A+ B gera

um semigrupo de classe Cj.

Lema 3.1 O operador B : X — X definido em (@) € um operador

linear e limitado.

A demonstracio é analoga & prova do Lema
Para mostrar que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy vamos usar o Teorema de Lumer-Phillips, ou seja, mostrare-
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mos que A é m-dissipativo e densamente definido.

Como (C§°(R™))™ é denso em (H(R™))" e

(C3°(R™)"™ € (H*(R™))" C (H'(R™))"

temos que (H?(R™))™ é denso em (H*(R™))". E ainda (C§°(R™))" &

denso em (L?(R™))" e

(C3°(R™)" € (H'(R™))" C (L*(R™))".

Logo, (H*(R™))™ é denso em (L?(R"™))".
Portanto, o dominio de A, D(A), é denso no espago energia X.

Lema 3.2 O operador A definido em € m-dissipativo.

Demonstracao.

Vamos mostrar inicialmente que A é dissipativo. Se U = (u,v) €

D(A) entao

(AU, U) x

< : ) >
a’Au+ (b? — a®)Vdivu —u — A% v N
= / v~udm—+—a2/ ZVvi~Vuidx+a2/ Au - vdx

+(b27a2)/ divvdivud:c—/ u-vdr

+(b27a2)/ Vdivuw}dxf/ Aby v d.
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Usando a Proposigao [T} o Teorema da Divergéncia e a identidade
div(v divu) = Vdivu - v 4+ dive divu,
temos

(AU U)x = a2/ ZVUi~Vuidx+(b27a2)/ divoe divudr
R n

" i=1

n
+a? div(v : Vu) de — a2/ Z Vo' - Vu'da
R"L n 171

+(b? — a2)/ div(v div u) dz
—(b* — a2)/ divo divudz —/ |A20? da

- _/ |AY20]2 dz < 0.

Isso mostra que A : D(A) — X ¢ dissipativo.

Para provar que A é m-dissipativo vamos mostrar que
Im(I-A)=X.

A inclusdo Im(I — A) C X é anéloga ao caso provado no Capitulo

A outra inclusdo serd dividida em etapas. Dado € X que-
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remos encontrar € D(A) tal que

Vamos definir a fungao
a: (HYR™)" x (H'(R™)" - R
dada por

alu,p) = 2/]R u-apdac—&—az/R ZVui-Vgoidx

" i=1

+(b2—a2)/ divudivcpda:+/ A2y A9 di,

n

Na sequéncia vamos mostrar que a funcao « é bilinear, continua e

coerciva.
e Bilinearidade de a:

Dado ¢ e ¢ em (H'(R"))" e A\ € R temos
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awptrd) = 2 [ uelpras)ds
+a? /Rz_; Vu' - V(o' + \¢') dx
+(b2—a2)/ divudiv(p + Ap) dx

+/ A2y A9 (o + N\o) d

= 2/ u-@dr+ 2\ u-pdr

R”L
—|—a2/ Z Vu' - V' d
R™ =1
+Aa? / > VitV da
R™ =1

—|—(b2—a2)/ divudiv o dz
+A(V? = d?) / divu div ¢ dz
R’n
—|—/ A9/2u-A9/2<pdw—|—)\/ A2 A912 g da

n

= alu,¢)+Aa(u, )

pois, os operadores V, div e A%/? sio lineares.
Analogamente, temos a linearidade em relacao a primeira compo-

nente. Assim, a fungdo « é bilinear.

e Continuidade de a:
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Dados u e ¢ em (H'(R™))" temos

dx

n
la(ug)| < 2/ IUIlwldaf+a2/ S Vui v
R’ll R7l 121

+(b? — a2)/ | div u| |div | dz +/ | AP | A2 | da:
R" R

2[Jull el +a® Y [IVa|] [V

<
i=1
+(0° = a?)||divul| [|div ]| + [| A" 2ul[ || A" *¢]]
< Cllullyllell -

e Coercividade de a:

Seja u € (H'(R™))", entdo

a(u,u) = 2/ u-udaz+a2/ ZVui-Vuidx
n R

"o,
=1

+(b? — a?) divu divudz + / A2y - A2y dx
R‘VL

= 2/ \u|2da§—|—a2/ Z|Vui|2dx
n Rn z:l

+(b2—a2)/ (divu)de—i—/ |A/20)? da

n

/ |u|2dx+a2/ |Vul|? de
R™ R™
+(b2—a2)/ (divu)? dz

n

Y%

=l
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Considere o funcional L : (H'(R"))" — R dado por

Lol = [ (F+g+aDpds

Com argumentos anélogos aos utilizados no Capitulo 2, mostra-se
que L é linear e continuo.
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram existe u € (H!(R™))" tal

que

a(u,p) = (L,¢) para todo ¢ € (H*(R™))"

assim,

2/ u-<pdx+a2/ ZVui-Vgaidx—F(bQ—aZ) divudiv e dz
n R

n i—1 R

+/ AG/QU-AG/Q@dxzf (f+g+A%) pdx
n Rn

para todo ¢ € (H'(R™))".

Em particular

2/ u'apdx—i—a?/ ZVui-Vgoidm+(b2—a2)/ divudivedz
R™ ni n

+/ A9/2u-A‘9/2<pdx:/ (f+g9+A%f) pdx
n Rn

para todo ¢ € (D(R"))".

Disso temos que

fHg+A%f =—a’Au— (V¥ —a®)Vdivu + 2u + Au
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no sentido distribucional.
Como f € (HY(R™))" e g € (L*(R™))", aplicando o Teorema da

Regularidade Eliptica para o operador eliptico de segunda ordem

—a’A — (b* — a®)Vdiv + 21 + A°

concluimos que u € (H2(R™))" e

fHg+A%f = —a®>Au— (V¥ —ad®)Vdivu+2u+ A% em (L*(R"™))".

Seja v =u — f. Entdo tem-se que v € (H*(R"))" e

g=—a*Au— (b* —a®)Vdivu +u+ v+ A%.

Dessa forma, provamos que U = (u,v) € D(A) e

f
(I -AU =
g
Logo, Im(I — A) = X e o lema esta provado. m

Dos Lemas[3.1]e concluimos que A+ B ¢ o gerador infinitesimal

de um semigrupo de classe Cy. Seja

S:RT = L(X)
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o semigrupo gerado por A + B entdo U(t) = S(t)Up é a unica solugao

do problema

d
= S(Us = (A+B)S(H)Uo

S(O)U{) == Uo.

Entdo, se Uy = (ug,u1) € X = (H*(R™))" x (L?>(R"™))", temos
U(t) = (u(t),u(t)) € C(RT, X).
Logo
ue C(RY, (H'(R")") NCH R, (L*(R™))")
é a unica solugéo fraca do sistema de ondas eléasticas (3.1)-(3.2). Além
disso, se Up = (g, u1) € D(A) = (H2(R™))" x (H'(R"))",

u€ CRY, (H*(R")") NCHRY, (H'(R™)")

é Unica solucao forte do mesmo sistema.

3.2 Taxas de Decaimento

Nesta secao, usando o método da energia no espago de Fourier des-
crito no capitulo anterior, vamos obter taxas de decaimento para a
energia total e para a solugao do sistema —. Novamente sepa-
raremos em dois casos: 6 € (0,1] e 6 € [,1]. Desta vez estudaremos

com detalhes o segundo caso.
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Teorema 3.1 Sejan > 1. Se (up,u1) € (HY(R™))" N (LY(R™))") x

((LAR™))™ N (LY(R™))™), entdo as sequintes estimativas sio vdlidas:

(i) Se 6 e (0,3], entio

n

Eu(t) < C(L+t) 7T ||ug||Zpy0 + C(L+ 1) 7200 [Jugl [Py,

+Ce " (|Jug|[* + || Vuol|?), VY t>0.
(ii) Se 0 € [3,1], entdo

— _nt2
Eu(t) < COA+6)7 3 Jurl[fpayn + C(L+ )72 [Juol[Er

+Ce " (||ur|* + [[Vuol[*), ¥V t=0

onde C > 0 en > 0 sio constantes, e E,(t) € a energia total do sistema

(5-1)-(3-9) definida em (3.3).

Assim como no Teorema|2.1] podemos considerar (ug, u1) € (C§°(R™))™x
(CE°(R™)™, ja que (C§°(R™))™ & denso em (H*(R™))™ e em (L%(R™))".
Vamos escrever o problema no espago de Fourier. Para tanto, apli-

quemos a transformada de Fourier em ambos os lados de (3.1). Temos

F(uy — a®>Au— (b? — a®)V divu + A%u,) = F(0) = 0.
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logo
F(=Au);(€) = F(Au)i(€) = €7@ (€)

F(A%4): (&) = |€17° () (6).

Dessa forma,

F(=Au)() = [¢[*a(8)

F(A%u4)(€) = (€% (€).

Além disso,

. (ai i u) (&) = igF(divu) (€)

Zié}-}'( gf) (&) =i& (Ziﬁj@j) ©)
j=1 """ J=1

= —&(&-u(§)),

assim,
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Portanto, no espago de Fourier o problema (3.1))-(3.2)) é escrito como

abaixo, para (t,&) € (0,400) x R™:
U (t,€) + a®[€17u(t, &) + (b — a®) (& - Ut )€ + €% U (8, §) = 0, (3.7)

u(0,8) =uo(§), u(0,8) = ur(§). (3-8)

Agora escolheremos multiplicadores adequados para encontrar as
estimativas. Fazendo o produto escalar da equagao lb por U e to-

mando a parte real, temos
R(tee -y + 0?|€]%0 - 0y + (b7 — a®)(€ - T)(E - ) + [ [@]*) = 0.

Mas para cada i € {1,2,...,n},

L1 = L @) = 0 + 6,5 = 6 + 5y = 2R(ET)
e assim
MG -T) = 23 R = 4 YAk = L
=1 1=1
Dai
S (@l + @RIl + (7 — o)l -al?) + e aul” = 0.
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Seja

.3‘2

1, a? =N b
Ey(t,&) = §|Ut|2 + 5\5|2|U\2 +

a energia da equagao (3.1)) no espago de Fourier.

Pelas igualdades anteriores, podemos escrever

d ~
ZBo(t) + €[] = 0. (3.9)

Agora, multiplicando (3.7) por (&) (p : R" — R sera escolhida

posteriormente) e tomando a parte real, temos

R(p(&) - u+ap(&) €L |a]>+(b°—a®) p(£) (§-T) (§-T) +p(€) €] -T) = 0.

Podemos reescrever a igualdade anterior da forma

ma(m(im-@-m2)+#mammm2

B — a)p(©)le TP + ple)e* Sl =0

ou ainda

d = ~ ~
i (ol (3 7) + G012 ) + @olePlar

+(b% = a®)p()I€ - u* = p(&) [l *. (3.10)
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Somando (3.9)) e (3.10), temos

%E(t, &)+ F(t,€) = R(t,€), (3.11)

onde

b2 — a?
2

1. 2 2. ~ ~ o=, 1 ~
B(t,€) = 5 [+ 5 |+ T |+ p( R (@ )+ 5 (&) € P,

F(t,€) = |6 [a]* + a®p(&) € P[al* + (b — a®)p(&) ¢ - ul®

para todo £ € R et > 0.
Antes de provar o item (i7) do Teorema vamos obter alguns
resultados para o caso 6 € [3,1]. Primeiramente escolhemos a fungao

auxiliar p : R — R como sendo

elgl®, gl <1

& El =1,

onde ¢ seré escolhido posteriormente.
Em seguida demonstraremos dois lemas, um dara uma relacao entre

os funcionais R e F' e o outro, entre os funcionais F' e E.

86



Lema 3.3 Para qualquer € > 0, € vdlido que

R(t,&) < eF(t,6), (3.12)

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracgao.

No caso |{| < 1, temos

R(t,§) = p()laf*

= 5|f|20|ﬁt|2

IN

(&2 @[ + a*p(©) 6P + (0 — a®)plE) € - TP?)

eF(t,8).

Para [¢]| > 1, temos

R(t7£) = 5|'Z/,Zt|2

IN

elé|*’ |

IN

(€12 ]2 + a2 () € a2 + (b — a?)p(E) € - )

eF(t,¢).
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Do Lema e da equagéo (3.11) concluimos que

%E(t,f) L (1= e)F(LE) <0, (3.13)

para todo { €R", t >0e 6 € [5,1].

Lema 3.4 Seja % < 0 < 1. Ezxiste uma constante N > 0 tal que

p(E)E(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracao.

Da defini¢ao de F = E(t,£) segue que

1 R 2 R b2 — a2
POBLE) = Sp©lal + Sl +

(R B) + 5pl€) 161

p()l¢ - al®

Para |£| > 1, temos

2 b2 — a2
POBLE < Sl + S ekl + —5—p(©)l¢ - al?
2l + 5 (&) €1 af?
< NP @] + Naa?p(€)[€ P + Na(b? — a?)p(©)le -

1. et .
Jr§|Ut|2 + 5|U|2 + Nya?p(€) ¢ af?
(3.14)
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ou seja,

p(EE(, )

IN

IN

N[> @ |* + N2a®p(€) €2 [a]* + N3 (b? — a®)p(€) ¢ - al
+N5[€[* [ |* + Noa®p(€) €[ [al* + Naa®p(€) €[ al?
NPl + a®p(&) € [al* + (b — a®)p(€)l€ - ul?)

NF(t,¢). (3.15)

Nas estimativas acima usamos as desigualdades 1 < |£]?? e |£]?¢ <

|€]2, que sdo validas pois [£] > 1e 0 <20 < 2.

E para |£] < 1, temos

p(E)E(t,€)

IN

IN

IN

IN

IN

el¢f*
2
~ ey, L ~

e g lal + 5l el al®

[@ef* + Mra®p(€)[EP[al® + Ma(b* — a®)p(&)I€ - uf?

)

M3l¢]*|a@* + Mia®p(€) |1 [af* + Ma (b — a®)p(€)[¢ -
+§|£|2%|2 + %a%ﬁ + = p(©)lel*af?
M3|¢[*|@* + Mia®p(€) | [al” + Mo (6 — a®)p()[¢ - Ul
M€ ]* + Msa®p(€) €] [af® + Moa®p(€)|€[ |l
M€ [a,|* + Mra®p(€) |1 [ul® + Mo (6 — a®)p() [ - uf?
M| ? + Msa®p(€)I€P[a® + Moa®p(€) (€ [af?
MEP [ + a®p(&) € al® + (b — a?)p(€)€ - al)

MF(t,¢), (3.16)
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pois [€[%7 < €2, que segue de 2 < 40 e |¢] < 1.

Portanto, de (3.15) e (3.16)), existe N > 0 tal que

p(EE(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R" e t > 0. n

Do Lema e de (3.13)) temos, escolhendo ¢ tal que 1 — e > 0,

SB(,6)+ (- N O B(:,)
< %E(t,g) +(1—e)F(t€) <0. (3.17)

Denotemos a := (1 —¢)N~!. Multipliquemos a desigualdade acima

por e Assim

% (eap(é)tE(t,§)> <0,

para todo £ €e R" et > 0.

Integrando de 0 a t,
O E(t ) < B(0,€)
e, consequentemente,
E(t,¢) < e *@'E(0,¢), (3.18)

para todo £ €e R et > 0.
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Para obtermos uma estimativa semelhante a (3.18)) para a energia

total no espago de Fourier, vamos provar o seguinte resultado.

Lema 3.5 Os funcionais E e Ey sio equivalentes, ou seja, existem

constantes positivas Cy e Cy tais que

ClEO(t7€) S E(tug) S CQEO(t7£)

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracao.

Seja [£| # 0. Notemos que

1€1°
1€1°

p(6)
201>

+p(E)R(Tr ) < p(&) g el [l < *p( el + [f*. (3.19)

Da defini¢ao de E(t,&) e de (3.19) com sinal negativo, temos

.a|2_ p(f) ‘at|2

E(t,¢) e

%

1. 5 a? 91~ b
§|Ut| +?|§| |u]® +

1 Y = 2 22, b -
= 5 (1 B8 ) mr o+ Slepae + s.20)

se [€] # 0.
Mas, da defini¢ao de p(§), temos

0<|gl<1 = géz—ege
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p§) ¢

E>1 = — =—<ec.
< GEAGE
Portanto
(&
|£(2~2; <e, V¢ £0. (3.21)
Logo
p(§)
L= 21e>0. (3.22)
De (3.20)) e de ([3.22)), temos
1—¢ a? - b? — a? N
B(t,6) > [@el” + < 1€17al* + € - al?
2 2 2
Loow a? gn bP—a? .,
> _ Z il .
> (-9 (Gl + Sl + S5 e
= (1 —E)Eo(t,f).
Em suma,

E(t,f) > (]- - Z':)E'O(ta g)v (323)

para todo |{] 0 et > 0.

E claro que E(t,0) = Ey(t,0). Em consequéncia, vale para
todo £ € R™.

Por outro lado, usando com sinal positivo temos, para |£] # 0:

b -
2

a. (3.24)

2
a ~
€ al®

Lo a0
E(t,§) < §|Ut| +5|§| |al® +

p(§)

OOIE I + g
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Além disso, se % <0 <1, entao

<1 = pE)Ef*” = ele|* <elef

€1>1 = pO)IEl*” = el¢l* < elel*.

Portanto

p(&)|E1° < el¢)?, €eR™ (3.25)

Usando (3.21)) e (3.25) em (3.24]) temos, para || # 0:

IN

1+e, . 1 ¢ o VP—a?
B < Sl e (G 5 ) P+ e o

IN

CEy(t,§) (3.26)

com C > 0 dependendo de ¢ e a. Evidentemente (3.26) também vale

para [£| = 0.

Portanto, de (3.23) e (3.26]),

(1 - E)Eo(t,f) < E(t7f) < CEO(tvg)a

para todo £ € R™ e t > 0, o que prova o lema. [

Lema 3.6 Seja 0 € [1,1]. Entio existem constantes C = C(g) > 0 e
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a = ale) > 0 tais que

Eo(t,€) < Cem POt Ey(0,€),

para todo £ € R™ et >0, desde que € seja suficientemente pequeno.

Demonstracgao.

De (3.23)) e de (3.18]), temos, para todo £ € R™ e t > 0, que

Eo(t,§) <(1—-e) 'EtE < (1—e)le@iB(0,¢).  (3.27)

Portanto, de (3.27) e de (3.26)) com t = 0, segue que

Eo(t,&) < (1—e)le *@E(0,¢)

IN

C(1—¢e) te @Ot Ey(0,€)

IA

Cre™ " Eq(0,€)

para todo £ € R" e t > 0. n

Demonstragao do item (%) do Teorema

Vamos agora encontrar as estimativas para a energia quando 6 €

Do Teorema de Plancherel e do Lema [3.6] segue que
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(Juel® + @[Vl + (07 — a?)| divul*)dz
RTL
/ ([el? + a?[Vul? + (07 — a?)|divul?)dé
RTL

R

2 /R Bo(t,€)dg

e, / PO £ (0, €)de

([aef* + a®l€P[af® + (b* — a®)[¢ - ul*)dg

C [ e Oa)? + a®|€)?[0]? + (b — a?)|€ - To|?)dE

Rn

C [ e POy 2 + b2 [¢|?[ao|?)de
-

Co / e PO ([T 2 + |€[2] 0 |2)de
[¢1<1

e / e~ (|G |2 + |€]2] o |?)de.
[€1>1

I = / e~ PO (|0 2 + [€[2]do|2)dé
€<

I, = / e~ (| |2 + |20 |2)dE,
[€1>1

28, (t) =
<
<
<
Denotando
e
temos

2E,(t) < Co(I1 + 12), Yt=>0.
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Para concluir o resultado basta estimar I; e Is. Notemos que

L = / e~ O (a2 + €[2[0 |?)de
[€1>1

= [ e ol
[€1>1

—aat

|U1|2 + €7 0| ) dg

\\\

< et Iull2+\€| [tio|*)dé
= e |u1|2 + |Vuol|*)dz
< Ce ™ME u(0)7
onde 1 = ae. Ou seja,
I, <Ce "™E,(0), Vt>0. (3.29)
Por outro lado,
L= / el 2dg + / ek 2@ 2dg
|€1<1 [§1<1
< fin][Feeyn / eI g 4 [[iig| [P o / et g2dg
|€1<1 [€1<1
<

_aele]2f
C||u1||%L1)n/ e el¢l tdf
[€1<1

26
Clfuol Py /lslqe“f'ﬁ' e[,

para todo t > 0.
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Usando o Lema[L.2] com 8 =26, k =0 e k = 2, segue que
I < OO+ 0 bl + U+ 0 flugl Py, (330)

para todo t > 0.

Portanto, de (]3.28[), (]3.29[) e (]3.30[) temos, para 6 € [%, 1]:

Eu(t) < O+t Jusll?pyn + OO+ )75 |[uol 210

+Ce™ " (|Jur|* + [ Vo),

para todo t > 0, o que prova o item (ii) do Teorema
Para provar (i), basta fazer uma modificagdo na defini¢ao de p,

considerando

elel>=2, gl <1

g, €] > 1.
As taxas de decaimento para a solugdo do sistema (3.1))-(3.2]) séo
dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 3.2 Seja n > 3. Se (ug,u1) € (H*R™))™ N (LY (R™))") x
((LAR™))™ N (LY (R™))"), entdo as seguintes estimativas sdo vdlidas

para todo t > 0:
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(i) Se 6 € (0,1], entio

n—2 n
lu@* < CO+8)777 ||ug|[Ea)n + C(1+ )77 |fug[Ep1)n

+Ce™" (JJuo|[* + [Jua]*).
(ii) Se 0 € [3,1], entdo

_n—2 _n
lu@)[* < C+1)72 [Jua[Epayn + CQL+8)72 [|uo|[Fzry

+Ce™ " (|uol|* + [Jua][*),

onde C >0 en >0 sao constantes.

Demonstracao.
Vamos comegar provando o item (ii).

Usando o Lema para todo |£] # 0 e t > 0 temos que

~ N U N b2 —a?,
[ul> < Coe p(g)t(| 1 + [@o|* + 2|£‘2 f'uo|2>

a?|¢)?
2 _ 2
—ap(&)t |t G0l + b —a”
< Coeor (MQ + ol + ol
< CemrOt (||1§||2+|a0|2>. (3.31)
Quando [§| > 1, temos %‘; < |[41]? e assim
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IN

/ aPde < Ceo (/ a0 [2de + / |ao|2ds)
[£1>1 [€1>1 [£1>1

Ce™ (|[a]* + [[doll*)

IN

Ce (Juall* + [fuol*) (3.32)

para todo t > 0, onde 1 = ae.

E integrando (3.31) em ¢ < |¢| < 1 com § pequeno, temos

~ 12
/ a2 de < C’/ efnlélwtﬂdg
s<l¢l<1 s<lgl<1 4%

+C / e e G [2de
0<|€I<1

< Ol [ e
<€
_,_CH%”%LOC)n/ 6—77|€|29td5

<gl<1
< COHUIH%LI)”/ e || ~2dg
0<|€]<1

20
+CO|\uO\|%L1),L/ e M ge (3.33)
s<|éI<1

para todo t > 0.

Pelo Lema [T.2] existe C' > 0 tal que

/ e e kde < C(1 4+ 1), Vi >0, (3.34)
s<lel<1
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quando =20, k =0 e k = —2, pois nestes casos temos n + k > 0, ja

que n > 3. Usando (3.33)) e (3.34) concluimos que
/ [al2de < C(1 +t)*%||u1||%wn + C(1+)7% |[ug|[FL1ym,
d<IgI<1

para todo t > 0.

Fazendo § — 0, temos
/|§|<1 |a|2d§ < C(l—|—t)_"T_e2||u1||?L1)n +C(1+t)_%‘|u0||?L1)n, (335)

para todo t > 0.

Finalmente, somando as equagoes (3.32)) e (3.35)) segue que

lu®I* = [l = /n [a(€)|dg
< C(1+t)7%||u1||%lll)n+C(1+t)7%”u0‘|%l/l)n

+Ce™ ([Ju* + |luol*) ,

para todo ¢t > 0, o que demonstra o item (%) do teorema.
A demonstragao do item (i) é feita de maneira analoga, com p(§)

dada no Teorema [3.1] n
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Capitulo 4

Equacao de Placas com

Dissipacao Fracionaria

Neste capitulo, estudaremos a existéncia, unicidade e o comporta-
mento assintotico de solugdes para o seguinte problema linear de valor

inicial para a equacao de placas em R" com dissipagao fracionaria:
w (t, ) + A2u(t, x) + A%uy(t,z) = 0, (4.1)
para (t,z) € (0,400) x R™ com dados iniciais

u(0,2) =uo(z), w(0,2) =ui(x), x€R" (4.2)
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satisfazendo

ug € H*(R™), wuy; € L*(R™).

Na equagdo acima, u = u(t, z) representa o deslocamento da placa
no ponto x e no instante de tempo t.

O operador A’ : H*(R") C L?>(R") — L?(R") (0 < 0 < 1) ¢é

definido, como anteriormente, por

Alv(x) = FTHEP"F(0)(©)(x), ve HP(R"), zeR™

4.1 Existéncia e unicidade de solucgoes

Vamos provar a existéncia e unicidade de solugoes do problema
(4.1)-(4.2), usando a teoria de semigrupos. Para a equagdo de placas
vamos obter o resultado para todo 6 € (0,1].

Tomando o produto interno em L2?(R™) de (4.1) com u; obtemos

formalmente que
/ U UpdT + A%y ude + / A%uy wpdz = 0,
n R’n n
e, pelo Teorema de Plancherel,

1d
1% |ug|2da + Au Augdx + / |A% 2, |2dx = 0,
be R"'L

n

102



0 que implica em

d

1 1
= | gllu ||2+||Au||2) +/ |AY 2wy dz = 0.
dt (2 T - g

Portanto a energia total associada a equagao (4.1) é dada por

Bu(t) = 5 (Ilue®I* + [|Au®)]]?) - (4.3)

1
2
No espago de Hilbert

X = H*(R™) x L*(R")
consideremos o produto interno definido por

(U,V)X:/ uy vy dx + AulAvldm+/ Ug Vo dx

Rn R™

para todo U = (u,uz) e V = (v1,v2) em X.

Podemos escrever o sistema (4.1)-(4.2) na forma matricial como

segue:
4 U(t)=AU(t) + BU(t)
dt (4.4)
U(0) =Ug
u(t) Ug
onde U(t) = e X, Uy = € X, o operador
v(t) U
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A:D(A) c— X, é dado por

0 1
A= (4.5)
—AZ -] A

com D(A) = H*(R") x H?(R") e o operador B: X — X é dado por

B= . (4.6)

Notemos que o operador A est4d bem definido quando 6 € (0, 1].
Assim como nos Capitulos 2 e 3, vamos mostrar que A+ B é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy.

Lema 4.1 O operador B : X — X definido em (@ é um operador

linear e limitado.

A demonstragao ¢ analoga & demonstragao do Lema[2.I]no Capitulo

Vamos mostrar que A é m-dissipativo e densamente definido. As-
sim, pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é o gerador infinitesimal de
um semigrupo de classe Cj.

Como

O (R™) ¢ HA(R") ¢ HX(R")

CS°(R™) ¢ H*(R™) C L*(R™),
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concluimos que D(A) é denso em X.
Lema 4.2 O operador A definido em é m-dissipativo.

Demonstracao.
Para que A seja um operador m-dissipativo é suficiente mostrar que
A é dissipativo e que Im(I — A) = X.

Seja U = (u,v) € D(A) entao

v U
<.AU, U>X = < ’ >
—AZy —u— A% v

= / vudr + Av Audzx
n ]Rn

—/ Aqudx—/ uvd:c—/ APvvdx
n n RW,

= —/ |A%/ 292 dz < 0

o que mostra que A : D(A) — X ¢é dissipativo.
Resta provar que

Im(I-A)=X.

Analogamente aos argumentos dados no Capitulo 2, mostra-se que

Im(I — A) C X.

A outra inclusao sera dividida em etapas. Dado e X =

105



H?(R"™) x L*(R™) queremos encontrar € D(A) tal que
v
u f
(I —-A) =
v g

Vamos definir a fungao

a: H*(R") x H*(R") — R

a(u, ) = 2/ updr + A AUA(pdw—i—/ A2 A2 5 .

n

Mostremos que a func¢ido « é bilinear, continua e coerciva.
e Bilinearidade de «:

Dados ¢, ¢ € H?(R™) e A € R temos

alu,p +Ap) = 2/nu(<,0+)\¢)dx+ RnAuA((p-i-)\(b)dm

+/ APy A2 (o + M) da,

ou ainda,
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a(u, o + Ap) = 2/ up dx + 2\ ug dx
n Rn

—|—/ AulApdr + A AulA¢dx
n R’Vl

+/ A9/2uA0/2<pdx+/\/ A2 A2 da

n

= afu,9) +Aa(u, 9),

pois os operadores A e A%/2 séo lineares.
Analogamente, temos a(u+ v, ) = au, ¢)+Aa(v, @), para u, v €

H?(R™) e A € R. Assim, a fungdo « é bilinear.
e Continuidade de o

Dados u, ¢ € H*(R™) temos

a(u, < u x4+ u _ " )
2 2 A p|d A Aul|Apl|d A A9/2 Ag/% d
< 2 lull lel] + [1Aul] [ Agl| + 1A%l |47/

< Cllullz2|lpl] 2

e Coercividade de a:

Seja u € H?(R™), entao

a(u,u) = 2/ uudr +

n

AuAudx—F/ A2 A9 dx,
Rn
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ou seja,

a(u,u)zZ/ |u|2dx—|—/ |Au\2da:+/ |A%20)? da
n n R"'L

2/ |u\2dx+/ |Au|? dx
n R‘VL

> Cllulf:.
Considere o funcional L : H?(R") — R dado por

(L) = /”(f +g+ A’ flpda.

Como no Capitulo 2, temos que L é linear e continuo.

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram existe u € H?(R") tal que
a(u, ) = (L,¢), Vee H'(R")
assim,

2/ up dz+ A AuAp dz+ Ae/QuAa/Qapde/R (f+9+A° f)p da,

R

para todo ¢ € H2(R™).

Em particular,

2/ wp dz+ AuAcpdx+/ AH/QUAG/zgodz:/ (f+g+A% f)pda,
R" R7 R™

R™
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para todo ¢ € D(R™).

Assim, segue que

fH+g+A%f =20+ A%u+ A%

no sentido das distribuigoes, D' (R™).
Para f € H?(R") e g € L?>(R"), aplicando o Teorema da Regulari-

dade Eliptica para o operador eliptico de quarta ordem

2 + A%+ AY

concluimos que u € H*(R") e

f+g+ A% =2u+ A%+ A%  em L2(R").

Seja v = u — f. Entdo tem-se que v € H?(R") e

=u+v+ A%u+ A%.

Dessa forma, fica provado que U = (u,v) € D(A) e

f
(I-AU =
g
Logo, Im(I — A) = X e o lema esta provado. L]
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Usando os Lemas[{.1]e[4:2] segue da teoria de semigrupos que A + B

é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Seja
S:RT — L(X)

o semigrupo gerado por A+ B. Entao U(t) = S(¢)Up é a tnica solugao

do problema

% S(t)Us = (A + B)S(t)Up

S(0)Uy = Up.
Logo, se Up = (ugp,u1) € X = H2(R") x L*(R"), temos

U(t) = (u(t), u(t)) € C(RT, X)

e assim

u € C(RT, H*(R")) N C*(RT, L*(R™))

¢ a Unica solugdo fraca da equagdo de placas (4.1)-(4.2). Além disso, se

Uo = (uo,ul) S D(.A) = H4<R") X HQ(RTL),
ue C(RY, HR™) N C (R, HX(R™))

é tnica solugao forte do mesmo sistema.
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4.2 Taxas de Decaimento

Como nos capitulos anteriores, buscamos taxas de decaimento para
a energia total e para a solugao, agora relativo ao problema —
quando 6 € (0, 1], através do método da energia no espago de Fourier.
Diferentemente do que aconteceu nos capitulos anteriores, quando
a prova do resultado principal foi dividida em dois casos: 6 € (0, %]

ef e [%, 1], para a equagdo de placas, serd possivel fazer uma dnica

demonstragao para 6 € (0, 1], escolhendo uma fungéo p adequada.
Teorema 4.1 Sejamn > 1, (ug,u1) € (H2(R™)NLY(R")) x (L2(R™)N

LY(R™)) e 0 € (0,1]. Entdo

E(t) < CO+)7 =5 lu|[2: + C(1 + )75 ||ug||2,
+Ce™ " (|[ua|* + || Auol[*),
onde C >0 en >0 sao constantes.

Para essa demonstragdo, vamos considerar (ug,u1) € C§°(R™) x
CE°(R™), ja que C§°(R™) é denso em H?(R") e em L?(R™).
Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados de (4.1J),

temos

F(ugy + A%u + A%;) = F(0) = 0.
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Ja vimos que

Assim, no espago de Fourier, escrevemos o problema (4.1))-(4.2)

como abaixo, para (t,&) € (0,400) x R™:

Ty (£,€) + [€]*a(t, €) + |€1*T (2, €) = 0, (4.7)

u(0,8) =uo(§), u(0,8) =ur(§), §e€R™ (4.8)

Calculemos o produto escalar de 1) por U; e tomemos a parte

real. Temos

R(@eetie + | Tt + |61 @) = 0,

0 que implica em

N
|

([ae|* + [€]*al?) + €% @) = o.

ISy

t

Seja

1, 1 ~
Eo(t,€) = Slu.|* + S |¢|*[af®
2 2
a energia da equagdo (4.1]) no espago de Fourier.
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Pelas identidades anteriores, temos

d ~
S Eo(t) + €[l = 0. (49)

Agora, fazendo o produto escalar de (4.7) por p(€)@ (p : R* = R

seré escolhida posteriormente) e tomando a parte real, temos

R(p(€)ueet + p(€)IE|*[al® + p(€)|[*"ur) = 0.

Reescrevendo, temos

Ld

~12
=0
2dt‘u| ’

pl6) (R (G0T) = 102 ) + p(elel P + ple)e

ou ainda,

& (POR@R) + Zo QP ) + sOIE TP = ple)an. (1.10)

Definimos
1 1 N = 1 -
E(t,§) = 5|Ut|2 + §|€I4IUI2 + p(§)R(uru) + 5P(f)|§|20\u|27

F(t,€) = €[] + p(€)I€|*al®



para todo £ € R™.

Assim, somando (4.9)) e (4.10]), temos

SB(6,6) + F(1,6) = R(t,6). (111)

Para 6 € (0,1], consideremos a fungdo auxiliar p : R — R como

sendo

elel* =, gl <1
e, €= 1,

onde ¢ seré escolhido posteriormente.
Inicialmente provaremos alguns resultados que serao importantes

na demonstragao do Teorema

Lema 4.3 Para qualquer € > 0, € vdlido que

R(1,€) < =F(t,€), (4.12)
para todo £ € R™ et > 0.
Demonstracao.
No caso [¢| < 1, temos
R(t,&) = p(&)fal* = ele|* > [u?

IN

e(1€1[al* + p(€) €| *[al®),
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pois |£[#720 < |¢[?%, para todo 6 € (0,1].
Ou seja,

R(t7£) :‘SF(t?E)a v|£| <Ll

Para |£| > 1, temos

€|ﬂt|2

R(t,€)

IN

el¢ ||

IA

e(|€1* [l + p(&)I¢|*al?)

= eF(t,¢).

Do Lema e da equagcdo (4.11)) segue que

%E(t,&) (1 —e)F(te) <0, (4.13)

para todo £ € R" et > 0.

Lema 4.4 Para todo 6 € (0,1], existe uma constante N > 0 tal que

p(EE(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstracao.
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Observemos primeiramente que
1 N 1 ~ 1
POE(E) = Sp(©)[u*+ 5p(©)I€ [l +p(€)*R(@a) + 5p(€) I [l
Para |£| > 1, temos

p(E)E(, )

IN

€ 1 N PN € ~
s[4+ Sp() &l @l + €[] + S p()le* [af

IN

N[> [ae|* + N2p(€)[¢]* af?

1 . et .
+§|ut|2 + 5|U|2 + N3p()I¢|*|al?

IN

NP [t |* + Nap(€)[€]*al® + Nal &I [ |?

+Nsp(€) €] *[al* + Nsp(€)[€|*al?

IN

NEP [l + p(6)l¢]* [al®)
= NF(t,¢) (4.14)

ja que 1< €% e |¢]?7 < [¢]* para [¢] > 1e 6 € (0,1].

Agora, para [¢] < 1, temos

P(EE(,€) \§I4 2 |? + p( el al?

IN

+e2 [ | ] + glf\g"“ﬁ)lflwlﬂ\2

IN

Ml + sz( &)l¢l*ul®

1 1-20)~
ol + \€I12 a2 + 2 Pl af

pois €472 < |€]29 desde que 20 < 4 — 20 e [¢] < 1.
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E usando que [£]'2769 < |£18720 (pois 8 — 20 < 12— 66 e |¢] < 1),

temos
p(OE(E) < Mgl laf® + Map(&)I¢|* [al?
+Ms|€]P | |* + Map(€)€) al® + Msp(€)|¢| al?
< M€ + p&)1€1*al?)

= JF(t¢). (4.15)

Assim, de (4.14)) e (4.15)), existe N > 0 tal que

p(EE(t,§) < NF(t,€),

para todo £ € R" e t > 0. n

Do Lema e de (4.13)), escolhendo ¢ tal que 1 — ¢ > 0, temos

SB(6) + (1 - )N p()B(t,)
< SB(16) + (1L )F(,€) <0. (4.16)

Definimos « := (1 — ¢)N~!. Multiplicando a desigualdade acima

por e®P(&)t temos

% (eap(é)tE(t,§)> <0,

para todo £ €e R" et > 0.
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Integrando de 0 a t,
©OLB(t.¢) < E(0,¢)

e portanto

E(t,€) < em POt E(0,¢), (4.17)

para todo £ e R" et > 0.
Da mesma maneira como nos capitulos anteriores, mostremos que
os funcionais F e Fy sao equivalentes.

Para |£| # 0, temos

€1°
€1°

1
§P(f)|§|29|a|2 + Wﬂ(&)IﬂtIQ- (4.18)

Ep(OR(u) < p(&) 7wl (4]

IN

Usando (4.18]) com sinal negativo na defini¢do de E(t,&), temos

1 1 -
B, > 5l + 3leal - pmpln?
1 N 1 .
- 2(1—(’;2) f? + el (4.19)
se ] £0.
Mas
o<ll<1 = B —dgvse .
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p§) €

Portanto
o <e Vi 2o (4.20)
Logo
1—@>1—5>0 YVIEl #0 (4.21)
§2¢ ~ ’ ' '

Portanto, de (4.19) e de (4.21]), temos

1—¢
2

1, 1 ~
(1= (Gl + el

= (1 7€)E0(ta€)7

PSS
E(t,€) > i+ 5 1€l

Vv

ou seja,

E(t7 f) > (1 - €)E0(t, 6)7 (422)

para todo £ € R™ e t > 0, pois E(t,0) = Ey(t,0).

Logo, de (4.22)) e de (4.17)), temos
Eo(t,&) < (1—e) E(t,&) < (1 —e) te Ot E(0,¢), (4.23)

para todo £ € R et > 0.

Por outro lado, usando (4.18]) com sinal positivo na defini¢do de
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E(t,€), temos, para |£| # 0:
B(t,6) < 21 + L@l + p©leal + — ple)fan?
7§ =9 Ut 2 u P g U 2|§|29p§ Ut |-

Note que
€< = pE)f*’ =<lglt e

El>1 = p)]* = el¢g* <el¢lt.

Portanto

1€1%p(€) < elé]*, VEeR™ (4.24)

De ((4.20]) e (4.24) segue que:

B, < SEE (5 +<) 0P < CBale.e). viel£0 (429

com C' > 0 dependendo somente de . Mas é imediato que (4.25]) vale

para || = 0. Logo, de (4.23) e de (4.25)) com ¢ = 0, segue que

Eo(t,&) < (1—e) te P@OtE(0,¢)

IN

C(1—e) e @l Ey(0,¢)

< Coem 9 Ey(0,€)

para todo £ € R et > 0.

Portanto o lema abaixo esté provado.
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Lema 4.5 Seja 6 € (0,1]. Entdo existem constantes C = C(g) > 0 e

a = a(e) > 0 tais que
Eo(t,€) < Ce™ " Ey(0,6), VEER™ et >0,

desde que € seja suficientemente pequeno.

Demonstragao do Teorema [4.1

Encontraremos agora as estimativas para a energia total do pro-

blema —.

Ja observamos que

/ Ju(x)|*de = / [u()|?d¢, Yue L*(R™). (4.26)

Sabemos que para cada j € {1,...,n}

9? , 0
F ((%?u> =1 F (81:]u> = —&7F(u),

e assim
n
FAw)> = > et a = (¢ al.
j=1

Dai, de (4.26) e do Lema [4.5] segue que

121



2E,(t) = /(|ut|2+\Au\2)da:

_ / (e 2 + (€] [al?)de
]Rn

_ / Fo(t,€)de

< 20 / =P 500, £)de

_ / e~ PO (|G |2 4 |40 ) de

_ / e PO [y |2 + |40 |2)de
[€1<1

\C / e~ (|G |2 4 |€]4] a0 ) de.
[€]>1

Chamando

I = / e~ PO (@ |? + €] @0 ?)de
[¢]<1

I — / e~ PO (|7 |2 + [¢[4]do|?)de,
[£1>1

temos

2B, (t) = / (|ue? + |Au|?)dz < C(I) + 1), Yt >0. (4.27)
]Rn
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Na sequéncia vamos estimar as integrais I; e Is. Notemos que

L - / e~ PO (2 + |€]4 [T |2)de
\|>1

—orst

|U1|2 + [€]* || *)dg

\\\

< et |u1|2+\€| [tao|*)dé
= et |U1| + |Aug|*)dz
= 2 "E (0),
onde 1 = ae. Ou seja,
I, <27 "E,(0), Vt>0. (4.28)

E, por outro lado,

L = /£< e“€|5|426t|171|2d§+/|§|< emels* T 14 5 | 2dg
<1 <1

~ _ 4-20 R _ 1-20
@l [ e e e [ e gt
l€l<1 l€l<1

IN

IN

4-26 4—26
Cllalfys [ o€ e s gl [ e gta
<1

lgl<1
Usando o Lema[L.2]com =4 —20, k =0 e k = 4, segue que

I < C|u|2: (1 +6)" 75 + Cljugl|%: (1 + t) 32, (4.29)

para todo t > 0.
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Portanto, de (4.27)), (4.28]) e (4.29), temos

E,(t) < CU+0) 77wl + O+ |jugl[s
+Ce™ ([Jua|[* + [ Auo*),
para todo t > 0 e 6 € (0,1], o que prova o Teorema
Teorema 4.2 Sejan > 5 e 6 € (0,1]. Se (ug,u1) € (H3R™) N

LY(R™)) x (L3(R™) N LY (R™)), entdo a sequinte estimativa € vdlida:

n—4 n
lu@)* < CO+1)752 Jug|[F: + C(L+ )77 ||ug| |2
+C0e™™ (|Juol[* + [lwa][?), V>0,
onde C >0 en >0 sdo constantes.

Demonstracao.

Do Lema segue, para todo |{] #0 et >0, que

~ 12
|a|2 < Ce—ap(&)t (lrgL + 1/L\02> . (430)

< |U1|? e assim

Integrando em |£| > 1, temos HE

/ aPde < Ceo (/ a0 [2de + / |ao|2ds>
[€1>1 [€]>1 [€1>1

Ce=" ([[an]|* + |l *)

IN

IN

Ce™ (JJua]|* + [|uol*), (4.31)
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para todo t > 0, com 1 = ae.

Agora, integrando em 6 < |£] < 1 com 0 pequeno, temos

~ 12
/ a2de < C’/ eﬂﬂél“””ﬂdg
s<lel<1 s<lel<1 45
+C’/ e e G 12 de
0<]€]<1
S
0<|€1<1
+C|[o] |3 / e e ge
s<lel<1
<

_ 4-26 _
Collunlf [ e g tag
s<fél<t

+Co| |uo |74 / e ge  (4.32)
d<|€I<1

para todo t > 0.
Do Lema[l.2] se B =4—20 e n+ k > 0, existe C > 0 tal que

/ e—"‘5|4729t|§|’€d§ <C(1+ t)‘%, vt > 0. (4.33)
s<lgl<t

Agora, se n > 5, (4.33)) € valida em particular para k =0e k = —4.

E assim (4.32) e (4.33) implicam em

n— n

/6<|g|<1 |m2d§ <C(1+ t)74—246 ||U1H%1 +C(1+t) 7 ||UO||%1,

para todo ¢t > 0.
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Fazendo § — 0, temos

n

w7+ OO+ 077 o7 (4.34)

/ aPde < C(1+ 1)
[¢1<1

para todo t > 0.

E portanto, somando as equacgoes (4.31) e (4.34]) segue que

[Ju(t)]]*

@R = [ ek
< O+ 678 [Ju][2 + C(1+ )™ 7 |[ug| |2,

+Ce™ ([lua|* + [Juol[*)

para todo t > 0. n

4.3 A escolha da funcao p

Nos Capitulos 2 e 3 a fungao p foi escolhida baseada no trabalho
de Tkehata-Natsume [I3]. Nesta segdo daremos a justificativa para a
escolha da fungao p para o caso da equagao de placas.

Buscamos uma fungao p : R” — R que satisfaz os Lemas [£.3] [{:4] e
Seja p uma funcdo da forma p(&) = €[¢|?, onde £ é uma constante
positiva.

Para a alta frequéncia (|¢| > 1), a escolha de p é mais simples.
Basta escolher p(§) = e para obtermos um decaimento exponencial

para a energia correspondente no espago de Fourier. Vamos justificar
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a escolha de p para a baixa frequéncia (|¢| < 1).
No primeiro lema, p deve ser tal que R(t,&) < eF(t, ) para alguma

constante € > 0, ou seja, tal que

p(&)|ae* < (€@ + p(&)1€1*al*), V¢l e R (4.35)

Para tanto, é suficiente que 0 < p(¢) < ¢|¢|?.
No segundo lema, queremos p(§)E(t,&) < NF(t,€), para alguma

constante positiva N, ou seja, queremos encontrar N > 0 tal que

P(E)E(t,€)

SPENTL + Spl€)IE1T + o€/ R@A) + 5p(e) 1€ al

IA

Observe que para que a estimativa acima ocorra, devemos ter ne-

cessariamente

%p(&)Z\a”W < Np(©)l¢|*[af,
ou seja,

§\§|25\§|29|a|2 < Nelel’|el*fal?,
ou ainda,

SIgl < Njg*2. (4.37)

Portanto, a fungao p nao pode ser maior que uma constante multi-
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N (1€ a* + p(€) €1 [al?). (4.36)



plicada por [¢[72%. Definimos

p(&) = elg|**

para o caso |¢] < 1.
Com essa escolha vale p(&) < €/|¢|?? e é possivel provar o Lemas

[f4 e L5 e, consequentemente, o Teorema [£.1]
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