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Introdução 

A idéia básica da Geometria Analítica é a representação de pontos do plano ou do 
espaço por meio de conjuntos de números reais denominados coordenadas. Um ponto 
qualquer do plano terá a sua posição perfeitamente determinada por meio de um par ordenado 

de números reais que representam medidas das distâncias a dois eixos orientados, um deles 
vertical e o outro horizontal. 

No século XVII, surgiram os primeiros estudos sistemáticos sobre Geometria Analítica. 

Os seus autores foram Pierre Fermat e René Descartes. Fermat, retomando a idéia dos 

construtores egípcios, refere-se a um ponto do plano por meio de um par de retas 

perpendiculares entre si. Este sistema, apesar de ter sido introduzido por Fermat, recebeu o 

nome de "Sistema Cartesiano" em homenagem a Descartes, que assinava o seu nome em 

latim: Cartesius. 

Mas, com o decorrer do tempo e o avanço do Cálculo percebeu-se que este sistema de 

coordenadas não era tão eficiente na resolução de alguns problemas. Às vezes apareciam 

equações muito “estranhas” e complicadas. Então foram introduzidos muitos outros sistemas 

de coordenadas além do cartesiano, cada um para determinado propósito. 

Um deles é o que iremos estudar, introduzido por Newton, muito utilizado no estudo das 
órbitas dos planetas, localização por radar de aeronaves e navios em alto mar, é o sistema 

polar ou sistema de coordenadas polares. 

Veremos que em coordenadas polares existem infinitas representações para o mesmo 

ponto do plano. Faremos uma relação entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares, 

iremos ver algumas técnicas que facilitam no esboço das curvas polares e encontraremos os 

pontos de interseção odeduas ou mais curvas. '
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Deduziremos a fórmula de comprimento de arco na forma paramétrica, e a partir desta, 

obteremos a fórmula de comprimento de arco na forma polar. Deduziremos também, a 

integral que fornece a área de Plana delirnitadapor urna curva dada na forma 

É de que o leitor tenhaum conhecimento razoável de trigonometria, 

limites, derivadas e integrais.. No; Anexo 1 encontra-se algumas fórmulas ajudarão 

bastmte no entendimento de algumas questões.
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Capítulo 1 

Introdução às Coordenadas Polares' 

Iniciaremaso 0 estada das coordenadas- polares* observando as várias maneiras; de 

mpimenmr um lmntn do plana. a relação entre coordenadas 

cartesianas e coordenadas. aboçarenws. em coordenadas e 

abtermws retas magenta a curvas polares. 

1.1 Sistema de. coordenadas golares 

Nmmmçämmmamdm'oa®~pM$.VMmMmbmmmos o 

Deãúção 1.1.1. os eixos Ox e Cb, em O (origem do sistema). Dado 
um ponm- P do- plano, c~ eartesianas (~}. desexevexpos sin 

werevmdo P=(a,b) ondeoaéVap1'o¿jeç"iodeVPnáo eixoxeb aprojeção 

de.Pno*eixo-ly.. 

1' 

1› 1-d--~--1à.zv(‹z,z›) 

ea 

n.._.._._. 

›‹
Í 

Figura 1.1.1: Representação de um Ponto? em coordenadas.cartesianas›

8



Definição 1.1.2. Em coordenadas polares um ponto P é representado pelo par ordenado 

(r,0) , onde H é a distância de O (chamado origem ou pólo) até P ea 0 é a medida do ângulo 

formado pelo segmento ã e a semi-reta fixa ãi , que chamamos» de eixo polar. 
Pin 6) 

o 6 A › g 

ÍPÓÍUÍ eixo polar 

Figura 1.1.2: Representação de um ponto P em coordenadas polares 

É comum chamar a primeira coordenada do ponto (r,0) de raio. 
No sistema de coordenadas polares devemos fazer as seguintes observações: 

I - Se o ângulo AÔP for descrito no sentido anti-horário, então 0 > 0.. Caso contrário. 0 < 0.. 
Il - Se r < 0,.oponto Pestarálocalizadonaextensão do lado terminal deAÔP. 

III - O par ordenado (0, 0),. 0 qualquer, o pólo.. 

Exemplo 1.1.1. Represente os seguintes pontos num sistema de coordenadas polares; 

iz›1=_»[‹›‹.-fz] 

3] ¡-;[4,f_) Fi O A 
4 ,,

› 
ez-K. 

r=4 
r=4

8 'o 6=í A › 8 
Figura 1.1.3.1: raio e ângulo positivos Figura l.l.3.2: raio. positivo. e. ângulo. negativo.
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*I -al-aí) 'J-*f fu fz z-4 -1 4 \» r 

I 4 
Jr \ = o 6=í A › :Ã

4 
1/ x\ 

f=.4// \ A 
› O g 

I/ 9- _É
/ 

/R 
Figura 1.1.3.3: raio negativo e ângulo positivo. Figura 1.1.3.4: raio e ângulo. negativos 

Observação 1.1.1 

A representação de um ponto é única no sistema. de coordenadas. No sistema. 

de coordenadas polares um ponto pode ser representado de infinitas maneiras. 

~I=(zê› 
~

« 

r=2z-`“ 

pra o l`o=í As I 
Figura 1.1.4: o ponto P representado de váriasmaneiras 

É fácil ver que o ponto P pode ser representado pelos pares ordenados da forma 

(2,%+ 21zzz),k eo Z ou (~2,4?”+21zzz),k e Z. 

1.2 Relação entre coordenadas cartesianas e. coordenadas polares 

Em muitos casos é bastante complimdo trabalhar com uma curva onde sua eguação é 

dada em coordenadas. cartesianas.. Quando mudamos para as. coordenadas, polares; não 

esta difieuidade. Nesta seção estudaremos como converter pontos dados em coordenadas 

paraforma polar e vice-versa..

10



Para que possamos relacionar ambos os sistemas de coordenadas devemos fazer; 

(I) A origem do sistema de coordenadas cartesianas coincidir com o pólo do sistema 
de coordenadas. polares, e 

(Il) O eixo positivo x (abscissa) coincidir com o eixo polar; 
~

y 

rt 
tgzff

2 
Ó Ã X 

Figura 1.2.1: Sistemas de coordenadas cartesianas e polares com mesma origem 

Seja P(x, y) um ponto em coordenadas. cartesianas e (r,0)_ em coordenadas. polares; 

(i) Se P está no 1° quadrante:

Y 
øzí azl, P GOS 

r 
E Sen

r yp---¬-- 
'¬ 

§(‹_I-nuuupnn 

temos 

x = rcosä e y = rsen0 
da 

0 'Ff 

r>O 
Figura 1.2.2.1: P no 1° quadrante com raio positivo
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vê 
y+------ P 

r`. 

.X Ú xX 
_1_II

R

¬ 

._______[q_y 
r<O 

Figura 1.2.2.2: P no 1° quadrante com raio negativo 

(ii) Se P está no 2° quadrante: 

. -x -x cos(0- 1:) = -- :> oosäcosfz +sent9'semr =- 
r r 

r 

-x x :-cos0=--:>cos0=- 
r r 

sen(9 - = :X :D sem? cosfr - senfzsenói =1 
r r 

:>-sen0=;y:>senB=~›í 
I' Í' 

cosa=;x:>cos(1r-0)=-:JÍ:> 
'r I' I' 

P ------ r 

“1 

2 

cn

H 

r>O 
Figura 1.2.2.3: P no 2° quadrante com raio positivo 

Y. 
P. ¬ ------ .V

X 
>'‹ 

nnnungnn 

___--.- 
r < O 

Figura 1.2.2.4: P no 2° quadrante com raio uegativo 

-x 
cos.7rcos0+semrsen0 =-- :>

r 
-x 

,
x -cos0=-::>›cos19=- 

r r 

“ y y sena =-:sen(1r-0) =-::›L 
9 I r r 

semrcosâ-senâcosrr = X :>
r 

senâ =X
r 

cosa. = 5:.-> cos(2fl: -0) = -x-2 :> 
r r 

r x cos 27: cos=9 + sen27zsen9 = - :>
r 

azí X COS
r 

sena = i:> sen(21r-0) = 1 :> 
r r 

sen27r cos 0 - sem9cos2¡r = :X :>
r 

-sen0 = 1 3 senH =Z
r r



(iii) Se P está no 3° quadrante: 

YH2

¬

R ‹ 

(0 

><
+ 

P ----- -y 

r > O 

Figura 1.2.2.5: P no 3° quadrante com raio positivo

Y 
y -_..._._ 

>!‹ na

F 

i *Sr >‹ 

P ----- -ya 

r < O 
Figura 1.2.2.6: P no 3° quadrante com raio negativo 

cosa =.;x:cos(0-r:)=;x 
r r 

-x 
cos 00057: + senäsenzr = _ :>

r 
x x -cos9=_:> cos0=- 
r r 

sena = :Z => sen(6^-1:); =1 
r r 

senâcosn' -senrrcosâ = -“K ::>
r 

-sen0=1:>sen9=-J-Í 
T I'

x ços0=-V e sen0=l, 
r r 

temos, 

x=rcoS6 e» y=‹rsen0



(iv) Se P está no 4° quadrante:

y cosai=Í:›cos(2nf-0)=Í:> 
r r 

9 x x 

ix >< 
.F 

cos 2rrcos6+sen21z'sen6 = - =>
r

x cosâ =-
r 

'J' "Y 
_y ____V___q_ 'P sena=:-::›sen(2r:-9)=-I-_-:> 

r>0 sen27z'cos9 - senâ cos 27: = 1 :>
r 

-)' Y 
Figura 1.2.2.7: P no 4° quadrante com raio positivo "sena = :> sena =_ 

Y. 
------ V 

-fu-naun!- 

'Ê 

1 8
R >< 

r r 

cosa=ÍÊ::›cos(rr-0)=:-)Í:> 
r r 

-x 
oosfrcosâ + semzsenâ = _ :>

X >'‹ 

-y1------ 2P 

r < 0 
Figura 1.2.2.8: P no 4° quadrante com raio negativo 

As equações 

x x -cos6=--:cos6=- 
r r 

sena =2-=>sen(1z-9)=Z ::> 
r r 

senfrcosâ-sen0cos = l:> senä =Z 
r r 

“ x=rc0s0 e y=rsen0 

são válidas para todos os valores de r e 0 . Permitem encontrar as coordenadas cartesianas de 

um ponto quando as coordenadas polares são conhecidas, e vice-versa.. 

Das equações acima, podemos escrever 

xz + yz = (r cos 0)2 +(rsen0)2 = rz cosz 0 +r2sen29 = rz (cosz 0 + senzâ) = rz ,



ou seja, 

xz + yz = rz. 

Esta relação aparece com freqüência 

EXEMPLO 1.2.1 

Represente o ponto com coordenadas cartesianas (-1,1) em coordenadas polares- 

Noteque x=-1 e y=l.Logo x2+y2=r2 =(-l)2+l2 :>r=i×/Í. 

Vamos considerar r = \/5 . 

x=rcos0:>-l=r~/Ícos9:>cosr6"=-iä « » 

2 37r 30:? 
y = rsenâ :>1= Jšsenâ ::> senâ = 

¬ 2 

O ponto em coordenadas polares é . 

EXEMPLO 1.2.2 

Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto Í-Iüfišv) dado em coordenadas polares 

x = rcosâ :> x = -l0cos>3+7pr 2 x =-10.0: 0 
Temosque-r=-10 ea 9:-3á£.Assim 32 

_ 
71' 

y = rsen0` =› y = -l0sen.-2- :› y = (_-I 0v)r(-1) = 1 

Logo, o ponto em coordenadas cartesianas é (0, 1).
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EXEMPLO 1.2.3 

Encontre a equação cartesiana para a curva, rz = 5sen20 descrita na forma polar. 

Sabemos que x2 + y2 =r2 , cos9=Í ,sen0=l eque sen20= 2sen0cos0, assim 
r r 

2 t 2 2 2 J/ x 2 1 
l 2 2

í r =5sen20:>r =5.2senHcosl6:>r =l0-.-Dr =-2-l0xy:(r ) =l0xy=> r r r 

2 2 2 z ~ - :>(x + y ) 
=l0xy eaequaçao cartesiana. 

EXEMPLÚ 1.2.4 

Transforme a equação cartesiana ixz + y2 -2x = 0 para -coordenadas polares, 

Note que xl +y2 -2x= 0:> X2 +y2 =2x . Como x2 +y2 =r2 ex=rcos0 temos 

rz = 2rcos0 . Logo, r = 2cos49 é a equação polar procurada. 

1.3 Curvas em coordenadas polares 

Nesta seção esboçaremos curvas formadas por todos os pontos cujas coordenadas 

satisfazem aequação F(r,0)=0. 

Alguns procedimentos podem nos ajudar no esboço da curva: 

(i) calcular os. pontos máximos e/ou mínimos; 

(ii) determinar 0 para o qual a. curva passa pelo pólo; 

(iii) verificar simetrias;

16



~ Quando substituímos r por - r na equação, esta não se altera, existe simetria em 

relação à origem (ou seja, a curva não se altera se a girarmos l80° em tomo da origem); 

- Quando substituímos 0 por -0 na equação, esta não se altera, existe simetria em 

relação ao eixo polar (eixo dos x); 

- Quando substituímos 0 por fz -0 na equação, esta não se altera, existe simetria em 

relação ao eixo 0 = š (eixo dos y); 

Exemplo 1.3.1. Esboçar a curva r = 1+ 2c0s 0 . 

Note que a equação não se altera se substituirmos 0 por - 0 na equação dada. De fato: 

r =l+2cos0 =l+2cos(-0) 

Logo, existe simetria em relação ao eixo polar. Assim basta encontrar r para 0 S 0 5 fr . 

Tabela 1.3.1: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 64323.4i6 
2cos0 

0 

2 Jš 1 0 ~-1 * -2 

r=l+2cos0~ 3 1+\/š .¡~+`/5. 2 l z 

0* i1¬/E -I 

0 0 ~ 1: 7: 1:» ar 21: 37: 

i 

51: 1: 

fi 
‹o 

JF 

'o sã? . l

a_ 21 'f 

3 2 É 
ir É `

Í 
í fi 

' ú

i 
Figura 1.3.1.1 Figura 1.3.1.2 
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2x 
3;:

3 

,IU ,/V 

3 * 3 
2 _ 

xr Â; 1
4 

Exemplo 1.3.2. Esboçar a curva r = 3cos 20 . 

Analisando em coordenadas cartesianas r = f (0) ;

. 
~

~Q 
Tabela 1.3.2: aIguns ângulos necessários para esbomr a curva 

Figura 1.3.1.9 Figura l.3.l.l0: por simetria obtemos o restante da curva 

'Â 
~ 

}à›~¬\~. 

'ivfâ 

0 - 0 E
4 

ffífíã 42 E ÊZ5 
2 4

E
4 

cos 20 O 1 0 I 0 

r .= 3cos20 3 0 3 O 0 

Podemos verificar que a função: 

fl 
3 ____ ___
2 

1 "` 3x

1 ,,._. 

__..- 

Nšã' 

-2 

-3 

Figura 1.3.2: gráfico de r em coordenadas cartesianas 

---Ó 

hà 
em N 0. 

-1 
*I 

--¬



1:32: 
(Í) tem máximo em 0, 1: e2n¬,mínímoemí e -2~; 

(ii) passa pelo pólo em Í:-, e Z-75; 
4 4 4 4 

(iii) a equação é simétrica em relação ao eixo polar pois: 

r = 3 cos(-249) = 3 cos 20 

A equação é simétrica em relação ao eixo Z; pois: 

r = 3 cos[2(1z - 0)] = 3 cos(21r - 20) = 3(cos 21r cos 20 + sen27rsen20) = 3 cos 20

Í
2 zzl 

3:2 ,Fz í- à “ 

.Q \ 

1.. 

E. 

.fr

E 

-3 
_ 

-1 r 

› 1 

Ê!-l 
4 2 

.y-I 

_f,_,,_, i _ 
1 2 

` 

0* 

Tx
4

2 

Figura 1.3.3.1 

ÉÍ
â 

.M 
11 H x

Í 

... 

..,›, 

:A 

M 

A+ 

A

A â 
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.

V 
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i 

_; 

` 

:J 

na 
bn 

MP4

I 

ii
ú 

A 'É Ê L I 

° 
Ê A 

Si:T

á 

.fl f A zzflzfifâ \ I 

ä *Y | ,V 4 3 2 

§:r
4

É 

?~'›'. 

4.2 

Sir:É 

__7J;__, 
.› 1 , 

51 
.ij \ 

3::
2 

Figura 1.3.3.2 

Xl. 

.F 
21-¡ 

i~1 

¡› 

z› E4

E 
4 É 

fz 

7 

/' 

,. 
V

0

2 

Figura 1.3.3.3 Figura 1.3.3.4 
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5* 
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Figura 1.3.3.5 Figura 1.3.3.6 
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Figura 1.3.3.7 Figura 1.3.3.8
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Exemplo 1.3.3. Esboçar a curva r = 2sen20; 

Analisando em coordenadas cartesianas r = f (0) ; 

E f É É 1 
37 2 ‹ zz ^ ~ ~~~ 7ÍÍff~~`?A ÍÂÍÃÍÍ «ii z z z Í LW 77777777777* 77 Í f 

' ' 

.w 2 
E ›Í _;"'1 '~\ 

|_1 

É A 
Ú A 

1 \ 5!?
` 4 \ 71: _'-'
` 

Tabela 1.3.3: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 

_ 4 'in 
4 T

L

E 
4 2 4 4 

31
2 

77: 27:T 
sen26 l 0 -1 ¬o~1 ao -1. 0 

r = 2sen20 2 

E 31, T' " Z 

o -2 0 2 O .2 o
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Podemos verificar que a função: 

.. . 3 
(11) passa pelo pelo em 0; Ê, fr, -ší e 21:; 

Não conseguimos 

O S 0 S 27: .

¿ 
31 2 vz
4

x 

3
. 

2
1 42 31 

2¿ 

Figura 1.3.5.1 

HL 
__.;--- --ag.--v-__. 

U 
¡

A 

.z _ _ __ _ ____ _ ._ 
Figura 1.3.4: gráfico de r em coordenadas carteslanas 

(i)~ temmáximoemíe. emínimoem -3-7!-de -7_ 
4 4 4 4 

observar simetria. Desta forma vamos locahzar os pontos para 
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Note que a equaç 

Exemplo 1 3 4 Esboçar a curva r = 3cos0 

relação ao elxo polar Entao basta fazer 0 variar de 0 a fr; 

ao nao se altera quando substituímos 0 por -9 Logo ha snnetna em 

Tabela 1.3 4 alguns ângulos necessários para esboçar a curva

Z
4 

Et

3 
21:; 
3\ 

cos0 JiT 1
2 

LI
1 

2 t 

DJ ~ä 
=3cos0 J, ~e

2 
23 21 

às 3' 

Fg ral.36l 
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(b) rsenâ = a é uma reta paralela aoeixo polar.

8

X 
lí 

-‹ 

ol
\ 

›

\ 

a>0 

Figura l.4.1.2.l Figura 1.4.1.2 2

x
2 

(c) rcosâ = b é uma reta paralela ao eixo šg 
1 .tr 

2 5 Ja 
na 

À»

3 

a<0

l 

b>0 b<0 
Figura l.4.l.3.l Figura l.4.l.3.2 

1.4.2 Circunferências 

(a) r = c,c e R em coordenadas polares é a equação de uma crrcunferência centrada no 

pólo e raio |c|; 

If 

9 ,_ 
0* A 

Figura 1.4.2.1.
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(b) r = acos 0,a e R , é uma circunferência com centro no eixo polar e tangente ao eixo š 
-Sea>0,ográficoestáadireitadopólo; -S V O ' ' e a < , o grafico estaa esquerda do pólo; 

gl 

a > [I 

Figura l.4.2.2.l 

- P(f.6) 1 2 
»P‹z.õ›¬ r

2 f 8 
I 8. 

O `

l 0 * (0,021 A V 
0 A 

a < O 

Figura l.4.2.2.2 

. - A . . 75 
(c) r = bsenâ e uma circunferencla centrada no eixo - tan 

-Seb>0 o fi sta 

2 
e gente ao eixo polar. 

, grá coe 'acimadopólo; -Se b<0 ográfico stá b , e a aixo do eixo polar; 

b > EI 

Figura l.4.2.3.l 

1.4.3 Limaçons 

r = aibcosâ ou r = a+bsem9 com b R ” 

Í lr 

2 E 
r Pcfflâ , _,_ , 

' A 
cf›.§›»-› / › 

HYÊ ›` 8 
- (aí) 

¡ l 

0 l 

Ab' 

b < U 

Figura l.4.2.3.2 

_ , a, e sao equações em coordenadas polares 

cujas curvas são chamadas de limaçons; 

As curvas das limaçons r = a+bcos0 e r - +b _ - a_ senô possuem simetria em relação 

ao eixo polar e ao eixo š, respectivamente:
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(a) Quando b > a a curva possui um laço. Sendo assim ela é chamada limaçon. com 

laço; 

_ E Í 
2 2 

ou -› 
A A 

r=a+~bcos8 r=a-bcosâ 

Figura l.4.3.l.l Figura l.4.3.l.2 

X Jr

A 

Ã 

. 6) 
sã A 

r=a+àsen6' ,.=¿¡.-¿,5¿,,¡9 

Figura l.4.3.l.3 Figura l.4.3.l.4 

(b) Se b = a a curva é chamada cardíóide, por ter o formato de um coração; 
8' _ Í 2 2 

- 
- _-E» 

A A 

r=a'+ams6=a(I+cos6) 7=“"a°°5â=4(r1"°°95) 

Figura l.4.3.2.l Figura l.4.3.2.2
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If 

5 1 
Í.-._ À _ 

2
.

A

A 
r=a+asen6=a(l+sen6) Y=0-‹Mfl6=‹2(l-SGYI5) 

Figura l.4.3.2.3 Figura l.4.3.2.4 

(c) Se b < a a curva não tem laço e nem o formato de coração sendo chamada apenas 

de limaçon;

X 
` 2 xr 
, 2 . 

Ê'
A 

¡}=a*bcos0 ¡›=,,-¡,ms9
d 

Figura l.4.3.3.l Figura l.4.3.3.2

8 
2 XÉ 

1 

-

_ 

r=a*+b‹sen9 
r =a-bsafi 

Figura 1.4.3.33 Figura 1.4.33.4

29



1.4.4 Rosáceas 

Equações do tipo r =acos(nH) our =asen(n0) em coordenadas polares, com 
iv a e R e n e N sao chamadas rosáceas, pois lembram o desenho de uma flor com várias 

pétalas, todas com mesmo comprimento e área. 

(a) Se n for par, a rosácea terá exatamente Zn pétalas; 

Suponha n = 2, logo a rosácea terá 4 pétalas;

a 

u

~ 

y= ¿¡5g;z(,¡§) r=tacos (nã) 

Figura l.4.4.l.l Figura l.4.4.l.2 

(b) Se n for ímpar, a rosácea terá exatamente n pétalas; 

Vejamos como é o gráfico para n = 5; 

.(2 
K 11.. 

2~ 2* 

/\ \

i 

Y = meu (na) r = aeusfnä) 

Figura l.4.4.2.l Figura l.4.4.2.2
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1.4.5 Lemniscatas 

Assim são chamadas as curvas que representam as equaçoes 

rz = iaz cos(20) ou rz = ia” sen(20) , coma e R ; 

(a) Nas equações rz =a2 cos(20) e rz =-a2cos(20) as lemniscatas tem simetria em 

_ . . fr . 

relaçao ao elxo polar e ao erxo 5, respectrvamente;

H 
Jr' V2' 
-í 3 3:5' 

33
4

F

X É T 4 

.z. _ 

OI 
A H 

-‹ 

7: =a`: 9053 r* =-af cosâ 

Figura l.4.S.l.l Figura l.4.S.l.2 

(b) Nas equações rz =a2sen(20) e r2 =-a2sen(20) as lemniscatas tem simetria em 

relação a 0 =% e 6 = 3%, respectivamente; 

A, 

,__ 

,... 

W.. 

zzl 

P9

N às - F- 
31 35' 2 _ X1 l 

~ 4 
li'

4

0 
0 A 

ai 

1"' = frlsenfi 7: = _a}-59716 

Figura l.4.5.2.l Figura l.4.S.2.2 
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1 4 6 Esplrals 

Equaçoes de algum 

O (E ira! Hlperbohca) (a) r0=a,a> sp 

'E 
ta-) 

1 2 _*___“-_-_.zm.-..___,_-..- É

l 

g ':;`:! › '
O 

ro za (a>0› 

Figura 1 4 6.1.1 

r = a0, a > 0 (Esplral de Arqmmedes)

E
2 

2 

f=‹zz<›a<o 
r=a8,6?_0 

Fngura l 4.6 2 1 

(c) r = e (Espiral Logantnnca) 

as esplrals e seus graficos 

Fngura 1 4 6 1 2 

Flgura 1 4 6 2 2



EE 
Í 2 

' 

l 7? 
Í 

vi; 

;.' A 

r=e‹fi 

Figura 1.4.6.3 

(d) rz = 0 (Espiral Parabólica) 

..-ZE E 

c 
° 

to cw 
;%lr:q§ f=¬f§ 

Figura 1.4.6.4.l Figura 1.4.6.4.2 

1.5 Pontos de interseção de curvas em coordenadas polares 

Encontrar pontos de interseção de curvas em coordenadas polares não é feito da 

maneira que estamos acostumados em coordenadas cartesianas. Ou seja, resolver 

simultaneamente as equações de duas ou mais curvas podem não identificar todos os pontos 

de interseção. Pois, como já sabemos, em coordenadas polares podemos ter várias m~ para um mesmo ponto. A maneira mais segura de encontrar todos os pontos de 
interseção é esboçar os gráficos das equações. 

Exemplo 1.5.1. Encontrar os pontos de interseção das curvas r = 1+ cosâ e r = 1-cos0 ;
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Trata-se de duas cardióides, como as equações não se alteram se 6 for substituido por -H, 

basta fazer 0 variar de O a fr: 

Tabela 1.5.1: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 

0 0 71' 71"

É 
r=1e+cos0 r-=I+I=2 r=I+~0=1 rfl=1~I=0 

r=l-cos0 r=I-l=0 r=I-0=1 r=1~(-I)=2 

_fl 
~2 

_ 
¡L 

-3 
(0, 

I; 

Í 

Ab 

Figura 1.5.1: duas eardióides opostas e simétricas em relação ao eixo polar 

= 1 0 
Resolvendo o» sistema: 

r + cos 
:> 2cos9 = 0 , ou seja, 0 = -7£+ k1r,k e Z . 

r = 1 -cos 0 2 

Vamos. considerar 0 S 9 < 27:, temos então 0=% e 0 = 3% ; 

Substituindo esses valores nas equações obtemos os pontos {l,.-É-Ê) e 

Observando a figura 1.5.1, note que temos três pontos de interseção e não apenas 

dois como sugeria o sistema, ou seja, as curvas também se encontram no pólo (0, 0). 

Logo os pontos de interseção são (0;.0)~, (Lã) e. {l,ê2í) .
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Observação 1.5.1 

Como foi visto na Seção 1.1, em coordenadas polares os pontos (I,-7;) e (l,:%) 

podem ser representados. de várias maneiras.: í-l,.%)e {-Lã); (-1,-3'-gi-) ez (1,%);. 

1,-Í) e (-LE); etc. 2 2 

Exemplo 1.5.2. Encontrar os pontos de interseção entre curvas r = cosâ e r = 1- cosâ _ 

Note que as equações se referem a uma circunferência centrada no eixo polar e 

. fr . ,. tangente ao eixo -2- e uma cardiolde. 

As equações não se alteram se 0 for substituido por -0, basta fazer 

49 variar de 0 a fr: 

Tabela 1.5.2: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 

0 × ou = 

r =cos0 I ~ 0 
i

- 

r=1-‹z‹›s0_ 1_1=o* 1-0:1 1-(.1)=2 

E x _ 8=_ 2 3 

na 
(3 

_ 2 - 1 
1 

(0, AE 

›-1 :fi
3 

Figura 1.5.2: Uma cardióide e uma circunferência simétricas em relação ao eixo polar
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Resolvendoosistema: 
{ 

::cos0=l-cos0:2cos0=l:>cos0=- r=cos0 
r=l-cos0 

l9=-7; ou 0=5?”, para0e[0,27r]. 

Observando o gráfico temos que os pontos de interseção são (0,0), 

Exemplo 1.5.3. Encontre o ponto de interseção entre as curvas r =l e r2 = 2sen20 

Trata-se de uma circunferência de raio r = 1 centrada no pólo e uma lemniscata 

Substituindo 0:? e 0=5T” nas equações temosos pontos e 

Tabela 1.5.2: alguns ângulos necessarios para esboçar a curva 

rz = 2sen20 0 1 2 

0 0 1 1 51 _ 
12 4 12 2 

1 0

E 
12,8 

2 E
4 

. âl
W läâ 

117; 
5: '12 

' 11_~37" 
12 

Figura 1.5.3: Circunferência centrada no pólo e uma Iemniscata 
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Resolvendo o sistema: 

=1 r =›12=2.‹en20=›se»2a=l.L0g0 0=í,0=Í'í, 0=l3_”e0=17_”. 
rz =2sen20 2 12 12 12 12 

Assim os pontos de interseção entre as curvas são: (l,%),(l,Í%),(l,ll377r) e {l,l;7T”) _ 

Note que neste caso, resolvendo o sistema encontramos todos os pontos de 

interseção. 

1.6 Retas tangentes a curvas polares 

Dada Luna curva polar r = f (0) tome H como um parâmetro e escreva as equações 

paramétricas como 

x = rcos0 = f(9)cos0 e y = rsen0 = f(0)sen0. 

Sabemos que a inclinação de uma reta é dada por 

É i(rsent9) ísen0+rcos0 
_ dy _ de _ do _ da '" " 

dz 
` d " 

df ' (1) 
dx _ _(rcos0) _cos0-rsenâ 

d0 d0 dâ 

Para encontrar tangentes horizontais, basta fazer id; = 0, com gã- ¢ O . 

. . dx dy Para encontrar tangentes vert1ca1s, basta fazer E = 0, com É ¢ 0. 

Observação 1.6.1 

Se considerarmos as retas tangentes no pólo, teremos r = 0. Logo a equação ficará 

dr dr -sen0+reos0 -sen0+0 
m=dy=¿Íí =¿;f =sen0=tg0,comg:-¢0. 

dx ãcosä-rsen0 -cãcosä-O msg da

37



Exemplo 1.6.1. Calcule a inclinação da reta tangente à curva polar r = l+cos0 em 0 =16r-. 

,, a? . . Temos, r = l+cos0 . Entao ía 
= -sen0, substituindo em (1) temos 

dr 
dy _ 

ãsenónrcosâ 
_ (-sen0)sen0+(l+cos0)cos0 _ -sen20+oos0+cos2 0 _ 

dx 11 cos 6,_rsem9 (-sen0) cos0-(l+cos 0)sen0 -sen0cos0-sen0-sen0cos0 
d0 

_ -(1-cosz 0)+cos0+cos2 0 _ -l+2cos2 0+cos0 _(-1-cos0)(l-2cos0) 
-sen0-2sen0cos0 sen0(-l-2cos 0) sen0(-l-2cos 0)

' 

Substituindo 0 por % temos: 

.z(-1»z‹›Sâz.›ú1»zzzsâ›waíleza1¡a‹1~«š›z 

__1 _š ~à 
3 l _+í. 5- l\J 

~à 
_ 

5(1+«/5) __ 2 
;‹+ › 

`;‹+ 
› ~;‹~«§› ä 61 

11

2 I 
1 6

M 

dz 
(..,.§)(-1-2.05%) %(_,_2__ší) ¿(-1-fi) 

_ l 

=-1

É

I 

ll 2 A 

Figura 1.6.1: Cardióide simétrica ao eixo polar
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Exemplo 1.6.2. Calcule a inclinação da reta tangente à curva polar r = 3cos0 em 6 = š . 

dr . Temos r = 3cos0 e E =-3sen6, assim 
dr 

dy _ ¶”"0+'°°S” _ (-3se›z0)szzz9+(3ws0)z‹›s0 _ -3szn20+3z‹›s2ô 
dz 

` 
%c0S0_,Sen6 

` 
(-ssenø)-(3ws0)szn0 

_ 
-3.-ezzøwsø-ssefzewsa 

_ -3sen20 + 3(l - sen20) _ -3sen20 + 3 - 3sen20 _ 3 - 6sen2l9 _ 1 - 2sen20 
-6sen6cos0 -6sem9cos0 -6sen0 cosâ -2sen‹9cos‹9 

_ 1 _ 2sen20 _ -l _ 2sen20 _ -1 
+t 0 -zsznøwso -zsznowsa zszzzewsø zsznawsa zsezzôwsø g 

~`e._ 

r×›'›- 

IQ 

= -1 +tg”= _ +«/§=;l+ 3=;2+ 3=L. 2”oos”32___ sen- - 
3 3

1
1 

Jr m_=i 
ía c .ff 

1; 

_ 

3 p..
A 

1.' 

`I 

7!' 

Figura 1.6.2: Circunferência simétrica ao eixo polar e tangente ao eixo -5- 

Exemplo 1.6.3. Encontre os pontos na curva r = 3cos0 onde a reta tangente é horizontal ou 

vertical. 

Temos que x = rcos0 e y = rsenä . Assim,
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dydr dxdr _=_sen0+rcos0 e _=_cos6-rsen0. d0 dó? dó? dó? 

Para encontrar as tangentes horizontais devemos ter %=0, isto é, 

isen0+rcos0=0 :>l-2sen20=0 :›sen2l9=l:>sen0=iQ:> 0:2 ou 0:31. 
dó? 2 2 4 4 

Portanto, os pontos que admitem tangentes horizontais são e _ 

. . dx . Para encontrar as tangentes verticais faremos ã=0, ou seja, 

šrãcosâ-rsen0=0 2 -2sen0cosl9=0:>sen0cos0=0=> sen0=0 ou cos0=0::› 

0:0 ou 0=£.
2 

Portanto, existem tangentes verticais nos pontos (3,0) e (lã). 

Vamos construir a curva e as tangentes. 

A curva é uma circunferência centrada no eixo polar. Como há simetria em relação eixo polar, 
basta fazer 0 variar de 0 ou fr e já obtemos a circlmferência. 

Tabela 1.63: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 

0 ° 1 1 31 ff 

4 2 4 

3 3 
2 2 

rzszzosø 

i 

3.1=3 \/5 3.o=o `/5 3.(-1)=-3
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, 4 
É 

[
_ QTÉ1 

31
4 

Í 

0.;-) 
. I 

(3, 9)» 
0 (šg) A 

Í-39%) 

Figura 1.6.3: Circunferência e as retas tangentes horizontais e verticais 

Exemplo 1.6.4. Encontre os pontos na curva r = 1+ cos 0 onde a reta tangente é horizontal ou 

vertical. 

Temos que x = r cos 9 e y = rsen0 . Assim 

dyâr dxâf --=_sem9+rcos9 e -=--cosó'-rsenâ. d0 d0 d0 dó? 

Para encontrar as tangentes horizontais faremos 

2:0. 
dâ 

Então, 

isen0+rcos0 = 0 d0 

ou seja, 

(-l-cos0)(l - 2cos0) = 0. 

Isto ocorre quando 

(-1 -cosâ) = 0 ou (1-2cos‹9)= O , 

Ou seja,
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cos0=-l ou cos0=š.

5 Segue,para 0e[0,21r],que 0:? ou 0=%. 

Portanto, existem tangentes horizontais nos pontos e 

Para encontrar as tangentes verticais faremos % = 0. 
Então, 

É-icosä-rsen0 = 0 d0 

ou seja, 

sen0(-1-2cos0) = 0. 

Isto ocorre quando 

senâ = 0 ou -l-2cos9 = O , 

ou seja, 

sen49=0ou cos9=%1. 

27: 47: Segue,para 0e[0,27r],que 0:0, 0=1r, 0=T ou0=?. 
_ . _ 1 2:1 l 47: Portantmexnstemtangentcsvertrcalsnospontos 5,-É e 5,? 

Como Q=0e £=0 quando 0:1: temos d0 d0 

lim dy : lim (-1-cos9)(l-2cos0)= lim (l-2cos0) = HM' dx 0-›×' sen0(-1-2cos0) 0-›×' (-I-2cos0) 

: um (-1-cos0) :__3_ um (-I-cos0) :+oo. 
0-›×` sen0 0~›×' sen0
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Damesmaforma,usandosimetriatemos }im%=-oo. 

Então existe uma reta tangente horizontal no pólo. 

Vamos construir o gráfico da curva e das tangentes. 

A curva é uma cardióide. Como há simetria em relação eixo polar, basta fazer 

0 variar de O ou Ir . 

Tabela 1.6.3: alguns ângulos necessários para esboçar a curva 

0 0 1 5 E ff if: 51 
3 2 3 3 3 

r=l+cos0 l+l=2 l 3 l+0=l 1 l 1-l=0 l l l 3 l+-=- l--=- l--=- l+-=- 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 
I 3

É 
2: É 1 

ÍÊÊ) 

, (o,z (U3) 

/ 2 T 
líël

2 
3 1 

5;
3 

Figura 1.6.4: Cardióíde e as retas tangentes horizontais e verticais
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Capítulo 2 

Comprimento de curvas dadas na forma polar 

Neste capítulo deduzíremos a fórmula que fornece o comprimento de arco de uma 

cunIlaJ¡noƒàrnnpo&,pøIiwolelüzimIvsaƒómmladewmpfimenmdeorco 

deunmcurvadodonofomupammârialfidcfómudoconsislexnuuaäegrol 

definida. 

2.1 Curva e comprimento de arco na forma paramétrica 

SejaCumacurvanaformaparamé1:rica,istoé, 

t e[a,b] 

onde x, y são funções deriváveis com x' e y' contínuas. 

Queremos encontrar 0 comprimento do arco da curva C, do ponto A até B (ver 
figura). 

Seja P = {a =to <t, <...<t,,_, <t,, =b} uma partição de [a,b] em n subintervalos de 

comprimentos iguais, A" = I, -t,._, . 

Sejam A = A0,A,,A2,...,A,,_,,A,, = B os pontos sobre a curva C. 

Unindo os pontos Ao, A,, A2 ,..., A" temos uma poligonal cujo comprimento fornece 

umaaproximaçäo do arcodacurva, dcA atéB.
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fr 
_ 

Âz 

âêââfl A 

J'(fz)-- +---- 

E I 

nm- | 

_ 
'- A* 

... A A,
' 

f` tl f__, 
Í' 

ntz. Í:b 

__._____+__ 

"___ 

.Éh

b 
ou =‹f.› no =‹‹z› zm *¬" zo 4› zm , 

Figura 2.1 

O comprimento da poligonal, denotado por sn , é dado por: 

S.. =d(Ao›Az)+d(Az›Az)+---+d(-4n-.›A›.) 

zâh/[z(f,)-z(z,_,)]2+[,z(zi)-y(f,_,)]2. (2) 

como ao funções x z y Sâo doúvàvoio om [zz,b], podemos ooiiozf o Tooroma do valor Médio 

em cada subintervalo [t,._, , t,.], i = 1, ..., n e assim podemos escrever 

x(r,.) -x(t,._,) = x'(c,)(1, -:,_,), onde c, e (t,._,,r,) (3) 

y(r,.)- y(r,._,) = y'(d,.)(r,. -r,_,), onde d, e (r,_,,r,.). (4) 

Substituindo (3) e (4) em (2) temos 

Sn z [x~(z,)(z, -z‹,r_,)]” +[y-(à¡)(z,e -f,._,)]” z [z~(z¡)]* +[y-(â,)]*.(z¡ -ri). 

Fazendo n -› ~H×› temos o comprimento s da curva C de A até B, isto é, 

S = '(cf)]2 +|:y'(df)]2 °(¡i "ti-I) (5) 

A soma (5) se parece com uma soma de Riemann para a função
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¢(f) = J [×'(f)]2 +[y'(f)]2 

mas não é, pois c, nao é necessariamente igual a d, para todo i. 

Como x' e y' são contínuas, pode ser mostrado que o lirnite (5) é igual ao limite obtido 

quando c, = d, , ou seja, 

~‹=£J[›‹'‹f›12+[y~‹f›12‹ff- ‹õ› 

2.2 Comprimento de arco na forma polar 

Se uma curva C é dada em coordenadas polares por (r,0), como r é uma função de 

0, temos 

(rfl) = (f(6')›9)- 

Em coordenadas cartesianas temos que a curva C é dada por 

(x, y) = (r cos 0, rsen0) = (r(0) cos 0, r(0)sen0) _ 

Logo, 

C_ {z(âã=r(0)z‹›s‹9 ` 
y(â =f(â)szzzâ 

é uma parametrização da curva C com parâmetro 0. 

Da fórmula (6) temos que o comprimento de arco da curva C quando 0 e [a,b] é 

fJ[›‹'‹f››T +[y'‹f››1*‹ff› 

= f Ji %T+(%)2âa.
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Temos, 

É = -liicosâ-rsen0 
dó? dâ 

%=:;;sen0+rcos6 

então, 

dr 2 

rse + -sent?-rcosâ (%)2+(%12=(%wS@- "GT (dz, 

= - cosz 9 - 2r-senâcosâ + rzsenzól + - sen20+ 2risen9cos6+ rz cosz 9 Vl df W (10 (19 (10 (10 
2 2 2 

= (sen20+cos2 0) +r2(sen20+cos2 0) = .I +r2.l = +r2. 
(10 d0 (10 

Portanto, o comprimento da curva C dada em coordenadas polares b 'da 

um intervalo [a,b] é 

,o t1 quando 6 percorre 

S = 
il, l 

hi-'ãí +r2z1a ou S = 3~da. 
Exemplo 2.2.1. Encontrar ocomprimentodearcodacurva r=e”, entre 0=0e0=%

É 

U (LU) 

Figura 2.2.1 
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b 

Sabemos que s = L/r'(0)2 + r(6)2d0 

Emâo S = É»/z” +z2”â0 =fJ2z”dâ=É./2./z¶z10 =./5 fƒàø =J2'z”|š =
O 

= \/Í(eš -e°) = \/§(eš -11u.c. 

Exemplo 2.2.2. Encontrar 0 comprimento de arco da curva r = 1+ cos 0 .

b 

Sabemos que s = I,/r'(0)2 + r(49)2d6 . 

Observe no gráñco que existe simetria em relação ao eixo polar. Então basta encontrar o 

comprimento de 0 variando de 0 a fr e multiplicar por 2. 

Jr

2
1 

U 2 :P

1 

Figura 2.2.2: cardióide simétrica ao eixo polar 

S = 2. f ,/(-sz»ø)* +(1+ <×›s0)2â0 =2. L' Jsezfâ +1 + 2‹z‹›s0 + wsz aaa 

=2.fJ1+1+2‹×›s0d0 =2.fJ2+2‹z‹›s0â0 =2.«/5 f./1+¢‹›s0dâ 

= 2../5 L' Jzwslgdo =2../2 f×/íwsãdâ =2.Jí\/5 fwsgâa 

=4.2sen6 =8(sen-Ii-sen2)=8(l-0)=8 u.c. 
2 2 2 Nr
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Capítulo 3 

Área em coordenadas polares 

Neste capítulo calcularemos áreas das regíõa planas delimitadas por curvas dadas na 

farnnapolaz Primeiramente deduziremos aƒónnula queƒoraece a área. Veremos que 

estaƒórmula consisteemunnaíntegralddinída. 

3.1 Cálculo da árm de uma curva polar 

Vamos deduzir a fórmula que encontrar a área A da figum delimitada pelas 

retas 0=a,0=fl epelacurva r=f(0). 

=ø 

/=a 
f=ƒ(1-9) 

Figura 3.1.1 

Considere f uma função contínua e não-negativa em [a, ,6] . E seja P uma partição de [a, ,B1 
demodoque a=0,,<0¡ <02<...<42_, <6,. <...<6,,=,6,ta1que 9,-0,._, ='6%a. 

6'=Ô' ...9=f"' =â_, 
›6=6, 
/_,â=e, 
<×a=a, 

Figura 3.1.2
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A área do setor circular de raio f(p,) e ângulo AH,., onde ‹9,._, <p,. <0,. eAl9,. =6¡-6,._, 

, l 
¢;[f‹z›.›]* M.« 

6= 8=ô 
6=_.aÍ /I 6:6-I. 

"'Õ'=c: 

Figura 3.1.3 

Uma aproximação para a área A é 

A.=§§[f(»z)]2A‹2=§§[f(zz)]2(õz-‹2..)- ‹1› 

Fazendo n -› oo temos a áreaA. 

A soma (7) é uma soma de Riemann para a função 

¢‹f›=§[f‹‹››T~ 

Portanto,aáreadaregião limitadapelacurva r=f(0) epelasretas 0=a e 0=fl é 

. 
"

1 
A=¿z,,z5[f‹zz›T‹‹›. -‹‹›._.› 

i=l 

11* 
=5[[f(0)]”âó›.

50



Exemplo 3 l 1 Calcular a area hmrtada pela curva dada r = 9sen2‹9 . 

Tabela 3 l l alguns ângulos necessários para esboçar a curva

E
4 

E.
2 

l 0 

r = i«/9sen20 i3 O 

=- cos--cos =-9(0-l)=9 ua 

Observeatabela3 12 

Figura 3 l l Lemmscata 

Exemplo 3 1.2 Calcular a area lmntada pela cm'va dada por r = cos 36 . 

A curva e uma lemmscata, observe que basta fazer 0 variar de 0 a É e usar slmetna 

A = 4 - 4 9.‹zn20dø = 29 4 sznzadô =-íwszâl = -9[z‹›s{2.-9-ws(2 0)] =
0



Tabela 3.1.2: alguns ângulos necessários para esboçar a curva

£
2 

0 0 Í E 
6 3 

r = cos30 1 0 -1 O 

Temos lmla rosácea de três pétalas. Podemos calcular a área da metade de uma petala e 

multiplicar por 6: 

Azól [fmzseda=3f‹×›s23øz1ø=3f(l+lwsó0)âo=3 lø+-1-szzzóo 6 = 
2 2 2 2 12 

za l.í+l.‹zzzó.í- l.o+lsz›zó.o) =3 l+i.o-o-i.o)=3.í=ízz2z 
2 ó 12 ó 2 12 12 12 12 12 4 

E 1 31 E ' '~ ' 1 ~ - - xempo . .3. ncontraraareadareglaomternaacurvadadapelaequaçaor-2 cos0 

Pelaequaçãopercebe-se quesetratadeumalimaçonsem laçoequeamesmatemslmetna 

em relaçãoaoeixo polar. Logo,paraencomraraáreabastafazer 0variarde0a;r edepols 

multiplicarpor2.

1 
1

â 
I//' 

Figura 3.1.2: rosácea de três pétalas 

52

I



Tabela 3.1.3: alguns ângulos ecessirios para esboçar a curvo

Ê 
cos 0 1 0 -l 

r=2-me 2-1=1 2-o=2 2-(-1)=3 

H O fr - 

I 

fr 

J:

2 

Figura 3.1.3: Limaçon sem laço 

A = 2% f(2-wsafâa = [(4-4‹×›sa+‹z‹›z2 ayzøz [(4-4‹×›se+%+%ws2a)z1â 

= (40 -4sen0 +10 +lsen20 = 41:- 4sen1r +-1-fr +lsen2z -(4.0- 4sen0 +l.0 +lsen2.0) 
2 4 2 4 2 4 

=41:-4.0+lrr+l.0-0+4.0-0-1.0 =47r+l1r =21r u.a. 
2 4 4 2 2 

Exemplo 3.1.4. Encontrar a área de interseção entre r = 4cos0 e r = 4sem9 

=4 0 
Resolvendoosistema {r 40030 :4cos0=4sen0:>oos0=sen0:0=%,eanalisandoo r= se 

gráfico
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X 

(2,¿‹_\| 

¡- 

- 
20 

fr 
Figura 3.1.4: duas circunferências ua simétriea ao eixo polar e outra ao eixo E 

, . fr . . , . temos que as curvas se encontram no polo e no eixo É que divide a area desejada em duas 

regiões iguais. Assim basta considerar a curva r = 4cos9 e fazer 0 variar de ä a -É 
e multiplicar por 2. 

fl 2 

Sabemos que A =š H f (0)] d0 _ Logo 

š š š 1 
A = 2.1 I(4ws0)2d0 = jlówzzoââ =1ó ](l+lz‹›s2a}1a =1ó{-1-o+l.‹en20

2 

2 , , , 2 2 2 4 . 
É É É 4 

=l6 l.£+lsen(2.£) - l.£+lsen(2.£) =l6|:-7-I-+lsen7r-Í-lsen£1 
2 2 4 2 24 4 4 4 4 8 4 2 

=1ó í+l.o-í-1 =1ó[í'--l]=2zz-4 zm. 
4 4 8 4 8 4 

Exemplo 3.1.5. Encontrar a área interior ao círculo r = ócosâ e exterior a r = 2 + 2cos0 _ 

Note que pelas equações se trata de uma circunferência centrada no eixo polar e uma 

cardióide. Ambas possuem simetria em relação ao eixo polar. Resolvendo o sistema
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zó ' “'59 =›óws0=2+2ws0=>ws0=l=>a=zr¢z‹›sl=›0=íz0=§-'í. 
r=2+2‹×›s0 2 2 3 3 

,-É 

(3-Ú) 

Figura 3.1.5: circunferência e cardióide simétricas ao eixo polar 

, . fr 51: . . , _ Temos que as curvas se encontram no polo e nos elxos 3- e -3- que dlvldem a area desqada 

em duas regiões iguais. Observe também que 6cos0 > 2+2cos0 quando 0 variar de 0 a -25. 

Assim: 

É š 
A = 2% [[(ó‹×›sø)2 -(2+2¢‹›s0)2]z10 =]`[3óz‹›s2‹9-(4+sz‹›s0+4‹m2 0)]da 

0 0 

É Ê É 
z ](32z‹›s10-acusa-4)aa= [[32G+%z‹›s2a)-swsa-4)z10=]`(1ó+lózosza-szosø-4)dâ 

O O O

I 

=(12ø+12Ê.‹z›z2ø-ssznalí =12.%+ssa?-sszzzš-12.0-ssz›z2.o+sszno 

Jš\/5 =41r+8._-8.--0-4.0+l6.0=4fr u.a. 
2 2 

Exemplo 3.1.6. Calcule a área intema ao laço da Ijmaçon r = 1- 2sen0. 

Observe o gráfico:
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Sabemos que esta limaçon é simétrica em relação ao eixo Logo basta calcular a área de 

x 
À, í ó 

1 l 
- ¡-

A 

Figura 3.1.6: Iimaçon com laço 

metade do laço e depois multiplicar por 2. 

Note que o laço começa a ser formado em 8 =%, quando chegamos em 0=š, obtemos 

metade do laço. 

De (3.l) temos: 
Z' 

l 
2

2 A _2.5£_[(1-zszna) da-
6

1
2 

=3í+4‹>‹›sí-sznzí'--35-4‹>0sí+senz-'5=Í+2.o-0-í-4 
2 2 2 ó ó ó 2 2 

3«/5 = 71.' -T u.a. 

o~N\__.¡~v4 

7!

2 
(1-4sen0+4sen20›i0= I-4serfl+4(l-loos20) 0 

5 2 2
6 

2sen20 ; 5 = K1-4sen0 + 2 -2cos29)d0 = (30-4(-cosãl)--í--I = (3Ú+4U0S9"~'>`¢"29)lÍ 
x ' É 
K 6

~
e
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Q Conclusao 

Com o estudo realizado, percebemos que em alguns casos o sistema de coordenadas 
polares apresenta algumas vantagens em relação ao sistema de coordenadas retangulares (ou 

eartesianas), destacando aqui, a simplicidade para a construção gráfica de algumas curvas. 

Vale lembrar aimportíulciadatrigonometriaparaarepresentaçãodemnpontonaforma 

polanpoisomesmoéidentifimdopeladistânciaresuainclinação áheinrelaçãoaopóloe 

ao eixo polar, respectivamente. Vimos que existem várias maneiras diferentes de se 

repmsentarmnpontoempolares.0q1mexigeuma~atençãoparficularquando 

estamosmteressadmemmmntmpomosdemwmeçãodeduasoumais:cmvas¿pois,às 

vezegosponmsohfidosmresoluâodemnsistemadeequaçõesfioemrespondem 

exatamente aos procurados, tendoquerecorreraconstruçãodascurvasenvolvidas. 

Naeonsnuçãodasemvaspolaresprocmmmsesbowí-lasdemaneirabemclara. 

Construindo inicialmente umatabela com os todo o 

proee®nentopassoap@o~eusandommprezssime1riasq1mdotpossível. 

Deflmmnosmmbémaknportâmiadamtegraldefimdmpmaocálcrñodeeomprhnenw 

demoeármdemaemvarfimmososdadiseimde Tópicos de 
Cálculo para obter as que apareceram nos
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Anexo 1 

TABELA - Derivadas, Integrais e Identidades Trigonométricas 

Al.1 Identidades Trigonométricas ~ 

1. sen2x+cos2x=l. 

3. l+cotg2x==cosec2x . 

5. cos2x:1+cos2x 

2. 1+tg2x=sec2x. 

4. 

6. 

7. Zsenxcosy=sen(x-y)+sen(x+y). 
8. 2senxseny=cos(x-y)-cos(x+y). 
9. Zcosxcosy=cos(x-y)+cos(x+y) . 

10. 1isenx=1icos~(Í;--x). 

Al.2 Derivadas: Sejam u e v fimções derivâveis de. x e n constante. 

1. y=u" 
Z y=uv 
1 y=E

v 
4. y=a“ 
5. y=e" 

6. y = loga u 

7. y=h1u 

8. y=u" 
9. y=senu 
10. y=cosu 
ll.y=tgu 
l2.y=cotgu 
l3.y=secu 
14. y=cosecu 

:>yv=nun-lua. ~ 

:y'=u'v+v'u. 
,__u'v-v'u :>y ---52--. 

2 1-oos2x senx=-š_-. 
sen 2x = 2 seu x cos x 

::› y' = a“(lna) uf, (a > 0, a âfi 1) . 

:>y'=e"u'. 
' I 

, u :>y =-logue.
u 

. 1
. :>y =-u .

u 
:> y' =vu"' u'+u"(lnu) 
:›y'=u'cosu. 
=:› y'=-u'senu. 
:>y'=u'sec2u. 
:;> y'=-u'cosecZu. 
:>y'=u'secutgu. 
:> y' = -u'c0sec. u. cotg u 
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15.y=arcsenu ::>y'=-by--. 
«JI-uz 

16.y=arccosu =>y'=;-u-'--. 
x/l-uz 

l7.y=arctgu =>y'=äF. 
_.u` 

l8.y=arccotgu :ir l+u 
19. y=arcsecu,|u|2l :y¬=~,|u|>l 
20. y =arc cosec u,|ul 21 2 y'.=-1'--,|u| > 1. 

|u|\Íu2 -l 

Al.3.l Integrais 

1. 'fdu=u+c. 2. 

3. ƒdí“=m|z4+¢. 4. 

5. íe"du = e" +c. 6. 

7. ícosudu=senu+c. 8. 

9. _Ícotgudu=h1|sen u|+c. 10, 

ll. _fcosecudu=ln|cosecu-cotg u|+c. 12. 

13. _Ícosecucotgudu==-cosecu+c. 14. 

15. fcoseczu du. = -cotg u + c . 16. 

17.]-_-“I” =-1-1n“`“ +¢, u2>zz2. 18. uz-az 2a' u+a 
du I u 

19. .____=_ z _ zo. 
fu ,__u2_a2 um-Szz|¡{+z 

21 du u f 2 2 
. I'--5'-É-=0fCSCIl--+6, Il <a . 

Ja -u Ú 
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n+l 
_Íu"du=-lí-+c, me-1. 

ll 

:tg u du = 

›sec2 u du 

+1 
J au 
~a“du=ín--+c, a>0,a¢l. 

(1 

senudu=-cosu+c. 

lnlsec u|+c. 

.secudu=h1|secu+tgu]+c. 

*secutgudu=secu+c. 

=tgu+c. 
d 1 .Í"-í-E7:-°aÍ'CÍgy-+0. 

Ú Ú ll +11 

2 
=ln1u+\/uz +a2|+c 

Ju +a 
du. 

.Í {u2_a2 
= ln|u'+~./uz -a2 I+c



A1.3.2 Fórmulas de Recorrências

1

2

3

4

5

6

z 

sen"'Iau cos au nr -1 _ sen”au du = -----_-- + _- sen” Zau du. 

cos"audu=---'-í+ -_ cos” daudu. 

- n-¡ 

tg"au du = Q- dtg"'2au du . 

a(n -Y 1) d

_ 

1 an (df 
I 

sznzzzzíäs"-'au (zz;1)I .z 

I J 
n-I 

. I 
cotg au ,,_2 cotg"au du = -7(n-_-Í; - [cotg au du 

n-2 
Isac" au du = ~£E- + _fsec"`2 au du .

n a(n - I) - 
n-2 ___ 

J› 
cosec aucotg au n 2 d ,,_2 cosec"au du = - d 

-1'-( 

) 
au du 

a(n - I) n -1
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