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introdug:ﬁo

A idéia basica da Geometria Analitica é a representagdo de pontos do plano ou do
espago por meio de conjuntos de nimeros reais denominados coordenadas. Um ponto
qualquer do plano tera a sua posigéo perfeitamente determinada por meio de um par ordenado
de nimeros reais que representam medidas das distincias a dois eixos orientados, um deles

vertical e o outro horizontal.

No século XVII, surgiram os vprimeiros estudos sistematicos sobre Geometria Anaiitica.
‘Os seus autores foram Pierre Fermat e René Descartes. Férmat, retomando a idéia dos
construtores egipcios, refere-se a um ponto do plano por meio de um par de retas
perpendiculares entre si. Este sistema, apesar de ter sido introduzido por Fermat, recebeu o
nome de "Sistema Cartesiano” em homenagem a Descartes, que assinava o seu nome em

latim: Cartesius.

Mas, com o decorrer do tempo e o avango do Calculo percebeu-se que este sistema de
coordenadas ndo era tio eficiente na resolucdo de alguns problemas. As vezes apareciam -
equagles muito “estranhas” e cémplicadas. Entdo foram introduzidos muitos outros sistemas

de coordenadas além do cartesiano, cada um para determinado propdsito.

Um deles é o que iremos estudar, introduzido por Newton, muito utilizado no estudo das
orbitas dos planetas, localizagfio por radar de aeronaves e navios em alto mar, é o sistema

polar ou sistema de coordenadas polares.

Veremos que em coordenadas polares existem infinitas representagfes para o mesmo
ponto do plano. Faremos uma relagio entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares,
iremos ver algumas técnicas que facilitam no esbogo das curvas polares e encontraremos os

pontos de intersecdio de duas ou mais curvas.



Deduziremos a férmula de comprimento de arco na forma paramétrica, € a partir desta,
obteremos a féormula de comprimento de arco na forma polar. Deduziremos também, a

integral que fornece a 4rea de regidio plana delimitada por uma curva dada na forma polar.

Ede grande importincia que o leitor tenha um conhecimento razoavel de trigonometria,
limites, derivadas e integrais. Ne Anexo 1 enconfra-se algumas férmulas que ajudario

bastante no entendimento de algumas quest(")es



Capitulo 1

Introducio as Coordenadas Polares

Iniciaremos o estudo das coordenadas polares observando as virias maneiras de
representar um ponto do plano. Apresentaremos a relacido entre coordenadas
cartesianas e coordenadas.— polares, esbocaremos curvas em coordenadas polares e

obteremos retas tangentes a curvas polares.
1.1 Sistema de coordenadas polares

Nesta segdo iremos estudar o sistema de coordenadas polares. Antes relembraremos o

Definigiio 1.1.1. Sejam os eixos Ox e Oy, perpendiculares em O (origem do sistema). Dado
um ponte P do plano, utilizando coordenadas cartesianas (retangulares), descrevemeos sua
localizaciio no plano escrevendo P =(a,b) onde a € a projecio de P no eixo x e b a projegdo

de P noeixo y-

A

bp—————9Hab)
]

Figura 1.1.1: Representacio de um ponto P em coordenadas.cartesianas.



Defini¢io 1.1.2. Em coordenadas polares um ponto P € representado pelo par ordenado

(7,6), onde || ¢ a distancia de O (chamado origem ou pélo) até P e @ é a medida do angulo

formado pelo segmento OP ¢ a semi-reta fixa OA, que chamamos de eixo polar.

P{r.©)

\ A
, ‘ »
(polo} eixo polar

Figura 1.1.2: Representacio de um ponto P em coordenadas polares

E comum chamar a primeira coordenada do ponto (r, 6) de raio.

No sistema de coordenadas polares devemos fazer as seguintes observagdes:
I - Se o dngulo AOP for descrito no sentido anti-horario, entio @ > 0. Caso contrario @ < 0.
_,H —Ser < 0, 0 ponto P estara localizado na extensio do lado terminal de AOP.

IIT - O par ordenado (O, 6), qﬁalquer, representaré o polo.

Exemplo 1.1.1. Represente os seguintes pontos num sistema de coordenadas polares;

Figura 1.1.3.1: raio e ﬁngulo positivos Figura 1.1.3.2: raio. ’positivo‘ e ﬁngulo. negaﬁvo.



4
o =
o =7 A
/ >
’
L4
r= ..4/ / A
> . od
/
rd
/
7P,
Figura 1.1.3.3: raio negativo e dngulo positivo Figura 1.1.3.4: raio e ingulo negativos
Observacio 1.1.1

A representagio de um ponto ¢ tinica no sistema de coordenadas cartesianas. No sistema

de coordenadas polares um ponto pode ser representado de infinitas maneiras.

£

-
Figura 1.14:0 ponto P representado de virias maneiras.

E facil ver que o ponto P pode ser representado pelos pares ordenados da forma

(2,%4- an),k eZ ou (—-2,4?”+2k7z),k eZ.

1.2 Relacfio entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares

Em muitos casos ¢ bastante complicado trabathar com uma curva onde sua equacdo ¢
dada em coordenadas cartesianas. Quando mudamos para as coordenadas polares nio h4 mais
esta dificuldade. Nesta segio estudaremos como converter pontos dados em coordenadas

cartesianas paraforma Pola: e vice-versa.
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Para que possamos relacionar ambos os sistemas de coordenadas devemos fazer:

4)) A origem do sistema de coordenadas cartesianas coincidir com o pélo do sistema

de coordenadas polares, e

() O eixo positivo x (abscissa) coincidir com o eixo polar;

X

Figura 1.2.1: Sistemas de coordenadas cartesianas e polares com mesma origem

Seja P(x,y) um ponto em coordenadas cartesianas e (r,8) em coordenadas polares;
(i) Se P esta no 1° quadrante:

Y4

72 T ‘P cos0=;- esen9‘=-':—.,~,
1
i temos
I .
' x=rcos@ e y=rsent
[}
L o

o} X X

r>0

Figura 1.2.2.1: P no 1° quadrante com raio positive
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. -x
cos(8 — )= — => cos@cosz + senlbsens =
r

X x
= —cos@=—=>coslf@ =—
r r

sen(@—n)= =¥ senficosz — senmsend =
r

4 = —senf="2 = seng=>
r<o r r
Figura 1.2.2.2: P no 1° quadrante com raio negativo
(i1) Se P esta no 2° quadrante:
-X —Xx
y“ cos@x =—=>cos(r—@)=—=
r
-x
. coswcos@ + senzsend =— =
r
—x x
—c0s@ =—=>cos@ =—
r r
- sena=Z:sen(7r—0)=iv—:>
‘ r r
x
senmcos@—senfcosz =2 =
r
r>0
senf =2
r

Figura 1.2.2.3: P no 2° quadrante com raio positivo

Y4

x x
cosa=—=cos(2r -G =—=
r r

X
cos2zcos@ + sen2nsenl = — =

r
. x
-X : X COSB = —;
|
! senc = i.—_> sen(2wr—6) = = =
. : ,

Yr------ sen27rcos@—senfcos2w =2 =
r
r<o -
—senf="2 = send =2
Figura 1.2.2.4: P no 2° quadrante com raio negativo r r

12



(iii)  Se P esta no 3° quadrante:

S

Figura 1.2.2.5: P no 3° quadrante com raio pesitivo

p¥———--4v

r<o0
Figura 1.2.2.6: P no 3° quadrante com raio negativo

13

x
cos@=— e senf =

-X —X
cos@ =— =>cos(@—m)=—=
r r

-x
cos@cosz + senlsenn = — =
r

-x x
—cosP=—=cosf=—
r r

senz =—2 = sen(@—m)= AN
r r

senfcos —senm cosf = =y -
r

—-sen0=2:>sem9=-¥-
r r

b4

Y
r r

temos,

x=rcosf e y=rsent



(iv) Se P estd no 4° quadrante:

Y4 cosa‘=£:>cos(27:——0)=£:
r r
8 X 0827 cos @ + sen2msend == =
— "b r
F X §
i cosf ="
? r
1
H — _
seng =" = sen(21:—9)=-——)—) =
-y P r r
sen2mwcos@ —senfcos2n = el
r>=0 r
-y y
Figura 1.2.2.7: P no 4° quadrante com raio positivo —senl = T = senf) = ’r‘

—x ~x
cosa=—=>cos(r—0)=—=>
r r

—-x
cosmecosd + senwsend =— —
r

—x x
-c0sf =—=>cosf=—

r r
sene =2 = .s'en(7z—49)=Z =
r r
senmcosd — senfcos =2 = senf =2
Figura 1.2.2.8: P no 4° quadrante com raio negativo r r

As equagdes

x=rcosf e y=rsend

sdo validas para todos os valores de » e @ . Permitem encontrar as coordenadas cartesianas de

um ponto quando as coordenadas polares sdo conhecidas, ¢ vice-versa.

Das equagdes acima, podemos escrever

2 2
x> +y* =(rcosf) +(rsenf) =r’cos’ @ +r’sen’@=r’ (cos2 0+ senza) =r?,

14



ou seja,
2 +y*=r’.

Esta relagfio aparece com freqii€ncia

EXEMPLO 1.2.1

Represente o ponto com coordenadas cartesianas (—1,1) em coordenadas polares.
2 2 2 2 12
Noteque x=—1 e y=1.Logo ¥’ +y*=r’ =(=1) + P = r=%2.

Vamos considerar r = \/5 ]

x=rcos€:>—l=ﬁcos€:>(‘:os0=—-—2— _— .
: -2 3z

=>0="—
4

o] &

y=rsend =>1= V2sent = send =

O ponto em coordenzidas polareé € (\/5,—31—) .

EXEMPLO 1.2.2

Encontrar as coordenadas cartestanas do ponto (—-10,221) dado em coordenadas polares.

3 'x=rcost9:>x=—loms;z:;xz_m_o:o
Temosque r=-10 ¢ 9=—27£.Assim‘ 2

y=rsen@=>y= -l()sen—‘3—;—r— =>y= (—1 0)(—1)‘ =1

Logo, o ponto em coordenadas cartesianas € (0, 1).

15



EXEMPLO 1.2.3

Encontre a equacio cartesiana para a curva, r> = Ssen26 descrita na forma polar.

Sabemos que x* +y? =r? , cos@=> ,sen0:Z e que sen20 = 2senfcos , assim
q y ; , q

2 =5sen20 = r* =52senfcos@=r* =102 X = 12 = —I-IOxy =(r2Y = 10xy =
rr r

= (x2 +y° )2 =10xy ¢é a equagdo cartesiana.

EXEMPLO 1.24
Transforme a equacfo cartesiana x> + y”> —2x =0 para coordenadas polares.

Noteque x> +3)* -2x=0=>x>+y?> =2x.Como x> +y* =r* ex=rcosf temos
q y y y

r’ =2rcos@ . Logo, r = 2cos@ é a equagdio polar procurada.

1.3 Curvas em coordenadas polares

Nesta se¢io esbogaremos curvas formadas por todos os pontos cujas coordenadas

satisfazem a equagdo F(r,0)=0.

Alguns procedimentos podem nos ajudar no esbogo da curva:
6)) calcular os pontos méximos e/ou minimos;
(ii)  determinar # para o qual a curva passa pelo pdlo;

(i)  verficar simetrias:

16



- Quando substituimos r por —r na equagfio, esta ndo se altera, existe simetria em

relagdio & origem (ou seja, a curva nfo se altera se a girarmos 180° em torno da origem);

- Quando substituimos & por —6 na equagfo, esta ndo se altera, existe simetria em
relagdo ao eixo polar (eixo dos x);
- Quando substituimos € por 7 —6@ na equagdo, esta ndo se altera, existe simetria em

relagdo ao eixo €= % (eixo dos y);

Exemplo 1.3.1. Esbogar a curva r =1+2cosf.

Note que a equagfo ndo se altera se substituirmos @ por —6 na equagdo dada. De fato:
r=1+2cos@ =1+2cos(-0)

Logo, existe simetria em relag@o ao eixo polar. Assim basta encontrar 7 para0<@ <.

Tabela 1.3.1: alguns ngulos necessirios para esbogar a eurva

x| 2=

3K
PN

r 1z
3 2 3

3 | m
s | 6
2cos6 2 N 2 1 6 | -1 {21 B 2
—~2

r=1+2cosé | 3 1+J§ ‘]‘+\/§ ‘ 2 1 : 0 1

Figura 1.3.1.1 Figura 1.3.1.2
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Figura 1.3.1.9

Figura 1.3.1.10: por simetria obtemos o restante da curva

Exemplo 1.3.2. Esbogar a curva r =3c¢o0s26.

Analisando em coordenadas cartesianas r = f(0);

Tabela 1.3.2: alguns dngulos necesséirios para esbogar a curva

0 RO A N A B B A LA
4 2 4 | | 4 2 4

cos26 1 0 -1 0 ‘ 1 0 -1 0 1

r=3cos20 3 0 -3 o ! 3 | 0 -3 0 3

Podemos verificar que a fungfo:

Figura 1.3.2: grifico de r em coordenadas cartesianas

19




. . . T 37
(i) tem maximo em 0, ﬂeZE,mmmovemie- —2—;

(ii) passa pelo polo em f—, 2—75, 57 e 7—75;
4 4 4 4

(iii) a equacdo ¢ simétrica em relagdo ao eixo polar pois:

¥ =3cos(—260) =3cos20
A equacio € simétrica em relagdo ao eixo —;z- pois:

r =3cos[2(m — )] =3cos(2m —26) = 3(cos 2w cos 20 + sen2zwsen2@) = 3cos 28

L]
(XL

Figura 1.3.3.1 Figura 1.3.3.2

e
(S

ki
£

Figura 1.3.3.3 Figura 1.3.3.4

20



Figura 1.3.3.5

a
2

Figura 1.3.3.7

Figura 1.3.3.6

Exemplo 1.3.3. Esbogar a curva r = 2s5en20 ;

Analisando em coordenadas cartesianas r = f(0);

Figura 1.3.3.8

Tabela 1.3.3: alguns dngulos necesséirios para esbogar a curva

o O |z |z |3 | = | 5 | 3 Tz 2n
4 2 4 4 2 4

sen20 {1 0 | 1 0 -1 0 1 0 -1 0

r=2sen20 | 0 2 0 -2 0 2 0 -2 0

21




-1:

-2

Figura 1.3.4: grifico de r em coordenadas cartesianas

Podemos verificar que a fungdo:

. . n Sz V. 3z Tx
(i) tem maximoem — € — e minimoem — € —
4 4 4 4

(ii) passa pelo poloem 0, %, 7T, —3575 e2r;

Nio conseguimos observar simetria. Desta forma vamos localizar os pontos para

0<0<2x.

Figura 1.3.5.1 Figura 1.3.5.2

22



L3R

P
A
Ta
s
Figura 1.3.5.3
-
r
ol
A
Vi
3
Figura 1.35.5
E ¢
r
 od
A

Figura 1.3.5.7
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Figura 1.3.54
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Exemplo 1.3.4. Esbogar a curva r =3cos8;

Note que a equagio ndo se altera quando substituimos & por —8@. Logo ha simetria em

relagéio ao eixo polar. Entdo basta fazer € variarde 0 a 7 ;

Tabela 1.3.4: alguns ingulos necessérios para esbocar a curva

¢ O\ z | 2 |2 {2 | 22| 3 | 5|7
6 4 3 2 | 3 4 6

cosd 1 3 | 2 1 0 | 11| 2| B | -t
2 | 2 ] 2 |

Figura 1.3.6.4

Figura 1.3.6.3

24



Figura 1.3.6.7 , Figura 1.3.6.8

1.4 Equacdes em coordenadas polares e suas respectivas curvas

1.4.1 Equacdoes de retas;
(@) @=00ub=0,+kn, keZé uma reta que passa pelo polo e faz um éangulo de

6, ou 6, + kz, k € Z radianos com o eixo polar;

Figura 1;4.1.1

25



(b) rsenf = aé uma reta paralela ao eixo polar.

i F g
2 2
a
-
o A ¢ A
a
a>0 a<0
Figura 1.4.1.2.1 Figura 1.4.1.2.2
. . T
(c) rcos@ =b é uma reta paralela ao eixo By ;
ol 4
z ]
b b
0 A > 0 A -
b>0 b<0
Figura 1.4.1.3.1 Figura 1.4.1.3.2

1.4.2 Circunferéncias

(@) r=c,ceR em coordenadas polares ¢ a equagdo de uma circunferéncia centrada no

polo e raio Icl;

le
A&
.t
) A
Figura 1.4.2.1,

26



. . A . . T
(b) r =acosf,a R, ¢ uma circunferéncia com centro no eixo polar e tangente ao €ixo 5;

- Se a>0, o grafico esta a direita do polo; - Se a <0, o grafico esta a esquerda do poélo;

a>l al0

Figura 1.4.2.2.1 : Figura 1.4.2.2.2

. . A . .
(c) r =bsenf é uma circunferéncia centrada no eixo Ee tangente ao eixo polar.

- Se b >0, o grafico esta acima do pdlo; - Se b <0, o grafico esta abaixo do eixo polar;
T
2
Hr.6) -
A
.
@D
‘ 24
0 A‘
5>0 B<0
Figura 1.4.2.3.1 Figura 1.4.2.3.2

1.4.3 Limagons

r=atbcosf our =atbsend, coma,beR sio equagdes em coordenadas polares

cujas curvas sdo chamadas de limagons;
As curvas das limagons » =atbcosé e r =atbsenf possuem simetria em relagio
. . X .
ao eixo polar e ao eixo 3 respectivamente:

27



(a) Quando b >a a curva possui um lago. Sendo assim ela é chamada lz;magon, com

lago;
Ix
2
A
r =a+beost r=a-beosf
Figura 1.4.3.1.1 Figura 1.4.3.1.2
=
3 Z
2 ]
—
A
N
s
A
¥ = a+t+bsend
Figura 1.4.3.1.3 Figura 1.4.3.1.4

(b) Se b =a acurva é chamada cardiéide, por ter o formato de um coragio;

|

E 4

Y
%

r=a+amsf=a(l+ wsb) r=a—acosf=ofl-cosd)
Figura 1.4.3.2.1 Figura 1.4.3.2.2

28



| 9

=)

-
A

¥ = a+asenf =a(l + senf) r=a-amb=a(l-send)

Figura 1.4.3.2.3 Figura 1.4.3.24

(c) Se b <a acurva ndo tem lago ¢ nem o formato de coragfio sendo chamada apenas

de limagon;

g

A

™,
1

dh

| 7 =a+beosd r =a-beos@
Figura 1.4.3.3.1 Figura 1.4.3.3.2
E -4
7z =
[\§ E/_\
/ \ 1]
K—/_ 0\)
r = a+bsenl
r = a-bsend
Figura 1.4.3.3.3 Figura 1.4.3.3.4

29



1.4.4 Rosaceas

Equagdes do tipo r=acos(nd)our=asen(nf) em coordenadas polares, com

acR eneN sio chamadas rosdceas, pois lembram o desenho de uma flor com vérias

pétalas, todas com mesmo comprimento € 4rea.
(a) Se n for par, a rosicea tera exatamente 2n pétalas;

Suponha n = 2, logo a rosicea tera 4 pétalas;

K
4

r = asen{né) ¥ = acos(né)

Figura 1.4.4.1.1 Figura 1.4.4.1.2
(b) Se n for impar, a rosacea tera exatamente n pétalas;

Vejamos como € o grafico paran = J5;

¥ = asen (né)

r = acos{né)
Figura 1.4.4.2.1 Figura 1.4.4.2.2

30



1.4.5 Lemniscatas

Assim s8o chamadas as curvas que representam as  equagdes

r? =+a’ cos(20) our’ =+a’sen(20),comacR;
(a) Nas equagdes r’ =a’cos(20) e r’ =—a’cos(20) as lemniscatas tem simetria em

~ . N 1 .
relagfio ao eixo polar e ao eixo > respectivamente;

ST

2 2 8 s >
ry°=a° cos ¥ =-—a cosé

Figura 1.4.5.1.1 Figura 1.4.5.1.2

(b) Nas equacgbes r’ =a’sen(20) e r* =—a’sen(20) as lemniscatas tem simetria em

relagdoa 0= % el= 3{, respectivamente;

=
2

r! = aisend

Figura 1.4.5.2.1 Figura 1.4.52.2
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1.4.6 Espirais

Equacdes de algumas espirais e seus graficos:

(a) 0 =a,a >0 (Espiral Hiperbdlica)

n b4
2 2
(a3) (a3)

&
b 2

ro =a(8>0) -r0‘= a(0<0)

Figura 1.4.6.1.1 Figura 1.4.6.1.2

(b) r =ab,a >0 (Espiral de Arquimedes)

>V

>
| \i |

(4

r=u0,820

Figura 1.4.6.2.1 Figura 1.4.6.2.2

(c) r =e” (Espiral Logaritmica)
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>

Figura 1.4.6.3
(d) r* =@ (Espiral Parabdlica)
z
2
oy | r=-¥b
Figura 1.4.6.4.1 Figura 1.4.6.4.2

1.5 Pontos de interseciio de curvas em coordenadas polares

Encontrar pontos de intersegdo de curvas em coordenadas polares ndo € feito da
maneira que estamos acostumados em coordenadas cartesianas. Ou seja, resolver
simultaneamente as equagdes de duas ou mais curvas podem nio identificar todos os pontos
de interse¢fio. Pois, como j& sabemos, em coordenadas polares podemos ter varias
representagdes para um mesmo ponto. A maneira mais segura de encontrar todos os pontos de

intersecdo € esbogar os graficos das equagdes.

Exemplo 1.5.1. Encontrar os pontos de intersegdo das curvas r =1+cos@ er=1-cosé;
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Trata-se de duas cardi6ides, como as equagGes nfo se alteram se @ for substituido por — @,

basta fazer @ variarde O a = :

Tabela 1.5.1: alguns ingulos necesséirios para esbogar a curva

6 0 L3 7

2
r=1+cosf r=1+1=2 r=1+0=1 r=1-1=0
r=1-cos@ r=1-1=0 r=1-0=1 r=1-(¢I)=2

Figura 1.5.1: duas cardidides opostas e simétricas em relagfio ao eixo polar

=1+cos@
Resolvendo o sistema: d © = 2c0s@ =0, ou seja, 6=—7£+ kn,keZ.
r=1—-cos@ 2

Vamos considerar 0 < @ < 27z, temos entdo 0=% ef= 37” ;

Substituindo esses valores nas equagdes obtemos os pontos (1’»‘72‘{) ¢ (1’322)

Observando a figura 1.5.1, note que temos trés pontos de interse¢dio € nio apenas

dois como sugeria o sistema, ou seja, as curvas também se encontram no pélo (0,0).

Logo os pontos de intersegio sdo (0,0), (I,%) e (I,ézz)‘ .
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Observacgio 1.5.1

Como foi visto na Sec¢do 1.1, em coordenadas polares os pontos (1,—725) € (1,37”)

podem ser representados de varias maneiras: (_L_%)e (_l’g) : (_1’_3—:—) ¢ (l’g) ;
(1,3’_) e (—I,z); etc.
2 2

Exemplo 1.5.2. Encontrar os pontos de intersegdo entre curvas r =cosf er =1—cos8.

Note que as equagdes se referem a uma circunferéncia centrada no eixo polar e
.7 .
tangente ao eixo 5 ¢ uma cardidide.

As equagdes ndo se alteram se 6@ for substituido por —6, basta fazer

@ variarde O a x:

Tabela 1.5.2: alguns dngulos necessirios para esbogar a curva

e 1 0 T

NN

¥ =cosf 1 ~ 0 -1

r=l-cos@ | 1-1=0 | I-0=1 I—(D)=2

Figura 1.5.2: Uma cardidide e uma circunferéncia simétricas em relacio ao eixo polar
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=cos@
Resolvendo o sistema: e :cos0=1—cosé’:200s9=1:>cos0=l:>
r=1-cosé@ 2
T Sx
6?=—3—0u0=?,para06[0,27r].

Substituindo 0=§ e stT” nas equagdes temos os pontos (%,%) e (%’ST”)

Observando o grafico temos que os pontos de interse¢do sdo (0,0), (—;—,%) e (%,ST”] :

Exemplo 1.5.3. Encontre o ponto de intersegéio entre as curvas r =1 e r> = 2sen26 .

Trata-se de uma circunferéncia de raio » = 1 centrada no p6lo e uma lemniscata.

Tabela 1.5.2: alguns Angulos necessérios para esbogar a curva

¢ " x 4 o =
12 4 12 2
r’ =2sen26 0 1 2 1 0

Figura 1.5.3: Circunferéncia centrada no pélo e uma lemniscata

36




Resolvendo o sistema:

:>12=2sen20:>sen2¢9:—.Logo O=—,0="—,0=———e =——.

r=1 1 T 5r 137 177
r’ =2sen26 2 12 12° 12 12

. Sz 137 177
Assim os pontos de inte 40 entre as curvas sdo: | 1 | 1,— 1,—
M e (12)( 12)( 12) ( 12]

Note que neste caso, resolvendo o sistema encontramos todos os pontos de

intersec¢do.

1.6 Retas tangentes a curvas polares

Dada uma curva polar r= f(0) tome 6 como um pardmetro € escreva as equagdes

paramétricas como
x=rcosf = f(@)cosO e y=rsend = f(0)senl .

Sabemos que a inclinag@o de uma reta ¢ dada por

L. 4 —( rsen@) isen€+rc:0s0
_dy_deo _ do _do )
dc dx dr ’
( cosd) ——cos@—rsenl
do  de de

dy

Para encontrar tangentes horizontais, basta fazer E =0, com —;%— #0.

dy;tO

i dx
Para encontrar tangentes verticais, basta fazer — =0, com —

Observacio 1.6.1

Se considerarmos as retas tangentes no polo, teremos r = 0. Logo a equagdo ficara

dr dr
——sen@+rcos@ ——senf+0
—do —do =sen0=tg0, com sr—g-#O.

m:
%coso—rsene icos0—0 cosd

B &
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Exemplo 1.6.1. Calcule a inclinagio da reta tangente a curva polar » =1+cos@ em 8 = 16[— :

Temos, r =1+cosé . Entdo %=—sem9, substituindo em (1) temos

dr
dy_ﬁsena+rooso9 (=sen@)send) +(1+cos @) cos _ —sen’6 +cos@ +cos’ 0

dc dr cosO—rseng (Send)cosd— (1+cos@)senf) —send) cosO — send — senfcos®

_ —(1—cos’ @) +cosf+cos’@ —1+2cos’@+cosf (—1—cosO)(1—2cos6)
—senf —2senf cos @ send(—1—-2cos ) senf(-1-2cos@)

Substituindo & por — 5 7 temos:

, Gro)iim) (-5)9) (+-S)-a

= (sen%)(—l—Zoos%) %(_1_2__?) %(—1—~/§)
—1+~/_—§+%_ %+§ -(1+J—)

— = = 1.

R S )

b =

Figura 1.6.1: Cardiéide simétrica ao eixo polar

38



Exemplo 1.6.2. Calcule a inclinagio da reta tangente a curva polar » =3cos@ em 6 = Y

Temos r =3cosf e % =—3senf , assim

dy isenO+rcos€

&y _ 46 _ (3senf)senf+(3cosO)cos®  —3sen’d+3cos’ O
dx dr o — (—3senf) — (3cosO)sent —3senf cos @ —3senf cos @
dée

B —3sen’0 + 3(1— sen’0) _ —3sen’6 +3—3sen’d _ e 6sen’d . 2sen’d
—6senf cosf —6sent cos @ —6senfcos@ —2senfcos@

_ 1 2sen’0 -1 2sen’0 -1 o
—2sen00030 —2sent9cosa 2sen€cos0 2senﬂoos¢9 2senflcos@ 5

|
.—a

g2 3=

2sen— -, cos — 3
3 3

1
£+~/_—‘/_+\/_—\/_

2

&

N |

7

w|h

(3] ‘

/4
Figura 1.6.2: Circunferéncia simétrica ao eixo polar e tangente ao eixo —

Exemplo 1.6.3. Encontre os pontos na curva r =3cosé onde a reta tangente ¢ horizontal ou

vertical.

Temos que x =rcos@ ey =rsend . Assim,
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dy

—=£sen0+rcos¢9 e i=icose—rsen0.
do do de do

Para encontrar as tangentes horizontais devemos ter —=

\/5 V.4 3z

isem9+rcos¢9=0:>1—2sen249=0 :>sen20=l:>sen0=i—:> O=—oufb=—.
do 2] 2 4 4

Portanto, os pontos que admitem tangentes horizontais sio (%,%] e (

ﬂz)

2 4/
s dx ;

Para encontrar as tangentes verticais faremos E=0’ ou seja,

%cos@—rsenﬁ=0 = —2senfcosl@ =0= senfcosf@ =0= send =0 ou cosfd=0=>

=0 ou 0=£.
2

Portanto, existem tangentes verticais nos pontos (3, ()) - (3, —725) 5

Vamos construir a curva e as tangentes.

A curva € uma circunferéncia centrada no eixo polar. Como ha simetria em relagdo eixo polar,

basta fazer @ variar de 0 ou 7 e ja obtemos a circunferéncia.

Tabela 1.6.3: alguns Angulos necessérios para esbocar a curva

g ¥ £ 3 - »
4 2 4

r=3coséf 3.1=3 3\/5 3.0=0 3J§ 3.(-1)=-3
2 - )
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(3,0)

Figura 1.6.3: Circunferéncia e as retas tangentes horizontais e verticais

Exemplo 1.6.4. Encontre os pontos na curva r =1+cos@ onde a reta tangente ¢ horizontal ou

vertical.

Temos que x =rcos@ ey =rsenf . Assim

dy

___=isem9+rcos0 e ﬂ=g£-0056’—rsen9.
de doé de do

Para encontrar as tangentes horizontais faremos

L Y
do
Entéo,
isem9+rcos6 =0
deé
ou seja,

(—1—cos@)(1-2cosd)=0.
Isto ocorre quando
(—1-cos@)=0 ou (1-2cos8)=0,

Ou seja,
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cos@ =-1ou cos¢9=%.
Segue, para 6 €[0,27], que 0=5?” ou 0=§.

Portanto, existem tangentes horizontais nos pontos (%,g) e (2,5—” .

Para encontrar as tangentes verticais faremos ‘;—‘; =,

Entao,
—d—';oos O@—rsend =0
de

ou seja,

senf(—1-2co0s6)=0.

Isto ocorre quando
send =0ou —1-2cos@=0,
ou seja,

senf =0 ou cosl9=—71.

Segue, para 8 (0,27, que 6=0, =, 0=27” ou 0=4T7[.

Portanto, existem tangentes verticais nos pontos [%,—2:%) e (%,47”) .
Como ﬂ=Oe ﬁ=() quando & =7 temos

do do
lim ﬂ: lim (—=1—-cos8)1—-2cosb) — lim (1-2cos@)

0-x dx 0-x  senf(—1-2cos8) 6z (—1—2cos8) N

— lim (—1—cos8) -3 lim (—1-cosf) _——
> senB 0>~ se
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Da mesma forma, usando simetria temos limﬂ=—oo.

o>z dx

Entdo existe uma reta tangente horizontal no pélo.

Vamos construir o grafico da curva e das tangentes.

A curva é uma cardidide. Como ha simetria em relagdo eixo polar, basta fazer

@ variarde 0 ou 7.

Tabela 1.6.3: alguns Angulos necessirios para esbogar a curva

i v = x = o ix 4
3 2 3 3 8
r=l+cos@ | 1+1=2 1 311+0=1] I 111<1=8 1 1 1 3
1+—== l-—=— l—=— | 14+—==
2 2 2 2 2 2 2 2

(2.0)

Figura 1.6.4: Cardibide e as retas tangentes horizontais e verticais
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Capitulo 2

Comprimento de curvas dadas na forma polar

Neste capitulo deduziremos a formula que fornece o comprimento de arco de uma
curva dada na forma polar, para isso deduziremos a formula de comprimento de arco
de uma curva dada na forma paramétrica. Esta formula consiste em uma integral

definida.
2.1 Curva e comprimento de arco na forma paramétrica

Seja C uma curva na forma paramétrica, isto €,

te[a,b]

C.{xzx(t)

y=y(1)
onde x, y sdo fungdes derivaveis com x' e y' continuas.

Queremos encontrar 0 comprimento do arco da curva C, do ponto 4 até B (ver

figura).

Seja P={a=1, <t, <...<t,, <t,=b} uma particio de [a,b] em n subintervalos de

comprimentos iguais, A, =1, —1,,.
Sejam A= A4,,4,,4,,....4, ,,A, = B os pontos sobre a curva C.

Unindo os pontos 4,,4,,4,,...,A, temos uma poligonal cujo comprimento fornece

uma aproximagao do arco da curva, de 4 até B.
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, 4

¥ — - A =3B

}'(fx)"-Ji

(9] - |
[ o eee o 1 7opdy | |
I- £ Iy - J | | l | I |
a=t, - R I | | ] | l !

| 1 r - ‘b
NE3ED ) o) )¢ ¢

Figura 2.1
O comprimento da poligonal, denotado por s, , € dado por:

5, =d(dps A)+d (Ao 1)+t d (4,1, 4,)

- Z\/[x(ti)_x(ti-l )]2 +[y(t,-) (1 )]2 y Q)
i=l
Como as fung3es x e y sdo derivaveis em [a,b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio

em cada subintervalo [7,_,,,], i=1,...,n e assim podemos escrever

x(t,)-x(t)=x'(c,)(t,—1.,), onde c, e(t,_,,t,) 3)

y(t)-y(t.)=y'(d)(t, 1), onde d, €(1,_,.t,). 4

Substituindo (3) e (4) em (2) temos

5, = S [ )t~ +[y(@)t-1.)T =2J [x'(c)T +[»"(@)T (6 ~1.)-

i=]

Fazendo n — +o0 temos o comprimento s da curva C de 4 até B, isto €,

s=tim3yfe (@) + @] 6 -00) ®)

A soma (5) se parece com uma soma de Riemann para a fungdo
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of T2 dNE
$(0)=\[* O] +[»()]
mas nio €, pois ¢, ndo € necessariamente igual a d, para todo i.

Como x' e y' sdo continuas, pode ser mostrado que o limite (5) € igual ao limite obtido

quando ¢, =d,, ou seja,

s= (x0T +[» ()T a ©

2.2 Comprimento de arco na forma polar

Se uma curva C ¢ dada em coordenadas polares por (r,0), como r € uma fungdo de

@, temos

(r,0)=(r(6),0).
Em coordenadas cartesianas temos que a curva C € dada por
(x,y)=(rcos8,rsend) = (r(6€)cos0,r(0)send) .

Logo,

-~ {x(6)=r(9)cos0

y(60)=r(8)send
¢ uma parametrizagdo da curva C com parametro 4.

Da férmula (6) temos que o comprimento de arco da curva C quando 6 €[a,b] é

s=[\[x (@) +[»(e) ae
1) (&)~
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Temos,

ﬂ = d—cosB rsen@
de de

dy

—=£sem9+rcos0
de do

entdo,

() (2] (&) o -]

2
( ) cos’@— 2r—sen00050+r sen20+(::;) sen20+2r%senﬂcos3+rzcosze

2 2
( ) (sen’0+cos” @) +r’(sen’0 +cos’ 0) = (dr) .1+r2.1=(i) +rl.
do deo

Portanto, o comprimento da curva C dada em coordenadas polares, obtida quando & percorre

um intervalo [a,b] é

§= j ( ) +77d0 o s= IJ[r'(B)] +[r@Tae.

Exemplo 2.2.1. Encontrar o comprimento de arco da curva r = e’

T
2

, entre 0=0e9=%

T

)

.0

Figura 2.2.1
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b
Sabemos que s = |/r'(0)* +r(0)*d6

a

Entﬁos=f /ezo+ezod9=f\/27d3=£§ﬁ\/e?d9=\/§feod9=\/—2'36I§:

_ \/5(5 _80) = \/i(eg —l)uc.

Exemplo 2.2.2. Encontrar o comprimento de arco da curva r =1+cosé .

b
Sabemos que s = j r'(0)* +r(0)2do.

Observe no grafico que existe simetria em relagdo ao eixo polar. Entdo basta encontrar o

comprimento de @ variando de 0 a 7 e multiplicar por 2.

7

e

Vel

Figura 2.2.2: cardiéide simétrica ao eixo polar

s=2.[(~send)’ +(1+cos) d0 =2. [ \sen'd+1+2cos -+ cos’ 06

- f J1+1+2cos0d6 =2. f J2+2c0s0d0 =22 [ 1 +cos@do

=203 f "20032 gdo W [ 2 cosgde =22 f cosgde

= 4.2sengl' = 8(sen£—sen2) =8(1-0)=8 uc.
y.4 9 2 2
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Capitulo 3

Area em coordenadas polares

Neste capitulo calcularemos dreas das regiées planas delimitadas por curvas dadas na
Jforma polar. Primeiramente deduziremos a formula que fornece a drea. Veremos que

esta formula consiste em uma integral definida.
3.1 Calculo da drea de uma curva polar

Vamos deduzir a formula que permitird encontrar a area 4 da figura delimitada pelas

retas 8 =a,0 = f epelacurva r= f(0).

Figura 3.1.1

Considere fuma fungdo continua e ndo-negativa em [, B]. E seja P uma partigdo de [a, B]
p—«a

n

demodoque =6, <6, <6,<..<6,_,<6 <..<0,=p ,talque 6,-6,_, =

Figura 3.1.2
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A idrea do setor circular de raio f(p,) e angulo Af,, onde 0_, <p, <0 eAf,=6,-6,, é

e[ £ (p)] 26.

Figura 3.1.3

Uma aproximagdo para a area 4 €

A,=i§[f(a)]zm=§§[f(a)]’ (6-6.) ™

i=l

Fazendo n — o temos a area 4.

A soma (7) ¢ uma soma de Riemann para a funcdo

$(0)=5L7 @)

Portanto, a 4rea da regido limitada pela curva r = f(6) e pelasretas f=a e 0= ¢
. w1
a-tim3 Y 7o) (0-0.)
i=1

1 B
- [lr@Tae.
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Exemplo 3.1.1. Calcular a 4rea limitada pela curva dada r* =9sen26 .

Tabela 3.1.1: alguns dngulos necessirios para esbogar a curva

(4 0

NN

eud
4

sen20 0 1 0

+/9sen260 0 3 0

r

Figura 3.1.1: Lemniscata

A curva é uma lemniscata, observe que basta fazer @ variar de 0 a % € usar simetria

L]

A= [#9sen20d6 =29 [* sen20d0 . cos(z.f)-cos(z.()) -
9 2 : 4

" _9(cos%—cos0) =-9(0-1)=9 ua.

Exemplo 3.1.2. Calcular a area limitada pela curva dada por r =cos36 .

Observe a tabela 3.1.2
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Tabela 3.1.2: alguns dngulos necessérios para esbogar a curva

7 0 p 4 y 4
6 3

I

r =cos360 1 0 -1 0

Figura 3.1.2: rosicea de trés pétalas

Temos uma rosacea de trés pétalas. Podemos calcular a area da metade de uma pétala e

multiplicar por 6:

x 5
A=6. lfcos 3046 = 3[cos 30(19—3[( g oos60)d0 3[1 0+isen69] =
2 2 12

UL WL 0+—sen60 LS W WY Y
26 12 6 12 12 12 12 4
Exemplo 3.1.3. Encontrar a area da regido interna a curva dada pela equagdo r =2 —cos@.

Pela equacado percebe-se que se trata de uma limacon sem lago € que a mesma tem simetria
em relag@o ao eixo polar. Logo, para encontrar a area basta fazer @ variar de 0 a 7 e depois

multiplicar por 2.
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Tabela 3.1.3: alguns Angulos necesséirios para esbogar a curva

g 0 n T

2
cos@ 1 0 -1
r=2-cos® 2-1=1 2-0=2 2-(-D)=3

Figura 3.1.3: Limacon sem lago

_o1 200 _ 2 _ 1 1
A —2.5 f(Z—cosa) do = f(4—4cos0+cos 6)de = f(4—4cos€+5+icos2t9)d0
1.1 3 11 1.1
= (40 —4senf@+—0+—sen20 | =4rx—4Asenwr +—r +—sen2x —(4.0—4sen0+—.0+—sen2.0)
2 4 2 4 2 4

=47[—-4.0+17r+1.0—0+4.0—0—1.0=47r+l7r=27r u.a.
2 4 4 2 2

Exemplo 3.1.4. Encontrar a area de interse¢éo entre » =4cos@ e r = 4senf

r=4cos@

R&solvendoosistema{ :340050=4senﬂ:>cos¢9=sen0:>0=%,eanalisandoo

r = 4senf

grafico
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/4
Figura 3.1.4: duas circunferéncias uma simétrica ao eixo polar e outra ao eixo —

: . =X o - >
temos que as curvas se encontram no pdlo e no eixo 1 que divide a area desejada em duas

regides iguais. Assim basta considerar a curva r =4cos@ e fazer @ variar de 2 a —725

4

e multiplicar por 2.

B 2
Sabemos que 4 :% _ﬂ f(©)] d6. Logo

I l'

>
Py | [(4coso)y do = j16cos 6de = 16](l +Lcos20 9=16(10+lsen29
2 A2 2 2 4

N

|

4 4 4

=16 l.£+lsen 2.1) l£+1sen 2.1) =16 Zr—+lsemt—£—lsen£
\22 4 2 24 4 4 4 4 8 4 2

=16 1+l.o—1-l]=16[1-1 =27—-4ua.
474 4

Exemplo 3.1.5. Encontrar a area interior ao circulo » =6cosé@ e exteriora r =2+2cosf .

Note que pelas equagbes se trata de uma circunferéncia centrada no eixo polar e uma

cardidide. Ambas possuem simetria em relag@o ao eixo polar. Resolvendo o sistema
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r=6c¢cosé 1 1
= 6c0s0@=2+2cosf = cosf@ =—=0=arccos—=>60 =
r=2+2cosé 2 2

Wy
o
%
I

|

N

Figura 3.1.5: circunferé&ncia e cardiéide simétricas ao eixo polar

Temos que as curvas se encontram no pélo e nos €ixos —7:-:- e —531 que dividem a area desejada

em duas regides iguais. Observe também que 6cosé >2+2cos@ quando @ variar de 0 a -735 .

Assim:
ﬂ'

A4=2.— [[(6c0s8)’ —(2+2cos0)’ |d6 = j[3scosa (4+8cos@ +4cos’ 0) |do

L
2

°'.==1“"“

z b4

3
— [(32c0s*@—8cosO - 4)d6 = j[32(2 Ecos249)—scos(9—4)de=j'(16+16ms26o—scos49—4)d49
o

O!—,wl‘ﬂ

3
=(120+129sen20—8ma)' =12.§+3sen3§5—8sen§—12.0—8sen2.0+sseno

0

NG

=4z 8——8——0 40+16.0=4r ua.

Exemplo 3.1.6. Calcule a area interna ao lago da limagon r =1-2senf .

Observe o grafico:
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Figura 3.1.6: limagon com laco

Sabemos que esta limagon € simétrica em relagdo ao eixo % Logo basta calcular a area de
metade do lago e depois multiplicar por 2.
Note que o lago comega a ser formado em 8= 6 , quando chegamos em 0-% obtemos

metade do lago.

De (3.1) temos:

A=2.— [(1-2send)’do = (1—4seno+4sen20)i9=

1- 4senﬂ+4(l—100320) (7]
2z 2

2sen26
.

L]
2

O N ™V | ¥
O N ™ | B

GIP_=_'IN

= [(1-4sen6 +2—2cos20)d0 = (30—4(—0050)—

c\IN-..._.,NIﬂ

I=(30+4oosl9—sen20)é
» 6
6

=3£+4cos£—sen21[-—31—4cos£+sen2£=3 +2.0- 0———4£ i
2 2 2 6 6 6 2 2 o 2
3V3

=g-——1u

2
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Conclusiao

Com o estudo realizado, percebemos que em alguns casos o sistema de coordenadas
polares apresenta algumas vantagens em relag@o ao sistema de coordenadas retangulares (ou

cartesianas), destacando aqui, a simplicidade para a construgo grafica de algumas curvas.

Vale lembrar a importincia da trigonometria para a representagéo de um ponto na forma
polar, pois o mesmo ¢ identificado pela distincia 7 e sua inclinacio €, em relagio ao pdlo e
a0 eixo polar, respectivamente. Vimos que existem varias maneiras diferentes de se
repres@arumpontoempeiarm.éqmmexigenmaaten@iopmﬁcularquando
estamos interessados em encontrar pontos de interse¢io de duas ou mais curvas, pois, as
vezegmpoﬁosohﬁdosmmsoiugﬁodemsis&madeeqﬁagﬁesnﬁompondem

exatamente aos procurados, tendo que recorrer a construgio das curvas envolvidas.

Namnsmtg:ﬁodascmvas polares pmcmamos esboga-las de maneira bem clara.
Construindo inicialmente uma tabela com os dngulos principais necessarios, mostrando todo o

procedimento passo a passo ¢ usando sempre as simetrias quando possivel.

Destacamos também a importincia da integral definida, para o calculo de comprimento

de arco ¢ #rca de uma curva polar. Usamos os conhecimentos da disciplina de Tépicos de

Cilculo para obter as integrais que apareceram nos exemplos.
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Anexo 1

TABELA — Derivadas, Integrais e Identidades Trigonométricas

Al.1 Identidades Trigonométricas

8.
9.

sen’x+cos’ x=1.

1+cotg’x = cosec’x .

2 14+ cos2x

cos” X =
2

2. 1+tg’x =sec’ x .
4. Senzx:_l;_ogs_zx_
6. sen2x=2sen xCcos x.

2senxcos y =sen(x—y)+sen(x+y).

2sen x sen y =cos(x— y)—cos(x + y).

2¢osxcosy=cos(x—y)+cos(x+y) .

10. 1isenx=]icos(32t——x).

A1.2 Derivadas: Sejam u e v fungtes derivaveis de x € n constante.

10.
11.

12.
13.
14.

y=u
y=senu
y=cosu
y=tgu
y=cotgu
y=secu

y =cosec u

=y =nu""u'.
> y'=u'viv'u.
u'v—v'u

V2

¥

=y =

= y'=a"(lna)u’, (a >0,a+# 1) .

> y'=e'u'.
\i

o
=y'=—log,e.
u

1
=>y'=—u".
u

Sy =ve wru(nw)v'.
=>y'=u'cosu.

= y'=-u'senu.
=>y'=u'sec’u.

= y'=-u'cosec’u.

> y'=u'secutgu.

= y'=-—u'cosecucotgu.
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15. y=arcsenu =>y'= .
Vi-?
16. y=arccosu =>y'= ol
’ V-4’ .
17. y=arctgu =>y'= “ -
1+u
_.u‘
18. y=arccotgu = 5
1+u
19.y=arcsecu,[u|21 :>y'=|—'uT,|u|>l.
-~ uNu -1

20. y=arc cosec u,jui>1 = 'A=—~u'———,u>1.
g pz1=> |u|JuT-'1”

Al.3.1 Integrais
1. Idu=u‘+c. 2.
du
3. j—=hjuj+c. 4.
[ < 1a
5. Ie"du=e"+c. _ 6.
7. jcosudu=senu+c. 8.
9. Icotgudu=ln|senu|+c. 10,
11. _fcosecudu=ln|cosecu—cotgu|+c. 12.
13. Icosecucotgudu=—cosecu+c. 14.
15. }cosec’u du=—cotgu+c. 16.
17, o =—1'—1ni——“‘“ ve, #¥>d. 18
u—-a 2a |uta
du 1 u
19. |—F/——==—==—arcsecl{+c. 20.
‘fu\/uz—a2 a H

du u :
21. —— =arcsen—+c, w<al.
\/a —u a

60

n+l

u
n+l

u

I W'du=

+¢, n#x-—1.

a
_[a"du——- +¢, a>0,a=1.

a

Isenudu=—cosu+c.
jtgudu=lnlsecu’+c.
Isecudu=lﬁ|secu+tgu]+c.
Isecutguduzsecu+c.

jseczudu=tgu+c.

u
s =—arctg—+c.
uw+a a a

jdu 1

=lnlu+\/u,2 +a*l+c.
=ln|u-+\/u'2 —d’|+c.

Jr du

N Sp
du

Iz




A1.3.2 Férmulas de Recorréncias

-1
sen" aucosau (n-1 _
1. Isen”au du=- +( ) fsen" 2au du .
an n

n-1
2. Icos" au dy = 29408 au | (n _l) jeod"z audu.
an n
n ) tg "—‘au n-2
3. lWte"audu= . | au du .
Jee a—n e
n cotg” au o2
4. jcotg"audu=———"—— jcotg" audu .
Joote s S LS
sec” >autgau (n-2 >
5. Isec" au du = + Isec"‘ audu.
a(n—1) n-1
n-2 .
6. _[cosec"au du = S0%¢C cotg au (n 2) jcosec"’zau du .
a(n-1) n-1
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