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1. INTRODUCAO

7

O objetivo deste trabalho € apresentar um método de resolugdo de equagles
diferenciais parciais denominado método das curvas caracteristicas, ou simplesmente, método
das caracteristicas.

Primeiramente, introduzimos um pouco da histéria das equagdes diferenciais. Em
seguida, apresentamos alguns conceitos que serdo importantes tais como; a definigdo de
fungfo de » varidveis, notagBes sobre conjuntos numéricos e derivadas, e os conceitos de
linearidade, superposicéo e condigdes iniciais € de contorno.

Prosseguimos estudando um método de resolucéo para um tipo especifico de equagdes
diferenciais de 1* ordem, que sdo as equagdes diferenciais exatas. Quanto as equagdes
diferenciais ndo exatas, teremos que transforma-la em uma exata, através do método do fator
integrante.

Finalmente, estudamos o método das curvas caracteristicas para resolver problemas de

Cauchy para equagdes diferenciais parciais tanto lineares como quase-lineares.



2. UM POUCO DE HISTORIA SOBRE EQUACOES DIFERENCIAIS

D’Alembert (1717 — 1783), homem de interesses variados, hoje talvez seja melhor
conhecido pelo que se chama o principio de d’Alembert: “as agdes internas de um sistema de
corpos rigidos em movimento estdo em equilibrio”. Esse principio apareceu em 1743 em seu
célebre tratado. Traité de dynamique. Outros tratados de d’Alembert versavam sobre musica,
o problema dos trés corpos, a precessdo dos equindcios, movimentos em meios resistentes e

perturbagdes lunares. Ao estudar o problema das cordas vibrantes ele foi levado a equagio

2 2
= pol para a qual em 1747 ele deu (nas Memorias da Academia de
x

diferencial parcial —
t

Berlim) a solugdo u = f(x+¢)+g(x—1),onde f e g sdo fungBes arbitrarias. As teorias das
equages diferenciais ordindrias tinham sido ja bastante desenvolvidas mas o assunto que

desafiou os pesquisadores na resolugdo das equagdes diferenciais parciais era entdo um campo

para pioneiros. Euler (1707 — 1783) fez progressos nesse ramo da analise, dando para a

2 2 ’
equagdo mais geral g—? = az(g—?J ,asolugdo u = f(x+ar)+g(x—at).
/4 X"

A resolugdo de equagdes diferenciais ordinarias num certo sentido tinha comegado
assim que a relagdo inversa entre diferenciagfo e integragdo tinha sido percebida. Mas a maior
parte das equagdes diferenciais ndo pode ser facilmente reduzida a simples quadraturas,
exigindo em vez disso engenhosas substitui¢des ou algoritmos para sua resolu¢do. Uma das
realizagdes do século dezoito foi a descoberta de grupos de equagdes diferenciais que sdo
resoluveis por artificios bastante simples. As equagdes de Bernoulli (1654 — 1705) formam

um tal grupo. Outro tipo foi identificado pelo precoce matemético Alexis Claude Clairaut

(1713 - 1765) e tem seu nome — a familia de equagdes da forma y =xy'+ f(»'). Nesse caso
a substituigdo p =y' seguida de diferenciagdo dos termos da equagdo em relagdo a x leva a

uma equagio em x, p e i]_d[;’ que € resoluvel, a solugdo geral sendo y=cx+f(c). A

equagdo de Clairaut tem também uma solugdo singular, uma das primeiras desse tipo a serem

descobertas, tendo Taylor anteriormente dado uma tal solugdo. D’Alembert também achou
uma solugdo singular de equagdo diferencial y = xf(y')+g(»'), por isso essa equagdo de um

tipo um pouco mais geral € conhecida como equagio de d’Alembert.



OS CLAIRAUT

Alexis Clairaut foi um dos matematicos mais precoces, superando até Blaise Pascal
nesse ponto, Aos dez anos ele lia os textos de L’Hdspital sobre conicas e Calculo, aos treze
ele apresentou a Académie des Sciences um artigo sobre geometria, ¢ quando tinha apenas
dezoito anos foi aceito com dispensa especial em relagdo as exigéncias de idade, como
" membro da Académie. (D’ Alembert foi eleito para a Académie aos vinte e quatro). No ano
em que foi eleito, Clairaut publicou um tratado célebre, Recherches sur les courbes a double
courbure, cuja substincia ele tinha apresentado & Academia dois anos antes. Como a
Géométrie de Descartes, as Recherches de Clairaut apareceram sem nome de autor na pagina
de titulo, embora também nesse caso a autoria fosse bem conhecida.

Clairaut, de uma familia de vinte filhos da qual sé um sobreviveu ao pai, deu outras

importantes contribui¢Ses & analise. Observou que as derivadas mistas de segunda ordem f,,

e f, de uma fungdo f (x y) sdo em geral iguais (sabemos que isso vale com hipéteses de

continuidade das derivadas no ponto em questéio) e usou esse fato no critério M, =N,

familiar em equagdes diferenciais, para que a expressdo diferencial M (x, y)dx+N (x,y)dy
seja exata.

Incidentalmente, Clairaut tinha um irm&o mais mogo que como ele era precoce, pois
aos quinze anos, o irmdo, conhecido apenas como “le cadet Clairaut”, publicou em 1731 (o
ano em que apareceram também as Recherches do irmdo mais velho) um livro sobre Calculo
chamado Traité de quadratures circulaires et hyperboliques. Esse génio quase desconhecido
morreu tragicamente de variola no ano seguinte. O pai dos irmdos Clairaut era ele proprio um
matematico competente, mas hoje € lembrado principalmente através da obra de seus filhos,
dois dos mais precoces matematicos de todos os tempos.
OS RICCATI

Uma das equagdes diferenciais interessantes estudadas no século dezoito € a que
- d’Alembert chamou equagio de Riccati.— y'= p(x)y* +g(x)y+r(x). Essa equagdo fora

estudada por numerosos matematicos, inclusive vérios dos Bernoulli, bem como por Jacopo

Riccati (1676 — 1754) e seu filho Vicenzo (1707 — 1775). Mas Euler foi o primeiro a chamar a

atengdio para o fato de que quando se conhece uma solugio particular v= f (x), entdo a

e 1 N B . g -
substituigdo y =v+— transforma a equagio de Riccati numa equagio diferencial linear em z,
z

de modo que se pode encontrar a solugdo geral. Em Commentarii de Petesburgo de 1760 —



1763, Euler observou também que se duas solugdes particulares sdo conhecidas entdio uma
solucdo geral pode ser expressa em termos de uma simples quadratura.

Euler foi, sem dﬁvida, o maior responséavel pelos métodos de resolugdo usados hoje
nos cursos introdutdrios sobre equagdes diferenciais, e até muitos dos problemas especificos
que aparecem em livros textos de hoje remontam aos grandes tratados que Euler escreveu
sobre Calculo — Institutiones calculi differentialis (Petesburgo, 1755) e Institutiones calculi
integralis (Petesburgo, 1768 — 1770), 3 volumes. O uso de fatores integrantes, os métodos
sisteméticos para resolver equagdes lineares de ordem superior a coeficientes constantes, € a

distingdo entre equagdes lineares homogéneas e ndo-homogéneas, e entre solugio particular e
solugdo geral, estdo entre suas contribuicdes ao assunto. A equagdo y"+Ky= f (x), tinha

sido resolvida independentemente de Euler mais ou menos na mesma época, 1739 — 1740, e
d’Alembert tanto 'quanto Euler tinham métodos mais gerais, por volta de 1747, para resolver
equagdes lineares complexas. Até certo ponto, a ubiqiiidade (condigdo de estar em toda a
parte) de divida que temos com Euler no campo das equagées diferenciais estd indicada no

fato de que um tipo de equagdo linear a coeficientes varidveis tem seu nome. A equagdo de

Euler x"y(")+a1x"" y("")+...+any(°) =f(x), (onde o expoente entre parénteses indica

ordem de derivagdo) se reduz facilmente, pela substituicdo x=e', a uma equagio linear a
coeficientes constantes.

Os quatro volumes de Institutiones de Euler contém de longe o tratamento mais
completo do Calculo, até entdo. Além dos elementos do assunto e da resolug@o de equagdes

diferenciais, encontramos coisas como o “teorema de Euler sobre fungdes homogéneas™: se
f(x,y) é homogénea de ordem n, entdo xf, + yf, =nf , um desenvolvimento do calculo de

diferengas finitas, formas padréo para integrais elipticas (campo em que d’Alembert também

trabalhara) e a teoria das fun¢des beta e gama (ou fatorial) baseada nas “integrais eulerianas”
I'(p)= fx”"e"‘dx e B(m,n)= fx"’" (1-x)""dx

_LmI'(n)

= . Qallis j4 conhecia algumas das
T(M +n) Qallis J &

e relacionadas por férmulas como B(m,n)

propriedades dessas integrais, mas gragas & organizacdo dada por Euler essas fung¢des
transcendentes superiores se tornaram parte integrante do célculo avangado e da matemaética

aplicada. Cerca de um século depois, a fungdo beta foi generalizada por Pafnuti L.
Tchebycheff (1821 — 1894) que provou que a “integral de Tchebycheff” jx” (l—x)qu é

uma fungio transcendente superior a menos que p, g ou p+q seja um inteiro.



3. DEFINICOES PRELIMINARES

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos basicos que serdo importantes ao
longo do nosso estudo. Daremos aqui a definigdo de equagfio diferencial e apresentaremos
alguns tipos de equagdes diferenciais que podem ocorrer. |
- Definicdo 1.1 De modo geral, uma equacgdo diferencial ¢ uma equagio envolvendo uma
funcdo e suas derivadas, cuja incognita é uma fungao.

Existem dois tipos principais de Equagdes Diferenciais:

1. Equagéo Diferencial Ordinaria (EDO): Quando a fun¢do envolvida depende de uma
tinica variavel;

2. Equagédo Diferencial Parcial (EDP): Quando a fungfio envolvida depende de varias
variaveis.

Vejamos alguns exemplos de equagdes diferenciais:
Exemplo 3.1 @ =3x-1(EDO).

dx N
Exemplo 3.2 xdy - ydx =0 (EDO).

ou 0'u .
Exemplo 3.3 e =2, u=u(t,x) (EDP - equagdo do calor).
X

3.1 Defini¢des Basicas

Introduziremos algumas notagdes e terminologias, conforme seguem:

. N={neZ;n=1} - conjunto dos niimeros naturais;

. Z — conjunto dos nimeros inteiros;

o AR {n elin> O} — conjuntos dos numeros inteiros ndo negativos;

. C — conjunto dos niimeros complexos;

. R” — espago euclidiano de dimensdo n, onde {neZ;n> 1} (Observagdo:
R'=R).

Seja Qc R", um aberto, e u:Q—>R", (x,,2,1,...) > u(x,y,2,1,...) uma fungdo de

varias varidveis. Existem varias nota¢des para as derivadas parciais de u. Por exemplo, a
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. derivada parcial de u em relagdo a variavel x, que é a primeira variavel, poderé ser denotada
por:

a—u, u,, Ou ou Du
Ox

Analogamente, denotaremos as derivadas de segunda ordem por
0%u
o’

No caso de derivag@o em relagdo a variavel x e depois em relagdo a y, denotaremos

2 2
u,, ou ouDu.

por
o*u
Oyox

Em geral, uma equagfio diferencial ordindria (EDO), envolvendo uma fungio

s Uy, 6yaxu ou D,Du.

y = f(x), é uma equagio da forma

F(x, f(x),f1(x), £ "(x)srn f7 (%)) =0 (3.1)
sendo F(x,,,¥,,...,y,) alguma funggo.

Uma equagdo a derivadas parciais ou equagdo diferencial parcial (EDP) ¢ uma

equagdo envolvendo duas ou mais varidveis independentes (xl,. . .,x,,) e derivadas parciais de
uma fungdo u=u(x,...,x,). De maneira mais precisa, uma EDP com n varidveis

independentes (x,,...,x,) ¢ uma equagdo da forma

F(xl,...,x,,,u, 3.2)

u  oudu Fu  du 6_) _o
P N TN o
onde x=(x,,...,x,})€Q, QcR", é um aberto, F ¢ uma fungdo dada e u =u(x) ¢ a fungdo
| que queremos determinar.

A ordem de uma EDP ¢€ dada pela derivada parcial de maior ordem que aparece na
equagdo. A ordem da equagdo (3.1) € k se F, como fungdo de alguma das derivadas de
ordem k for ndo constante.

Uma EDP ¢ dita linear se é de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas
parciais que aparecem na equago; caso contrario, a EDP € dita ndo linear.

A forma geral de uma EDP linear de primeira ordem é

Z":aj (X)D u+b(x)u+c(x)=0,
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onde algum dos coeficientes a; néo € identicamente nulo. ’

No caso de duas varidveis independentes, x = (x,%,)=(x,») e QcR?, a equagdo
(3.2) pode ser reescrita como:

A(x,y)ux+B(x,y)uy+C(x,y)u+D(x,y)=0 3.3)

Uma EDP linear € dita homogénea se o termo que ndo contém a varidvel dependente é
identicamente nulo. Por exemplo, a equagdo (3.3) é homogénea se, e somente se, D(x,y)=0.

Observagdo: u =0 & sempre solug@o de qualquer EDP linear homogénea.

A parte principal de uma EDP ¢ a parte da equagdo que contém as derivadas de maior
ordem que, em muitos casos, determina as propriedades das solugées. por exemplo, a parte
principal da equagéo (3.3) é l

A(x,y)ux +B(x,y)uy 34

As equagOes ndo lineares que tem parte principal linear sdo chamadas de equagdes

semi-lineares.
Por exemplo, uma EDP de primeira ordem, semi-linear, com 3 varidveis

independentes (x, y,z) ¢ da forma
A(x,y, z)—Z—S+B(x,y,z)%+ C(x,y,z)g—: =F(x,y,z,u).

Vejamos alguns exemplos de EDP’s:

Exemplo 3.4 xu, — yu, =sen(xy) é uma EDP n3o homogénea de 1 ordem.

Exemplo 3.5 A equagio de Burger com viscosidade, 0,u+ud u=vd>u, onde v é

constante, € semi-linear, mas de segunda ordem.

3.2 Linearidade e Superposicio

As consideragdes que faremos a seguir sdo validas para equagdes diferenciais parciais
(EDP’s) lineares de qualquer ordem mas, para fixar as ideias, vamos considerar uma EDP de

primeira ordem com n variaveis independentes x,,x,,...,x, .
Seja x =(x,,%,,...,x,)eR".

Consideremos a equagio

y a,(x)D;u+b(x)u+c(x)=0, (3.5)

J
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onde, existe j, 1< j<n,talque a, #0.

Podemos reescrever a equacdo (3.5) na forma

Lu=f, (3.6)
onde f(x)=—-c(x)e
Lu(x)= i a;(x)Du+b(x)u. (3.7

A cada fun¢do u diferencidvel corresponde uma tnica fun¢do Lu e dessa maneira
definimos um operador ou uma transformagéo L .
De forma mais precisa: Seja € um subconjunto aberto do R" e a;, e b, 1<j<n,

-fungdes continuas em Q tomando valores reais.

Podemos definir:

L:C(Q) = C(Q)

3.8
u — Lu, 38)

onde Lu ¢ dado pela formula (3.7); C'(Q) é o conjunto das fungdes u:Q >R,

continuamente diferenciaveis; C(Q) € o conjunto das fungdes u:Q — R, continuas.

A fungdo L esta definida entre espagos de fungdes, isto é, L leva uma fun¢do u (com
determinadas propriedades) em outra Lu.

O operador L € um exemplo de um operador diferencial parcial.

O fato da equagdo (3.5) ser linear implica que o operador definido por (3.7) é um

operador linear, ou seja, L (O) =0 ( L leva a fungdo identicamente nula nela mesmo) e
L(u+av):Lu+aLv, ‘v’u,veD(L) e VaeR, 3.9
L(u) =0, € a equacdo homogénea associada & equacdo (3.3)
(3.10)

Usando a linearidade de L e indu¢io podemos verificar que qualquer combinagéo

linear de solugbes da equagdo (3.10) ¢ também uma solugio de (3.10), isto &, se u,,...,u

m

satisfazem (3.10) e «,,...,a, € R entdo

u=y au, (3.11)
j=1
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¢ também uma solugdo de (3.10). Em outras palavras, L ¢ um operador linear definido num
espago vetorial ¥ de fungdes (V =C' (Q)) e as solugdes de ueV da equagdo (3.10),
formam um subespago vetorial de ¥ . Esse resultado é conhecido como principio da
superposi¢éo (na sua forma finita).

O espago de sdluc;ﬁes de EDP’s lineares homogéneas do tipo (3.10), pode ter dimenséo
infinita. Além disso, existem EDP’s lineares de 1% ordem que ndo tém solug3o.

Exemplo 3.6 Procuraremos solugdes cldssicas da equagdo linear homogénea
4, =0, (3.12)
para qualquer (x,y)eR? e ueC’ (RZ) .
Queremos encontrar uma solugdo classica u =u(x, ). Seja o operador L, dado por
L:C*(R*) > C(RY)
u > (Lu)(x,y)=u,(x,).
Integrando (3.12) em relagdo a y, ou seja, fixando a variavel x, obtemos:

.[(uxy (x,y))dy =0,

entao

u, (x,y):F(x) (3.13)
onde F(x) é uma fungio em C'(R), arbitréria.

Fixando agora a variavel y e integrando (1.13) em relagio a x, obtemos:
jux (x,y)dx = .[F(x)dx ,
entio
u(x,y)=f(x)+g(»), - (3.14)
onde f € uma fungdo primitivade F em C*(R) e g ¢ uma fungfo arbitrariaem C*(R).

Como F ¢ arbitraria, entdo f e g sdo fungdes arbitrarias em C*(R).

Queremos solugdes u e C? (Rz) . Como todas as fung¢des da forma (3.14), com
fegeC? (R) , sdo solugdes da equacdo (3.12), concluimos que o espago das solugSes
classicas de (3.12) é precisamente o conjunto

{u eC? (Rz):u(x,y) =f(x)+g(»), (x,y)eR* fegeC’ (R)}

Portanto, o espago das solu¢des tem dimensgo infinita.
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3.3 Principio da Superposicio

Proposi¢do 1.1. Seja L-um-operador diferencial parcial linear de' 1* ordem cujos

coeficientes estdo definidos num aberto Q < R". Suponha que (um )+°°

.., S€ja um conjunto de

fungdes de classe C' em Q satisfazendo a EDP linear homogénea (1.10). Entdo, se (a, )::_l é

uma sequéncia de escalares tal que a série

u(x)= iamum (x) (3.15)

seja convergente e diferenciavel termo a termo em Q, entdo u satisfaz a equagdo Lu=0.

3.4 Condigdes de Contorno e Iniciais

Estamos procurando as solugdes que estdo definidas num aberto Qc R”.
E natural substituir os extremos do intervalo (caso n=1) pela fronteira (ou bordo) Q
da regido Q. Quando impomos condigdes sobre o valor da solugio e de suas derivadas no

bordo da regifio (condigdes de contorno) temos um problema de valores de contorno ou,

simplesmente, problema de contorno.

Condigdes iniciais: Em EDP’s temos mais de uma varidvel independente. E natural
fixar uma delas e impor o valor da solugdo e de suas derivadas parciais em relagdo a variavel
fixa como fungdo das outras varidveis (por exemplo u(x,0)= f(x) e #,(x,0)=g(x), f e g
sendo fungdes dadas).

Observe que se n=2, com varidveis x e ¢, isso significa impor o valor da solugfio e
de suas derivadas normais ao longo da curva ¢=0; analogamente, no caso n=3, com
varidveis x, y e ¢, fixar =0 significa olhar a solugdo (e suas derivadas normais, se for o
caso) ao longo da superficie 1 =0.

Podemos generalizar o conceito de condigdes iniciais impondo o valor da solugdo de
suas derivadas normais ao longo de uma curva (se n=2) ou superficie (se n=3) inicial. O
~ problema correspondente € um problema de Cauchy ou valor inicial.

Quando temos uma EDP com condigdes iniciais e condi¢Ses de contorno temos um
problema misto.

u, =0,emR?

Exemplo 3.7 O problema {
: u(x, p(x)) = f(x),xeR
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;

onde p, feC'(R) sdo fungdes dadas, é um problema de Cauchy. Como a EDP é de 1°

~

~ ordem, basta impor o valor da solugio sobre a curva inicial y = p(x) no plano para que se
tenha uma solugdo classica. _ ;

=0,em R’
Exemplo 3.8 O problema {uy em

u(0,y)=f(»)yeR
¢ também um problema de Cauchy envolvendo uma EDP linear de 1* ordem. A curva inicial é
o eixo dos y . Ao contrario do exemplo anterior, este problema ndo tem solugdo (se f ndo é
constante) ou tem uma infinidade de solugGes (se f ¢ constante).

Veremos porque isso acontece € quando existe solugdo Unica para o problema de

Cauchy envolvendo EDP’s lineares de 1% ordem em duas varidveis independentes. -
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4. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Desejamos aqui, de forma breve, fazer um estudo de um método de resolugdo para
Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) de 1% ordem e 1.° grau. Esse método consiste em
verificar se uma-determinada EDO ¢ uma equagdo diferencial exata e aplicar, entdo, um
procedimento para a obtenggo da solugdo; caso a EDO nio seja exata, a transformaremos em
uma equagdo diferencial exata, através da multiplicagfo por um fator integrante, de modo que
_ seja possivel a aplicagdo do método de resolugdo paras as EDO’s exatas.

Mostraremos, também, que € possivel transformar uma EDO linear completa de 1*
ordem em uma equagdo diferencial exata, através de um fator integrante, possibilitando,
assim, a resolug@o da EDO pelo mesmo método.

Antes, porém, veremos, através do Teorema que enunciaremos abaixo, que existe
solugdo unica para problemas de Cauchy envolvendo EDO’s de 1* ordem quando

determinadas condi¢Ges sdo satisfeitas.
4.1 Existéncia e unicidade de solugdes

Teorema 4.1 (Teorema de Peano) Seja D, um dominio de R*, f:D —> R, uma

fungdo. Considere o PVI:

{y'=f(x,y) @n

(X)) = Yys

com (x,,,)e D.
of < . « : L N
Se f(x,y) e g(x, y) sdo continuas em D, entdo (4.1) possui uma Gnica solugdo

definida em algum intervalo / contendo x,.

Observagio: Podemos substituir as hipoteses acima por f(x,y) continua em D e

Lipaschitziana em D relativamente & segunda variavel, isto €, que existe K >0 tal que
If(x»yo)_f(xsy1)| < K|y0 _yll’

para todo (x,,), (x,»)eD.
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4.2 Equacées Diferenciais Ordinarias Exatas

Defini¢do 4.2 Uma equagdo diferencial ordinaria da forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (4.2)
¢ denominada exata quando existe uma fungdo u(x,y), de classe C' em um retangulo R,

cuja diferencial total € dada por:

du=M(x,y)dx+N(x,y)dy,emR,

onde R é o retingulo R:{(x,y)eRz,a<x<bec<y<d}, ou seja, Z—M:M(x,y) e
29

%:N(x,y).

Fazendo uma aplicagdo do teorema que apresentaremos abaixo, podemos checar se
uma EDP do tipo (4.2) € exata ou ndo, bem como obter a fungdo, que € a solugdo de (4.2) a
menos de uma constante.

Teorema 2.3 A equagdo (4.2), onde M e N sdo fungdes de classe C' (]R) , € uma EDO

éxata, se, € somente se, for satisfeita a condig¢do

oM _ oN

-5; == em R. ' 4.3)
Assim, a relagdo (4.3) € condigfo necessaria e suficiente para que a equago (4.2) seja
uma EDO exata.
Demonstracio:
1. A condicfio é necessaria
Mostraremos que se Mdx + Ndy € uma diferencial total, entdo

oM _a

& o
Por hipétese, o primeiro membro de (4.2), Mdx + Ndy , ¢ diferencial total, entdo existe
u(x,y), tal que
du = Mdx + Ndy (4.4)
Por outro lado, u :u(x, ») € solugdo de (4.2), entdo a diferencial de u pode ser

escrita como:
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ou ou

du=—dx+—dy, 4.5
U= % ly (4.5)
e vale que
ou ou
—dx +— = Mdx + Ndy. 4.6
"ty y (4.6)
Comparando (4.6), obtemos:
Ou
M= 4.7
P (4.7)
e
N (4.8)
y

Derivando (4.7) em relagéo a y e (4.8) em relagdio a x, temos respectivamente

oM du ON _ du

—_— e —=

Oy Oxdy Ox Oyox
2 2

Se ueCZ,entﬁo,ig—e 0
oDy Oyox

sdo continuasem R, e

pelo teorema de Schwarz,
M _av
oy ox
Assim, a condigdo (4.3) € necessaria para que o primeiro membro de (4.2) seja a
diferencial total de u(x, y).
2. A condigdo ¢ suficiente
Mostraremos que vale a volta, ou seja, se (4.3) é verificada entdo o primeiro membro

de (4.2)éa diferencial total de u (x,5).

Podemos achar u, solugéo de (4.2), integrando (4.7) em relagfo a varidvel u . Assim,
ulx,y)= [M(x.y)ds +9(y), @9)

onde ¢( y) ¢ uma fung@o arbitraria que depende exclusivamente de y .

Derivando (4.9) em relag@o a y, obtemos:

ou oM
N=—= |—dx+¢'(y).
dy 0Oy

Ou seja, ¢'(y)=N-— J%de, o que resultaem ¢(y)= J(N— J.%dx]dy.

Como u(x, y) = constante , substituindo a expressio ¢(y) em (4.9), temos:



19

[M(x, yydx+ I(N— I%—Ajdx]dy=K

que € a solugdo geral de uma equagdo diferencial exata, e também a fungio u = u(x, y) dada

u(x,y)= IM(x,y)dx+I[N— %—dx)dy

[ S —
¢(»)

por:

tem como diferencial total o primeiro membro de (4.2).

4.3 Equacgdes Diferenciais Ordinarias Nao Exatas

E comum nos depararmos com equagbes diferenciais do tipo (4.2) que ndo sdo

oM ON
equagdes diferenciais exatas, ou seja, tais que E #——

x
No entanto, ¢ possivel mostrar-se que ha uma infinidade de fungdes A(x,y), para as
quais a equacdo A (de + Ndy) =0, torna-se uma equagio diferencial ordinéria exata, em que

A denomina-se fator integrante da equagdo (4.2).
Essa fungdo A, quando considerada como dependendo apenas de uma tnica variavel,

pode ser obtida da seguinte maneira:

A(y)zewy)dy,onde Y(y)= ! (a—N—aﬂ)ou

M\ ox oy
/l(x) :eI‘P(X)d", onde w(x)=%(%—%{v—) .
X

Exemplo 4.1 Resolver a seguinte EDO ndo exata
(x2 —yz)dx+2xydy= 0

Resolugio:
Verificamos que esta ndo ¢ uma EDO exata, pois
oM oN
—=-2y, —=2y.
Oy ox

Utilizando os resultados obtidos acima, temos
1 1
=—(2y-2y)=—-(-dxy)=—=
v(x) =5, (-2 = (-4w)
Agora,
jt/)(x)dx =-2 I—— =-2In(x).
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()

Como A(x)= eIw * . temos que

l(x) — e—2ln(x) — x1_2 )

Multiplicando a equagio diferencial ndo exata por A(x) , resulta que

%[(xz —yz)dx+(2xy)dy] =0,

ou ainda,

/ 2
(l—lz—jdx+2—ydy=0, (4.10)
X

X

que ¢ uma equagdo exata.

Agora, (4.10) pode ser resolvida pelo método das équagées diferenciais exatas. Assim,
de (4.8), obtemos que

2

U= INdy+¢(x) = j—z;}idy+¢(x) =y7+¢(x).

Logo,
u__ y'
2 +¢ (x)’
€ como
o
Oox
e
y2
M B =|l-= ’
(vy)=|1-
resulta que
2 2
Y Y '
1-Z= Lot p(x)
Por conseguinte,
¢'(x)=1,
e
¢(x) = J.dx+ c.
Assim,
¢(x) =x+c,
de modo que a solugio u(x,y) tem a forma
2
u=2"+x+c.
x

4.4 Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares Completas

Vamos estudar agora as equagdes diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem

que sdo da forma:
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%+P(x)y=Q(x),er, 4.11)

onde P(x) e Q(x) sdo fungdes que dependem apenas da varidvel x e estdo definidas em um

intervalo aberto / c R,

Uma maneira mais geral de se escrever a equacdo (4.11), € através da forma
a,(x)y'+a(x)y=>b(x), xel, 4.12)
onde a,(x), a,(x) e b(x) sdo fungdes apenas de x, definidas em 1. Quando a, (x) =0, para

todo xel,(4.12) pode ser reduzida a forma (4.11).

Podemos, ainda, reescrever (4.11) na forma
y'=f(xy), (4.13)
onde f(x,y)=-P(x)y+Q(x),em D= {(x,y) eR%xe I} .
Defini¢io 2.4 Uma equag@o diferencial ordinéria € dita linear completa se € da forma

dy
= 4+Py=0, 4.14
oy 0 (4.14)

onde P e Q sdo fungdes de x ou constantes. Ela é dita linear homogénea ou incompleta,

quando 0 =0.
A equagdo (4.14) pode ser reescrita como »
(Py-Q)dx+dy=0, (4.15)
que ¢ uma equagdo do tipo M (x,y)dx+ N (x,y)dx=0.

Vimos, anteriormente, que uma equagdo do tipo (4.15) pode ser classificada como

equagdo diferencial ordindria exata ou ndo exata, e apresentamos um método para o calculo da

fungdo u(x, y), que d4 a solugdo da EDO.
Caso a equagdo (4.15) ndo seja uma EDO exata, um fator integrante que a torna exata

¢ dado por y(x) = eIde

Assim, a EDO eI e [(Py —Q)dx+ dy] =0 é exata e 0 método utilizado anteriormente

pode ser aplicado.
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5. METODO DAS CURVAS CARACTERISTICAS PARA SOLUCAO DE
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

5.1 Método das curvas caracteristicas planas para solucio de equacdes diferenciais
parciais lineares

Neste capitulo, vamos estudar o problema de Cauchy (P.V.1.) para EDP’s de 1* ordem

da forma
a(x,y)u, +b(x,y)u, =c(x,). (5.1)
Para isso, seja ¥ uma curva plana inicial. Parametrizando-a por (or (t),p(t)), tel,
onde / ¢ um intervalo aberto, podemos escrever o problema na forma

{dnywx+M&ywy=d%y% (5.2)

u(o(1), p(0))= f(1), Vtel
Consideremos as seguintes hipdteses adicionais:

(i) a curva inicial y ¢ uma curva suave, ou seja, as fungdes ¢ € p sdo continuamente
diferenciaveis em e o'(¢)" + p'(t)2 # 0, qualquer que seja te ] ;

(i) feC'(1);

(iii) a,b,ceC' (Q) ¢ as fungdes a, b ndo se anulam ao mesmo tempo em €, onde

Q< R? € um aberto contendo .

Para resolvermos o problema (5.2), precisamos, primeiramente, encontrar as curvas
caracteristicas planas da equagdo (5.1) (curvas ao longo das quais a EDP (5.1) pode ser escrita
como uma derivada total em relagfo a uma varidvel s).

Assim, as curvas caracteristicas planas da equagio (5.1) sdo curvas que admitem uma

parametrizagdo (a(s), ﬁ(s)) que satisfaz

{a'(S) =a(a(s), B(s)
B'(s) = b(a(s), B(s))

Para obtermos uma unica solugfio para o sistema de EDO’s (5.3), precisamos de um

(5.3)

par de condigdes iniciais. Para isso, como a,be C'(Q), dado (x,,y,)€ 2, obteremos uma
tnica solugdo de (5.3), (a (5),B(s)), para s numa vizinhanga de s, tal que

a(s) =%, B(s)=x- (5.4
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A existéncia e a unicidade de solugio do problema (5.2) depende de como as curvas

caracteristicas intersectam a curva inicial y .

Daremos, no Teorema abaixo, as condi¢bes suficientes para que o problema (5.2)

tenha uma solugdo Gnica numa vizinhangca da curva inicial y (que € coberta por
caracteristicas planas).

Teorema 5.1 Sejam Q c R’ aberto, / c R intervalo aberto, Y uma curva suave em
Q parametrizada por (o(t),p(t)), tel, feC'(I) e ab,ceC'(Q). Suponha que
a(x,y)2 +b(x,y)2 #0, paratodo (x,y)eQ, e

a(o(®), p(t)  b(a (), p(1)
o) p'(t)

Entio, o problema (5.2) tem uma unica solugdo de classe C' numa vizinhanga da

#0, paratodot e /.

curva ¥ em Q. Essa solugéo ¢ dada por

u(xg,20) = £ (1) + ["e(x(s.8), (5.1,)) ds
Observagdo: A solugéo no ponto (x,,¥,)=(x(s,,),v(s.t,)) € obtida integrando-se a
EDP a0 longo da caracteristica que passa por (%05 75), de s=0 até s=s,.
Demonstracdo: Consideremos que as curvas caracteristicas ndo sfo tangentes & curva
inicial y. Entdo, o vetor tangente (0'(r),p'(r)) e o vetor (a(a(s),ﬁ(s)),b(a(s),ﬂ(s)))

ndo sdo paralelos (ou seja, ndo sdo linearmente dependentes).

Com esta hipotese, para cada te/, existe uma Unica curva caracteristica plana

passando pelo ponto (o(t), p(¢)), que é a solugdo de (5.5) e (5.6): y

{a'(S) =a(a(s), B(s))
B'(s) = b(a(s), B(s))

a(s)=0(t), B(s,)=p(1), tel (5.6)

numa vizinhanga de s (tomar s, =0 para simplificar).

(5.5)

Além disso, (cr (t) P (t)) ¢ o unico ponto da curva caracteristica que intersecta a curva
inicial y. Do contrario, haveria um ponto sob a curva caracteristica cujo vetor tangente seria
paralelo a (a'(t), p'(t)) , contradizendo a hipétese. Desse modo, podemos cobrir a vizinhanga

de y através de curvas caracteristicas contidas em Q, e que intersectam y num finico ponto.



24

Isso permite-nos fazer a mudanca de variavel (x,y) > (s,t). Agora, para cada tel,

denotamos a curva caracteristica que passa por (o/(¢), p(t)) por (x,y)=(x(s,1), y(s,1)).
Fazendo isso, podemos reescrever (5.5) e (5.6) da seguinte maneira:

x,(s,1) = a(x(s,1), y(s,1))
Y, (5,0) = b(x(s,1), y(s,1))
x(0,0) = o(t), ¥(0,0) = p(1), Vtel.

Agora observe que:

Oidet(aw(t),p(t» b(cr(t),p(t))J= det(x“'(o’t) yS(O,t)}
o'(t) 2'(f) x(0,0) ¥,00,1)

para todo ¢ € I . Ento, por continuidade,

x
det( : ysj # 0, para s na vizinhanga de zero.
xl 1

Logo, a transformagio (s,t)1—>(x(s,t), y(s,t)) ¢ localmente injetora. Podemos,

entdo, fazer a mudanga de varidvel (x,y) (s(x,»).2(x,y)) e considerar a mudanca

v(s,1)= u(x,y).

Dai, tem-se:

ov ( 0= Oudx 8u6y
Ox0s ayas
A condicdo inicial para v é:

v(O,t):u(x(O,t),y(O,t)):u(o(t),p(t))=f(t),‘v’tel .

Entdo v deve ser solugdo do problema de Cauchy (P.V.1)

—=aubu,=c(x,y).

ov
_“(S,t) =C(x(Sat),y(S=t))
Os
v(0,0)= f(t),Vtel.
Este € um problema de valor inicial para uma EDO de 1* ordem, na varidvel s para

cada ¢ fixo, cuja solugdo ¢ obtida integrando-se de s =0a s = s,, que resulta em:

V(802,) =v(0,8,) + f (x(s,to),y(s,to))ds

ou

V(010 ) = £ (1) + Eoc(x(s,to),y(s,to))ds.
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Para voltar para u(x,y), dado (x,,,), nessa vizinhanga de y, seja (s,,%,) tal que
S0 =5(x5,5) € £y =1(x,, 7, ), isto &,
{xo = x(So2p)
Yo = W(Sp51,)

Entdo,

u(x0,3,)= (1) + Eoc(x(s,to),y(s,to))ds (5.7)

Se u ¢ solugdo de (5.2), entfio u satisfaz (5.7). Como (5.7) é solugdo de (5.2), ests
demonstrado que (5.2) tem solugio Gnica.

Assim, vimos que (5.7) é a solug&o do problema (5.2).
Exemplo 5.1 Considere o problema

av,+bv, +ev=d, (5.8
com a,b,c,deR e a* +b> #0.
O método para encontrar a solugdo geral de (5.8) €, de certa forma, semelhante ao
método para encontrar a soluc¢do Gnica de (5.2). |
Devemos procurar uma mudanga de variavel que coloque a equagdo (5.8) numa forma
mais simples: seja s=s(x,y), r=1(x,y) tal que ¢ é constante ao longo das curvas
caracteristicas planas.

As caracteristicas planas satisfazem, neste caso:

x'(s)=a, entdo x(s)=as+c, (5.9
¥'(s)=b, entdo y(s)=bs+c, | (5.10)
Por (5.9), temos:
s=2"9 .11)
a

x—c

Substituindo (5.11) em (5.10), temos y = b( )+c2. Entdo, ay =bx-bc, +ac, ¢

dai, ay—bx =k . Concluimos que as curvas caracteristicas planas sdo as retas ay—bx =k,
sendo k, constante. As retas ortogonais a essas sio as retas by +ax =k, , sendo k, constante.

Tomando ¢ constante ao longo das retas caracteristicas e s constante ao longo das retas

ortogonais, obtemos
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=ax+b
{s wry (5.12)
t=-bx+ay
Com a mudanga de variavel (5.12), a equagio (5.8) fica
(a*+b*)w, +cw=d. (5.13)

Para cada ¢ fixo, a equagdo (5.13) é uma EDO de 1* ordem na variavel s com fator

(—-—1 )e[,,ff,,z) (5.14)

at+b’

integrante

Multiplicando (5.13) por (5.14), tornamos a EDO exata e obtemos

g{w(JM_d_J—
ds a’+b°

Portanto, se ¢ # 0, a solugdo geral de (5.13) é

d —cs
w(s,t)=;+exp m s

€ a soluco geral de (5.8) é

sz (ax+by))

v(x,y)= % + f(-bx +ay)exp ( g

no caso de ¢ =0, a solugdo geral de (5.13) é

W(s,f) = 2 )

a +

¢ a solugdo geral de (5.8) é

v(x,y)= (ax+by)+f(—bx+ay),

a*+b*
onde feC'(R) ¢é arbitréria.
N

A ideia acima também pode ser utilizada no caso dos coeficientes de (3.8) ndo serem

constantes.
Assim, as curvas caracteristicas planas satisfazem
{x '(s) = a(x(s), y(s))
y'(8) = b(x(s), ¥(s)),
¢ portanto, sdo solugdes da EDO de 1% ordem

a(x,y)dy—b(x,y)dx =0 (5.15)
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Se as solugdes da EDO (5.15) forem da forma t(x, y)=k sobre as curvas

caracteristicas, onde k£ é uma constante arbitraria, é natural tomar ¢ como uma das nossas

novas variaveis. Ha certa liberdade na escolha da variavel s, bastando garantir que o jacobiano

s, s
det| * 7 =M¢O,em Q.
t, t,) 0xy)

x y
Observe que se £,#0 em Q (respectivamente, £, #0 em Q), podemos tomar s=x

(respectivamente, s=y) e, neste caso, o determinante jacobiano serd ndo nulo e, por

conseguinte, a curva inicial y nfo serd tangente as curvas caracteristicas planas.

5.2 Método das caracteristicas espaciais para equacgdes diferenciais parciais quase-
lineares

Considere o problema de Cauchy:
a(x,y,u)u, +b(x,y,u)u, =c(x,y,u)
Observe que na equagdo a fungdo incognita u aparece na parte principal da equagio, o
que caracteriza uma nio linearidade, como também no termo independente das derivadas.
Agora, seja y uma curva plana inicial, parametrizada por (o (t),p.(t)), tel, e assim
podemos escrever o problema na forma
a(x, y,uyu, +b(x, y,uyu, =c(x, y,u)
{u(a(t),p(t)) = f(t),t el
Se a curva inicial y ndo for tangente as curvas caracteristicas planas, entdo a
superficie solugdo da equagdo sera gerada pela curva I':re ] (a(z), p(0).f (t)) , € pelas
curvas caracteristicas em R’ que interceptam T".

Essa curva T(¢) ¢ dita regular, quando o vetor tangente (o'(t),p'(r)) néo for

paralelo ao vetor (a,b), vetor tangente as curvas caracteristicas planas, sobre y(r). Neste

caso, haverd uma mudanga de variavel inversivel bem definida (garantida pelo Teorema da
Fungdo Inversa), ou seja,

{mwwmo
(s,5) > (x,y)
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Com isso, podemos transformar a EDP em uma EDO, em que o parimetro ¢ é

constante sobre as curvas caracteristicas planas e, portanto, teremos uma EDO na variavel s

em uma fung¢#o incdgnita v = v(s,t) , em que ¢ € constante.

Exemplo 5.2 Considere o problema

Xu, —~yu, =u’
u(x,l)zl, xelR

Neste caso, as caracteristicas planas s@io retas horizontais, logo o problema tem
solugdo € as curvas caracteristicas espaciais serdo obtidas resolvendo o seguinte sistema de
EDO na variavel s.

x,(s,t) =a(x,y,v)
¥,(8,8) = b(x, y,v)
v.(s,0) =c(x, y,v)

As condigdes iniciais sdo obtidas quando s =0, ou seja,
x(0,)=0c(t)
¥0,1) = p(t)
v(0,0) = f(¢),

entdo, neste caso, teremos o seguinte P.V.1L.:

X, =x
Vs ==Y
v, =V’

com as seguintes condigdes iniciais

x(0,6)=t
y(0,0) =1
v(0,0) =1

Resolvendo o sistema desacoplado temos:

X, =X
g’
{x(O,t) =t

Dai, x(s,t) =te’

. {ys =-y
ii)
¥(0,0) =1
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Dai, y(s,t)=e

{v =’
iii) § °
v(0,1) =

Dai, v(s,1)= %
-5

Se u(x,y)=v(s(x,y),1(x,y)), precisamos encontrar s(x,y) e #(x,y), fazendo uma

inversdo na mudanga de varidvel, ou seja,

{x = x(s,?) {s =s5(x,y)
I__)
y=y(s0 ({t=t(xy)

Como x(s,t)=te’ e y(s,t)=e",resultaque f=xy e s=—Iny.

Portanto, se a solugdo da EDO ¢ v(s,t) = IL , entfo a solugdo geral da EDP ser4
g |

1
l+Iny’

u(x,y)

com algumas restrigdes:

a) y>0,e

b) I+Iny#0, logo Iny# -1, e, portanto, y;tl.
e
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6. CONCLUSAO

Muitos fendmenos que ocorrem na fisica, biologia ¢ economia, podem ser descritos
através de uma equagdo diferencial parcial, como por exemplo: as leis de Newton para o
resfriamento dos corpos, as equagles de Maxwell, e as equagdes da mecanica quantica de
Schrédinger, que sdo descritas por equagdes que relacionam o espago e o tempo.

Através do estudo do método das curvas caracteristicas para resolugdo de equagdes
diferenciais parciais de primeira ordem, percebemos a importincia que esse método tem no
estudo das equagdes que aparecem na modelagem de fendmenos fisicos de diversas dreas da
ciéncia.

Ao longo deste trabalho pudemos ver a intima relagdo que existe entre as Equagdes
Diferenciais Parciais (EDP’s) e as Equages Diferenciais Ordinarias (EDO’s). Em geral, para
resolvermos uma EDP precisamos transforma-la em uma EDO. Para fazermos isso, nos
~ valemos aqui do Método das Curvas Caracteristicas. Esse método consiste em obter-se uma
mudanga de varidvel especial que tem como propriedade o fato de uma das variaveis ser
constante, ao longo dessas curvas caracteristicas. Assim, através dessa mudanga de varivel, a
EDP € transformada em uma EDO, sobre tais curvas caracteristicas. Resolvemos, entfio, a
EDO sobre essas curvas caracteristicas e, em seguida, retornamos is varidveis originais,
através da transformagéo inversa da mudanga de variavel.

Dentre as areas em que se pode aplicar o Método das Curvas Caracteristicas Plénas,
destacamos a Teoria da Combustdo, o Estudo das Leis de Conservagao e as Ondas de Choque.

Quanto 4s Curvas Caracteristicas Espaciais, fazemos uso das mesmas quando o
Método das Curvas Caracteristicas Planas n3o funciona, ou seja, quando o vetor tangente
curva inicial dada € paralelo ao vetor tangente a alguma das curvas caracteristicas planas. O
Meétodo das Curvas Caracteristicas Espaciais ¢ também utilizado na resolugio de EDP’s
quase-lineares, isto ¢, EDP’s em que os coeficientes da equagio dependem da fungdo
incognita u, enquanto que as derivadas parciais se mantém com grau 1.

O estudo que apresentamos aqui trata-se apenas de uma pequena iniciagdo. Para um

estudo mais avangado recomendamos a leitura do livro de J. SMOLLER (SMOLLER, 1994).



7. REFERENCIAS

ABUNAHMAN, S. A., Equagdes diferenciais. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos,
Editora S.A., 1984.

AYRES, Jr. F., Equagdes diferenciais. Ind Ed. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 1959.

BOYER, C. B., Histéria da matematica. Revista por Uté C. Merzbach; tradugio Elza F.
Gomide. 2. ed. Sdo Paulo: Blucher, 1996.

- FIGUEIREDO, D. G. de; NEVES, A. F., Equacgdes diferenciais aplicadas. 2" Ed. Rio de
Janeiro: IMPA, 2005.

IORIO, V., EDP, um curso de graduacio. 2" Ed. Rio de Janeiro, 2005.

SMOLLER, J., Shock waves and reactions: diffusion equations. 2" ed.. New York: Spring,
1994. ’



