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RESUMO

Dos teoremas da Topologia Geral, o Teorema de Baire € um dos mais
ricos em conseqgléncias, ndo s6 na Topologia, mas, principalmente, na Anaélise
Matematica, na Analise Funcional e Geometria Diferencial. No decorrer deste
trabalho, traremos algumas nog¢des, como por exemplo, o estudo de seqliéncias em
um Espacgo Métrico, fungdes continuas, que visardo a uma melhor compreenséo de
espacos métricos completos, bem como, algumas de suas principais caracteristicas,

para que entdo possamos apresentar o Teorema de Baire.

Palavras-Chave: Teorema de Baire. Topologia. Espacos Métricos



ABSTRACT

Of the Theorem of General Topology, Baire's theorem it is one ©of the richest in
consequences, not only in Topology, but, mainly, in the Mathematical Analysis, in
the Functional Analysis and Differential Geometry. In elapsihg of this work, we will
bring some notions, as for instance, the study of sequences in a Metric Space;
continuous functions, that you seek to a best understanding of complete metric
spaces, as well as, some of its main characteristics , so that then we can present

Baire's theorem

Keywords.: Baire's theorem. Topology. Metric. Spaces
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“Se o problema tem solugdo, ndo
esquente a cabega, porque tem
solugdo. Se o problema ndo tem
solugdo, ndo esquente a cabega,

porque nao tem solucéo.”

Provérbio Chinés
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1 - INTRODUGAO

O presente trabalho vem dar énfase a algumas aplicagdes da Topologia
Geral, mais particularmente, ao Teorema de Baire. Iniciaremos nossa caminhada
trabalhando algumas nocdes de espacos métricos no capitulo (2) seguido de
funcdes continuas no capitulo (3). O capitulo (4) trata da Topologia, mas
especificamente conjuntos abertos e fechados, onde fazemos uma breve relagéo de

continuidade. O capitulo (5) nos traz algumas nogdes de limites de sequéncias.

As aplicacbes e as definicbes que expomos no decorrer do trabalho,
estdo ligadas a um dos teoremas fundamentais a um dos mais ricos da Topologia

que & o Teorema de Baire, o qual trabalharemos no capitulo (7).



1. ESPAGCOS METRICOS
2.1 - Métrica em um conjunto

Dado um conjunto M, chamamos de métrica em M a uma fungdo
d M xM — R que associa a cada par de elementos x,yeR ao numero real d(x, y)

denominado de distancia de x até y e satisfazendo as seguintes condigbes:
dl) d (x, x")i“:O,‘ VxeM
dz) df(x,y)>®, Vx, yeM com x#y

d,) dlx,y)=dly,x), Vx,y eM

d4) d(x,z)sd(x, _ y)+d(y,z), Yx,y, x eM

Observagéo 2.1. A condicdo d4 é conhecida como desigualdade triangular.

Definigao 2.1 (Espago Métrico). Sendo M um conjunto, chamamos de Espaco
Métrico ao par (M, d) onde d é uma métrica em M . Nesse caso nos referimos ao
Espacgo Meétrico \(M, d) como, simplesmente, Espaco Métrico M quando a métrica

d é explicita.

Exemplo 2.1 (Métrica zero-um). Dado um conjunto M qualquer, entdo M pode ser
considerado, facilmente, um espago mélrico, basta, em M, definimos
d{xx)=0, VxeMed(xy}=1 Yx,yeM com x#y Essa ¢ a chamada

Métrica zero-um.

De fato, pela definicio fica evidente as condices d,, d,, d;.
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Provemos, entdo d,, tomemos x, ye zeM , temos as condigdes:

e Sex=z#y,temos d(x, z) =0, d (x, y)*z le d( ¥, z‘)ﬁ:: 1. Logo

dlx, 2)<dlx, y) + d, 2)

. Sex#z=y,oux=y#z fica Gbvia a igualdade: d(x, z)=d(x, y)+ d(,z).

. sex#y# z, temosd(x, z)=1, d(x, y)=1 e d(y, z)=1.Logo
d(x, z)<d(x, y) + d (v, 2).

Definicdo 2.2 (Subespaco). Se (M, d) é um Espago Métrico, ento todo subconjunto
S < M pode ser considerado um Espago Métrico. Basta considerar a restrigdo de
d:MxM-—>R ad:SxS—>R Nessas condigdes dizemos queSé dito

subespaco de M e a métrica de § é dita induzida pela métricade M.

Exemplo 2.2 {Métrica usual da Reta). Seja X, ¥ € R, se definimos d(X, y)=]x —y}

entdo d é uma métrica em R.

Prova: £ de facil verificagio as condicées d, € d, .
Tomamos X» Vs Z € R temos que:
d,) dlx. y)=le—|=|-00y—x) =y =|y—f =y, x).

d,) Mostremos primeiro que Vd, b € R vale l?’+ b’S Ial+ ’bl é claro que
a 31671‘: b< ‘b‘ o que implica a+b$H+|b1 < ‘-CISM, _bﬁw o que implica

~ (@ + &)< |a|+|p| iogo |a+b|3|at+|b|
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Agora estamos prontos para mostrar a condigéo d,

d(x, z)r{x—z’ =’(x— y) +( y—z)l Slx - y‘ +|;y—)c{ = d(x, y) +a(y, Z);
Exemplo 2.3 {Métricas no Espaco R"). Aqui ha trés métricas consideradas principais:

Dados x"=(xp “eey xn); Y =(Vp eV )ER” definimos as distancias

| M N
o o S5 |

il

. dle )yl -nl= D n sl
i=1

}:z ax]xl - yil

I<i<n

1 |
xﬂ _yn

;
o eeny

. dx y)=max{x -y

As fungbes d’, d” sdo métricas, pois cumprem obviamente as condigcbes
d,,d,,d;ed, Quanto a funcdo d, ela cumpre obviamente as condigoes

d,,d,,d;. Vamos mostrar que ela cumpre a condicdo d,. Antes de provar essa

condig&o, precisamos enunciar € demonstrar a desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Se xp ~'°‘-a’xno yp"':yn €R entdao

n } I R % [ %
DT (Z % ] '(Z V! )
=1 i=1 P

. 1~ 2 2
Demonstragso. Para todo 7> SER vale 2rs<r” +s°.
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Dai

2|x.y.| x? ?
|1y1|, < i — com I<i<n

(S () 27 L

Somando a Ultima desigualdade em relagdo ao indice i temos:

(Zz)z/l(xz):/xy )/ <1+1=22 Yyl (Z )A*(Zy,)/

Proposicao 2.1 Sejam d, d’, d” as métricas definidas no exemplo acima, entdo

quaisquer que sejam x,y € R”, tem-se

a’"*(x,y) < d(x, y)S d 'f(x, y) Snd'”f(x, )’)S nd(x, y )

Agora podemos voltar a desigualdade triangular:

Tomando X =4X,...,X, y (,V ) ( _ Z,,)E R" temos
Y 2 . 2
[d (x, y)]2 = Z (xi - Zi) = Z [(xi - yi)‘_‘_ (yi - zri)]:
i=1 i=1
- Z i[(xz - yi")z + 2(":‘ - yi)(yi - Zi)‘+' (yz "Zi)z]:
LI ~ n . m 2
= Z [:(x;i _-yi)2 + Z (xi —,y_i)(yi - Zi)+ z (yi - ‘Zi)
=1 =1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos:

s 2 <3565 0) +2 3, j (20.-2 )j S0-2).

Ou seja,
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14 1

[a . =) < (z(x—y, (S 6-=8)

Logo

1

s >[z< y)](z<y )| =)y )t )bty 2

I=1 i=]

Observagéo 2.2 A métrica d acima € chamada de Meétrica Euclidiana

Definicdo 2.3 (Espag¢o de Fungdes). Seja X um conjunto qualquer, dizemos que
S:X —> R & limitada quando existe uma constante k& > 0 tal que
[f(x)]< k. ¥x X. Indicamos como B(X; R) ao conjunto das fungGes limitadas

f:X > R.

Definigdo 2.4 (Métrica do Supremo). Se tomamos f, ge B(X;R) e
definirmos d{(f, g)=sup |f(x)- g(x)| entdo d : B(X; R)x B{X; R)> R

& uma métricaem. B(X; R)

A prova é de facil verificagéo

Definicdo 2.5 (Norma em um Espacgo Vetorial). Seja E um espaco vetorial. Uma

norma em £ é uma funcéo [| ” :E > R que associa a cada vetor x € £ ac numero

real [|x||. chamado de norma de x em E e satisfazendo as seguintes condigées:
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N,) Se x =9 entdo |x|#0 Vxe E
N, A== 1211l Vxe E e Ae€R
Vo) e ol sl Dol ¥ v e £

Observacéo 2.3. Como consequéncia das condigdes acima temos:
W 1 , : Ny T
- Il=los] =0= Jgf=0

o O=fgfefrx] S =2 =0].  vee R

Um Espago Vetorial Normado &€ um Espacgo Vetorial E munido de uma

norma || || i(Notagﬁo (E,” “)) ‘

Proposigéo 2.2 Todo Espago Vetorial Normado E € um Espago Métrico, por meio da
definicao d 7(30, Yy ): “)~ - yi”, Vx,ye k.

Demonstracdo. Sejam E um Espago Veforial Normado e

x,yv,z€ E ¢ 1€ R, entio:

4 )ds, el |9l =0, vreE;
d,) Se x#y entdod(x,y)=]x-y|>0;
d;)d(x, y)=|x = y=[y -] = d(y, x}

a,)dG 2) =l 2=~y + y = 2l < - s+ [y -2 = do. y)+d(, 2)

Definicdo 2.6 (Produto Interno). Um produto interno em um Espacgo Vetorial £ é uma
fungdo <,>:E x E — R, que associa a cada parde vetores X, Vv € E
ao numero real, <x, y>, chamado produto interno de x por y e satisfazendo as

seguintes condigdes para quaisquer X, ¥, z€ R ¢ A€ R:
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Pl)< X+ y,z>=<x,z>+<}y,z>
P2)</1x, y>=A<x,y>

P3)< X, y>= <y, x>
P4)x¢0:><x, x>>0.

CONSEQUENCIAS

D R A
o <X, YH+Z> =<Y+Z, X>=<P,X>+<Z,X>=<X,Y>+<X, 2>

’ 73 B B
o <X, Ay>=<Ay, x>=A<y, x> =<x,y>

5
o <0, x>=<y0,x>=0<y,x> =0

Definicdo 2.7 {Norma em um Espaco Vetorial com Produto interno). Seja £ um

Espacgo Vetorial com Produto Interno. Define-se norma de um vetor xe R da

seguinte maneira ||x|=/<x, x>.

Mostremos que |x|=1/<x, x> é uma norma em E. De fato, tomando x,y e Ee A e R

temos:

N,)Sex#d= |uf|=./<x, x >%0

P

N,) A= J<Ax, x> - VA <x, x> =AJ<x, x> =]

N3) A demonstracdo desta propriedade depende do seguinte lema.

Lema 2.1 (Cauchy-Schwarz). Seja £ um Espago Vetorial com Produto Interno, entdo

[<x y>|<d-bl vx yeB
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Demonstragdo x=¢ a demonstragdo fica evidente. No caso de xz0 temos
0<|x +,1y]|2 = <X+, X+ >S=<X, X>+<X, Ay > +< Ay, X >+< Ay, Ay >

= +24<x,y>+ 2| W[
Que é um trindmio quadrado em A onde o descriminante A<0, isto &,
a<xy>" bl b <0m<xy>2< o b = <x 32 )

Agora podemos retornar a demonstrag&o da condi¢do N3

e <<xtyxey>= 42 <xy>+ e pela desigualdacié'de Cauchy-Schwarz

temos:

e+ sl < ol 2l DA = (ol DAY = e+ Sl < o+ oA

Em resumo podemos dizer que, como todo Espacgo Vetorial Normado é
um Espago Métrico por meio da definicdo d{x, y)=[x—)| e todo Espago Vetorial
com produto Interno pode ser considerado em Espacgo Vetorial Normado por meio da -

definigdo [x|=.<x, x> entdo todo Espago Vetorial com Produto Interno € um

Espago Métrico por meio da definigéo d(x,x)=/<x-y, x— y >.

2.2 Bolas e Esferas
Seja M um Espaco Métrico e seja acM e r € R. Definimos:
o Bola Aberta de centro a e raio r {Notacdo B{a, r)) ao conjunto:
Bla; r)={x e M; d(x,a)<r}
e Bola Fechada de centro a e raic r (Notagéo j\B,[a; r] ao conjunto:

Bi[fa, r]: {x eM; d(x,a)Sr}
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o Esfera de centro a e raio r (Notacdo S(a; r) ao conjunto:
S(a;‘ r): ‘{x e M, d(x, r) = r}
Observe que Bla; r|=Bla; 7)uS(a; r) e Bla; ]}~ Bla; r)=Bla; r)

Exemplo 2.4. Seja (M, d) um Espago Métrico onde d é a métrica zero-um, exemplo
(2.1).

¢ Considerer > 1, entédo -

Bla; 7)={x € M; d(x,a)<r}=M = B[a; r]

e Ser<17entdo

B(a; /r): {x e M, d(x,a)<r} = ‘{a}:: B[a; r]

e Ser=1entdo

Bla, 1)={x € M d{x,a)<1}={a},

B(a; l)= {x e M, d(x,a)*sl}zM

>

S(a ]) = {x €M, d(x, r) =1} =M- {a}

Definicao 2.8. Seja M um Espago Métrico. Dizemos que a e M é um ponto isolado,

quando existe 7 € R: talqueB(a, l’)={a} Se a ndo € um ponto isolado, entéo

dizemos V7 € R, dxe Mtalque0 <d(a, x)<r.

Observacdo 2.5. Quando todo ponto de um Espago Métrico M & isolado, entio
dizemos que M é Discreto.

Exemplo 2.5. Considere o conjunto N= {0, L2,.. } com a métrica induzida pela
métrica usual da reta R. Temos que todo neN é o ponto isolado pois, se

tomarmos ¥ =1 entdo
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Bl )={x e N: d(x,n)<1}= Jx—n <1}= {n, VneN.

Exemplo 2.6. Seja o conjunto = {0, L1Y2,13,..1 n}com a métrica usual.
Mostremos que O (zero) ndo € ponto isolado. De fato, tomando qualquer r € R/, é

claro que existe # € N talquen>1/r. Assim

l—-@ <7, ouseja, 0<d(1 )<r Portanto l # 0 € ponto de Bola B(O I‘)
n n n

2.3 Conjuntos Limitados

Definicdo 2.9. Seja M um Espacgo Metrico e Xc M. Dizemos que X € limitado
quando existe uma constante ¢ tal que d (x, y) <c¢ quaisquer que sejamx,y € X.

O menor ¢ nas condi¢cbes acima € chamado de diametro de X (diam(X)).
Logo dmm(X )~=:sup{d(-x,y);x,y eX } Se X ndo é limitado, entdo dizemos que
diamX = .

Exemplo 27. Seja o0 conjunto A={(x, y)E"R2 ;x2 ‘—'ky2 <1}. Mostremos que
diamA = 2.De fato, indicando por p = (0', O)‘ a origem e tomando dois pontos

arbitrarios ¢, ¥ € A temos.

d(q, r)Sd(q, p)“+a(p,r)<1+1=2:>d(q,r)“<l logo 2 é cota-superiow.. Seja, entdo

€<2Ex1steneNi<n:> " O ——0 eAed —,O, ,'—— 0]
2—¢ n+l” S n+l \n+l \ n+1’
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, 4 2n
_ 2" mas sabemos que <n, logo {<2n-fn=L<— sto &,
n+1 2-1 n+l

(- T 0)} >{ logo! nado pode ser cota superior e assim
k n4+ 7

d[[i 0l
[\n+l

diam (4)= 2.

Proposicdo 2.4. Toda Bola B‘(a., i’) e toda Esfera S»(a,r) € um conjunto limitado e

seu didmetro ndo excede a 2n.
Demonstragdo. Consideremos a Bola B(a,r) e tomemos X, ) el{a,r), dai temos
d (x, y‘)tsid (x’,a)‘+ d (a‘, y) <r+r=2r=d (x, y)< 2r, Vx, ye B’(a,r)f» De maneira

analoga prova-se para a bola fechada B f[a, r}e aesfera S{a, r)

Proposicdo 2.5. Em um Espaco Vetorial Normado, toda Bola Aberta B(a',r)? tem

diametro 2r.

Demonstracdo. Pela proposicdo (2.4) temos que dz’am(B(a, l”)) <2, portanto resta-
nos mostrar que se s < 2r entdo s ndo é didmetro de B;(Cl, 7‘) Seja entdo s tal que

s <2r . Tomemos y#$ emkFe teR talques<2t<2r.

Consideremos, agora o vetor x = — y observemos que

v
c(a, a +x) = “xﬂ =t<r=>a+xe B(a; r),

dla, a-x)=|{=t<r=>a-xeBa f)e
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cz’(a+x,a-—x}'=§{la+x-—a+34]=2§H|=?I>S,ou seja, tomamos ©0s  vetores
a+x, a—-xeBla, r)cujas distancias s8o maiores que s, logo s#diam(Bla, 7)) e,

consequentemente, diam(B(a; r)) =2r.

Proposigéo 2.6. Um espago Vetorial Normado E #¢ com métrica proveniente de sua

norma, nunca € um conjunto limitado.
Demonstracdo. Tomando X =¢  arbitrério em E, entdo para todo

c¢>0o vetor ¥y, :ﬁ tem norma 2c¢, isto é, ||y.cH=2c <c Com isso:

Ay 8)=|p.~8|=2e<c

Proposicdo 2.7. Se M é um Espago Métrico, entdo X <M é limitado se, e somente
se, esta contido em aiguma Bola em M.
Demonstraggo. (=) Suponhamos que X est& contido em uma Bola B(a,r) em M.

Entao ja vimos que diam(B(a; V))S 2r, logo X é limitado e diam X < 2r;

(=)SeX =¢ fica evidente. Suponhamos X =g,como X é limitado entdo
Je> 0, tal que d(x, y)<c quaisquer que sejam
x, y € X Fixando a X temos a Bola B(a,2c) no qual evidentemente temos

X c Bia, 2¢).

Definicdo 2.10 (Aplicagéo Limitada e N&o Limitadas). Se M é um Espago Métrico e
X & um conjunto arbitrario, entdo f: X — M € dita limitada se f(X) € um conjunto
limitado em M. Indicamos com a notacdo B(X; M) ao conjunto de todas as

aplicagbes limitadas /- X - M .
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Se tomarmos f,g€B(X, M)entdoas distanciasd(f(x), g{x)) formam
um conjunto limitado de numeros reais positivos. Nesse: caso definimos
d(f,g)=supd(f(x), g(x)) que € uma métrica em B(X; R) chamada de Métrica da
Convergéncia Uniforme ou, simplesmente, Métrica do Supremo.

Consideremos agora o conjunto F(X;M) de ‘todas as fungdes
f:X —>M, limitadas ou n3o. E claro que ndo tem sentido definirmos
d(f,g)em F(X;M), pois havera casos em que o conjunto {d(f(x), glx)}xeX} ndo é
limitada, isto &, d(f , g)=o. E facil verificar que a relagéo d(f, g)<o & uma relagéo

de equivaléncia em F(X;M).

Data f:X —>M, a classe de equivaléncia, segundo a relagdo
d(f, g)< o , € 0 conjunto Bf(X.; M)= {g:X-—)M;d(g, f)< oo}', isto é,Bfé(x; M) eo
conjunto das fungdes g que estdo a uma distancia finita de £.
Porém ' sabemos que
d(f, g)<o = geB,(X; M) feB,(X; M)o B,(X; M)= B,(x; M)

A partir dai podemos definir d{g, #) em B {X; M) Assim

d(g, h)=sup dg(x)hx)) Vg, h e B,(X; M)

xeX
Observagio 2.6. Temos que F{X;M)=U fo(X, M),ondef variaem F(X, M).

Observagdo 2.7. Se chamamos «a:X —> M como representante de cada classe
B(x;M), onde o é qualquer constante e se chamamos de A ao conjunto das

representantes, temos entao:

F‘(X;M)::Uama L(X, M) € nese caso, @ # = a‘(X; M)ﬂﬁ()(, M): é.
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2.4 Distancias
2.4.1 Distancias de um Ponto a um Conjunto

Lembramos da geometria elementar o seguinte fato: A distancia de um
ponto p a um plano a é a medida do segmento pg contido na perpendicular a o
pelo ponto p.

Definicao 2.11. Sejam M um espago Métrico, A um subconjunto de M e

p € M.Chamamos de distancia de p ao conjunto A o seguinte nimero real:
d(p, A):inf{d(p, x);x € A}
Observagdo 2.8. E claro que se p € 4 entio, d(p, 4)=0.
Exemplo 2.8. Considere R com métrica usual, e seja X :{o, 1, % , y,...‘}entéo
d(o, X)=0
pois:

. i, I |
Ve <0,existe neN talqeu —<n=>—<e¢
: g n

mas:

d(O, l}:
n/ |

entdo d(0, X)=0

l—Ol:—1~:~1—<g, V>0 comd‘(O, X)zinf{d(o, lj:—l— neN*}
n n n) n

n
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2.4.2 Distancia entre dois Conjuntos

Sejam M um espagco métrico e A e B dois subconjuntos de M, entédo
representamos a distancia de A por B da seguinte maneira:

d(A4, B)=inf {d(x, y), xe 4 e yeB}

Observacao 2.9. Se tivermos

ANB#gentdo d(A4, B)=0, pois xeA\B=>d(x, x)=0.
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3 - FUNCOES CONTINUAS

Definicdo 3.1. Sejam M e N espagos métricos e considere uma aplicagéo
f:M — N  dizemos que f é contnua em ae<Mquando para todo
£ >0, existe & > 0 tal que, d{x, a)< & implica d(f(s), f(a))< &. Dizemos que f
€ uma aplicacéo continua quando f € continua em todos os pontos de M. Em outros
termos, dizemos que f:M — N & continua em a e M quando dado uma bola

qualquer E=B(f (a),e),pode se encontrar uma bola B= B(a, 5)' talque F (B)C B.

Definicdo 3.2. Dados M e N espagos métricos e uma aplicagao f M—>N . se
para quaisquer x,ye M existir ¢>0 tal que d(f{(x) f(y))<c-d{x, y) entdo

dizemos que fé uma aplicagado Lipschitziana e ¢ é dita constante de Lipshitz.

Proposigdo 3.1. Toda aplicagdo f:M — N Lipschitziana é continua.
_ £
Demonstragdo. Com efeito, para todo £ >0 tomemos & = = logo temos. que para

todo ae M com d(x, a)i< o implicad(f (x), d(a))éc-d(x, a)'<c-§:8; Portanto, f
€ continua.
Observacao 3.1.
1. Se f,g2:M —>N szo Lipschitziana entdo o mesmo acontece com
f+g e kfondekeR

2. Em uma aplicagdo Lipschitziana f, quando ¢ = 7 dizemos que f € uma

contrac&o fraca.

Proposicdo 3.2. Se M é discreto entdo toda aplicagdo [ :M—>N é continua.
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Demonstragdo. Dado ¢ >0 e tomando a < M arbitrario, entdo a ¢ isolado, basta
entdo tomar 0>0 talqueB(a; 5): {a}. Logo d(x, a)< o implicax=a de onde
resuttaque d{(f(x), f(a))=0<e.

Observagdo 3.2. Se f:M — N néo é continua em aeM entéo existe & >0tal

que para todo 6>0 pode-se encontrar x, tal que
d(xg, a)< o e d( f (x(s ), f (a))z €. Equivalentemente, existe ¢ >0 que para todo

ne N pode-se obter x, € M com d(x,, a)< 1 e d(f(x,), fla)=ze.
n

Exemplo 3.1. A funcdo caracteristica f:R — R do conjunto Q dada pro f(x)=1 se

xeQe f JC) =0 se x2(Q & descontinua em todo ponto a<R. de fato, tomemos

S tal que d(xg';a)S5 com X;racional se a for irracional e vice-versa. Tomemos

ainda & = ;— Dai temos que d(f(x;) f(a))= if’(xa)‘— f (a){= 1> % , ou seja, fé

descontinua em a.

Proposicio 33. Se f:M—N é continuaem a€ M e g:N—>P & continua em

f(a)eN entdo gof:M—>P é&continuaem ae M.

Demonstraggo. Como g é continua em f(a)€ N ‘temos que € > 0 existe 4 >0
tal que d(y; f (a)) <A implicad(g(y), g( f (a))) < &. Da continuidade de f no ponto
a € M resulta que existe & >0 talque d{x, a)<& implica d(f(x), f{a))< 1, de
onde resulta que d(g( f (x)), g( f (a')))< £. Portanto temos que go f € continua em
ae M.

Dados os espagos métricos M,N,, N, uma  aplicacdo
f:M— N, xN,equivale a um par de aplicagbes f,:M—>N, e f,:M—>N,,

chamada as coordenadas de f tais que f(x)= (f,(x), f,(x)) para todo x e M .

~
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Considerando-se as projegoes b N xN, e
P> :>Nv1‘! xN, > N, temos f, = p, of e fy=p,of.

Observagéo 3.3. As projegdes pys € pz acima sdo aplicagbes continuas.

Proposicio 3.4. A aplicagdo f:M—N, é continua em ae M, se e somente se,

suas coordenadas f,:M — N, ¢ f,:M — N, sao continuasem ae M .

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que a aplicagéo f € continua. Logo,
como f,=pof € f,=p,of, tem-se pelo teorema 3.3 que f; e f, sdo continuas.
Reciprocamente, sejam f; e f» sd3o continuas e consideremos a meétrica
d M‘x&lf’ J”2)7()’1 ‘,,yz)]zmax{d’(xl, yl)nd‘(xzayz)} em N, X N,. Logo, sendo f; e f,

continuasem @ € M  dado € >0 existemd, >0 € 6, >0 taique
d(x, a)<8 =d(f(x). fila) < e dlx, a)<8, =d(f;(x), fla))<e.
Tomemos  entdo o= min{é‘lﬂ, 52}. Logo,a’(x, a) <o implica
.2 ) 3= max{d(£(x), (@), d(£,(x), f{a))i< s, ist06, e

continuaem @ € M .

3.1 Homeomorfismos

Sejam M e N espagos métricos e considere a aplicagdo f:M — N
continua € bijetiva, entdo a aplicacdo inversa pode ou nao ser continua, como nos

exemplos que seguem.
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Exemplo 3.2. Considere M :.‘[_17 O}U(L +°0) [0 +°0] entdo a funcgdo
f M —> N definida por [ (x):-xza Vx €M & uma bijecso continua. Sua inversa
7 J[O—}—OO]—-)M é dada por /= (x)=+/x se x>1e f(x)-vx se 0<x<1

—1
mostremos que f T & descontinua no ponto 7. De fato, observe que f (1):—1,

, ] 1) 1
tomando 0<&£<2 temos que, para cada "€ N 4(1‘4"—,1}:; e, no entanto

n
:f1+l+1
A

>2>g, ou seja, f 'é

descontinua no ponto 1.

Definicdo 3.3. Sejam M, N sdo espagos métricos. Uma aplicagdo f:M — N
chama-se um homeomorfismo quando f & continua bijetora e sua inversa f '

também é continua.

Neste caso dizemos que M e N sdo espagos homeomorfos.

Exemplo 3.3. Seja E um espago vetorial normado e considere uma bola

Bw’(a;r)oom ack. A aplicagio [ :B(a;r)-—)E dada por f(x)= l‘(x -a) ¢
¥

continua, pois tomando X, y quaisquer em ,B(a; 1’) temos

d(7 7B)=1rGe)-r0)= (x )“(y_»

y

Lipschitziana e consequentemente continua. f também & obviamente, injetiva.

:—“x y”—— d(x,y), ou seja, f &

Observe, ainda que f:Bla,r)—>B(0;1) dada por 1 (x):%(x'—a') é continua e
bijetiva, @ sua inversa f ' dada f '(x)=rx + a é, também, continua e, assim

B(a;r)e B(0,1) sao homeomorfos.
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Definigdo 3.4. Dadas duas métricas d; e d2 sobre 0 mesmo espago M escrevemos
M, ={M, d) M, =(M, d,)eB(q; r), B,(a;7), bolas segundo as métricas
d, € d respectivamente. Dizemos que as metricas dl S ‘d2 sdo equivalentes,
denotando-se por dl R d2 , quando a aplicagédo identidade L, A/.f] —>1\42 € um
homeomorfismo.

Portanto, d, =~ d, quando para cada d€ M e para todo >0,
existe 0>0, tal que lﬁ(ar, 5)CB2(Q§5), e vice-versa, para cada acM e todo
£>0, existe > 0 de tal forma que B, (Cl; 5)C B, (a; 5)-

Em outras palavras: d, ¢ d,s&o equivalentes se, e somente se,

qualquer bola que aberta em relacdo a uma dessas meétricas contenha uma bola

aberta de mesmo centro em relagéo a outra.

Proposicdo 3.5. Sejam d, € d, métricas sobre um conjunto M. Se existirem ndmeros

reais, 7,8 >0 tais que

redx, )< dyfx, y)<s-dx, y)

Para todo X, ¥ € M. Entdo as métricas d, € d, séo equivalentes.

Demonstragéo. Seja acM e considere a bola aberta B, (a; 5), iremos mostrar que
Bzi(a; rg)c: Bli(a;,e) Se x eB(a; rs) temos que d,(x, a_)-< re, mas por hipotese
rd,(x, y)<d,(x, y) de onde resulta que Fdr(x, a)'<r8, logo d(x, a) <¢ donde

Bla;)e portanto B,(a re)c Ba;).considere agora a bola B,(a; €). Vamos

{ &) , { €Y ¢ .
mostrar que Bl(a; ;)C By(a;€). Se xe Bl(a ,;)entéo d(x, a) <; de onde resulta
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que Sa’ﬂ(x, fa)<’8, logo dz(x, Cl)<€ donde temos que .xeBz(a, 8) e, portanto

B,l[a;‘ i) c B,(a;¢)
s

Exemplo 3.43 As métricas d, d' € d'' definidas acima no exemplo 3 do §1 sdo

equivalentes, pois j& vimos na proposicdo 1 do § 1 que para todo X, ¥ € R” vale

d'(x, y)<d(x, y)<d'(x, y)<nd'(x, y)<nd(x, y).
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4 LINGUAGEM BASICA DA TOPOLOGIA
4.1 Conjuntos abertos e conjuntos fechados

Definigdo 4.1. Seja X um subconjunto de um espagco métrico M. Dizemos que 0
ponto « € X é interior a X quando existe r > 0 tal que a B(a;r ) C X . O conjunto de
todos os pontos interiores de X € denotado por int(X). Dizer que o ponto b € X n&o
pertence ao interior de X significa dizer que para todo r > 0 a bola aberta B(b; r)
contém algum ponto y que ndo pertence a X. Nesse caso b pertence a fronteira de X

(Notagéo - 4 X).

Exemplo 4.1. No subconjunto [0,1) da reta temos que int([0,1)) ={x e R;0<Xx<1} e
9([0,1)) =10, 1}.

Exemplo 4.2. O interior de Q < R é vazio, pois tomando qualquer « € Q, toda bola
aberta, B(«a ;r ) além de conter pontos de  tambéem contém pontos de R - Q.

Consequentemente temos que 3(Q ) = R
Observacgéo 4.1. Se X é subconjunto de M entéo 4 X=8(M -X).
Observacdo 4.2. M= int(X) w o X=u int(M -X).

Definicdao 4.2. Dizemos que um subconjunto X de um espago métrico M € aberto

quando todos os seus pontos s&o interiores, isto: &, X = intX.
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!
Proposigao 4.1. Num espago métrico M, toda bola aberta B(« ; r ) € um conjunto
aberto.
Demonstracéo: Se x € B(a ;r) temos que d(x,a¢) < r. Tomemos s = r - d(x, a) €
considere B{x, s). Observe que se y € B(x, s) entdo d(xy) < s 10go d(x,y) < r-dix, ) de
onde resulta que dfx, y) + d(x, « ) < r, portanto d(y, «) < r € consequentemente

temosque y < B{a;r).

Proposicao 4.2. Seja A a colegdo de abertos de um espaco métrico M. Entéo,

1. ¢, Me A
2. SeX,ye AentioXnYeA

3. Se A€ uma familia de abertos em M, isto €, se cada A; < A entdo UA; € A.

Demonstracao:

1. Se ¢ nao fosse aberto existiria um elemento x e ¢ tal que x ¢ intg, como tal
elemento ndo existe podemos concluirque ¢ € aberto. Evidentemente M também &

aberto.

2. Tomando x e X Y arbitrario temos queac X € aeY. Como X <, Y s&o

abertos ternos ainda que existe ri,r; > 0 tais que Bla;r)c X € B(a;r,)CY .

Seja r=min{ryr;}, entdo Bla; r) c X nY

3. Se existe um indice ntal que: ae 4, . Mas A, é aberto, logo existe e r> 0, tal

que Bla;r) c A, c U4, e, portanto, U 4 é aberto
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Observacdo 4.3. Resulta imediatamente do item 3 que a intersegio
A "4, --n A, de um namero finito de abertos € ainda aberto. No entanto, a
intersecéo infinita de abertos pode ndo ser aberto, como € o caso do exemplo que

segue.

Exemplo 4.3. Considere o espago métrico R (métrica usual) e os abertos A; ={-1,1),

A= (_1_‘,_]5.)»,‘,4;3‘-:(_1 l), ey Ap= (_l,l); ..., Observe que 4 N4, n---n A4, n--={0}ndo
22 : nn

373
é aberto.

Corolario 4.1. Um subconjunto 4 < M € aberto se, e somente se, € uma reunido de
bolas abertas.

Demonstracdo: Suponhamos primeiro que Ac M seja aberto. Logo, para cada
x c Aexiste r >0 tal que x e B(x;r) = A de onde resulta que{x} < B(x;r)c 4. Como

A= J{xjtemos que 4=|J{x} = | JB(x;r)c 4. Portanto 4=|JB(x;r), ou seja, A &
xeA xcA xcA

xeA
uma reuniao de bolas abertas. Reciprocamente, suponha que, 4=uB,onde B, é
uma bola aberta para todo indice 1. Entdo, pelo item 3 do teorema 4.2 temos que A

é aberto.

Proposicdo 4.3. Sejam d e d’ métricas equivalentes sobre M. Se D e D’ sdo
respectivamente as colecdes dos conjuntos abertos de (M, d) e (M, d’)

respectivamente entdo D=D".



33

Demonstragdo: Vamos primeiro mostrar que D c D’. Para isso seja xeD € ae X,
logo existe ¢ >0tal que B,(a;¢)< X.Como d é equivalente a d’, isto &, d ~ d’ entao
por definicdo existe 1>0 ate que B,(a;1)c .B,(a;6) c X, de onde resuita que
x e D', isto &, bcD’. De maneira analoga, mostra-se que D’c D, portanto temos que

D=D"

Proposicdo 4.4. Dados os espagos métricos M e N, o conjunto das aplicagbes

limitadas e descontinuas em 8(M; N) € aberto.

Demonstragdo: Tomamos ac M’ e chamando D, o conjunto das aplicagdes limitadas
que séo descontinuas em a. Vamos mostrar que D, é aberto. Para isso tomamos
feD,, logo para todo £>0 pode se obter xdeMcom d(xd,a)<ce

d(f(x8),f(a))z3e. Considere agora a bola B(f,e) Entdo, se tomarmos

g € B(M; Ny tal que g € B(f,¢), entdo para todo & > 0temos que:

38 <d(f(x5), /() < d(f(x5),g(x8))+d(g(x8), f(a))
Dai

3¢ <d(f(x0),8(x6)) +d(g(xd), gla))+d(gla), f(a)

De onde resulta que.
3e <eg+d(g(x0),g(a)+¢
Donde

€ <d(g(x0),gla)+e¢
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Logo, concluimos que g € descontinua em a, € assim temos que ge.D,.0u seja,
B(f;e)c D, e portanto D,é aberto. Observe ainda que D=|J D,, onde D é o
acM

conjunto de todas as aplicagbes limitadas descontinuas f de M em N. Logo pelo

teorema 4.2 deste capitulo, temos que D é aberto.

Proposigdo 4.5. Dada f: M - N, 0 conjunto das aplicagbes descontinuas g : M > N

gue estdo a uma distancia finita de f € aberto.

Demonstragdo: De forma analoga a do teorema anterior .

Definicdao 4.3 (Ponto aderente). Dado um espago métrico M, dizemos que .
ae X <M € um ponto aderente a X quando dfa, X} = 0 ou seja, para todo ¢ >0,
podemos encontrar xe X tal que d(q, X)<e. Portanto, a € aderente quando para tcdo

e >0, tem-se B(a,g)n X # ¢ . O conjunto formado por todos os pontos aderentes a X

é chamado de fecho de X e denotamos por X .
Exemplo 4.4. Se X=[0,1) entdo 1€ X

Observagdo 4.4. Dizer que ag¢ X significa dizer que existes>0 tal que

B(a;e)n X # ¢ . E em qualquer subconjunto X c M tem-se X c X

Um subconjunto X c M é dito denso em M quando se tem X =M,

isto &, quando para cada bola aberta Bem M, tem-se BN X = ¢
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Exemplo 4.5. Qe R - Q sdo densos em R.

Definigdo 4.4. Dizemos que X c M é fechado quando seu complementar M-X &

aberto.

Proposigédo 4.7. Um subconjunto X <M é fechado se, e somente se, X =X

Demonstragdo. Em primeiro lugar, suponhamos que X é fechado. Se a¢ X temos
que aeM-X, € como M - X & aberto temos que existe e&>0tal que
B(a;e)cM — X, logoB(a;e) ~X = ¢de onde resulta que a¢ X . J& sabemos que

X c X . logo podemos concluimos que X = X

Reciprocamente, suponhamos X = X . Sea e M — X entdo a ¢ X de onde resulta que
ag X . Logo, temos que existe >0 tal queB(a;e)nX =¢, onde temos que

B(a,g) c M - X , logo M- X € aberto e consequentemente X € fechado.

Observacgdo 4.5. O fato de um subconjunto X < M n&o ser fechado nao significa que

ele € aberto, como € o caso de Q < R que n&o € nem aberto € nem fechado.

Proposicdo 4.8. Todo subconjunto finito F= {as, ay, ...a,} . M é fechado.
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Demonstragao. Tomando a <A/ - F', temos que d{ a, F) =¢ = min{d(a,a;},..., d{a,a,)}, },
logo temos que d(a, F} > 0 e Bfa; ¢)c M —F de onde resulta que M - F € aberto, e

assim temos -que F € fechado.

Proposicéo 4.9. Seja F a colegao dos conjuntos fechados de um espago métrico M,

entdo:

1. ¢McF;
2.Se H,H,eF, entdo H,WH, e F

3. Se (F;) € uma familia qualquer de conjuntos fechados de Mentdo NF, c F

Demonstracao.

1. Ja vimos no teorema 4.2 item 1 que ¢ e M sdo abertos em M , logo seus

respectivos complementos M e ¢ séo fechados.

2. Os conjuntos X, =M -H e X,=M-H, séo abertos, logo pelo item do
teorema 4.2 temos que X, nX,=M-(H,nH,) € aberto e portanto temos que

H, U H,é fechado.

3. Como cada F; é fechado, entdo cada complemento M - F; & aberto, logo pelo

item 3 do teorema 4.2 temos que U (M — F)) é aberto e portanto n F; é fechado.

Observagéo 4.6. De acordo com o item 2 do teorema anterior, podemos concluir que

qualquer unido finita de fechados &, também, fechado.
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Observacao 4.7. A reunido de uma familia infinita de fechados pode n&o ser um
conjunto fechado. Com efeito, todo conjunto (fechado ou n&o) é a reunido de seus

pontos, que por sua vez, sdo conjuntos fechados.

Definicdo 4.5. Seja M um espago métrico, € X um subconjunto de M. Dizemos que a

e Mé um ponto de acumulagéo de X quando toda bola aberta de centro a contem
algum ponto x € X diferente do proprio a.

Ao conjunto formado por todos os pontos de acumulacéo de X denotamos por

X’ e chamamos de derivado de X, Portanto, temos que a € X’ se, e somente se, a

c X —-aq.

Proposicédo 4.12. Se X & um subconjunto de um espago métrico M, entdo tem-se

X=XuX

Demonstracdo. Provaremos primeiro que X=XUX'. Seja a € X, entdo para todo
e >0 tem-se que B(a;e)n X +#¢. Se ac X esta provado. Por outro lado, se a¢ X

entdo a é claramente um ponto de acumulagao de X. Logo, esta provada a inciusdo.

Ainclusdo X u.X' c X & ébvia. Logo, concluimos que X=X U X'.
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5 LIMITES

5.1 Limites e sequéncias

Definigdo 5.1. Uma sequéncia num espago métrico M é uma fungdo x : N— M que
associa a cada natural n um elemento x,eM chamado n-ésimo termo da

sequéncia.

Denotaremos tal sequéncia por (x,) ou (xi, xz, .., X,), ou ainda por (x,),.,. O

conjunto dos termos da sequéncia (x,) € indicado por { xz x; . xn} ou { x,:nc N}, ou

ainda por x{N).

Exemplo 5.1. Se definirmos x: N— R, pondo x, - (-1)"..obtemos a sequéncia
(-1,1,-1,1,... ). Se definirmos x,= avr e N, obtemos a sequéncia (a,a,a,...,) chamada

de seqgiiéncia constante.

Observagdo 5.1. Se a aplicacdo x: N— M for injetiva, entdo obviamente os termos

{x1, %3, ... Xn,...} SA0 todos distintos.

Definicdo 5.2. Considere uma sequéncia x; N— M dada por x, chamamos de
subsequéncia de (x,) a uma restricdo da fungdo x a um subconjunto infinito N’=

{ni<ny<.. <n¢<..} de N . Representa-se uma subsequéncia por x’' = (x,) 0U (Xpz,

neNw

Xn2,.., Xnk,---). ObDSErve que essa notacao torna toda subsequéncia em uma sequéncia.

Exemplo 5.2. Considere a sequéncia (2, 2°,2°,...2"...) = (2,4,8,..2",...) = (x,). Observe

que (2,16, ..., 4%, ..) € uma subsequéncia de (x).



39

Definicdo 5.3. Uma sequéncia (x,) de um espaco métrico M € limitada quando o
conjunto de seus termos € limitado, isto &, quando existe k > O tal que d(x, x.} < k

para quaisquer mn € N

Definicdo 5.4. Seja (x,) uma sequéncia de um espago metrico M, Dizemos que
a e M @ limite de (x,) quando para todo £ >0 dado arbitrariamente, pode-se obter ng

e N talque n> ny implica d(x, a)<e . E nesse caso escrevemos fim X, = a ou {x,.)>a

Quando (x,) >a, dizemos que a sequéncia de pontos x, e M € convergente
em M. Portanto, dizer que /im x,= a significa afirmar que qualquer bola aberta de
centro a contém todos os termos x, da sequéncia, salvo para um ndmero finito de

termos.

Observacado 5.2. Em vista da definicdo, se (x,) =a, toda subsequéncia de (x4, x;,

s

Xn,...)também converge para a.

Exemplo 5.3. Considere R munido da métrica usual, entdo a sequéncia {x;, x5, .., Xn,...)

n

dada por x, - converge para 1, pois dado & > 0 tomemos n, e N * tal que
n+l :
n T . I 1 1 1 ;
<centdo Vn>n temos: d(x 1)= -l=- = < <g, de onde
n, +1 n+l n+lf |[n+l n,+1

resulta que d(x, 1)< & e assim, temos que (x,) —1

Observacdo 5.3. Toda sequéncia constante, isto &, do tipo (gagq,...q,...) é

convergente € fim (x,)=a.

Proposicéo 5.1. Se a € M é um ponto isolado € (x,) —a entdo 3n, € N tal que Vr>n,

tem-se (x,)=a.
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Demonstragdo. Como a< M é isolado entdo existe £>0 tal que B'(a;g)={a}.Como
(x,)=> a entdo para esse ¢ >0 existe n, tal que n > n, implica d(x,a)<e , onde resulta

que (x,)=a.

Observagdo 5.4. Um caso particular da proposi¢éo acima € que se M é discreto,
entdo uma sequéncia (x,) de pontos de M € convergente se, e somente se, existe

n,€ Ntalque x,,, =x,,,=..

Observagéo 5.5. Seja (x,) uma sequéncia de pontos € M: Dizer que {x,) > acM €
dizer que dada qualquer bola aberta B de centro a tem-se x, € Bpara todo ne N

suficientemente grande.

Proposicdo 5.2. Toda sequéncia convergente ¢é limitada.

Demonstragdo. Seja {x,) uma sequéncia convergente de pontos de um espaco
métrico M com (x,) = a. Logo, tomando ¢ =1 existe n, eN tal que n>n,implica
x, € B(a;1).Portanto todos os pontos da sequéncia {xi, X ..., X...) pertencem a

unidoB{a;l) u{x,,x,,....x,,...} de dois conjuntos limitados, logo & limitado.

Exemplo 5.4. A sequéncia (1,2,1,2,1,2, ... ) € limitada, porém nao converge. Isso

mostra que nao vale a reciproca do teorema anterior.

Proposi¢éo 5.3. Seja (x,) uma sequéncia convergente de um espago métrico M.

Ent&o é unico o limite dessa sequéncia.

i

d(b;a)

Demonstraggo. Suponhamos que (x,) —a € (x,) —b com b # a. Tomando & = 5
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existem ny, ny< N tais que
n > n; implica d(x,,a)<& e n>nyimplica d(x,b)< &

Tomando n, = max {ny, nz), temos que n>ne implica d(x,a) <e e d(x,a) <e . Dai para

todo n>ng tem-se dfa, b) < d(a, x,) + d(x,b)<e +&=2¢ =%—2@l= d(a,b). Contradi¢&o.

Proposicéo 5.4. Se (x,)—a entdo toda subsequéncia de (x,) também converge para

a.

Demonstracéo .. Considere a sequéncia (x,) = {(x1, X2,-.., X»...) € uma subsequéncia
de (x,) dada por (Xaz, Xnz-..., Xnk...). POr hipdtese (x,)— a dai para todo &>0 existe
n’eN fal que n> n’ implica d(a, x,) < €. Mas, como cada nie N e ni;<n; <... entéo

existe n;>n’" e portanto V n;< n; vale a relagéo d(x,,a) <¢

Corolério 5.1. Se (x,)—a entdo, para todo pe N tem-se (x,.,)—a
Demonstragéo. (xn.,) € uma subsequéncia de (x,), logo converge para a
Corolario 5.2. Se (x,)— a # b entio existe noc N tal que n >n, implica x, # b

Demonstragcdo. Com efeito, em caso contrario os indices neN tais que x, = b
formariam um conjunto infinito N’ = {n;<n,<...m<...} € entdo a subsequéncia constante

(xnt) 'oonvergﬁria para b #a. Contradicdo.

Proposigéo 5.5. Um ponto ae M € limite de uma subsequéncia de (x,) se, € somente
se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n arbitrariamente

grande.
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Demonstracdo. (=) Se uma subsequéncia (X,s, Xaz,--., Xn...) CONVErge jpara a entéo,
dado ¢ >0 existe kpc N tal que k >kg = X« € B(a,g) Logo, toda bola aberta B(a,s)de
centro a contém termos x, com indices n arbitrariamente grandes, a saber, todos 0s

indices nk>ko

(«<)Suponhamos que toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n
arbitrariamente grande, entdo a bola B(al) contém um termo x,;, a bola

B(a,1/2)obtém um termo x,, com indice n,> n; € assim por diante: para todo ¥ e N, .

podemos achar x. e B(a,1/k)Com ng > ne.1>...> ny Isto define um subconjunto infinito

-~ lim

N' = {ns<n<...ni<...} € uma subsequéncia (x,) tal que d(x. a) <1/k= Xnk= 4.

Observagéo 5.6. Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem

para pontos diferentes, entao (x,) € divergente.

Consideremos. 0 subespago P = {0,1,%,%,...,1,...} cujo unico ponto isolado é o O
n

(zero). Dada (x,) de pontos isolados num espago métrico M e um ponto

a € M definimos a aplicagdo f : P—M dada por P(l) =x,; paratodoneN e f(0)=a
n

Lema 5.1. Tem-se /im x,.=a se, € somente se, f. P—M é continua.

Demonstracdo. (<) Ja vimos na proposicdo (??) do capitulo 5, xe P é isolado, entdo
f € continua em x. Como 0 unico ponto ndo isolado de P é o 0 (zero), entdo basta

provar que f € continua nesse ponto. Por hipdtese x,—>q, isto é, para todos >0
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. . - 1 .
existe n, €N tal que n > ng =>d(x,,a) < . Pomos, entdo § =—, assim vemos que
1,

l< 1 &= ! <0 :;>d(l_,0) <8 =d(x,,a) <& ,isto &, fé continua em O (zero).
n mn, n n

(=) f & continua em O (zero), logo dado &> 0 existe 5> 0 tal que

1 ’ = 1 . o n
—<8>d(x,a)<e. Tomando entdo n, >-g e vemos que Sse n > n,
n ;

I 1
o> —<—<d=>dx,a)<e=>x, >a
n n,

5.2 - Seqiiéncia de nameros reais

No espago R, tem muito interesse as chamadas sequéncias de Cauchy que
compreende 0s seguintes tipos, a saber: crescentes, decrescentes, n&o decrescente

e nao- crescentes.

Dizemos que uma sequéncia (x,) € crescente (decrescente) quando x, < Xp.i(x, >
Xns2). NO caso de ser x, < X,a(x» > x,g) dizemos que a sequéncia (x,) € néo-

decrescente {ndo-crescente).
Proposicdo 5.7. Toda sequéncia mondtona limitada de numeros reais € convergente.

Demonstracdo. Suponhamos que a sequéncia (x, ) de nﬁmeros reais seja monétona
ndo- decrescente. Sendo (x,) limitada, tomemos a = sup {{ x,)} Vamos mostrar que (x,
)— a. De fato, para todo ¢ > 0 temos que a - € ndo € cota superior de {x3,x5...,X,...
}, logo existe n, € N tal que @ - €< X0 < a . Entdo n > n, implica

a-g, <x <a<a+g, portanto temos que (x, )—>a

ne

‘Corolério 5.3. Uma sequéncia mondtona de nUmeros reais € convergente se, e

somente se, possui uma subsequéncia limitada.
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Demonstracio. Basta mostrar que se (x,) possui uma subseqUéncia (Xni, Xnz,---, Xak:-..)
limitada entdo (x,) é limitada. Suponhamos que (x,) seja monétona ndo-decrescente.
Seja xx< ¢ ¥V k € N. Dado qualquer n € N podemos obter k tal que n < x, € a partir dai

temos que: x, < x.« < ¢ € como (x,) é limitada inferiormente por x; temos que, X1

<x,<c 'ypa‘r;a todon eN e portanto (x,) € limitada.

Exemplo 5.5. Se 0 < a <1 entdo lim d" = 0, pois nesse caso temos que a > da >ad
>..>d" >...jisto é, a sequéncia (d")nen € monoétona limitada e pela proposicdo 5
acima existe ¢ = fim a" . Porém vemos que c¢=fima” =limd™ =limad" =alima" =
ac, logo ¢- ac = 0, de onde resulta que ‘c(l‘/- ¢J=0ecomoa<ltemosquel-a>0e

.\}

portanto c=0

5.3 Convergéncia e Topologia

Proposicéo 5.8. Sejam M, N espagos métricos. Afim de que uma aplicagdo f: M->N

seja continua no ponto a € M € necessario e suficiente que, para toda sequéncia de

pontos x, € M com x, —a se tenha f(x, ) —f(a).

Demonstragdo. (=)f € continua em g, isto €, dado & >0 existes >0 tal que d{x,, a)<
S = dlf(x.;:f{ a))< g, como também temos x,-> a, entdo parag >0 existe np, €N, tal

quen>np=> dix, a)< & = d{f(xuyf{ a))< £ = flx,)— fla)

< Suponha agora que para toda seqiiéncia x,-» acom x, € M se tenha fix,)— f(a) e

suponhamos por absurdo que f ndo seja continua em a € M, isto é, existe £ >0tal
que para todo n € M pode se obter x, € M com d(x,, a} < le d(f(x,), f(a))>g, isto
n

€, existiria uma sequéncia {x,) € M com x, —a sem que f{x,)—f{a) 0 que € absurdo.
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Observagédo 5.7. A proposigdo anterior € particularmente interessante, em muitos
casos para justificar a ndo continuidade de uma fung&o num, dado ponto como, € o

caso do exemplo que segue:

Corolério 5.4. Dada f: M>N se para toda seqliéncia de pontos (x,) convergente em

M, isto € x, —a, tivermos (f{x,)) convergente entdo fé continua em a.

Demonstracdo. Considerando o teorema acima, basta mostrar que x, —a implica
fix.)—fa. De fato, se x, —a a sequéncia (z, )=(x;, g, x,, @,) converge para g, iogo f(z,)=
{fixi), {fa), fix.), (ffa)...) & convergente e obviamente fz,)—f(a) logo sua

subsegiéncia f(x,)—{f(a)

Portanto, podemos afirmar que uma aplicagéo f : M->N € continua se, e
somente se, a imagem ({f(x,)) de toda seqiiéncia convergente (x,) em M € uma

seqliéncia convergente em N.

Exemplo 5.6. A funcdo f: RO R definida por f{x) =1se xeQ e flx) =0sex € Q

ndo €& continua num ponto qualquer a € Q de fato, a seqléncia

Va  Aa J_

+,_ a +— ,...) € uma sequéncia de pontos de R - Q que converge para

Va Va Va

a. No entanto, a seqUéncia de imagens f(a+ T)’ fla+ T)’ f(a +»—4—),,...):=: 0,0.0,...

converge, obviamente pra zero e ndo para f{0) = 1. De maneira analoga verifica-se

que f é descontinua em qualquer ponto a e R -Q.

Proposicdo 5.9. Seja X um subconjunto de um espago métrico M afim de que se
tenha ae X em M, é necessario e suficiente que a seja limite de uma sequéncia de

ponto x, € X .
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Demonstragdo. (=) Suponha que ac X, isto significa que para cada n €N pode se

obter x, eB(,a‘,l) X , isto nos da uma sequéncia de pontos x, € X, com d(x,, a) <—,
n n

isto &, x,~>a.

(<)Suponhamos agora que x,~>a com x, € X isto € para todoes >0 existe np € N

= dfx, aj<e = Bla,g)~ X = @ e, portanto, ac X .

Proposi¢ao 5.10. Um subconjunto A de M é aberto em M se, e somente se, cumpre

a seguinte condi¢d0: ( x,) >a € A=> x, € A para todo n suficientemente grande .

Demonstracdo. (=) A é abertoem M e x,2a e A=>3e>0 tal que: B(a,e)c 4

existe também n, € N tal que n>n, > x, € Bla,g) c A.

(<) Suponha agora, que x,~»a € A= x, € A para todo n suficientemente grande,
VVamos mostrar que 4 € aberto em M. De fato, dada uma seqiéncia de pontos
x, e M — Acom x,~>b entdo n&o se pode terbe A=>beM —A. Logo pelo corolario

5.5 M- A éfechado e consequentemente A € aberto.

Proposicdo 5.11. A fim de que a seja ponto de acumulagdo de um subconjunto
X <M € necessario e suficiente que a seja limite de uma sequéncia de pontos

distintosx, < X.

Demonstragdo. (=) Se ac X' significa que para cada ne N pode se obter uma

P 1 - "
infinidade de pontos x eX.com x, €B(a,—).Podemos entdo escolhermos
n
sucessivamente xi,XzXs,...x,...de tal forma que x,eX.e x,e€B(a,—)mas m # n
N -
= x, #x,, € Nesse caso dfx,a)<— isto &, limx,=a.
n

(<) Se a € limite de uma sequéncia de pontos distintos x € Xentdo a, é

videntemente pontos de acumulacdo de X, isto &, ae X'.
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6 CONTINUIDADE UNIFORME

Definicdo 6.1. Seja M e N espagos métricos. Uma aplicagdo f: M 3N diz-se
uniformemente continua, quando para todo ¢ >0 dado, existe 6 >0tal que, sejam

quais forem x,y e M,d(x,y) <0 = d(f(x), f(¥)) <¢.

Ao contrario da simples continuidade, que € um fendmeno local, a continuidade
uniforme & uma nogdo global, isto €, se feiaciona com o comportamento da
aplicacdo em todo o espago simultaneamente. Pode ocorrer que cada ponto ae M
seja be'm?t'ro de uma bola 8, tal que f/8 seja uniformemente continua €, no entanto, a
aplicagdo f: M 5N néo seja uniformemente continua. Intuitivamente isso significa
que estdo "arbitrariamente préximos"‘ entre si dois valores de f correspondentes a

dois pontos de M “suficientemente proximos" entre si.
E claro que toda fungdo uniformemente continua é também continua. Porém a

reciproca disso ndo vale como veremos.

Exemplo 6.1. Toda aplicagao lipschitziana f: M >N € uniformemente continua. De

fato, se ¢>0 € a constante de Lipschitz de f entdo d(f(x), f(»)) < cd(x, y)para todo

7 ‘ & .
x,yeM . Logo, dado ¢ >0 tomamos & =—, e dai:
c

d(x,y)<8=d(f(x), f() < c.f =5

Exemplo 6.2. £ R -{0} - R dada por f(x)= 1 Jparatodo xe R. Tomemosp>0e
X

consideremos uma bola B = B(p,4) c R, -{0}. Supondo p-1=a>0teremos, para
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!y-xl
Err

|y x|, isto &, f/B é lipschitziana e

todo x,yeB: }f(x) FOE I

consequentemente continua. Mostraremos que f ndo € uniformemente continua:

Seja £=1. Para qualquer £>0 existem m,ne N tais que

——<£
n(n+1)

1
n n+l

L 1
. Entéo, lx‘ylzli_z_,ﬁ_ﬂ }n(n+1)

; » 1 1
no entanto, |f(3)—f(0+2+—|=2+—>e
‘ Vi3

2

Definigdo 6.2. {Homeomorfismo Uniforme). Uma bijecdo f: M >N chama-se um
Homeomorfismo uniforme quando é uniformemente continua e sua inversa f : N

S>Mtambém o é.

Proposicdo 6.1. Se f: M >N e g N =P séo uniformemente continuas, entdo g

of . M>P também é uniformemente continua.
Demonstrag&o. Por hipétese, fe g sdo uniformemente continuas, logo
iVe>0,31>0 tal que, paratodo y,,y, eN:d(y,,y,) <A = d(g(y,)g(y,)) <e.

ivA>0,36>0 tal que, para todo
X, %, € N:d(x,,%,) <6 = d(g(x)g(x,)) < 2= d(g(f (). 8(f(x,)) <&

Observagido 6.1. Sejam M um espaco métrico € E um espaco vetorial formado. Se f,

g: M SF s&o uniformemente continuas 0 mesmo ocorre com sua soma f+ g: M->F
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como se vé facilmente. Por outro lado, se ,f, g: M -R sao uniformemente continuas

seu produto , f- g : M >E pode nao ser, a menos que f e g sejam limitadas.

Definigdo 6.3. (Métricas uniformemente equivalente). Dadas as métricas d; € d, no

mesmo conjunto M escrevemos, M; =(M, d;jje M; =(M, d, ).

Duas métricas d; e d,s&0 uniformemente equivalentes em M quando a aplicacdo i,:

M;> M, for homeomorfismo uniforme.

Observagéo 6.2. Se d; e d, sdo métricas uniformemente equivalentes em M, entéo
as aplicagbes uniformemente continuas definidas ou tomando valores em M sé&o

as mesmas, quer usemos d; , ou d..

Proposigdao 6.3. Sejam d; e d, méfricas em M. Se existem constantes
tais que :ad;(x,y)' < d(xy) < 6d(x,y) para x, y € M quaisquer, entac as métricas

d; e d, sdo uniformemente equivalentes.

Demonstracdo. Com efeito, as aplica¢des identidade i, : M;OM; € iz : M;>M; s&o
lipschitiziana , logo sdo informemente continuas, isto &, a aplicacéo i;; : M;—>M, € um

homeomorfismo uniforme e, portanto, d; e d,sdo uniformemente equivalentes.
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7 ESPAGOS METRICOS COMPLETOS

Jé vimos que se (x,) € uma seqéncia convergente de um espago métrico M e x,—a
entdo para todo & >0 existe um indice n, € N tal que n>no = d(x,, p) <&/2 € COMO,

porém temos que d(x,,x,)<d(x,, p)+d(p,x,) entdom,n>no=d(x  x )<e.

Assim obtemos uma condicdo sobre os termos da sequéncia na qual nao
intervém o limite a dessa seqiiéncia intuitivamente, os termos dessas sequéncia vao

se tornando cada vez mais proximos uns dos outros & medida que cresce o indice n.

Definigdo 7.1. (Sequéncia de Cauchy). Seja M um espago métrico. Uma seqiiéncia
(x,) de pontos de M € chamada seqiiéncia de Cauchy se, para todo ¢ >0, existe

umindice np € N talque m,n>np=>d(x ,x )<e.

Obviamente, se (x,) & convergente entéo (x,) € uma sequéncia de Cauchy ,mas ndo
vale a reciproca, isto €, nem toda sequéncia de Cauchy é convergente como

exprime o exemplo que segue.
Exemplo 7.1. Seja (x,) uma sequéncia convergente de numeros racionais tal que
x, —a com a irracional. Obviamente (x,) é convergente em R e, com isso, (x,) €

uma seqiiéncia de Cauchy em Q . Mas, evidentemente, (x,) ndo € convergente em

Q.

Proposicdo 7.1. Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragéo. Dado ¢ >0, existe nop € N tal que m, n> np = d(x_,x ) <&, 0go 0
conjunto {Xo:1, Xno+2, ---} € limitado com didmetro <¢ segue que {x1, X3, ..., %n...} = {x1,

X2, e ,Xn}‘u {Xna+1, Xng +2, } € limitado.

Observagdo 7.1. Nao vale a reciproca da proposi¢do 7.1 acima, isto €, nem toda
seqiéncia fimitada € de Cauchy. Por exemplo, considere a seqliéncia (x,)

=(0,1,0,1,...) na reta. Observe que tal seqténcia € limitada, mas se tomarmos ¢= 1/2
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temos que: d{x,, x,) = 1>¢& sempre que m for par e n impar (ou vice-versa). Portanto,

(x») n@0 & de Cauchy.

Observagdo 7.2. Dada uma sequéncia (x,) de um espago metrico M, escrevemos
paracadane N, X, = {X, Xps1,..-} Temos assim: X;o X;> X3>... X, ©...Como X; =
{x1, X2,..., Xn-130 X, €NtA0 um desses conjuntos € limitado se, e somente se, todos 0s
demais o forem. E se acontecer isso temos que: diam {(x;) > diam {x;)_>... € portanto,

existe sempre lim diam (x,) . Afim de que (x,) seja uma seqiéncia de Cauchy e

n—0

necessario e suficiente que se tenha lim diam (x,) =0.

B0

Proposicao 7 .2. Uma sequéncia de Cauchy que possua uma subsequéncia

convergente é convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragédo. Por hipotese, (x,) em M € uma seqiéncia de Cauchy e possua uma
subsequéncia convergente (xx) > a e M (isto é, (x.) € convergente). Vamos mostrar
que x, -» a De fato, nessas condigbes dado ¢>0 existe pe N tal que
x, > p=d{x,,a)<s/2. Existe também ge Ntalque m,n>qg=>d(x, ,x ) <s/2. Seja
ne = max {pg}), entdo. para todo n > np existe n, > np e, entdo

d(x,a)<d{(x,,x, )+d(x, . a)<e/2+e/2=g<(d(x,,a)<e, e portanto x,> a

ni

Proposicao 7.3. Toda aplicagdo uniformemente continua transforma segiiéncias de

Cauchy em seqtiéncias de Cauchy.

Demonstracdo. Sejam f M -N uniformemente continua e (x,) uma sequéncia de
Cauchy em M. Vamos mostrar que (f{x,})) é uma sequéncia de Cauchy em N. De
fato, por hipbtese Ve >0, existe §>0 tal que, para quaisquer x,y<AM tem-se
d(x,y) <o =d(f(x), f(3) <e. Como {x,) € de Cauchy entéo para todo § >03n, eN
tal que m, n > no=>d(x,,x, )= d(f(x,), f(¥,)) <& e, portanto, (f(x,)) & uma seqiuéncia

de Cauchy.

Exemplo 7.2. Se f: M >N transforma seqiéncia de Cauchy em sequiéncia de
Cauchy entdo f & continua, porém f pode ndo ser uniformemente continua, pois
suponhamos que f transforma sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy, e

considere um ponto aeM . Se x, ->a entdo (x,) € Cauchy, logo a sequéncia
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(x3,,x5,a,...) € de Cauchy em M e portanto, (fix,).fla).f(xz).f(a),...) € de Cauchy em N
com uma subseqléncia (f{aj,f(aj,...) convergindo para fiaj pela proposi¢éo (7.2)
(x,a,%5a,...)converge para fla) portanto, fix,) — fla) e pela proposigéo (5.8) f é
continua. Por outro lado, afuncdo f: R SR fix) = x*, ndo € uniformemente continua,
<c¥me N.

mas se (x,) € uma sequéncia de Cauchy ,entdo existe ¢ > 0 tal que [x,

Como £/, c] € lipschitiziana, segue da proposicéo 7.3 que f(x,) € de Cauchy.

Proposigdo 7.4. Considerando o espago P = {1, 1/2, 1/3, ...,1/n,...} com a métrica
induzida pela reta, é uma aplicagdo f: P >M entdo(x,) em M é uma sequéncia de

Cauchy, se e somente se, é uniformemente continua.

Demonstragdo. (= ) Se (x,) € de Cauchy, isto é, dado ¢ >0 existe n,e N tal
quem,n>n, =d(x,,x,) <e. Tomamos & =1(n, +1)*. A menor distancia ndo-nula de
um qualguer de Pa um ponto do conjunto {1, 1/2, 1/3, ..1/n,..} é

1 1 1 1

= >
n, m+l nin,+1) (n,+1)

=¢ logo, O<d(—1-,i) <d=>mmn>n,>d(x,,x,)<ce,
n m

m>n

Portanto, fé uniformemente continua.

(< ) Sef: P ->M é uniformemente continua como \(l) € ele Cauchy
n

em P(pois: & convergente em R ) ent&o pela proposigao 7.3 temos que (x,) = (f(x.)}é

de Cauchy.

Definigdo 7.2. (Espacos Métricos Completos). Dizemos que um espago métrico M &

completo quando toda seqiéncia de Cauchy em M é convergente.
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Assim podemos dizer, j& usando a linguagem da definigdo acima, que o

espago Q n&o & completo ,em virtude ao exposto no exemplo 4.0.4 deste capitulo.

Exemplo 7.4. Considere o espaco discreto {1, 1/2, 1/3, ...,1/n,...} (métrica induzida),
onde {x,) em P dada por (x,)=1/n, & de Cauchy como vimos na proposi¢cao 7.4 e, no

entanto (x,) ndo converge em P e portanto, P ndo é completo.

Definigao 7.3. (Métrica Uniformemente Discreta). Dizemos que uma métrica d em
um espago M € uniformemente discreta quando existe £>0 tal que

x,ye M, dix,y) <& = x=y. E nesse caso dizemos que M € uniformemente discreto.

Proposigdo 7.5. Todo espago métrico M uniformemente discreto é completo.

Demonstragdo. Sendo M uniformemente discreto entdo existe ¢>0 tal que

x,yeM,e d{x,y)<e=x=y.Como {x,) € de Cauchy em M entao existe np € N tal

que mn>n, =>d(x,,x,)<eg=x, =x,isto é constante a partir de um certo. indice

m?»°'n

(a saber, np) logo,{x,) € convergente.

Pelo que vimos até aqui, podemos observar que, um mesmo espago métrico
M pode ser cém‘pleto em relag&o a uma métrica,e ndo completo em relagédo a outra
métrica, como € o caso do espacgo P{1, 1/2, 1/3, ...,1/n,...} munido primeiro da métrica
zero - um e depois da métrica usual da reta. Isso mostra que um espaco métrico
completo pode ser homeomorfismo a um espaco métrico ndo-completo.

Observacdo 7.4. Segue imediatamente da proposicédo 7.3 que se f: M>N é um

homeomorfismo uniforme, entdo M é completo se, e somente se, N0 é.
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Proposigdo 7.6. A reta € um espago métrico completo

Demonstracdo. Seja (x,) uma seqiiéncia de Cauchy em R. Pondo para n € N, X, =
X, Xnsz, ...} t€MOS X; D XD X3D... XpD... com X, limitado para todo n (vide
proposicdo (7.1). Seja a,- infX,({n=1,2,...)entdoa; < a» < a3 £ ...<a,..2 b=sup X,
logo pela proposicédo (5.6) existe a=lim a,. Vamos mostrar que /im x, = a, para isso
basta mostrar que a € limite de uma subsequéncia de (x,)(vide proposigéo (7.2)).
Ora, sendo a=lim a, , entdo existe m > n; tal que
ancBlag)>a-e<x,<atg>a-g<x,<a+eg=>x,cBac) , isto € toda bola
B(a,£) contém termos x, , com indices n arbitrariamente grande logo a € limite de

uma subsequéncia de (x,).

Proposicdo 7.7. Um subespago fechado de um espago métrico completo é
completo. Reciprocamente, um subespago completo de qualquer espago métrico é

fechado.

Demonstracdo. (=) Seja £« M fechado com M completo. Dado uma sequéncia
de Cauchy {x,) em F, entdo (x,). —a € M 0 que implica que a € aderente a F, e como

F é fechado temos que a e F, isto &, (x,) & convergente em F, logo Fé completo.

( «)Se M cN é um subespago completo, devemos mostrar que todo ponio
aderente a M também pertence a M. Dada uma sequéncia de pontos (x,) € A com
(x,). —ae Nentdo {(x,) € uma sequéncia de Cauchy. Como M € completo, existe
b e M tal que (x,). —b. Pela unicidade do limite tem-se a=b6=>a e M e, portanto, M

é fechado.

Proposicdo 7.8. Sejam M, N espagos metricos. Entdo M x N é completo se, e

somente se, M e N sdo completos.
Demonstracéo. E claro que a métrica a ser considerada sobre M x N é qualquer das

usuais, pois métricas uniformemente equivalentes.
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Demonstragdo. (< )Suponhamos que M e N sdo completos. Dada uma sequéncia
de pontos z,=(x, y.) € MxN paracada n e N . Como as projecdes p;:. M x
N->M e pyy M x N> N séo uniformemente continuas, (x,) € ( y,) sdo seqﬂénciias de
Cauchy em M e N respectivamente. Logo, existem limx,=a € Melimy,=b e N.

Pondoc=(a, b} € Mx N, temos lim z,=c. Assim M x N é completo.
Y

(=)Suponhamos que M e N s&o espagos completos. Se (x,, y,) € uma seqiéncia de
Cauchy no espago M x N, entédo (x,) (y.) sdo sequéncias de Cauchy em M e N,
respectivamente. Como M e N sdo completos, entdo (x,) (y,) s8o convergentes, isto

é existem ae€ M ebe N tal que(x,)>ae(y,)>be, portanto, (x, y.)>{a,b).

Exemplo 7.5. A generalizacdo desta proposicao para um produto M = M, x M x M, x

... M, & 6bvia. Em particular, o espaco R" é completo.
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7.1 O Teorema de Baire

Destacaremos agora uma classe de conjuntos que sejam num certo sentido,

insignificantes diante do espago inteiro.

Definigdo 7.4. (Conjunto magro). Um conjunto X de um espago métrico M diz-se

magro €m M quando € uma reunido enumeravel X =uX, tal que para cada n, tem-

se int int Xn=. @.

. w
Para que X seja magro em M é necessario e suficiente que X c{ JF, onde

n=l

Fi, F>..., Fy, ...s80 fechados com interior vazio.

A nocdo de conjuntos magros desempenha em topologia papel semelhante
ao da noc¢édo e "conjunto de medida nula" em analise. As propriedades seguintes sao

imediatas:

a) A reunido de uma familia enumeravel de subconjuntos magros em M é
subconjunto magro em M.

b) Se X € magro em M e Y &€ magro em X, entdo Y € magro em M.

Exemplo 7.6. Q. € magro em Q, pois € a reunido enumeravel de seus pontos, além
disso, se re Q. temos que para todo ¢ >0 existe r'e Q.+ com r'zr talque reB
isto & B(r,e)« {r}. Em outras palavras, cada ponto r € Q. tem interior vazio em Q
(isso mostra que Q. € magro em Q). Observe, no entanto, que Q. n&o tem interior

vazio em Q. Isso mostra que nem todo subconjunto magro X c M tem interior vazio.

Exemplo 7.7. Um ponto num espaco métrico M tem interior vazio se, € somente se,

nenhum dos seus pontos €& isolado, pois AeM entdo intfa} =

P. o agint{a} < Ve >0 tem-se B(a, &) ¢ {a} <> anéo € isolado.
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Exemplo 7.8. A fronteira de todo subconjunto aberto X c M é um subconjunto
fechado com interior vazio e, portanto, magro em M. Com efeito, sex ed(X) entéo
em qualquer vizinhanca de x existe pelo menos um elemento que pertenca a X.
Como X € aberto temos que X nno(X)= @, logo para todo £>0 a bola
B(x,g) ¢ &(X) e, portanto 6(X) tem interior vazio. Como 4(X)=0(M —~X) eM —-X &
fechado entdo a fronteira de um conjunto fechado também tem interior vazio e

portanto também é um conjunto magro em M.

Observagdo 7.5. Segue do exemplo 7.7 acima que um conjunto enumeravel
X ¢ M € magro se, e somente se, nenhum dos seus pontos & isolado. Em particular,

Q é magro em R.

Observagdo 7.6. Se X ¢ M nao ¢ aberto e nem fechado, sua fronteira pode ndo ter
interior vazio. Por exemplo, d{ Q)= R.

Observagdo 7.7. Sabemos que int X =@ em M < M - X é denso em M. Segue que
um subconjunto F cM € um fechado com interior vazio se, € somente se, seu
complementar M - F é aberto denso em M. Portanto, int X =@ < X esta contido num
fechado com interior vazio <« M - Xcontém um aberto denso <« int(M -X)

€ denso.

Proposicdo 7.9. Um espago métrico M é completo se, e somente se, toda

sequéncia
decrescente F; DF;> ... D F, D ... de subconjuntos fechados ndo vazios F, < M, com

lim diamf;, =0 existe um ponto a e M tal que ﬁF ={a}

n—o
=l

Demonstracdo. (=) Suponhamos que M seja completo € que seja nos dada uma
sequéncia (F,) como acima, para cada n, escolhamos x, € F,. isto define uma

sequéncia (x,) em M tal que m, n > ny =>x_,x, € F _. Com lim diamF, =0 entdo para

m2" no '

L3
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todo £ >0, existe ny tal que diamF,o <e. Entdo m, n > nyp = d(x,,,x,) < € € portanto,
(x,) & uma seqiiéncia de Cauchy e como M é completo, (x,) é convergente, isto &,
existe a e M tal que x,—a. Dado qualquer peN, temos x, € F, para todo n >p. Ora,

a=limx, e F,, para todo p o que implica que a<[ |F, . Se existisse be[|F, com b

n=1 n=r

# a entdo d(a,b) < diamF, para todo n, 0 que é absurdo, logo {a}a e[ F,

=l

{«<)Por hipétese, a intersecéo de toda sequéncia decrescente de fechados
ndo-vazios cujos diametros tendem a zero € um ponto de M. Vamos mostrar que M
é completo. Para isto, tomemos uma seqiéncia (x,) de Cauchy em M: Para todo n
tomamos X, = {X,, Xpss,...} €NAO0 X; D X2 X3D... X,D... €, por conseguinte { X,) é
uma seqUéncia decrescente de fechados nao-vazios. Além disso, temos

0= 'ﬁﬁadiam'is(v;ide observacio do capitulo 7). Logo 3 aeM tal que n X, =i{a}

como ae X, para todo n, segue que qualquer bola aberta de centro a contém
pontos x,com indices arbitrariamente grandes logo a € limite de uma subsequéncia

c

de (x,) e pela proposi¢do (7.2), x,~> a.

Teorema 7.1 (TEOREMA DE BAIRE). Seja M um espaco métrico completo, Todo
conjunto magro em M tem interior vazio. Equivalentemente toda intersecdo

enumeravel de abertos densos € um subconjunto denso de M.

Demonstragéo. Provaremos a segunda dessas afirmagdes. Sejam entdo A, A,,...

A,,...abertos tal que A, é denso em M para todo ne N, vamos mostrar que 4 :ﬂ;An é

n=l
denso em M. Para isto basta mostrar que toda bola 8 em M contém algum ponto de

4. Sendo 4 aberto e denso em M podemos garantir que B, n 4, é aberto ¢ néo-
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vazio, logo contém uma bola aberta 8, que podemos supor tio pequena que Sseu raio
ndo exceda % é que se tenha, ainda B, c B, ~ 4,. Por sua vez, A;sendo aberto e
denso podemos garantir que B, N4, € aberto e ndo vazio. Logo, B, n.A4,contém
uma bola aberta B; de raio inferior a 1/3 com B; c B, nA,. Prosseguindo desta
maneira, obtemos uma sequéncia decrescente B, 5B, o..o B, >... de fechados

com B.i cB,nA e obviamente limdiamB,=0. Em particular, acB. Como

n—»0

B,,cB,n4 entao ac 4, paratodon e, portanto,ac B, " 4.
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